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Chuong 1
Ciac phép doi hinh phang

& 1 Dai cuong vé cac phép bién hinh va cac phép
doi hinh phang
1 Khai niém vé phép bién hinh
Cho hai tap hop diém 7 va T ta goi 1a mot song 4nh tir 7 vio 7', moi phép

tuong Gng f ma v6i mdi diém M cia 7 déu dugc gén v6i mot diém M’ duy nhat
ctia T, ky hieu 1a M’ = f(M).

Nhu vay, cho mét song anh f : 7 +— T’ vao T’ 1a cho mot quy téc dé, vé6i bat
ky mot diém M € T bao gid ta cling ¢c6 mot diém f (M) hoan toan xéc dinh clia
T sao cho

(i) Néu M va N 12 hai diém phan biét ciia 7 thi f(M) va f(N) 1 hai diém
phan biét cia 7'; M # N thi f(M) #£ f(N).

(i) V6i VM' € T’ thi bao gid ciling ¢6 mot diém M € T sao cho f(M) = M.

Diém M’ = f(M) dugc goi 1a anh, hay diém tuong Gng hodc hinh bién déi
cha diém M qya 4nh xa f. Nguoc lai, diém M duoc goi 1a tao anh cha diém
M’ = f(M) qua anh xa f.

Néu M’ = f(M) thi ta cOn n6i ring 4nh xa f (& day 12 mot song anh rdi)
bién diém M cta 7 thanh diém M’ cia 7.

Khi hai tap hop diém 7 va T 1a déng nhit, ciing c6 nghia 14 tring nhau, ky
hiéu 7 = 77, ta néi ring f 1a mot phép bién hinh trong 7 (hay tir 7 vao chinh
né). Nhu vay, ta c6 thé dinh nghia mot phép bién hinh trén dudng thang, trong
mat phiang hay trong khong gian tuy theo 7 12 tap cdc diém clia mot dudng thang
A nao d6 trong mat phang, hay 7 1a tap hop tit ca cdc diém clha mot mait phang
P hay 7 la tap hop tat ca cdc diém cha khong gian . Tham chi 7 c6 thé 1a tap
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hop tat ca cdc diém clia mot hinh H nao d6 14 mot bo phan (tap con) ciia dudng
thing A, hay mot bo phan clia mot mit phang P hay mot bo phan cia khong
gian; ky hiéu H C A, H C P hay ‘H € K. Ta c6 dinh nghia sau dau

2 Dinh nghia phép bién hinh

Mot song 4nh f : A — A’ hodc P — P tir tap cac diém ciia dudng thing A
hay clia mat phang P lén chinh né dugc goi 13 mot phép bién hinh trén dudng
thing A hay clia mit phing P.

Nhu vay ching han cho mot phép bién hinh clia mat phang f : P +— P 1a mot
quy tic dé véi moi diém clia P ta tim dugc mot diém M’ = f(M) hoan toan x4c
dinh, thod mén hai diéu kién sau day

(i) Néu M va N déu thuoc P, M # N thi f(M) va f(N) déu thuoc P, f(M) #
f(N)

(i) V6i VM' € P thi ton tai duy nhat diém M € P sao cho f(M) = M’

Néu H 1a mot hinh nao d6 cta P thi ta ¢6 thé x4c dinh duoc tap hop diém
H = f(H) ={f(M),M € H}; f(H) la mot hinh phing dugc goi la énh hay
hinh bién déi hodc hinh tuong Gng cltia hinh A qua phép bién hinh f; ngugc lai
hinh H dugc goi 1a tao anh (hay hinh nguyén cta hinh f(#) qua phép bién hinh
f (Hinh 1)

Hinh 1
Chu thich. Phép bién hinh dinh nghia nhu trén con dugc goi moét cach chinh
xdc hon 1a phép bién hinh di€ém (vi n6 bién déi diém thanh diém). Hai phép bién
hinh diém f va f’ 12 twong duong néu v6i moi diém M cha T déu cé cling mot
anh trong 7: VM € T suyra M' = f(M) = f'(M), ta viét f' = f.

3 Thi du vé phép bién hinh

Thi du 1. Trong mat phing cho mot dudng thang A va mot diém O ¢6 dinh trén
A. V6i mdi diém M # O trén A ta 1ldy diém M’ doi xiing véi M qua O; diéu
dé ciing c6 nghia 14 M’ duoc hoan toin x4c dinh béi dang thitc véc to

— —
OM' = —-OM (1)



Néu M trung O thita ldy M’ = O. Thé thi r6 rang la dnh xa f : M — M’
tt A — A x4c dinh nhu trén 12 mot song 4nh tir dudng thing A vio chinh né,
hay theo dinh nghia thi f 12 mot phép bién hinh ciia dudng thing A. D6 chinh
la phép d6i xing tam O cha dudng thang A, ta ky hiéu 12 Dy hay D(0O). Vay
DO) M— Mttt A—AvaT=A.

Chu thich. Trong truong hgp nay ta ciing cd D(O) : M — M. Néu T =P
vi M' = f(M) dugc xéc dinh bi (1) thi f: M — M’ tx P — P 1a mot phép
doi xtng tam O clia mat phang P.

Thi du 2. Goi A,, B, va C, 1an luot 1a trung diém cdc canh BC,C' A va AB cla
mot tam gidc ABC cho tru6e trong miat phang. Véi mdi diém M clia miat phang
ta 14y 14n lugt cdc diém A’, B’, va C’ déi xiing v6i M theo thit tw qua A,, B,, va
C,. Chimg tb ring

1/ Cic duong thang AA', BB’ va CC’ dong quy & mot diém M’ nao dé;

2/ Anh xa f : M — M’ tit P vao chinh né 12 mot phép bién hinh ctia mat
phéng.

Hinh 2

That vay, tir gia thiét dé dang suy ra diém M 1a dinh thi tu chung ciia ba hinh
binh hanh BA'CM,CB'AM, va AC'BM. Tir d6 suy ra BCB'C',CAC'A' va
ABA'B’ déu la nhitng hinh binh hanh va méi hinh nay nhan hai trong ba doan
thing AA’', BB’ va CC' 1am cic dudng chéo. (Hinh 2).

Do dé ba dudng thang AA’, BB’ vd CC’ d6i mot cat nhau 6 cling mot diém;
dé 1a trung diém chung M’ ciia ci ba doan thing d6. Nhu vay v6i mdi diém M
clia mat phéang P da chi ra mot quy tic f xdc dinh hoan toan diém f(M) = M’



nhu di cho & trén va do d6 f 1a mot don dnh.

Pdo lai, v6i mdéi diém M’ clia mat phang ta 14y cic diém A’, B’, C’ theo thit
tu doi xing v6i A, B,C qua M’. Thé€ thi 16 rang M’ 1a tam chung cua ba hinh
binh hanh BCB'C',CAC'A' va ABA'B'. Bay giv ta 14y diém M d6i xtng voi
A’ qua A,; néi khac di, M 1a dinh thi tr cha hinh binh hanh BA'CM. T dé
suy ra M 1a dinh thit tu chung ctia ca ba hinh binh hanh BA'CM,CB'AM va
AC'BM. Béi vay, M doi xing v6i B’ qua B,, dong thoi cling doi xing v6i C’
qua C,. N6i khéc di 1a, A, A", B,B' va C,C" dong quy 6 diém M.

Nhu vay 13, v6i méi diém M’ bat ky clia mat phang P ta da chi ra duoc cich
xdc dinh diém M va diém M nay 1a duy nhat sao cho f(M) = M’. Vado d6, f
1a mot toan dnh.

Két lugn. Anh xa f : M +— M’ tit P — P vira 12 don 4nh, vira 13 toan 4nh
nén theo dinh nghia, f 14 mot phép bién hinh clia mat phang.

Chii thich. Néu goi G 1a trong tam cua tam gidc ABC , ta cdn chiing minh
duoc ring duong thang MM’ dia qua G va cap diém M, M’ thod min hé thitc
vécto

— 1 —
GM' = —5GM 2)

Hé thitc (2) ciling néi 1én rang quy tic f : M — M’ tit P — P chi ra trong
thi du 2 tuong duong v6i quy tic (4nh xa) f’, trong d6 véi mdi diém M bat ky
clia P ta xdc dinh dugc duy nhat diém M’ € P theo (2). Ta s& trd lai thi du 2
nay & phan sau, § 4.

4 Bai tap vé phép bién hinh trong tap hop diém T

1.1 Trong mat phang cho mét dudng tron (O) va hai ti€p tuyén a va b clia né.
Mot ti€p tuyén ¢ thay déi ctia (O) cét a va b theo thit tu & M v N. Hoi 4nh
xa f: M — N tit a dén b c6 phai 12 mot song anh khong? Xét hai duong
trudng hop a song song v6i b va a cit b .

1.2 Trong mit phang cho hai dudng thang phan biét a va b. Goi A va B theo
thit tu 12 c4c hinh chiéu (V trén a va b clia mot diém M bat ky clia mot mat
phang; M’ 1a diém d6i xting véi M qua trung diém I clia doan thing AB.
Ching minh rdng 4nh xa f : M — M’ tit P — P 1a mot phép bién hinh cia
mit phang khi va chi khi @ va b khong vuéng géc v6i nhau.

1.3 Trong mat phing cho hai dudng thing a va A cat nhau (nhung khong vuong
géc) & O va mot diém P c6 dinh khiac O sao cho O 1a hinh chi€u clia P

UTir day trd di, néu khong c6 chi thich gi thém, ta hiéu hinh chi€u 1 hinh chi€u vuéng géc.



trén a. V6i méi diém M trén A, ta dung dudng tron (OPM) cit lai a & C,
roi duong tron tam C di qua M catlai A 6 N

a) Chimg minh ring d4nh xa f : M — N tr A vao chinh n6 12 mot phép
bién hinh clia dudng thang A.

H
b) Hiy chiing minh M N khong d6i v6i moi M trén A. Tix d6 c6 thé goi
tén dugc phép bién hinh f cua A.

1.4 Gid st M 1a mot diém bat ky nim trong mat phing P clia mot tam gidc
ABC @i cho. Dung cédc dudng thang Az, By va Cz tuong tng d6i xing véi
vic dudng thang AM, BM, va C'M 1an luot qua phan gidc clia cic goc A, B
va C' cua tam giac ABC.

a) Néu M nam trong tam gidc ABC, chiing minh ring Ax, By, Cz dong
quy & mot diém M’ ciing ndm trong tam gidc ABC.

b) Ching minh ring 4nh xa f : M — M’ tt P — P khong phai 1a mot
phép bién hinh clia mat phang.

c¢) Chiing minh ring quy tich nhitng diém M trong mit phing sao cho
Az || By || Cz 1a dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC

d) Tim tap hop diém T (T C Pydédnhxa f: M — M &t T — T Ia
mot phép bién hinh cha tap hgp diém 7, mot bo phan clia miat phing
P.

5 Cac phan tir bat bién trong mét phép bién hinh.

Mot diém M nao dé cta tap diém 7 ma tring véi anh f(M) clia n trong
mot phép bién hinh diém f cha 7 goi 1a mot diém bat dong hay diém kép doi
v6i phép bién hinh f trong 7: M € T ma f(M) = M, M 12 mot diém bat dong
ctia f trong 7. Phép bién hinh clia mat phang ma moi diém clia mat phiang déu
la diém bat dong goi 1a phép bién hinh déng nhat hay goi tat 1a phép dong nhat,
ky hieu 1a Id hay e, f = Id khi va chi khi M = f(M), YM € P.

Moi hinh H (ctia P) ma tring v6i anh (hinh bién déi) H' = f(H) cha nd
trong phép bién hinh f dugc goi 1a mot hinh bat bién d6i v6i phép bién hinh f
ctua P.

Néu mot hinh A bat bién doi véi f trong P ma moi diém ctia né déu bat dong
thi H dugce goi 1a mot hinh ¢6 dinh doéi véi f.

Chiang han, trong phép doi xting D(O) thi tam doi xtiing O 12 mot diém bat
dong duy nhit va moi dudng thing qua O déu 1 bat bién. Trong phép doi xing
D(A) truc A thi truc d6i xtng A 13 hinh ¢6 dinh cdon moi dudng thang vudng



gée v6i A déu 1a bét bien.

Trong phép tinh tién T(v) theo vécto v khac vécto khong thi khong c6 diém
bat dong ndo, nhung moi dudng thang cé phuong cia b (tic song song vai 5))
déu 1a bat bién.

6 Phép bién hinh dao ngugc

Dé thdy rdng moi song dnh f tit 7 — 7' déu xdc dinh mot song dnh f’ khéc
tr 77 — 7T, goi 12 4nh xa nguwoc clia f viky hieula f~1: f/'= f L Khi 7' =T
thi f~! goi la phép bién hinh ddo ngugc cha f trong 7.

Dé thdy rang, phép tinh tién ’7’(5)) theo vécto v khic vécto khong c6 phép
bién hinh d4o nguoc ciing 12 mot phép tinh tién, nhung theo vécto —v

T (v)=T(-

v)
con phép dai xting tam D(O) hay phép doi xing truc D(A) thi phép dao nguge
tring vdi chinh né: D1(0) = D(0), D~HA) = D(A)

Mot phép bién hinh f ctia P duoc goi 1a phép bién hinh d6i hop néu moi diém
M € P trang vdi anh cha diém tuong ting M’ = f(M) ctané: VM € P: M’ =
f(M) thi M = f(M").

Nhu vay, f 12 phép bién hinh d6i hop khi va chi khi f — f~! . Phép d6i xiing
tam va phép ddi xing tam va phép ddi xing truc 1a nhiing thi du vé phép bién
hinh d6i hop trong mat phang.

7 Tich cac phép bién hinh

Gia stt fi va f, 12 hai phép bién hinh clia mat phing f; : P — P va
fo: P — P; M la mot diém bat ky cha P. Thé thi, VM € P, I'M; € P
va M' € P sao cho My = fi(M) va M’ = f3(M;) vado d6, anh xa f : M — M’
tr P — P ciing 1a mot song anh, nghia 1a f truc ti€p bién M thanh M’ cling 1a
mét phép bién hinh cua P.

Nhu vay, tir hai phép bién hinh f; va f, clia P ta dd xac dinh mét phép bién
hinh f cling ctia P goi la tich cua hai phép bién hinh f; va f,, ky hiéu la fyo fi.
Vay ta cé

M' = f(M) = fo fu(M)], VM khi va chi khi M’ = fy o f,(M)

vado dd f = fyo fi. Cling vay, tich fso foo fi = fso(f2 0 f1) 1a tich clia cdc
phép bién hinh (fy o f1) va f3 theo thi tu d6; tich fy 0 f30 foo f; 1a tich cia cdc



phép bién hinh (f3 o fa o f1) va fy theo thit tu dé, v.v...

Can luu ¥ ring phép bién hinh f = f; o f; 12 két quaa cta viéc thuc hién lién
ti€p hai phép bién hinh: phép bién hinh thit nhat 1a f; va phép bién hinh thi hai
la f5, con g = f1 o f5 cling 1a mot phép bién hinh nhung duoc thuc hién theo tha
tu nguoc lai. N6i chung, tich f = fyo fi vatich g = f; o f5 1a hai phép bién hinh
khic nhau.

Tich cdc phép bién hinh ¢6 nhiing tinh chat sau day

1/ Két hop, nghia 1a fso (fa0 fi) = (fso f2) o fi = fso fao fi. Nhu vay, bao
gid cling ¢ thé thay hai hodc nhiéu phép bién hinh lién ti€p boi tich clia
ching, hoic nguoc lai, c6 thé thay mot phép bién hinh nao d6 bdi mot tich
tuong duong.

2/ N6i chung, tich cdc phép bi€n hinh khong giao hodn; tich hai phép bién
hinh f; va f goi 1a giao hoan néu fi o fo = fy0 fi.

3/ Trong tap hop cdc phép bién hinh ciia diém P, phép dong nhat Id 14 phan
tir trung hoa trong cac phép toan tich

Vf: Idof=fold=f

4/ Tich hai phép bién hinh dao nguoc nhau 1a phép dong nhat

foaof=foft=1d, (¥f)

T d6 suy ra fo f = f% = Id khi va chi khi f = f~! khi va chi khi f la
phép bién hinh d6i hop. Ngoai ra, phép bién hinh dao ngugc cua tich fyo fi
1a tich f* o f;h, vay

(fao Ay = fito fit
That vay ta co
(frofi)o(fitofi')=foo(fiofi) o fit
= froldo f5'
= fao(Ido f3H)

:f20f2_1
=1d

8 Dai cuong vé cac phép doi hinh phang

a) Pinh nghia phép doi hinh



Mot phép bién hinh f : P — P duoc goi 1a mot phép doi hinh clia mat phang,
ky hiéu 12 D néu bat cit hai diém M, N ndo clia P va c4c anh M’ = f(M) va
N’ = f(N) cta ching ta déu ¢c6 M'N’ = MN. N6i mot cdch ngén gon, phép
doi hinh ctia mat phang, hay goi van tit 12 phép doi hinh phang, 12 phép bién hinh
bao toan khodng cich giita bat cit hai diém ndo clia mat phang. Vay la

£ € {D} ciaP khi va chi khi f(M)f(N)=MN, (YM,N € P)
{D} 1a ky hiéu tap cac phép doi hinh clia mat phang.

Chii thich. Chinh vi phép doi hinh bao toan khoéang cdch gitta bt cit hai diém
nio nén ngudi ta goi né 1a phép bién hinh ding cu hay goi vin tit 12 phép ddng cw.

Tir dinh nghia ctia phép doi hinh ta suy ra cac hé qua.

a. Phép bién hinh dong nhat /d 1a mét phép doi hinh

b. Phép bién hinh dao ngugc clia mét phép doi hinh cling 12 mot phép doi hinh.
c. Tich cha hai hay nhiéu phép doi hinh 12 mot phép doi hinh.

d. Phép tinh ti€n, phép doi xing tam, phép doi xing truc 1a nhitng phép doi
hinh.

b) Cac tinh chAat ctia phép ddi hinh

Pinh 1y 1. Phép doi hinh bdo toan sy thang hang ciia ba diém va thit tr clia
chiing trén dudng thing chira ba diém va thit tu clia chiing trén dudng thang chua
ba diém d6. Cu thé 1a

Phép doi hinh bién ba diém thang hang A, B, C thanh ba diém A, B, C’ thang
hang ciing theo thit tu d6. Phép chiing minh xem nhu 1a bai tap cho ban doc.

Hé qua 1. Phép doi hinh bién mot dudng thang thanh mot dudng thang, bién
mot tia thanh mot tia, bién mot doan thang thinh mot doan thang nio dé.

Hé qua 2. Phép doi hinh bién mot tam gide thinh mot tam gide bang nd,
bién mot gée thanh mot gée bang né, bieh mot dudng trdon thanh mot dudng tron
bing né, trong d6 tAm bién thanh tam.

Pinh ly 2. Mot phép doi hinh phing c6 ba diém bat dong khong thiang hang
1a phép bién hinh déng nhét.

Chitng minh. Gid sit f : P — P 12 mot phép doi hinh phing c6 ba diém
bat dong khong thang hang (Hinh 3.): A = A’ = f(A),B = B' = f(B) va



C:

C’ = f(C). Thé thi, theo tinh chat clia phép doi hinh, bat ¢t mot diém nao

trén cdc dudng thang (BC), (CA) hoic (AB) déu 1a diém bat dong (hdy ching
minh diéu d6). Tir d6 dé dang suy ra moi diém M ciia mat phang (ABC) déu la
diém bat dong, va do d6 f = Id

Hinh 3

Hé qua 3. Mot phép doi hinh phang D # Id thi hoic khong c¢é diém bat
dong ndo hodc c6 mot diém bat dong duy nhat, hodc cé6 mot dudng thang ma moi
diém clia n6 déu 1a diém bat dong, tic 1a c6 mot dudng thang c6 dinh.

9 Bai tap vé dai cuong cac phép doi hinh phang

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Chitng minh ring phép doi hinh bao toan su thing hang ctlia bat ky ba diém
nao, do dé, bién dudng thang thanh dudng thing (Pinh 1y 1).

Ching minh ring phép doi hinh bao toan quan hé song song cua hai duong
thang va khoang céch gifta chiing, nghia 1, néu a || b,a’ = D(a),t’ = D(b)
thi o’ || ¥ va d(d',b') = d(a,b), trong d6 d(z,y) chi khoang cdch giira hai
dudng thiang song song  va y.

Hay st dung phuong phap ching minh phan chdng, ching minh tinh chat
néu trong Pinh 1y 2 cha phép doi hinh phang.

Chiing minh chi tiét hon Hé qua 2 ctia Dinh 1y 1 vé tinh chat cta D, tic 1a
Phép doi hinh bién mot tam gidc thanh mot tam gide bang né, trong do trong
tam G, truc tam H, cac tam [ va O cua cac dudng tron noi ti€p, ngoai
ti€p cla tam gidc tao anh ABC theo thit tu bién thanh cic tdm tuong Ung
G',H',I' va O' cua tam giac anh A'B'C".

Chitng minh ring trong moét phép tinh tién, anh d’ clia mot dudng thing d thi,
hoac song song véi d hodc trung d. Tu d6 suy ra tap hop tit ca cac dudng
thang bat bién trong mot phép tinh tién.
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—)
1.10 Chiing minh ring phép d6i xing tam D(O) bién mot vécto M N = @ thanh
— — —

mot vécto doi M N véiné, tic 1a MN = —M'N' = —a. T dé6 suy ra rang
phép doi xing - tam bao toin phuong clia moi dudng thang; déng thoi tim
duoc tap hop tit ca nhitng dudng thang bat bién qua phép d6i xdng - tam.

1.11 Ching minh ring phép doi xing - truc D(A) bién mot dudng thang a thanh
duong thang o' d6i xtng véi a qua truc A. Tir d6 tim duge nhitng phuong
duong thang bat bién trong mot phép déi xing - truc.

1.12 Hay tim nhitng phép doi hinh D bién mot tam gidc déu ABC thanh chinh
no.

1.13 Tim nhitng phép doi hinh D bién mot hinh vuéng ABC D thanh chinh né.

1.14 Tim nhitng phép doi hinh D bién mot hinh binh hanh ABCD thanh chinh
no.

1.15 Tim nhitng phép dd&i hinh D bién mét hinh chit nhat ABC' D thanh chinh né.

1.16 Chimg minh rdng tich ctia hai phép d6i xiing truc c6 cic truc vuong goc &
diém O 1a phép d6i xiing tam D(O). Nguoc lai, mot phép doi xing tam
D(0) c6 thé phan tich bang vo s6 cach thanh tich clia hai phép d6i xdng
truc D(A;) va D(A,) mién 1a hai truc A; vd Ay vuodng gée véi nhau & O.

§ 2 Su xac dinh va dang chinh tic cua mot phép
doi hinh phang

Khi ching ta n6i cho mot phép doi hinh D ma téng quét hon 12 cho mot phép
bién hinh f ctia P (mit phang) tidc 12 chi ra ddy di céc yéu t6 dé xdc dinh hoan
toan phép doi hinh (hay phép bién hinh) d6 ctia P. Diéu d6 cé nghia 1a

V6i méi diém M bat ky cia P ta phai chi ra cich (quy tic) dung, ciing la
céch xdc dinh duoc diém tuwong Gng (dnh) M’ clia né qua phép doi hinh (hay phép
bién hinh) nay.

Vé phép doi hinh, ta da biét ring mot phép doi hinh bién mot tam gidc ABC
thanh mot tam gidec A’ B'C’ bang nd, trong d6 cdc canh tuong ing bing nhau, cdc
géc tuong tng biang nhau. Ménh dé sau day khang dinh diéu ngugc lai

1 Vé su xac dinh mot phép doi hinh phang

DPinh nghia 3. Cho ABC va A’B’C’ 1a hai tam gidc biang nhau cho trudc
trong mat phang P véi B'C' = BC,C'A' = CA,A'B' = AB. Bao gid ta ciing
c6 mot va chi mot phép doi hinh D : P — P bién A thanh A’, B thanh B’ va C
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thanh C’. Péng thoi, phép doi hinh D nay cé thé phan tich thanh tich cia khong
qua ba phép doi xing truc.

Chitng minh. Truée hét, dé trinh by duoc gon gang ta quy udc ky hiéu nhu
sau: t[M N] la trung truc chia doan thang M N; DA; hoic D(A;) chi phép doi
xing truc c6 truc 1a A;, trong d6 ¢ 1a chi s6 1,2, 3.

Hinh 4

Ton tai. Néu A va A’ 12 hai diém phan biét, ta goi A, = t[AA’]. Qua phép
D(A;) tam gidc ABC bién thanh tam gidc A’B;C; biang né nén AA'B;C; =
ANA'B'C’, do a6 A'B, = A'B’, (Hinh 4.)

Néu B; # B, ta goi Ay = t[B;B’] thi theo ching minh trén, A’ € A,.
Boi vay, qua phép D(A,) tam giac A'B;C} bién thanh tam gidac A’ B'Cy big nd,
nén NA'B'Cy = AA'B'C’ va do d6 A'Cy = A'C',B'Cy = B'C'. Dén day,
néu Cy # ', ta goi Ay = t[C5,C’] thi A’ va B’ déu thudoc Az. Va cu6i clng
phép doi xing truc D(Ajz) bién tam gidc A’B’C thanh tam gidc A’B'C’. Nhu
vay la, thuc hién lién ti€p ba phép doi xing truc D(A;) v6i ¢ = 1,2, 3 thi tich
f=D(A3)oD(Ay) o D(A;) 1a mot phép ddi hinh D bién tam gidc ABC thanh
tam gidac A'B'C" trong d6 A’ = D(A), B’ =D(B) va C¢' = D(C).

Trong qud trinh chiing minh, chiing ta da ba lan sir dung dén tir \néu" (ciing
c6 nghia 12 \gia st ring") va moi 14n nhu th€ déu xut hién mot phép doéi xing
truc D(A;) theo thi tv ¢ = 1,2,3 V4i nhan xét nay, ta thdy rang néu A’ = A thi
khong phai thyc hién D(A;). Néu B; = B’ thi khong phai sit dung dén D(A,)
va néu Cy = ' thi ciing khong phai st dung dén D(Aj).

N6i t6m lai, mdéi 14n c¢6 moét cap diém trong ba cap diém chi ra & trén ma
tring nhau thi s6 phép doi xtng truc can phai thuc hién giam di mot.

Duy nhdt. Gia st ring c6 hai phép doi hinh D, : P — PvaDy: P — P
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cung bién tam gidc ABC thanh tam gidc A’B'C’. Thé thi phép bién hinh (doi
hinh) tich D;* o D; ciing 13 mot phép doi hinh D bién A thanh A, B thinh B va
C thanh C. Nhu vay 14 phép doi hinh D = D; ' 0 D; ¢6 ba diém bat dong khong
thang hang 14 A, B va C. Theo Dinh 1y 2, phép doi hinh D nay phai 14 phép dong
nhat (D; ! oD, = Id) va do dé

Dyo (D' oDy) =Dyold =D, (1)
Mat khac, nhg tinh chat két hop cta tich cdc phép bién hinh ta lai cé
Dyo (DytoDy) = (DyDy oDy = Ido Dy =Dy ()

Doi chiéu (1) va (2) ta suy ra Dy, = D;. Va Dinh 1y 3 di dugc ching minh.

Hé qua 1. Tich cia n (1 < n 1a mot s6 nguyén duong bat ky) phép doi xing
truc trong mat phang bao gid ciing phan tich duge thanh tich ciia khong qua ba
phép doi xing truc.

That vay, vi phép doi xding truc 1a mot phép doi hinh nén tich cta n tuy y
nhitng phép déi xing - truc, cling 1a mot phép doi hinh D nao d6. Bdi vay theo
Dinh 1y 3, ta ¢6 diéu can chiing minh.

Hé qua 2. Méi phép doi hinh D néu khong phai 12 phép dong nhat thi, hodc
1a mot phép doi xing - truc hodc 1a (twong duong véi) tich ctia ba phép do6i xing
- tryc.

2 Quan hé giita cac phép tinh tién va cac phép quay phang véi
cac phép doi xing - truc trong mit phang

Chiing ta da biét phép doi xing - truc, phép tinh tién va phép quay xung quanh
mot diém (bao gdm trong d6 ca phép doi xiing - tam) déu 14 nhitng phép doi hinh.
Nhung Pinh 1y 3 (Hé qua 2) & trén lai cho biét bat ky phép doi hinh phing D
nao, khic I'd déu hodc ban than 1a moét phép doi xing-truc, hoic tuong duong véi
tich ctia hai hay ba phép doi xing-truc. Vi thé, ching ta cin phai lam ré moi
quan hé giira hai loai tich cic phép doi xting truc nay véi cac phép tinh tién va
cac phép quay. Ngoai ra, Dinh ly 3 va cdc Hé quaa 1, Hé quaa 2 ctia n6 con c6
¥ nghia hét sic dic biét va quan trong & chd chi ra riang: Cic phép doi xdng-truc
déng vai trd nén tang trong viéc tao thanh tat ci cdc phép doi hinh phang. Ciing
chinh vi vy ngudi ta con néi ring phép doi xdng - truc phang 1a tip hop phan tir
sinh {D} céc phép doi hinh phang.

Tinh chét sau day ctia phép tinh tién phang 1am & mdi quan hé gitta phép tinh
tién phang va cic phép déi xing-truc trong mit phang.
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Pinh 1y 4. Tich clia hai phép d6i xding-truc (trong mat phang) cé truc song
song song 14 mot phép tinh tién phing theo vécto vuong géc véi hai truc va gap
do6i vécto cta phép tinh ti€n bién truc thi nhat A, thanh truc thi hai A, (Hinh
5.)

Hinh 5
Pinh 1y 4'. (Pinh ly ddo clia Dinh 1y 4). Pao lai, moi phép tinh tién phang
% > < e N e
theo mot vécto v (# 0) déu c6 thé thé phan tich dugc bing vo s6 cdch thanh tich
ctia hai phép doi xing - truc cé truc song song va vudng goéc véi vécto tinh tién
v, trong d6 truc thir hai Ay duge suy ra tir truc thit nhat A; bai phép tinh tié€n
z — 2, . 2 . . v ] N ~ N A

theo vécto %v. Chitng minh ca hai Dinh 1y 4' va 4 xem nhu Ia bai tap.

Méi quan hé giita phép quay xung quanh mét diém, trong d6 c6 phép doi xing
- tam va cdc phép doi xing truc, ta cé dinh ly sau:

Pinh ly 5. Tich cia hai phép doi xiing truc trong mat phing qua hai truc cat
nhau diém O 14 phép quay xung quanh tam O ma géc quay ¢ gip doi goc quay
# cta phép quay tam O bién truc thit nhat A; thanh truc thir hai A,

Hinh 6
D(As) 0o D(A1) = Q(0, 0 =20 wod 27)
(Al N AQ - Ov (Ala A?) =0 (mOd ﬂ-))

Pinh ly 5. (Pinh 1y ddo clia Pinh 1y 5). Do lai, moi phép quay phing
Q(0, ) déu c6 thé phan tich duge bing s6 vo cdch thanh tich ctia hai phép doi



14

xing truc qua hai dudng thang cat nhau & tam quay O, mién Ia truc d6i xing thit
hai A, dugc suy ra tir truc thi nhat A; bdi phép quay tam O géc 8 = /2 bang
ntra géc quay ¢ cua phép quay dugc xét.

Vé méi quan hé giita phép doi xdng tam (phép quay dic biét, géc m) va céc
phép doi xing - truc trong mit phang, ta c¢é dinh 1y sau:

Pinh 1y 6. Tich chia hai phép d6i xiing - truc trong mat phang qua hai dudng
thang vuong géc 12 mot phép déi xing tam ma tam déi xing O 14 giao diém cia
hai dudng thdng d6. Hon nita, tich ndy giao hodn dugc (Hinh 7)

Ddo lai, moi phép d6i xing - tam trong mat phang déu c6 thé xem 12 hai tich
clia hai phép déi xiing - truc qua hai dudng thang vudng géc v6i nhau & tam doi

,

xang.
Ar # Doy Ay N Ay = 05 D(Ag) o D(A1) = D(A;) o D(Ag) = D(0)

Diéu nay tuong duong véi A; vudng géc véi A, tai diém O.

Hinh 7

Téng hop ca ba Dinh 1y 4,5 vd 6 (khi xét phép doi hinh D # Id 1a tich cha
hai phép d6i xiing truc trong mat phang ta di dén két luan phdt biéu trong dinh 1y
sau:

Dinh 1y 7. Moi phép doi hinh (# Id) tuong duong véi tich ctua hai phép doi
xtng truc thi, hodc 1a mdt phép tinh ti€n, hodc 12 mot phép quay xung quanh mot
diém hay dac biét 12 phép d6i xiing tam tuy theo hai truc d6i xing song song véi
nhau hodc cit nhau, hay dic biét cit nhau theo mot géc vuong.

Bay gio ta xét truong hop phép doi hinh 1a tich chia ba phép d6i xding truc.
TruGe hét ta dé cap dén trudng hop dic biét & d6 hai truc doi xiing song song va
truc thit ba vudng gbc véi hai truc song song d6. Nhu vay, trong truong hop nay
phép dai hinh 14 tich cia mot phép tinh tién va mot phép doi xing - truc c6 truc
ciing phuong véi vécto tinh ti€n theo thit tu d6 hay theo thi tu ngugc lai (Hinh
8). Dé thdy rang tich nay giao hoin dugc. Ta c6 dinh nghia sau day
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Dinh nghia phép déi xitng - trugt. Tich giao hodn ctia mot phép déi xiing
- truc D(A) va mot phép tinh tién T(v) theo phuong cha truc d6i xing A duoc
goi 12 mot phép d6i xing - truot clia map phang, va A duoc goi 12 truc doi xing

- trugt. Ky hieu: D(A, v)
DA, 1) =T(v) o D(A) = D(A) o T(v)

bicu nay tuong duong v6i A || v, Trudong hop ba truc doi xiing song song véi
nhau, hodc déng quy & mét diém ta c6 két qua sau.

Pinh ly 8. Tich cua ba phép doi xing - truc c6 cic truc song song vGi nhau
hoic dong quy & mot diém 14 mot phép doi xiing - truc (cé truc song song véi ba
truc dau hodc di qua diém chung clia ba truc d6) Hay ching minh diéu d6, xem
12 bai tap bat buoc.

Hinh 8

Tém lai, ngoai hai truong hgp phép doi hinh D 1a phép d6i xding- truc hay
phép d6i xiing - trugt ma néi & trén, ching ta chi con phai xét trudong hop téng
quéat, & d6 ba truc doi xdng khong song song véi nhau, cling khong dong quy, tic
la

a) Hodc doi mot cit nhau tao thanh mot tam gidc
b) Hodc mot truc nio d6 cit hai truc con lai song song

Tuy nhién, chi viéc sir dung cdc Dinh 1y 5 va 5', ching ta dé dang dua dugc
trudng hop b) vé trudng hop a), hodc nguoc lai (xem Hinh 9a, 9b). Dic biét,
c6 thé dua ca hai trudng hop ndy vé trudng hop mot trong hai truc thit hai hodc
thit ba vuong goc véi truc thit nhat A, (truc nay van dugc giit nguyén tir dau
dén gio) dé tao thanh mot tam gidc ADH vudng géc & H (Hinh 9¢). Nhu vay
ching ta da thay cdp truc ban dau A,, Az hodc A}, A}, biang cap truc da,ds
trong d6 d3 L Ay vdi Ay N A3 = ALNAL, =dyNds = A mién 1a cdc géc &
ATa (Ag, Az) = (AL, AY) = (da,d3) = o+ 2km, (k € Z) khong d6i. Ta goi
qud trinh bién déi twong duong nay 1a qud trinh twong duong hod phép doi hinh
D =D(A3) o D(Ay) o D(A;) noéi trén (xem Hinh 9a, b, ).
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Cuoi cung, ta thay cap truc HA, HD vudng géc véi nhau & hinh H bai cap
truc dy = A va d; cling vuong géc v6i nhau & H trong d6 H € d; || dp va
A = (HK) vuong géc v6i dy & H va dy 6 K (Hinh 9d). Dén day ta di dua dugc
tich D = D(A3) 0 D(Ay) o D(A;) cha ba phép d6i xing - truc & dang téng quat
(D khong phai 1a phép doi xing truc) vé trudng hop dac biét da xét dén & trén.
D6 1a truong hop cta phép d6i xing - trugt & d6 hai truc doi xiing song song con
truc thit ba thi vuéng goéc véi hai truc nay (Hinh 9d suy ra Hinh 8).

Hinh 9

3 Dang chinh tic cia mét phép doi hinh phang

Sau khi thyc hién viéc bién ddi tuong duong tich clia ba phép doi xdng truc
két hop véi cac Dinh ly 7 va 8 ta thu dugc két qua sau day néi 1én mdi quan hé
gilta mot phép doi hinh bat ky v6i phép déi xing - truc trong mat phang va tich
cia ching goi 13 dang chinh tic clia mot phép doi hinh phang.

Pinh 1y 9. (Vé dang chinh tic clia mot phép doi hinh phang) Mot phép doi
hinh phang néu khong phai 1a phép dong nhat thi, hoic 14 mot phép déi xing-truc,
hoac 1a mot phép quay hay mot phép tinh ti€én, hoac 12 mot phép doi xdang-truot.

Chii thich. C4c phép quay va tinh tién néi trong Dinh 1y 9 ¢6 thé goi 1 nhiing
phép quay hay tinh ti€n thuc su, tic 1a géc quay ¢ # 0, vécto tinh tién v # 6
Con phép quay gbéc ¢ = 0 hay phép tinh ti€n theo v # 8 déu 1a khong thuc su
va 1a phép dong nhat: Q(P,0) = Id, T(0 = Id.

C6 thé xem phép doi xing-truc 12 trudng hop dic biét clia phép doi xing -
= —
trugt & d6 vécto trugt (vécto tinh ti€n) bang 0 tic 1a: D(A, 0) = D(A).

Phép quay (thuc su) c¢6 mot diém bat dong duy nhat 12 tam quay; phép tinh
tién (thuc su) khong c6 diém bat dong ndo; phép doi xing - trugt cling khong ¢
diém bat dong ndo. Tuy nhién, phép ddi xing-truc c¢6 mot dudng thing cd dinh
ma moi diém trén d6 déu 1a diém bat dong, d6 1a truc doi xing.
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4 Phan loai cac phép doi hinh phang (Bai doc thém bé sung
vao cac §1 va §2)

1. Su can thiét phai dua vao khai niém duong thang dinh huéng mat phang
dinh huéng va géc dinh huéng trong mat phang dinh huéng

Nhu chdng ta da biét, doi tugng hinh hoc diu tién dé cap dén van dé hudng
ctia mot doan thang dé 1a khdi niém vécto. Sau d6 ngudi ta di dwa vio khéi niém
truc, titc 12 di dinh huéng mot dudng thang A nao dé bang cich dua vao dé mot

.2 . s .2 v 5 N P . = . N P L.
diém O, goi 1a diém goc ciia mot vécto don vi e. Tia Oz cung huéng v6i e duge
*}
goi 1a tia duong va do do6, xac dinh dugc hudng duong cua truc A. Tia Oz’ 1a
. s 9 . ’ ’. % . ~ . A ~ pd . 2, A
tia doi cua tia Oz, nguoc hudng véi e dugc goi Ia tia am va xdc dinh hudng am
*}
(hay huéng nghich) cta truc A. Ti€p dé ngudi ta dua vao khédi niém do dai dai
sO cua mot vécto trén mot truc d6 1a mot so (so dai sd) ma nhan véi vécto don vi
¢ cla truc th1 cho ta mot vécto bing vécto do (AB AB.e, AB goi 1a do dai

dai s6 cua AB trén tryc A trong d6 AB ciing 12 ky hiéu do dai thing thudng
ctia doan thang AB).

Dai tugng hinh hoc thit hai ma chiing ta dd dé cap dén 6 cdc muc 2 va 3 cling
c6 lien quan dén van dé huéng, d6 1a hai phép doi hinh phing la tich clia hai
phép d6i ximg truc, phép tinh tién va phép quay xung quanh mot diém trong mat
phang. Phép tinh tién gin lién vé6i khdi niém vécto tinh tién 12 mot doi tuong hinh
hoc (doan thiang) c6 huéng. Con phép quay phing xung quanh mot diém (goi 12
tam quay) thi gan véi khdi niém goéc lugng gide goi 1a géc quay; dé 1a khai niém
géc dinh huéng cia hai vécto c6 diém goc chung 1a tam quay. Trong trudng hop
nay, ngudi ta bat budc phai sit dung dén khdi niém géc dinh hudng cta hai vécto
ma do 16n dai s6 cia né (gbc quay) duoc xac dinh sai khiac mot boi cua 360° hay
27 tuy theo don vi géc 1a do hay radian. RO rang ring néu sir dung cdch thong
thuong thi mot diém M bat ky (khong triing v6i tam quay O) trong mit phang sé
Gng hai diém M/ va M) phan biét cing thod min cdc diéu kién:

OM| =0OM,=0M, va ZMOM, =/MOM, =« >0, cho trudc (0 < o £ 27)
Ngoai géc dinh huéng cua hai vécto duoc sit dung dén trong phép quay nguoi
ta cling can dén va stir dung géc dinh huéng cua hai duo’ng thang. Chang han néu
phep quay Q(0, a) tam O gbéc o (mod 27) blen vécto AB thanh vécto A’ B, thi
(AB A’ B = o mod 27. Néu xem AB va A’ B’, 1a hai truc thi géc dinh hudng
gitra hai truc AB va A’ B’ cling bing géc glua hai vécto do va x4c dinh sai khic

2km. Nhung phép quay Q(O,«) di bién AB thanh A’B’ thi cling bién duong
thang (AB) thanh dudng thang (A’B’) sao cho

.
(AB,A'B') = o+ 2kx, va ((AB),(A'B')) = a+kr, k€7
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trong ldc géc thong thudng cha hai duong thang AB va A’B’, theo dinh nghia,
thi biang o hodc 7 — anéu 0 < o < /2 hodc 7/2 < a < 7.

L& tu nhién, d€ thuan tién cho viéc nghién citu tinh chét ciia cdc hinh hinh hoc
trong mat phang, ngudi ta ciing con dua vao khdi niém mit phang dinh huéng.
Chiing ta khong cé diéu kién xay dung chit ché va that chinh xdc todn hoc céc
khdi niém hinh hoc lién quan dén van dé huéng nhu mat phing dinh huéng, géc
dinh huéng clia hai vécto hay ciia hai truc, géc dinh huéng chia hai dudng thang,
tam gidc dinh huéng, v.v... trong mat phang dinh huéng. Chiing ta chi 1am 1
nhitng kh4i niém mot cdch truc quan hinh hoc, thong qua viéc quan sdt cu thé
mot cich truc gidc su chuyén dong clia mot diém trén mot dudng tron, hay trén
mot tam giac, mot da gidc don (cling tdc 12 mét dudong gap khiic khép kin khong
c6 diém tu cat) hay trén mot dudng cong kin.

Mot diém M chuyén dong trén mot dudong tron (v) ¢b thé di chuyén theo hai
huéng khac nhau. Mot cdch truc quan, ching ta chap nhan su viéc quan sit nay
trén moi dudng tron (v) clia mat phiang P, ton tai hai huéng di. Ta ¢6 dinh nghia
sau day.

Pinh nghia 1. Dinh huéng dudng tron (v) la chon mét trong hai hudng di
trén (v).

Khi da cho hai dudng tron dinh huéng (v) va (v') trén mat phiang P, chiing
ta ¢6 kha ning nhan biét rang (v') duge dinh huéng theo \cing mot hudng" véi
(v) hay theo hudng nguoc lai.

Hinh 10

Mot nira dudng thang (cling goi 12 mot tia) Oy cé goc trung véi tam O clia
mot dudng tron (v) quay xung quan diém gbc O ciia n6 theo hai huéng khdc nhau
nhu huéng chuyén dong clia diém M, & d6 tia goc Oz cit (v) trén dudng tron (v)
(Hinh 10).

Pinh nghia 2. Dinh huéng mat phang P 14 chon cling mot huéng di trén
tdt cA cdc dudng tron clia mat phang, huéng nay goi 1a huéng thuan. Thudng thi
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ngudi ta quy uéc huéng thuan clia phép quay trong mat phang 12 huéng tuong ing
vGi huéng nguoc chiéu quay cia kim dong hé (Hinh 10). Huéng nguoc lai goi
1a hudng nghich.

Huéng thuan con duoc goi la huéng duong hay huéng lugng gidc, hudng
nghich con duoc goi 1a hudng am, va ky hiéu duong hay am bai ddu + hay —.

Nhu vay, mit phang P goi 1a dd duoc dinh huéng. Chiéu di thuan trén moi
duong cong kin khong tu cit va dic biét trén moi da gidc don hodc moi dudng
tron ctia mat phang tng véi chiéu thuan trong mat phang.

Pinh nghia 3. Ta goi la duong tron luong gidc, mot dudng tron cong bin
kinh bing don vi dai (dudng trong don vi) va dugc dinh 1y theo huéng thuan.

Dinh nghia 4. Néu chiéu di trén cic canh AB, BC' va C'A ciia mOt tam giac
ABC trong mat phiang dinh huéng P tuong Gng vé6i chiéu thuan clia mat phing
‘P thi ta n6éi tam gidc ABC c6 hudéng duong, hay dugc dinh huéng duong (Hinh
11a). Trdi lai néu chi€u di trén tam gidc d6 dng vé6i chi€u nghich cia P thi tam
gidc ABC c6 huéng am, hay duogc dinh hudéng am (Hinh 11b). Nhu vay, hai tam
gidc c6 cung ba dinh A, B va C thi tam giac ABC va BAC 1a hai tam giac trong
mit phing dinh huéng P c¢6 huéng nguoc nhau. Ngodi ra ciing dé thay ring trong
P thi hudng cua mot tam gidc dinh huéng ABC trung v6i hudng cua cic goéc
dinh huéng ABC trang v6i hudng clia cdc géc dinh hudng (AB, AC), (BC, BA)
va (CA,CB)

Tir cidc nhan xét trén ta cling thdy ring huéng cia mot tam gidc khong thay
déi khi ta hodn vi vong quanh c4c dinh ctia n6 (phi hop v6i Dinh nghia 4 & trén).
Ciing vi 1€ d6 ma ngudi ta va dung dinh nghia sau

Pinh nghia 4'. Mo bo ba diém sip thit tu {A, B,C} cha mat phang dinh
huéng P duoc goi 12 mot tam gisc dinh huéng (hay ¢6 huéng) clia mat phing dé
va ky hiéu 12 AABC nhu thong thuong (nhu chii thich dén cach viét) theo thit tu
cac dinh.

Hinh 11

Khi AABC di dugc dinh huéng thi dién tich cua né mot cach tu nhién trd
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thanh dién tich dai s6 va ta ¢ dinh nghia sau

Pinh nghia 5. Ta goi la dién tich dai s6 cua tam giac dinh huéng ABC' (trong
mat phiang dinh huéng P), mot s6 dai s6 bang dién tich cia AABC (khong dinh
huéng) vé gia tri tuyét doi, nhung 1dy ddu + hay — tuy theo tam gidc ABC ¢6
huéng thuan hay huéng nghich va ky hiéu 12 3(ABC) hay vén tat 1a ABC. Vay
12 5(ABC) hay ABC = +s(ABC).

2. Mot s6 van dé bo sung lién quan dén nhiing déi twong hinh hoc ¢6 huéng
va s6 do dai so cua chiing

Nhu & muc 2, cdc Dinh 1y 5 va 5, d chi ra ring tich ctia hai phép doi xing truc
(trong mat phang) c6 tryc cat nhau 13 mot phép quay phiang xung quanh giao diém
O clia hai truc d6. Boi vay, ta ciing ¢6 thé 14y noi dung Dinh 1y 5 lam dinh nghia
ctia phép quay nhu mot s6 tdc gia da 1am. Tuy nhién, néu di dua vao khai niém
mit phang dinh huéng géc dinh huéng clia hai tia cling goc hodc géc giita hai vécto
thi ta c6 thé dua ra dinh nghia phép quay moét cdch truc quan hinh hoc hon nhu sau.

Pinh nghia phép quay phdng. Trong mat phing P gia st da duoc dinh huéng
cho mot diém O ¢6 dinh va mot géc dinh huéng (géc lugng gidc) P, xdc dinh sai
khic 2kn (k € Z). Ta goi 1a phép quay tam O vé6i géc quay ¢, trong mat phang
P, ky hieu 1a Q(O, ¢) hay Qo,,, mot phép bién hinh diém O thanh chinh né va
bieh mdi diém M # O thuoc P thanh diém M’, ciing thudc P, x4c dinh bdi céc
hé thitc (Hinh 12)

(OM,OM") = ¢, vo OM' = OM

Khi diém M vach nén moét hinh H thi diém M’, twong tGng clia né vach
lén hinh tuong tng (hinh bién déi hay anh) ctia H trong phép quay do, ky hiéu
H = Qo ,(H).

Hinh 12

Theo dinh nghia trén, néu ¢ va ¢’ 1a hai géc dinh huéng ma s6 do dai s6 cta
ching hon kém nhau mét boi s6 cia 27 thi Q(O, ¢) va Q(O, ¢') 1a mot. Béi vay,
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nguoi ta thuong chon ¢ sao cho —7 < ¢ < 7 hay do6i khi 0 < ¢ < 2m).

Ciing theo Dinh nghia trén thi Q(O,¢ = 0) la phép dong nhat, va Q(O, )
hoac Q(O, —) 1a phép doi xing D(0) quan tam O.

Nhu chiing ta di biét giita ba diém A, B, C' bat ky trén mot truc A ta ¢ mot

[ —
hé thic gitra cdc do dai dai s6 cua ba vécto AB, BC' va C' A trén truc d6 nhu sau

goi l1a hé thic Sald (Chasles)

AB+BC =CA hayla AB+BC+CA=0, (VA,B,C € /)

Doi v6i s6 do (do 16n) dai s6 cta cdc géc dinh hudng gitra hai phuong trinh
dinh huéng (bao gébm cdc gbc gitta hai tia, gitra hai vécto, gitta hai truc) va géc
dinh huéng giita hai dudng thang trong mat phing dinh huéng, ta ciing cé nhing
hé thitc tuong tu.

_)
Hé thite Sald (Chasles) vé géc dinh hudng). Vi bit cid ba véctd a, b, ¢ ndo,
hodc ba dudng thang a, b, c nio trong mat phang, ta déu c6 nhitng hé thiic sau

(@, 0)+(5,0) = (3, 0)+ 2kn, keZ
(@.5)=—(b,3) (mod 2r)
(a,b) + (b,¢c) = (a,c) + kr

(a,b) = —(b,a) (mod )

D6i v6i dién tich dai s6, ta cling ¢6 hé thifc twong tu (hdy tu kiém nghiém)

Hé thic Sald vé dién tich dai s6 ctia tam giac dinh huéng. Véi moi
diém M thuoc map phang dinh huéng clia tam giac dinh huéng ABC cho trudc,
ta ¢ hé thitc sau day vé dién tich dai s6 cia tam gidc.

S(MBC) +3(MCA) +3(MAB) = 5(ABC), YM € mp(ABC)

hay 12

MBC + MCA + MAB = MBC + AMC + ABM = ABC, VM € mp(ABC)

Chii thich. Khi sit dung géc dinh huéng giita hai vécto va gbéc dinh hudng
gilta hai dudng thang trong mit phing, cdn luu y dic biét dén moi quan hé giira
gbc O tam va gbc ndi ti€p cung chian mot cung trén dudng tron. Trong mot dudng
tron (v), mot géc & tam va mot géc noi ti€p dinh huéng duoc goi 1a lién két khi
ching chin cung mot cung dinh huéng. Néu dé y ring s6 do dai so cua cung
dinh hudng AB ciia duong tron (O) biang s6 do dai s6 cla géc & tam (OA OA)
thi khi so sanh cédc dai s6 cia géc & tam va géc ndi ti€p dinh hudng lién két, ta
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c6 két qua sau (dé nghi tu ching minh).
Pinh 1y 10. Khi ba diém A, B, M cung thuoc mot dudng tron tam O thi ta
¢6 he thitc
1 — —
(MA,MB) = ~(OA,0B) + kr
Dinh 1y trén c6 thé duoc phat biéu lai nhu sau: Mot géc dinh huéng (cha hai

duong thing) noi ti€p mot dudng tron thi bing mot nira géc & tam dinh huéng
(cta hai vécto) lién két.

— s —~

Nhu vay néu (M A, M B) = « (mod ) thi (OA,0B) = AB = 2a, (mod 2m).

Hinh 13

Sau day 1a mot s6 hé qua suy ra tit dinh 1y co ban (Dinh 1y 10) trén day can
thiét cho viéc Gng dung vao giai toan (todn chiing minh ciing nhu quy tich)

Pinh 1y 11. Mu6n cho bén diém A, B, C, D (khong thang hang) cung thuoc
mot duong tron, di€u kién cin va da 1a

(CA,CB) =(DA,DB) =¢ #£0; (mod )
Chiiy. Néu (CA,CB) = (DA, DB) = 0 thi bon diém A, B, C, D thing hang
Pinh Iy 12.

a) {M|(MA,MB) = o (mod 7)} 1a mot dudong tron di qua A va B, goi la
dudng tron chita géc dinh huéng clia cic dudng thiang di qua A va B

—_—  —
b) {M|(MA,MB)=a (mod 2)r 1a mdt cung tron AaB c6 hai dau niit 12 A
va B, goi la cung chita géc dinh hudng « cia hai tia di qua A va B,

c) Co s& cha su phan loai cac phép doi hinh phang.
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Pinh ly 13. Phép d6i xing truc trong mat phing bién mot tam gisc thanh
mot tam giac bing né nhung ngugc huéng véi né.

Chitng minh. Ta chi can chiing minh tinh chat sau day la da: phép doi
xtng - truc bién modt géc dinh hudng (gitta hai vécto, hodc giita hai dudng thing)
trong mit phang dinh huéng thanh géc d6i v6i né (sai khac 2k7, hoac 1a kn k € Z)

— — —

Xét goc (AB, AC) va géc (A'B', A’C") anh cta né trong phép ddi xdng truc
— B — o — — — N

D(A). bat AB = b,AC = ¢, AB' = b AC' = ¢, va e 1a vécto don vi chi

phuong cua truc A.

Dé thdy rang

— — —
(e,V)=—(¢,b), (¢,¢)=—(¢,¢) (i)
Lai theo hé thic Sal¢ ta cé

- = — — - —

(blv C,) = (27 C,) - (27 bl) va — (baz)) = (27?) - (27 b) (H)
Hinh 14

PN . N VY T e s
Do d6, tir cic dang thic dang (i) va (ii) ta dugc (V',c¢') = —(b, ¢), tic 1a

— — — — .
(A'B',A'C"Y = —(AB, AC). Tu day ta dugc diéu phai ching minh.

— —
Cudi cung vi huéng cna tam gidc ABC trung v6i hudng cta goc (AB, AC)
—  —
cling nhu hudng cia tam gidc A'B’C’ tring v6i huéng cta géc (A'B', A'C') ta
suy ra tam gidc A'B'C’ = DA(ABC) ngugc huéng véi tam gidc ABC, va do d6
hai tam giac 1 phan bing nhau, tic 14 AA'B'C' = ANABC

Hé qua. Phép doi xing - truc 12 mot phép doi hinh, lam ddo nguoc hudng
clia hinh. Dén day, ching ta di c6 c& s& dé phan loai c4c phép doi hinh (dang
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cu) phang.

Pinh nghia 1. Cic phép doi hinh phang duoc chia 1am hai loai, loai mot va
loai hai tuy theo né bao toan huéng hay dao ngugc huéng hinh. Phép doi hinh
loai mot ciing duge goi 1a phép doi hinh thuan, hay gin gon la phép doi hinh.
Phép doi hinh loai hai ciing goi 1a phép doi hinh nghich, hay phép phan chiéu
hodc phép doi hinh.

DPinh nghia 2. Hai hinh H va #’ 1a dnh ctia nhau trong mot phép doi hinh
thuan dugc goi 1a hai hinh bing nhau thuan, hay ngin gon 12 hai hinh bing nhau;
ky hieu H' = H

Hai hinh H va H’ 1a anh clia nhau trong mdt phép doi hinh nghich dugc goi
12 hinh bang nhau nghich, hay phan bing nhau, ky hieuh H’ = H.

d) Dang chinh tic ctia phép d&i hinh thuan va phép d&i hinh nghich

DPinh 1y 14. (Vé dang chinh tic ctiia cdc phép doi hinh va phan doi hinh) Mot
phép doi hinh thuan trong mat phang thi, hoac 1a phép bién hinh déng nhit, hoac
1a mot phép quay xung quanh mot diém, hodc 12 mot phép tinh tién.

Mot phép doi hinh nghich (phédn doi hinh) trong mat phéng thi, hoac 1a mot
phép doi xing - truc, hoac 1a mot phép doi xding - truot.

Chu y.

Phép quay thuc su (5 Id) 1a phép doi hinh thuan ¢6 mot diém bat dong duy
nhat 1a tam quay.

Phép doi xting truc 13 phép phan doi hinh c6 mot dudng thing c6 dinh gém
toan nhitng diém bat dong.

Phép tinh tién 1a phép doi hinh va phép doi xing - truogt thuc su 1a phép phan
doi hinh khong c6 diém bat dong.

5 Bai tap ve su xac dinh va dang chinh tic cia phép doi hinh
phang

2.1 Chitng minh dinh ly: Trong mat phing P cho hai doan thing bing nhau AB
vi A'B’ thé thi ton tai hai va chi phép dang cu f, : P — P i = 1,2 clia
P bién A thanh A’, B thanh B’, trong d6 mot phép 1a doi hinh (thuan) con
phép kia 14 doi hinh nghich (phan d&i hinh)
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2.5

2.6
2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12
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Trong mit phing cho hai tam gidc cian bang nhau ABC va A’B'C’ va can
6 A va A’. Tim cac phép ddi hinh va phan doi hinh bién tam giac thi nhat
thanh tam gi4c thit hai.

Cho hai tam gidc déu, ¢6 canh bang nhau ABC va A’B’C’, hay xdc dinh tat
ca c4c phép doi hinh v phan doi hinh phing bién tam gi4c thit nhat thanh
tam gidc thit hai.

Trén mat phang cho hai tam gidc ABC, A’ B'C’ nhau va cling huéng nhung
khong ¢6 hai canh tuong (ing ndo song song véi nhau. Chiing minh ring ¢6
mot diém O duy nhét cdch déu cd ba cip diém A, A"; B, B'; va C,C".

Trong mat phang cho hai tam gidc phan bang nhau, AA’B'C’ = AABC.
Chiing minh ring cic diém chung A,, B, va C, clia cic doan thang AA’,
BB', va CC" néi céc cap dinh tuong tng ma ba diém thang hang.

Ching minh Dinh 1y 8

Trong mat phang cho ba dudng thing A;, (i = 1,2,3). Ching minh ring
diéu kién cdn vd di dé ba dudong thang A;, (i = 1,2,3) déng quy hoic
song song la tich f = D3 o Dy o Dy cling 1a phép doi xing - truc, trong dé
D, = D(A;), i =1,2,3

Ching minh rang tich ctia hai phép quay Q,(O1,¢1) va Q2(O4, o) 1a mot
phép quay hay phép tinh tién tuy theo tdng @1 + @, = ¢ clia mot cac géc
quay khong 1a boi ctia 27 (radian) hay 1a boi cia 27 (cling tic 12 ¢ = 0
(mod 27r).

Chimg minh rang tich ciia mot phép quay va mot phép tinh tién (theo thit tu
d6 hay theo tha tu ngugce lai) 1a mot phép quay.

Cho ABCD va A'B'C'D’ 14 hai t& gidc 16i clia miat phang P. Ching
minh ring néu A'B’ = AB,B'C’ = BC,C'A' = CAAD' = AD thi
B'D' = BD va C'D’' = CD va hai tii gidc d6 bing nhau (thuan hay nghich:
A'B'C'D' = ABCD hoac A'B'C'D' = ABCD

Cho hanh hinh vuéng ABCD va A’B'C'D’ ¢é canh bang nhau va ¢6 mot
dinh A chung. Tim tit ca cdc phép ddi hinh va phan doi hinh bién hinh
vudng thit nhat thanh hinh vuéng thit hai.

Gia str A; Ay Az Ay 1a mot tir gide (161) néi ti€p mot dudng tron (O) Goi H;
1a tryc tam cla tam gidc A; A, A; véi {i,7,k, 1} = {1,2,3,4, }. Chiing minh
rang hai t¢ gidc A1 AyA3A, vd HyHyHsH, bang nhau thuan

HI(H1H2H3H4) == %(A1A2A3A4)

Huéng dan. Chiing minh ring c6 mot phép doi xding tam bién A; thanh
Hi (Z = 1, 2, 3, 4,) do d6 bién %(A1A2A3A4) thanh H,(H1H2H3H4).
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§ 3 Van dung phép doi hinh vao viéc giai mot so
bai toan hinh hoc phang, Thi du minh hoa va
bai tap

1 Ung dung phép tinh tién va viéc khao sat tinh chat cia hinh
va dung hinh.

Thi du 1. Ching minh tinh chat sau day cua truc tim tam gidc. Trong moi
tam gidc, khoang cdch tir mdi dinh dén tryc tam gdp doi khoang céch tir tam
duong tron ngoai ti€p dén canh doi dién.

Chitng minh. Ta can ching minh d(A, H) = 2d(O, BC) hay AH = 20A4,,
trong d6 d 1a ky hiéu khoang cdch va A, la trung diém canh BC. Nhung ca hai
doan thang AH va OA, déu vuodng vé6i BC, hon nita lai cung huong Ba&i Vay, ta

nghi dén sit dung vécto va bai todn tré thanh chiing minh AH = 20A = OO’
trong d6 O' = D(0). Tt d6 suy ra AH = 20A,.

Hinh 15

That vay, vi diém H’' déi xiing v6i truc tam H ctia AABC qua canh BC thudc
vao dudng tron ngoai ti€p tam gidc (Hinh 15) nén cac dudng tron (ABC) tam
O va (HBC) tam O' d6i xtng nhau qua BC' thi bang nhau (c6 cung ban kinh).
Va do d6, ching lai con tuong Ging v4i nhau trong phép tinh tién ‘T(Z}) theo vécto

- — — - . - -
v =00"=20A,. Vi T(v) bién A thanh H nén ta c6 AH = 20A,,.

Thi du 2. Tam gidc ABC noi ti€p tron (O) cho truée ¢ hai dinh A, B c6
dinh

a) Tim quy tich truc tam H cla tam gidc ABC.

*}
b) Chiing minh ring véi moi vi tri ciia C' vécto C'H ludn duoe nhin tir A duéi
mot géc dinh huéng (cha cdc dudng thang) khong ddi (Hinh 16)

Huoéng dan gidi.
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— —
a) Trudc hét thiét 1ap hé thic vécto CH = 20C,, trong d6 C, 1a trung diém
canh AB (xem Thi du 1) tir d6 suy ra, {H } 1a duong tron (O’) duoc suy ra

it (O) béi phép tinh tién T(v) theo v = QOC’

H
b) Goi B’ 1a anh clia B trong phép tinh tién theo v = 20C,, thé thi B’ = D(B)
1a diém xuyén tam - d6i clia A trén dudng tron quy tich (O') cia C. Tix déng
— — —
thitc (O'B';O'H) = (OB, 0C) (mod 27) suy ra (AB', AH) = (AB, AC),
(mod 7) va sau d6 dp dung hé thic Salg, ta duoc

1, = — .
(AC,AH) = (AB,AB') = §(AO,AO’), khong d6i, (mod 7)

Hinh 16

Thi du 3. Dung mot hinh thang biét do dai mot canh day, do dai hai duong
chéo va goc (gbc nhon) gitta chiing.

Hinh 17

Phén tich. Gia sit hinh thang ABCD (AB || CD) da dung duge, cé canh
didy AB = a, hai dudng chéo AC = m,BD =n va géc (AC,BD) = ¢ < 7/2.
Dé lam xuat hién mot tam gidc c6 mot gée bing ¢ hodc m — ¢ va hai canh géc
d6 biang m va n, 1€ tu nhién ta nghi dén sir dung phép tinh tié€n theo vécto D—C>’ .
Va do d6, bai todn dugc quy vé dung tam gidc ACE ¢6 CA = m,CE = n va
LA(*E =7 — @ trong d6 F ducc suy ra tr B trong phép tinh tién theo vécto

bl DC (Hinh 17) nghia la BE DC hay F la dinh thit tu ctia hinh binh hanh
CDBE va o < /2 1a gbc cta hai dudng chéo AC, BD. Tit d6 ta suy ra cich
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dung hinh thang cin tim theo trinh tu sau. TruGc hét dung tam gidc AC'E nhu
dd néi & trén. Sau do, trén tia [AE) du’ng diém B xéc dinh boi AB = a. Cu6i

cung, dung diém D x4c dinh boi CD EB la dinh thit tu cia hinh hanh CEBD.

Bién ludn. Bai todn c6 nghiém hinh khi va chi khi a < ¢/, trong d6 o’ = AF =
2 2 2
\/m? 4+ n2 4+ 2mn cos ¢ va do d6 khi va chi khi 0 < ¢ < ¢y = arccos o =(m”4n7)

2mn

2 Ung dung phép doi xiing tam vao kho sat tinh chat cua hinh
va dung hinh .

Thi du 4. Chiing minh ring néu mot tam gidc ¢6 dudng trung tuyén va dudng
phan gidc phdt xudt tir cing mdt dinh ma trting nhau thi tam giac dé 1a can.

Hinh 18

That vay, gia sir tam gidc c6 dudng trung tuyén AD doéng thoi 1a dudong phan
gidc (Hinh 18). Vi sin c¢6 D 1a trung diém canh BC rdi, hay B va C d6i xing
v6i nhau qua diém D nén ta nghi dén phép doi xing - tam D (D). Phép nay bién
A thanh A’ va do d6, A’ 1a dinh thi tu clia hinh binh hanh BAC A’ tam D. Béi
vay AC = BA' va LA, = LAy = ZAy; suy ra tam gidc BAA' can & B va do d6
BA" = BA tir 6 ta dugc AB = AC va tam gidc ABC can & A.

Thi du 5. (Van dung gidi to4dn dung hinh) Qua giao diém P cia hai dudng
tron cat nhau (O;) va (O,) di cho hdy ké mot cét tuyén A sao cho né dinh ra
trén cdc duong tron d6 hai day cung bing nhau.

Phan tich. Gia sit dd dung duoc cat tuyén A di qua P cit (Oy) 6 A va (Oy)
O B sao cho AP = PB, ciling tic 1a A va B d6i xiing nhau qua P. Ta nghi dén
viéc sit dung phép doi xing - tam P d€ tim ra tinh chat clia cdt tuyén A can dung.
Nhu vay 1a dd c6 A = Dp(B) va B € (Oy) di cho. Suy ra diém A can xdc dinh
phi thuoc dudng tron (Oz) d6i xdng véi dudng tron (O3) qua diém P. Bdi vay,
cat tuyén A cén dung di qua P va giao diém thit hai A cha hai dudng tron (O;)
va (Os). (Hinh 19). Tl d6 suy ra cich dung A theo trinh tu sau. TruGc hét dung
0}, = Dp(0,), 161 dung dudng tron tam O} di qua P, nd cit lai (O;) & A, khéc
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v6i P. Sau ciing, dung giao diém thit hai B cua tia [BP) va dudng tron (O,). Dé
thay ring AP = PB va bai to4n luon ¢6 nghiém duy nhét.

Hinh 19

3 Nhirng diéu can luu y khi van dung phung phap bién hinh
vao viéc giai toan hinh hoc
a) Phuong phap bién hinh trong viéc giai toan hinh hoec.

Nhiing bai todn hinh hoc trinh bay dudi dang nhitng thi du minh hoa sip dat
vao hai muc 1 va 2 & trén dé cap tuong doi ddy di cdc dang todn hinh hoc, chi
thi€u dang tinh toan céc dai lugng hinh hoc. Dang chiing minh tinh chat hinh hoc
ctia cdc hinh dugc dé cdp dén trong céc thi du 1, thi du 2 phin b) va thi du 4. Thi
du 2 phdn a) dé cap dén dang todn quy tich (tim tap hop diém). Todn dung hinh
dé cap dén trong cdc thi du 3 va thi du 5. Tuy nhién di€éu muén néi & day la ca
nam bai toan trinh bay trén day déu c6 mot diac diém chung vé phuong phap gidi
. Phép tinh tién di duoc sir dung dé gidi cdc bai todn néu trong ba thi du diu va
phép ddi xiing - tam dad dugc van dung vao hai thi du 4 va 5. Béi vay c6 thé goi
tén phuong phap giai cdc bai todn d6 1a phuong phap tinh tién va phuong phap
doi xitng (cu thé hon la doi xiing - tam) gin véi tén goi clia phép bién hinh duoc
stir dung dén.

Nhitng bai todn nay déu co thé gidi duoc vé co ban chi cdn kién thitc hinh
hoc thudc cdc 16p trung hoc co s&, nhung did duge ching ta giai lai theo quan
diém bién hinh. Nhu vay 14 trong viéc khdo sdt tinh chat clia cdc hinh hoc va néi
ddy @i hon 1a trong viéc gidi toan hinh hoc, ngoai phuong phdp téng hop, phuong
phép toa d6 va phuong phap vécto ma ching ta dd biét va da su dung, con c6
phuong phap bién hinh. D6 1a phuong phap van dung tinh chat ctia cdc phép bién
hinh diém thudong gip nhu doi hinh, dong dang v.v... vao viéc khao sét tinh chat
hinh hoc ciia cdc hinh, tinh todn cdc dai luong hinh hoc, tim tap hop diém (quy
tich) va vao viéc giai ca toan dung hinh.
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b) Cach nhan biét 16p cac bai toan hoc c6 kha nang giai dudc bing
phuong phap bién hinh.

Vé mit nguyén tic, bat k¥ bai todn hinh hoc nao ciing ¢6 thé gidi bing phuong
phép toa do (ciing con goi 1a phuong phédp dai s6). Tuy nhién, nhiéu bai todn hinh
hoc giai biang phuong phap téng hop thong thudng lai di dén két qua nhanh chéng
va gon gang ciing nhu dep hon nhiéu. Ciing vy, nhiéu bai to4n hinh hoc c6 thé
giai dugc nhanh chéng va gon gang néu biét sir dung phuong phap vécto.

Nhu chiing ta di thdy, thudng thi mot bai todn hinh hoc c6 thé gidi duoc bing
nhiéu céch khac nhau, chi it 12 mot cich, phuong phép téng hop hay phuong phap
toa do. Tuy nhién ding truc mot bai todn méi vé hinh hoc ta nén xem xét cian
than dé Iwa chon phuong phdp gidi thich hop sao cho dat két qua nhanh, gon nhat.

Dé c6 thé giai mot bai todn hinh hoc bing phuong phap bién hinh, trudc hét
phi nhan ra duoc ddu hiéu clia 16p cdc bai todn ¢6 kha ning giai duge bang phuong
phép nay. Duong nhién, khong phai bai todn ndo ciing gidi dugc bang phuong
phdp bién hinh. Mot cau hdi dugce dat ra 1a: 1am thé nao dé€ nhan biét duoc mot
bai todn hinh hoc nio d6 c6 kha ning giai duoc bang phuong phdp bién hinh?

Muon vy, ta hay trg lai phan tich tung thi du dd dugc chi ra & trén. Co s& cla
viéc c6 thé sit dung phép bién hinh ndy no vio méi bai todn (thi du) da duoc chi
ra. Thuong thi trong dit kién clia bai todn va (hodc) trong tinh chat cia hinh doi
hoi phai thiét 1ap (ching minh) hodc trong diéu kién doéi hoéi & hinh can dung da
xudt hién nhitng yéu t6 c6 mobi lién hé dang chd ¥ dén mot phép bién hinh cu thé
nao d6. Ching han, trong thi du khi thiét lap mot tinh chét cia truc tam tam gidc,
sau khi sir dung mot tinh chat khac da biét clia truc tam 13 céc diém doi xing
ctia n6é qua mdi canh déu ndm trong mot dudng trdn ngoai tiép tam giac thi tic
khdc 1am xudt hién hai dudng tron bang nhau 1a (ABC) tam (O) va (HBC) tam
(O') trong d6 H 1a tryc tam tam gidc ABC con O’ déi xing véi O qua BC. Hai
duong tron nay vira 1a tuong ing véi nhau khong nhung trong phép déi xing truc
D(BC) va trong phép doi xing - tam D(A,) trong d6 A, 1a chung diém chung
ctia BC va OO’ ma con tuong Gng v6i nhau ca trong phép tinh tién ‘T(Z}) theo

—
vécto v = OO'. Chinh m6i hen hé nay ctia hai duo’ng tron bang nhau da glup
ra thiét 1ap dugc hé thic vécto AH OO’ = 20A (vé phép tinh tién theo OO’

khong nhitng bien O thanh O’ va (O) thanh (0’), trong d6 diém A trén (O) bién
thanh diém H trén (O').

Tém lai, mudén nhan biét duge mot bai todn hinh hoc nao d6 ¢é kha nang giai
duoc bang phuong phdp bién hinh (cu thé 14 phuong phdp doi hinh, bao gém tinh
tién, doi xing tam, doi xing - truc, quay hodc phuong phip dong dang v.v...),
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trudc hét chiing ta phai xem xét, phan tich noi dung bai toan dé tim ra yéu t6 nao
trong d6 c6 moi lién hé dang chi ¥ dén mot phép bién hinh cu thé nio dé. Sau
dé6, van dung céc tinh chat ctia phép bién hinh nay ma tim ra 16i giai hay dap s6
cua bai todn duoc xét.

Diac biét dang chu y 1a phuong phap bién hinh cling thudong gap va duoc st
dung trong viéc giai mot bai todn quy tich va dung hinh, nhat 12 todn dung hinh
. Theo quan diém cha 1y thuyét tap hop thi hinh 12 mét tap hop diém nao dé.
Boi vay, viéc sit dung mét hinh hoc nao dé lai quy vé dung mot s6 diém hitu han
dé dé xdc dinh, ciing c6 nghia la di dé tao nén hinh d6. Trong mat phing thong
thuong mot diém duoc x4c dinh bdi giao clia hai dudng, trong d6 cé dudng thing
va dudng conic ma dudng tron 12 mot elip dic biét. Trong hai dudng dung dé xac
dinh diém phai dung 12 mot trong cdc giao diém clia chiing, thuong thi mot dudng
dd c6 san trong giit kién cua bai todn con duong thi hai 1a quy tich cia nhiing
diém c6 mot tinh chat dic trung hinh hoc ndo dé va duoc suy ra tir mot duong da
cho trong dit kién cua bai todn bdi mot phép bién hinh nao d6. Phép bién hinh
nay dugc phat hién dé sir dung nhd viéc phan tich cu thé noi dung bai todn hinh
hoc dugc dat ra nhu da néi & trén. Cac thi du 3 va 5 trinh bay & trén dd minh hoa
cho nhitng nhan xét chung vira néu xoay quanh viéc st dung phuong phap bién
hinh vao viéc giai todn dung hinh. B&i vay, hdy trd lai cdc thi du 3 va 5 nay, ta
s& thdy sdng tO0 hon trong viéc van dung vé sau.

4 Ung dung phép doi xing - truc vao viéc giai toan hinh hoc
phang

Thi du 6. Gia sit P 12 mot diém nam trong tam giac ABC sao cho ZPAC =
10°, ZPCA = 20°,ZPAB = 30° va ZABC = 40°. Hiy xé4c dinh d6 16n géc
ZBPC.

Hinh 20

Nhégn xét. Day la mot bai toan thudc loai tinh todn cic dai lugng hinh hoc,
cu thé 1a tinh do 16n (s6 do) clia mot géc gilra hai tia. Bai todn nay vi thé c6 thé
c6 nhiéu 101 giai khiac nhau, dac biét 1a huéng tinh todn, dua trén cdch van dung
dinh 1y sin va cosin. Tuy nhién, déi v6i trudng hop bai todn nay, tr dac diém cla
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tam gidc ABC ching ta lai nghi dén viéc sit dung mét phép bién hinh. D6 chinh
1a phép doi xing - tryc.

That vay, theo gia thiét cua bai todn thi, rd rang 1a tam gidc ABC can &
C, ¢6 géc & dinh ZC' = 100° (vi hai géc ZA vd ZB méi géc 40°). Do dé,
duong cao ha tix C' trung véi trung truc t[AB] 1a truc d6i xdng cha tam gidc
ABC. Goi A =t[AB] A > C. Dung diém @ = Da(P), ta dugc CP = CQ va
/QCB = /PCA = 20°. Tix d6 suy ra tam gidc CPQ 1a déu (Hinh 20) va tinh
duge Z/BQP = 150°. Vi vay ZBQP = /BQC = 150° vi ABQC' = ABQP
(c.g.c). Bai thé, BQ khong nhitng 1a phan giac ciia goc Z/C BP ma con la phan
gidc clia géc ZCQP dong thoi phép doi xing truc D(BQ) bién ABQC thanh
ABQP, trong d6 BC — BP,BP — BC va /BCP — /BPC. Vi vay,
ZBPC = ZBCP = 20° 4 60° = 80° va do d6 tam gidc BCP can & B c¢6 goc &
dinh B bing 20°.
Tra loi: ZBPC = 80°

Thi du 7. Trong mat phang cho hai dudng thing d; va dy cat nhau & O va
mot diém P c6 dinh nim ngoai d;, do. Mot dudng thang A quay xung quanh P
cat d; & A va dy 6 B. Cic dudng thang A, A, d6i xting véi A 1an luot qua d;
vd dy cit nhau & M. Tim hdy quy tich ciia M.

Nhdn xét. Ching ta nhan thiy cdc yéu t6 doi xing - truc da xudt hién ngay
trong cac dir kién cua bai todn, vi vay bai todn nay doi hoi phai sir dung tinh chat
clia phép doi xiing - truc vd géc dinh huéng ciia hai duong thang (mod 7) dé
tim quy tich.

Hinh 21
Goi P; 1a diém doi xing v6i P qua d;, i = 1,2 (Hinh 21) Vi P € A nén suy
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ra P, € A; =Dy, (A), tir d6 ta ta duge

(Al, A) = Z(Al,dl) = Q(dl,A), (mod 7T)
(A, Ay) = 2(ds, Ay) = 2(A, dy),  (mod 7)

Tir d6 suy ra
(A1, Ag) = 2(dy,dg) =26 =6, (mod ) ey

trong d6 (dy,ds) =6, (mod 7). ViA;NAy =M va P, € A, (i =1,2) nén (1)
dugc viét lai nhu sau

(M.Pl, MPQ) = Q(dl,dg), (I'IlOd 7T) (1)
Mat khdc, vi P, = D,,(P), (i =1,2) v O = d, N dy nén ta ¢ cdc dang thic

(OP,,0P) = 2(Ay,dy) = 2(dy,OP), (mod 7) )
(OP, OPQ) = 2(d2, OPQ) = Z(OP, dg), (I'IlOd 7'(') (3)

Tir (2) va (3), nho hé thic Sald ta duge
(OP,,0OP,) = 2(dy,dy), (mod 7) (ii)
Doi chiéu (i) va (ii) ta suy ra
(MP,,MPy) =(OP;,0P,), (mod 7) (iii)

Dang thifc (iii) chiing td bon diém O, Py, P, va M = A; N A, ciing thuoc mot
duong tron v6i vi trf clia dudng thang A quay quanh diém P c6 dinh. Vay, ta di
dén két luan

a) Néu d; va dy khong vuong gbéc v6i nhau 6 O va do d6, O, Py va P, khong
thang hang thi {M = A; N Ay} 12 dudng tron ngoai ti€p tam giac OP, Py

b) Néu d; vuong géc vé6i dy thi {M} 12 dudng thing di qua P, va Py

Thi du 8. Tim dudng di clia mot qua bi-a, sao cho sau khi cham hai 14n vao
thanh ban, né di tir diém A dén diém B ( Hinh 22).
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Hinh 22
Trude hét, dé ¥ ring do tdc dong cuia luc ddy bin vao qua bi-a ctia ngudi choi,
qua bi-a sau khi cham vao thanh ban (ban bi-a ¢é dang hinh chit nhat hoic vuong
PQRS) thi phan xa tr¢ lai theo quy luat nhu phan xa anh sang, tic 1a géc phan
xa bang géc t6i tia phan xa doi xiing vdi tia t6i qua phdp tuyén cta thanh ban tai
diém cham (Hinh 22). Nhu vay, rd rang phép doi xiing truc da phdt huy tdc dung
gilp ta giai bai todn dung hinh nay.

Goi M va N lan luot 1a diém cham 14n thtt nhat va 14n tht hai clia qua bi-a vé6i
cédc thanh ban RS va SP sau khi xuat phét tir diém A (gidn diém géc clia ban) trén
mat ban dé roi tro lai diém B (gin diém géc P clia ban) ciing di duoc dinh sin trén
mat ban bi-a hinh chit nhat PQRS (Hinh 22). Thé thi, theo quy luat phan xa néi
trén, dudng thang M N chita tia phan xa M va ciing 12 tia tGi clia N phdi di qua céc
diém A’ = D(A) va B' = D(B). Tur d6 suy ra cach xdc dinh cdc vi tri M va N
clia qua bi-a cham vao cac thanh ban RS va SP : [A'B'|N{[RS],[SP|} = {M, N}

Két lugn. Dudng gép khiic bén dét AM N B 1a dudng di phai ciia qua bi-a
sau khi cham hai 14n lién ti€p vao cdc thanh ban [RS] va [SP).

Chu y. Bién luan vé kha nang c6 10i giai ctia bai todn phu thudc vio vi tri ctia
cic diém A va B (da dat sin trén mat ban bi-a).

5 Ung dung cac phép quay va doi hinh (néi chung) vao viéc
giai toan
Thi du 9. Trong mat phang cho hai tam gidc ABC, ADFE ¢6 céc géc & dinh
chung A bu nhau, déng thoi AB | AD,AB = AD; AC 1. AE,AC = AE va
hai tam gidc d6 khong c6 diém chung ndo khic ngoai dinh A. Chiing minh ring
duong thang chifa trung tuyén phat xuit tir dinh chung A ciia tam gidc ndy ciing
chita duong cao ha tir A cua tam giac kia.

Chitng minh. That vay, theo gia thiét thi AB 1. AD va AC | AE. Diéu d6
goi y ching ta lién tudng tGi phép quay goc vudng xung quanh tam A.
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Hinh 23

Goi M 1a trung diém canh BC, H 1a chan dudng cao AH clia tam gic
ADE; ta chimg minh AM | DE. Muén vay, ta thuc hién phép quay Q(A,7/2)
(Hinh 23). Khi d6, néu tam gidc ABC' c6 huéng thuan thi phép quay nay bién
tam gidc ADE thanh tam gidc ABF do D — B va F — F = D(C). Vi
BF = Q(DE), trong d6 Q = Q(A,7/2) nén (theo tinh chat cha phép quay géc
+7/2) thi BF L DE va BF = DE, dong thoi BF || AM va BF = 2AM (do
AM la duong trung binh cia ABCF). Tu d6 suy ra AM | DE, cling tic 1a
(AM) = (AH). Day la diéu phai chiing minh.

Thi du 10. (Chiing minh dinh 1y Pompiu) Néu P 1a mot diém bat ky nim
trong mat phang ciia mot tam gidc déu ABC cho truée thi bao gid ciing ton tai
mot tam gide T cé do dai ba canh bing cic khoang céch tir diém P dén cic dinh
cll tam gidc déu di cho d6, ké ca trudng hop khi 7 suy bién thanh doan thang, ky
hiéu 7 = T(PA, PB, PC). Ngoai ra, hily tim qu¥ tich ctia diém P dé T suy bién.

Nhén xét. Dinh 1y Pompiu trén day cho ta bi€t mot tinh chat dac trung cia
tam gidc déu. C6 nhiéu cédch chiing minh dinh 1y Pompiu. Sau day 1a céch ching
minh nho sir dung phép quay goéc 60°.

Phén tich. Gia st PA = max{PA, PB,PC}. Néu3T(PA, PB,PC) thi at
phai ton tai mot diém @ trong mat phiang sao cho PQ = PB vai QA = PC (Hinh
24). Th€ thi, hai tam gidc BAQ va BCP (dd c6 BA = BC va AQ = CP) sé
biang nhau khi va chi khi BQ = BP va do d6 khi va chi khi ZPBQ = 60°. Su
phan tich nay 1am ndy sinh y tudng sit dung phép quay géc 60° xung quanh diém
B mét cach hét sic tu nhién.

Hinh 24
That vay, néu tam gidc déu ABC da cho cé huéng thuan thi, phép quay
Q(B, +60°) giit bat dong diém B, bién C thanh A va bién P thanh diém Q (sao
cho BP(Q 1a mot tam gidc déu va cling ¢6 hudng thuan) va do d6, bién tam
gidc BCP thanh tam gidc BAQ (Hinh 24). T d6 suy ra PQQ = QB = PB va
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QA = PC. N6i khic di 1a, QAP chinh 1a mét tam gidc 7(PA, PB, PC) doi
hoi, duge sinh ra tir diém P do thuc hién phép quay Q(B,60°). Day la diéu phai
chiing minh.

Tam gidc 7 ndy duoc sinh ra béi di€ém P tuong tng s& suy bién thanh doan
thang khi va chi khi P, @, A thang hang, nghia 1a 7(PA, PB, PC) suy bién tuong
duong véi (QP,QA) = 0, (mod 180°) (1). Lai do tam gidc BAQ bang tam
gide BCP nén ta ¢6 (OB, QA) = (PB, PC) hay 1a (OB, QP) + (QP,QA) =
(PB,PC), (mod 180%); VP € mp(ABC) (2). Mat khic, do ABPQ la déu

— — —
va cling huéng véi ABCA déu, nén ta ¢6 (QB,QP) = (AB,AC) = 60°,
(mod 360%) (3). Déi chigu (1), (2) va (3) ta suy ra T(PA, PB,PC) = ANQAP
suy bién khi va chi khi (PB, PC) = (AB, AC) (mod 180°) (4). Hé thitc (4) cho
ta biet { P} dé T(PA, PB, PC) suy bién 1a duong tron (ABC)

Thi du 11. (Ung dung tich cta hai phép quay)

Dung ra phia ngoai tam gidc ABC (gia st ¢6 huéng thuan) hai hinh vuoéng
ACIM va BCNP. Chtng minh ring néu giit hai dinh A, B ¢6 dinh va cho C
chay khip nira mat phing mé& (nlta dwong) c6 bo 1 dudng thang (AB) thi dudng
thang M P luon di qua mot diém c6 dinh. Hay x4c dinh diém d6.

Hinh 25

Loi gidi. That vay, khi gitt A vd B c6 dinh, C chuyén dong s& kéo theo su
chuyén dong clia hai diém M vd P. Vi nguoc lai, diém P chuyén dong kéo theo
C chuyén dong, roi M chuyén dong nhd thuc hién lién ti€p hai phép quay cling
mot géc ¢ = +7/2 1an lugt xung quanh cdc diém B va A. Diéu d6 néi lén ring
M @ugc suy ra tix P boi phép doi hinh D 1a tich cha hai phép quay Q(Bn/2)
va Q(A, 7/2) theo thit tw d6. Vay D 1a mot phép doi xing - tam, bién P thanh
M. Dé xdc dinh tam O cua D, ta hdy phan tich mdi phép quay Q(B,w/2) va
Q(A,7/2) thanh tich cha hai phép d6i xtng - truc dé dua D vé dang chinh tic
(xem bai tap 2,8), ta dugc dang phan tich sau

D = [D(Ax) o D(AB)] o [D(BA) o D(BY)| = D(Ax) o D(BY)
trong d6 Az va By la hai truc d6i xdng dugc xédc dinh boi: (By, BA) =
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(AB,Az) = 7/4, (mod 7) (2). Goi O = Az N By, ta dugc OAB la mot
tam gidc vudng can & O va c6é huéng thuan (Hink 25). Vay O la mot diém co
dinh thuoc nlra mat phang mé (dwong) chita C' vi ¢6 bo 12 duong thing AB, hoan
toan duoc xdc dinh bdi cdc dang thic (2).

Két lugn. D = D(Az) o D(By) = D(O) bién P thanh M vi do dé, doan
thang M P luon nhan diém O c6 dinh 1am trung diém véi moi vi trf clia C' thuoc
nira mat phang (m&) duong cé b 1a (AB).

Thi du 12. Trong mit phiang cho mot cung tron AaB. Mot tia Az quay xung
quanh A, dong thdi mot dong tir M ciing chuyén dong trén tia d6 sao hé Az cit
cung AaB & mot diém N nio d6 thi luon luon ta c6 AM = BN. Tim hinh vach
nén bdi M khi N vach nén cung tron da cho.

— — —~ —  —

bat (NA,NB) = ¢ thi {N} = AaB. Thé thi, (BN, AM) = —¢ (mod 27),

BN = AM. Hai ding thitc ndy hoan toan xdc dinh mot phép doi hinh D (xem
bai 2.1).

Hinh 26

Dé y ring khi N = B thi M = A va ¢ # 0, (mod 27) nén D 1a phép quay.
Dé thay rang D c6 diém bat dong (tam quay) duy nhat 12 trung diém cia cung
AaB (6 d6 M = N = w) va do d6 D 1a phép quay Q(w, —¢) tam w, géc quay
—¢, (mod 27). Phép quay nay bién B thanh A va A thanh A’, xdc dinh boi hé

—
thitc (wA, wA’) — —p vd wA’ — wA. N6 cdn cho ta biét A’ — D(B) d6i xing
v6i B qua (Aw) (Hinh 26).

Két lugn. Quy tich cha M 1a cung tron AaA’ dugc suy ra tir {N} = AaB
bdi phép doi xing truc D(Aw).

6 Cau hoi va Bai tap

A. Van dung phép tinh tién vao viéc gidi cac bai toan sau day
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3.1 Chtng minh ring tén tai mot tam gidc ABC nio d6 va dién tich ciia tam
gidc 7 ma cdc canh bang cdc dudng trung tuyén cia mot tam gidc ABC
nao do6 va dién tich ctia 7 béng 3/4 dién tich tam gidc ABC.

3.2 Hinh binh hanh ABCD c6 duong chéo AC = a. Qua A ké cic dudng cao
AF va AF xudng cic canh BC' va CD. Tinh khoang cich tit A dén truc
tam H cua tam gidc AEF, cho bictg EF =b(b < a).

3.3 Trong mat phing cho mot dudong thing A va mot diém A c6 dinh. Mot
dudng tron (v) ¢6 ban kinh r cho tru6c chuyén dong trong mat phang nhung
luon di qua A. Tin quy tich cdc ti€p diém cha céc giao tiép cta (v) co
phuong ctia dudng thang A da cho.

3.4 Hai diém M va N chuyén dong trén dudng thang chita canh AB clia mot

— —
tam gidc ABC sao cho MN = AB. Goi D va F lan luot 12 hinh chiéu ctia
M trén (BC) va cia N trén (CA); S 1a trung diém cua AN va @ 1a tam
dudng tron (CDE). Chiimg minh SQ c6 do dai khong ddi; tir d6 suy ra quy
H
tich ctia @ khi vécto M N truot trén dudng thing AB.

3.5 Cho dudng trdon (O) dudng kinh C'D va mot day cung AB khong cit CD.
Tim trén dudng trdon mot diém P sao cho géc noi ti€p AP B chan trén dudng
kinh C'D mot doan thang M N c6 do dai bing ¢ cho truéc. Bién luan.

3.6 Cho hai dudng tron ngoai nhau (O) va (O') vd mot dudong thang d. Hay
dung mot dudng thang c6 phuong ciia d cit (O) va (O') sao cho téng do dai
cic day cung clia chiing dinh b&i dudng thing c6 mot do dai £ cho trude.
Bién luan.

B. Van dung phép d6i xitng tam vao viéc giai cac bai toan sau day

3.7 Gia st P 12 mot diém bt ky ndm trong mat phing clia hinh binh hanh
ABCD. Qua A,B,C,D ké cic dudng thang theo tht tur song song véi
CP,DP, AP, BP. Chiing minh ring c4ic dudng thang vira dung déng quy
tai mot diém @ ndo d6 va dudng thing PQ luon di qua mot diém c6 dinh
khi P doi chd trong mit phang.

3.8 Hinh binh hanh M N P(Q noi ti€p hinh binh hanh ABCD sao cho M, N, P
va @ 14n lugt nam trén cac canh lién ti€p AB, BC,CD va DA cua ABCD.
Ching minh ring hai hinh binh hanh M N PQ, ABC D noi, ngoai tiép nhau
cé cung tam doi xing.

3.9 Hai ngudi choi mét trd chi \dat dong xu Ién mit ban hinh chif nhat". Quy
tdc choi nhu sau: Pong xu duge phép dat vao bt cit chd tréng nao, hai ngudi
lan luot dat ciac dong xu Ién mat ban. Ai dén luot di ma khong thé dit duge
déng xu vao dau thi bi thua. Chiing minh ring néu biét cdch choi thi nguoi
dau luon thang cuoc.
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3.10 Td gidc ABC D noi tiép dudng tron (O). Chitng minh ring céc dudng thang

3.1

di qua trung diém clia mot canh (hodc mot dudng chéo) va vudng goc véi
canh doi dién (hoic duong chéo kia) thi dong quy.

Cho duong thang a, dudng tron (O) va mot diém P khong nim trén a va
(O). Tim trén a mot diém A va trén (O) mot diém B sao cho doan AB
nhan P lam trung diém.

3.12 Hay cat mot tam gidc ABC cho truée bing ba dudng thang song song véi

cic canh clia tam gidc dé thu duoc mot luc gide (161) ngoai tiép duoc mot
duong tron.

3.13 Cho hai day cung khong cit nhau AB va C'D cha mot dudng trdon (O) va

moét diém P trén day CD. Tim trén dudng tron mot diém S sao cho géc
noi ti€p LASB chan trén day CD mot doan thing M N nhan P 13m trung
diém.

C. Van dung phép déi xitng - truc vao viéc giai cac bai toan sau day

3.14 Mot dudng tron thit ba (w) cét hai dudng tron déng tam O 1an luot 1én trén

(w) & cac diém A, B,C, D. Chting minh ring néu A, B, O thang hang thi
C, D, O ciing thang hang.

3.15 Hai dudng trdn biang nhau (O;) va (O,) cling ti€p xdc trong v6i dudng tron

(O) 6 céc diém A; va Ay. Mot diém M tuy ¥ cia (O) duge néi tiép vai A,
vd Ay. Céc doan thang M A; cét (O;) & céc diém B; tuong tng (i = 1,2).
Chiing minh ring By B; || A1 As.

3.16 Mot diém M chuyén dong trén dudng kinh AB ciia mot dudong trdon (O).

Day cung CD di qua M cit AB va hop v6i né mot goc 45°. Chitng minh
ring dai lugng p = MC? 4+ M D? khong phu thuoc vao vi tri cia M trén
AB (p khong déi v6i moi M trén [AB]).

3.17 Cho tam gidc ABC can & A mot dudng thang A quay quanh A. Goi D 1

diém doi xtng v6i C' qua D. Tim quy tich giao diém M cla dudng thing
BD va A.

3.18 Tinh géc tao bdi hai guong phang biét ring mot tia sdng bat ky sau bon 14n

chiéu vao ca hai guong (mdi guong dap vao hai 1an) thi phan xa theo huéng
nguoc lai huéng ban dau.

3.19 Cho duong thing zy va hai diém A, B nidm cling phia v6i zy. Hiy tim trén

duong thang zy mot diém P sao cho géc £ APz bing hai 1an géc /BPy.

3.20 Ching minh ring

a) Dién tich clia mot t gidc 161 bat ky khong 16n hon mot nira téng cia
tich do dai cdc canh d6i dién S(ABCD) < L(AB.CD+ BC.DA). (*)
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b) Dau dang thic trong (*) dat duoc khi va chi khi ti gidc noi tiép duoc
mot dudng tron va hai duong chéo vuong goc véi nhau.

D. Van dung phép quay va dai hinh vao viée giai cac bai toan sau

3.21 Cho hai dudng tron bing nhau (O;) va (O). Tim tat cd cdc phép doi hinh
thuan va nghich (doi hinh va phan déi hinh) bién duong tron nay thanh duong
tron kia.

3.22 Trén dudng thang a va b cat nhau & mot diém P c¢é hai dong tir chuyén dong
thang déu véi cing mot van tdc nhung khong gip nhau & P: M, trén a vi
M, trén b. Chitng minh ring & bat ky thoi diém nao, dudng tron ngoai tiép
tam gidc M, M, P luon di qua mot diém ¢6 dinh O ndo d6, khac P.

3.23 Ching minh rdng hai dudng tron bang nhau va cit nhau & hai diém thi twong
ting v6i nhau trong mot phép quay ma tAm quay 1a mot trong hai giao diém
va cdc dudng thang néi cdc cap diém tuong Gng trén hai dudng tron thi dong
quy & giao diém thit hai.

3.24 Gia sit P 1a mot diém nidm trong hinh vuong A;A,A3A4,. Qua A; dung
duong thing A;x vuong géc véi A, P, qua A dung Aoy vuong géc véi Az P
qua Az dung Asz vuong goéc véi AP r6i qua A4 dung Ast vuong gbc véi
A;P. Chting minh ring bén dudng thang Az, Ayy, Asz vi Ast vira dung
déng quy & mot diém @ nao dé.

3.25 Cho ba diém A, C, B phan biét va thing hing theo thit tu d6. Dung hai tam
gidc déu BCM va CAN nim vé cling mot phia d6i v6i dudng thang AB.
Goi D va F 1an lugt 1a trung diém ctia BN vd AM. Chimg minh ring CDFE
12 mét tam gidce déu.

3.26 Ldy cdc canh cta mét tam gidc ABC bat ky lam day, dung ra phia ngoai
tam gidc ABC ba tam giac déu BCA',CAB'va ABC’. Chimg minh rang
céc tam A,, B,, C, clia ba tam gidc déu vira dung 12 cdc dinh cia mot tam
gidc déu (Bai todn Napoléon).

3.27 Cho mot tam gidc déu ABC. Tim quy tich nhitng diém M trong mat phing
sao cho M A, M B va MC la do dai ciac canh cuia mot tam gidc vuong nao
dé.



Chuong 2

Cac phép dong dang phang

& 4 Su xac dinh va dang chinh tiac cua mot phép
dong dang phang

1 Dai cuong vé cac phép dong dang phang

a) Pinh nghia phép dong dang

Mot phép bién hinh f : P — P duge goi 1a mot phép dong dang ctia mat
phiang hay van tat 12 phép dong dang phang, ky hiéu 12 Z, néu vdi bt ct hai
diém M, N ndo clia P va cdc anh M’ = f(M) va N’ = f(N) cha ching ta déu
c6 M'N’ = kMN, trong d6 k 1a mot s6 duong xac dinh. S6 & duge goi 1a ty s6
hay hé s6 ctia phép doéng dang, hay néi gon hon 1a ty s6 (hay hé s6) dong dang.
Phép dbng dang ty s6 k& dugc ky hiéu boi Z(k).

N6i mot cach ngén gon, phép dong dang phang ty s6 k 1a phép bién hinh clia
mat phing, nhan khoang cich gifta bat cit hai diém nao chia né vé6i cing mot s6
luong k x4c dinh cho trude.

Ro6 rang 1a khi & = 1, phép dong dang trd thanh phép doi hinh, nghia la
Z(1) = D va do d6, ddi hinh 1a trudng hgp dic biét ctia dong dang. Tir dinh nghia
ctia phép dong dang, dé dang suy ra ring phép dao nguoc ctia phép dong dang ti s6
k 1a phép dong dang ti s6 1/k ta viét Z (k) = Z(1/k) hay Z(k)o Z(1/k) = Id.

Tich ctia hai phép dong dang cé cdc ti s6 ki, ke 1a phép dong dang véi ti
s6 k = k’l.k’g, nghIa 151, Zg(kg) o Zl(kl) = Zlg(k?lk?g), l’lhlIl’lg Zl(kl) o Zg(kg) =
Zo1(kgk:). Phép bién hinh dong nhit Id 12 mot phép dong dang.

b) Cac tinh chat ctia phép dong dang
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Ciing tir dinh nghia ctia phép doéng dang, ta dé dang suy ra cdc tinh chit sau
day ctia phép dong dang, trong dé ¢6 nhitng tinh chat ctia phép doi hinh.

Pinh 1y 15. Phép dong dang bao toan sy thing hang clia ba diém va thit tu
clia chiing trén duong thang chita ba diém dé. Cu thé 1a: Phép déng dang bién
ba diém A, B, C thang hang theo thit tv d6 thanh ba diém A’, B, C' thang hang
cling theo thi tu do.

Hé qua 1. Phép dong dang bién duong thang thinh mot dudng thing bién
mot tia thainh mot tia, bién mot doan thang thinh mot doan thing ¢6 do dai duge
nhan 1én véi hé s6 (ty s6) dong dang (A'B’ = kAB,V{A, B})

Hé qua 2. Phép dong dang bién mot tam gidc thanh mot tam gide dong dang
vGi n6; bién mot géc thanh mot géc biang no; bien mot dudng tron thanh mot
duong tron, trong d6 tam bién thanh tam con ban kinh dugc nhan 1én véi hé s6
(ti s6) dong dang (R’ = kR)

¢) Phan loai cac phép dong dang

Ciing gi6ng nhu phép doi hinh, phép dong dang chia 1am hai loai, loai mot
va loai hai tuy theo né bao toan hudéng hay dao ngugc huéng cia hinh. Ta goi
12 phép déng dang thudn, hay van tat 1a phép dong dang, mot phép dong dang
phéng bao toian huéng clia hinh. Ta goi phép déng dang nghich hay con goi la
déng dang guong, hoic phin déng dang, mot phép déng dang phing dao nguoc
huéng cta hinh.

Chii thich. Phép dong dang tuy khong bio toan khoang cdch giita hai diém
nhung giéng nhu phép doi hinh, phép dong dang bao toan géc (néi ding ra la
bao toan do 16n thong thudng ciia géc, bao gdm goc giiia hai tia, gitta hai vécto,
gifta hai dudng thang).Vi th€ ngudi ta con néi phép déng dang 14 mot phép bién
hinh bao gidc. N6i mot cdch chi tiét hon thi: phép dong dang phing thuan con
bao toan ca hudng ctia goc, vi thé ta néi phép dong dang thuan bio toan do 16n
dai s6 ctia géc dinh huéng (giita hai tia, giita hai dudng thang). Phép déng dang
nghich chi bao toan do 16n s6 hoc (ciing tic do 16n thong thuong) cua géc dinh
huéng (giita hai tia, gitta hai dudng thing) nhung 1am dao huéng géc, tic 14 bién
g6c duong (do 16n duong) thanh géc am (do 16n am) va nguoc lai.

d) Khai niém vé hai hinh déng dang

Dinh nghia. Hai hinh ‘H va H goi la dong dang v6i nhau néu ¢6 mot phép
dong dang Z bién hinh nay thanh hinh kia: Z(H) = H'.

Néu phép dong dang Z bién hinh H thanh #H’', thi phép dong dang dao ngugc
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ctia Z bién H’ thanh H. Ky hiéu hai hinh déng dang béi —~, chang han AA’'B'C’ -
ANABC.

Hinh 27

Chii thich. Vi c6 hai loai phép dong dang, thuan va nghich nén dé phan biét
6 hai hinh nao d6 1a dong dang thuan hay dong dang nghich néu thdy can thiét.
Sau day, chiing ta dé cap dén mot phép dong dang dic biét, d6 1a phép vi tu.

2  Phép vi tu

(D

a) Pinh nghia.
Trong mit phing cho mot diém O c6 dinh va k 12 mot s6 thuc khic khong cho
truéc. Phép bién hinh clia miat phang bién méi diém M thanh diém M’ sao cho

— —

(Hinh 28). OM’ = kOM (1) dugc goi 1a mot phép vi tu tam O, hé s6 (ty sO) k
va ky hiéu 12 V4 hay V (O, k). Diém O goi la tam vi tu va k goi 1a hé s6 hay ti
sO vi tu.

Hinh 28

Mot phép vi tu hoan toan dugc xdc dinh néu cho biét tam O va ty s6 k. Néu
c6 dang thitc (1) thi ta néi ring M’ 13 4nh hay diém tuong tGng cia diém M qua
phép vi tw V(O, k) hodc ngudi ta cling goi M’ 1a hinh vi ty cta diém M. Néu
phép vi tr V (O, k) bién modt hinh #H thanh mot hinh H' (g6m cédc anh M’ cia tat
ci cdc diém M thuoc hinh ) thi ta cling néi H' 12 hinh vi tu clia hinh A’ hay
‘H va ‘H’ 1a hai hinh vi tu v6i nhau.

(DTrong muc nay chiing ta chi nhéc lai din nghia va cdc tinh chét clia phép vi tw ma khong
chiing minh va ¢6 bé sung mot vai tinh chit cdn thiét cho viéc trinh bay va gidi todn tiép theo
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Mot phép bién hinh diém clia mat phang ma ching ta di gip trong Thi du 2
ctia Bai 1 (muc 3) cho ta thi du ddu tién vé mot phép vi tr phang. That vay, hiy
trG lai voi thi du nay, ching ta thdy ngay ring quy tic f - M — M ' wt P — P
chi ra trong thi du d6 twong duong vé6i quy tic f, trong d6 mdi diém M bat ky
chia P ta xéc dinh dugc duy nhat diém M’ € P thod mian hé thic vécto

— 1 —
GM' = —§GM 2)

trong d6 G 1a trong tam cia tam gidc ABC dé cap dén trong thi du d6. Vi vay,
phép bién hinh f trinh bay trong Thi du 2 cta bai tap 1 (muc 3) d6 chinh la phép
vite V(G,—1/2) tam G, ti s6 k = —1/2.

Ngoai ra, ¢6 hai trudong hop dac biét, dang chd y clia phép vi tu, ing véi hai
— —
gid tri cia hé s6 k14 k = £1. Néu k = +1, khi d6 OM' = OM(VM). Vay
trong trudng hop nay, phép vi tu ti s6 1 1a phép déng nhit. Néu k£ = —1, thi
— —

OM' = OM, (VM) tic M’ d6i xtng v6i M qua diém O. Vay trong trudng hop
nay phép vi tu ti s6 —1 1a phép doi xing qua tam O.

b) Cac tinh chat cta phép vi tu

Pinh 1y 16. Phép vi tu ti s6 k 1a mdt phép dong dang ty so |k|, trong d6 néu
phép vi tu V(O, k) bién M thanh M’', N thanh N’ thi M'N’' = kMN.

Chu thich.

Hinh 29

—
. N, b 2 2z . 2 ~ g A z — ~ z >
(i) Nguoi ta con néi, phép vi tu ti s6 k bién mot vécto v thanh vécto v’ bang
= . s — . < )
k lan vécto v, nghiala v = k v hodc néi gon hon 1a phép vi tu ty s6 k
nhan mot vécto 1én & 14n.

(i1) Vi phép vi tu 1a mot phép dong dang dic biét nén phép vi tu ¢ moi tinh
chat ctia phép dong dang. Tuy nhién, phép vi tu cdn ¢6 nhiing tinh chat dac
trung riéng cta nod.
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Pinh 1y 17. Trong mot phép vi tu, tam vi tu 1a diém bat dong duy nhat va
mot dudng thang khong di qua tam vi tu bién thinh mot dudng thang song song
v6i né. Chim dudng thing c6 tam & tam Vi tu 12 tip hop nhitng dudng thing bat
bién duy nhat clia phép vi tr. Phép vi tu phing gay nén mét phép vi tu trén moi
dudng thang (bat bién) di qua tam vi tu.

Pinh 1y 18. Moi phép vi tu phing ti s6 duong hay am déu 1a mot phép dong
dang thuan.

Chii thich. Hé s6 (hay ti s6) vi tu k c6 thé duong hay am. Vi thé, tuy
theo & duong hay am, nguoi ta goi phép vi tu V(O, k) 1a phép vi tu duong hay
phép vi tuv am. Dé thdy rang phép vi tu duong bao todn hudng cliia vécto con
phép vi tu am thi d6i huéng ctia vécto (Hinh 30). Tuy nhién, dé thdy rang:
V(O,—k) = D(0) o V(0,k) = V(O,k) o D(O), trong d6 k > 0. Tit d6 suy ra
phép vi duong hay am déu bao toan huéng clia géc dinh huéng gitra hai vécto hay
giita hai dudong thang va do dé, bao toan huéng cta hinh. Hink 30 minh hoa tinh
chét nay.

Hinh 30

¢) TAm vi ty cua hai dudng trén

Pinh 1y 19. Phép vi tu bién mot duong tron thanh moét dudng tron. Pao
lai, néu (O1, Ry) v (Os, Ry) 12 hai dudng tron phan biét cia mat phing thi, néi
chung, cé hai phép vi tu bién duong tron nay thanh dudng tron kia ma tam vi tu
12 cdc diém chia trong va ngodi doan ndi tam theo ty s6 hai ban kinh.

Goi S 1a tam vi tu, k 12 he s6 vi tu. Thé thi, néu S = O thi phép vi
V(O, k) bién duong tron (O, R) thanh dudng tron (O, |k|R) dong tam O, ban
kinh R’ = |k|.R.

Néu S # O thi V (S, k) bién duong tron (O, R) thanh dudng tron (O, R') trong

d6 O duge xac dinh bai SO’ = kSO va R’ = |k|R cling tic 12 S chia O'O theo
ti s6 (0’0, 8) = S0'/SO = k.

Déo lai, gia st (O;, R;), i = 1,2 1a duong tron khong dong tam va cling khong
ciing ban kinh. Thé thi ton tai hai va chi hai phép vi tu V(S;, k;),7 = 1,2 tam
S1 va Sy theo thi tu chia ngoai va chia trong doan néi tam O, theo céc ti s6
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dlI'OTlg tuong 1’1’ng k’l = Rg/Rl va k’g = _RQ/Rl bién (Ol,Rl) thanh (OQ,RQ)
(Hinh 31). Cic diém S; va S, theo thif tu duoc goi 12 tam vi tu ngoai va tam vi
tu trong clia hai dudng trdon (O;, R;). C6 hai trudng hop dac biét

a) Hai dudng tron déng tam nhung khong cung ban kinh: O = Oy = O, Ry #
Ry. Khi d6, ca hai phép vi tu cing tam S trung v6i O va ti s6 vi tu
k; = £Ry/ Ry déu bién dudng tron (O, R;) thanh dudng trdn (O, Ry).

b) Hai duong tron khong déng tam nhung cuing ban kinh Oy # Oy, R = Ry =
R (cling ttic 12 hai dudng tron bing nhau (Oq, R) va (Oq, R). Trong trudng
hop nay, phép doi xing tam O 1a phép vi tu duy nhat (cé hé s6 kK = —1)
bién (Oy, R) thanh (O, R), hodc ngugc lai, trong d6 O 1a trung diém doan
0105.

Hinh 31

Phép doi xing tam O la phép vi tu ddc biét tam O ti s6 k = —1: D(0) =
V(0,-1).

Chu thich.

a) Néu hai dudng tron tiép xdc nhau & A thi ti€p diém A cla chiing 14 mot
trong hai tam vi tu S;,7 = 1,2. A 1a tam vi tu trong hay tam vi tu ngoai
cta hai dudng trdon (Oq, Ry) va (Os, Ry) tuy theo hai dudng tron d6 tiép
xtic ngoai hay ti€p xdc trong véi nhau & diém A (Hinh 32a va Hinh 32b).
Con tam vi tu thit hai 12 diém chia ngoai hay chia trong [O,0,] theo ti s&
ZtRQ/Rl .

b) Néu hai dudng tron khong dung nhau, hodc ngoai nhau thi giao diém clia
(0104) va mot ti€p tuyén chung ngoai hoac mot ti€p tuyén chung trong cua
ching cling xdc dinh tam vi tu ngoai S; hodc tam vi tu trong Sy cua hai
dlI(\)’Ilg tron (01, Rl) va (OQ, RQ) (Hinh 33a va Hinh 32b).
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Hinh 32a, Hinh 32b

Hinh 33a, Hinh 33b

d) Tich cta hai phép vi tu

Dinh 1y 20. Tich cua hai phép vi tu c6 ti s6 k; v ko 14 mot phép vi tu. Ti
s6 k = kiky c6 tam thiang hang vé6i tam clia phép vi tr d6 hodc mot phép tinh tién
tfly theo k’lk’g 7é 1 hOé.C k’lk’g =1.

Chitng minh. Gia stt Vi(Oy, k1) va Va(Os, k) 12 hai phép vi tu. Dé thdy ring
néu 01 = 02 = O thi ‘/2(0, ]{?2) o Vi(o, k’l) = V(O, kflkg) néu k’lk’g 7é 1.

Néu Oy #£ Oy, luge dé cha tich 12 M % M, 22 M’. Theo dinh nghia, véi
— — — — X
moi M, thi O1M; = kO M va O, M' = kyO, M, (Hinh 34). Khir diém trung
gian M; nhd quy tic cong vécto
— — —
02M1 = 01M1 - _0102

Heé thitc trén tré thanh

— — —
VM OQMI - k’g{klolM - 0102} (1)
Vay diém O phai tim, néu ton tai thi duoc xdc dinh boi (1) [bang cdch cho
M =M =0]:
.
2

— —
0,0 = ky{k10,0 — 0,0,} )
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nghia la
— —
(1 - klkg)Olo = (1 - k‘z)OlOQ (2‘)
Hinh 34

Trudong hop téng qudt ki ks # 1. Déang thitc (2) xdc dinh mot diém O duy
nhat, thang hang v6i O1, O,. Bing cach 1dy (1) trir (2) v& doi vé, ta di dén

— —
VM, OM' = k1k,OM 3)
Hé thiic nay xdc dinh phép vi tu V (O, k1ks) tam O ti s6 k = kika(F#£ 1).

Trudng hop dic biét ki ky = 1. Khong ¢6 mot diém bat dong nao, nhung véi
ko = 1/k; thi dang thitc (1) trd thanh
— — —
VM, OQMI - 01M - kQOlog

ma ta viét lai dudi dang
— —
VM, MM' = (1 — k;)0,0, 4)

H
Heé thiic (4) ndy x4c dinh phép tinh tién theo vécto v = (1, k)0, 0,. Day 12
diéu phai chiing minh.

3  Su xdc dinh mot phép dong dang phang

Dinh ly 21. Cho ABC va A’B’C’ 1a hai tam giac dong dang cho truGe trong
mat phang P

AB  BC _CA

AB BC CA k
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Bao gio cling cé mot va chi mot phép dong dang Z : P — P bién A, B, C theo
thit tu thanh A’, B!, (.

Chitng minh. Xét phép vi tu V (A, k); n6 bién tam gidc ABC thanh tam gidc
AB,C) trong d6 ABy = kAB, C1A = kC A (Hinh 35). Nhu vay phép vi tu
V(A, k) bién tam gidc ABC thanh tam gidc AAB,C; = AA'B'B’. Theo dinh 1y
3 thi ¢6 mot phép doi hinh D duy nhat bién A, By, C, theo thi tu thanh A’, B', C’.
Do d6, tich Do V(A, k) 1a mot phép dong dang Z(|k|) ti s6 |k| bién A thanh A,
B thanh B’ va C thanh C".

Hinh 35

Bay gid gia sir ¢6 hai phép dong dang 2, va Z, déu bién ABC thanh A'B'C’
thi phép Z;* o Z; 12 mot phép déng dang ti s6 1, tic 12 mot phép doi hinh D
bién tam gidc ABC' thanh chinh nd, trong d6 bién A thanh A, B thanh B va C
thanh C. Vi vay, theo dinh 1y 2, Z;* o Z; = Id va do d6 2, = Z;. Dinh ly da
dugc chitng minh.

Hé qua 1. Mot phép déng dang phing bao gid ciing c6 thé phan tich dugc
thanh tich ctia mot phép vi tr va mot phép dang cu (doi hinh hoic phan doi hinh)
theo thit tr d6 hay theo thit tur nguoc lai.

Chu thich.

a) Dai véi cdc phép dang cu thi phép d6i xiing - truc déng vai trd phdn tir sinh
con doi véi cac phép dong dang thi déng vai tro phan tir sinh 12 phép vi tu
va phép doi xiing - truc, trong d6 phép vi tu déng vao trd ndi bat, phan biét
su khic nhau gitta Z va D & ti s0 |k| £ 1.

b) Néu Z(|k|) =D o V(A k) thi Z7'(|k]) = V(A,1/k) o D' = Z(|£])
¢) Su phan tich néi trén la khong duy nhat.

Hé qua 2. Mot phép déng dang thuin trong mit phang tuong Ung véi tich
ctia mot phép vi tu va mot phép quay hay mot phép tinh tién (theo tha tu d6 hay
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theo thit tv ngugc lai).

Hé qua 3. Mot phép dong dang nghich trong mat phing tuong Gng véi tich
ctia mot phép vi tu va mot phép doi xing - truc hay mot phép doi xding - trugt
(theo thr tu d6 hay theo thit tu ngugc lai).

4 Piém bat dong va dang chinh tic cia mot phép dong dang
phang

a) Dang chinh tic ctia mét phép dong dang thuan

Pinh 1y 22 va Pinh nghia Moi phép déng dang thuan trong mat phing khic
v6i phép tinh tién déu c6 mot diém bat dong duy nhat O va tuong duong vdi tich
giao hoan cta mét phép vi tu va mét phép quay cung tam O. Tich giao hoan nay
dugc goi 1a phép vi tu - quay va 12 dang chinh tic cha phép dong dang (thuc su
) thuan trong mat phang.

Chitng minh. That vy, néu Z 13 mot phép vi tu V thi tam vi 12 diém bat
dong duy nhat cta né. Gid stt Z # V va gid st O 1a diém bat dong cdn tim cla
phép dong dang thuan Z dugc xdc dinh boi hai tam gidc dong dang (thuan) tuong
tng ABC va A’B'C’, trong d6 A', A; B', B;C', C 1a cic cap diém tuong Gng. Vi
Z #V nén A'B' || AB (Hinh 36). Tt AOA'B’ ~ ANOAB ta duoc

ZOAP = /0A'P, /OBP = /OB'P, ZAOB = /A'OB’
trong d6 cdc goéc xét & day déu 1a géc dinh huéng (mod ) clia cdc dudng thang.

Tix d6 suy ra AA'OP va BB'OP 1a nhiing tif gidc noi ti€p. Vay diém bat dong
O 1a giao diém thi hai clia hai dudng tron (AA'P) va (BB'P).

, —_— — — —
Déng thoi, tir dang thic (OB’,0A’) = (OB, 0A), theo h¢ thitc Saly, ta duge
—_— —  —
(OA,0A") = (OB,0B") =¢ (mod 27) (i)
Ngoai ra, ciing tt AOA'B" ~ AOAB, ta con ¢6

OA' OB A'B

0408 4B ° (i)

Vay, cdc dang thitc (i) vi (ii) con néi lén ring mot phép déng dang thuan Z
trong mit phang bao gid ciing phan tich duoc mot cach duy nhat thanh tich giao
hodn clia mot phép vi tu tam O ti s6 k& va mot phép quay goc ¢ (mod 27) xung
quanh O, trong d6 O 1a diém bat dong cia Z.

Otitc 12 ti s6 dong dang k #£ 1 va do d6 Z £ D
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Tich gido hodn nay dugc goi 1a phép tu quay va géc ¢ cling duge goi la gbc
dong dang.

Phép dong dang thuan tam O géc ¢ va ti s6 k duge ky hiéu 1a Z(O, ¢, k).
Nhu vay,

Z(0¢,k) = Q(0,9) o V(0, k) = V(0,k) o Q(O, ¢)

Hinh 36

Chii thich. Trén hinh 36 ta khong vé& cip diém tuong tng thit ba C,C’ cla Z
vi thuc ra chi cin hai cap diém tuong tng A, A’ vd B, B’ 1a d0 dé x4c dinh mot
phép dong dang phang. Tuy nhién, cidn dén mot cap diém tht ba C,C’ nita dé
x4c dinh huéng, ciling tic 12 dé xdc dinh Z 14 thuan hay nghich tiy theo hai tam
giac dong dang ABC va A'B'C’ 1a cing huéng hay khic hudng.

b) Dang chinh tic ctia mét phép dong dang nghich (phéng)

Pinh ly 23 va Pinh nghia. Moi phép déng dang nghich trong mat phing
khong phai 12 mot phép doi hinh nghich déu c6 mot diém bt dong duy nhat O
va tuong dng vdi tich giao hodn ctia mdt phép vi tu duong tam O ti s6 k va mot
phép doi xiing qua mot duong thang A di qua O (hodc mot phép vi tw am tam O
ti s6 —k va mot phép doi xing - truc A’ ciing di qua O va vudng géc véi A 6 O).
Tich giao hodn nay dugc goi 1a phép vi tu - d6i xdng va truc doi xing A dugc
goi 1a truc dong dang, O duoc goi 1a tam dong dang. Phép dong dang nghich tam
O, truc A va ti s6 k dugc ky hiéu 1a Z(O, A k).

Chitng minh. That vay, gid stt Z #£ D(A), Z D(A, v) va gid st O 1a diém
bat dong can tim cla phép déng dang nghich Z trong mat phang xdc dinh béi hai
tam gidc dong dang ABC va A'B'C’. Vi tam gidc OA’'B déng dang nghich véi
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tam giac OAB nén ta c¢6 (Hinh 37)

—  —

(OA',0B') = —(0A,0B) 1)

Hinh 37
Tir 46 suy ra hai cap dudng thing OA, OA’ vi OB,0B’ c¢6 chung nhau hai
dudng thang phan gidc dong thoi ciing 12 hai truc dai xing Os, Os’, vudng goc
vGi nhau & O.

Goi P va @ lan luot 12 giao diém cia truc Os véi cdc doan thing AA’ vi BB’
ta dugc
PA _ OA' OB QB
PA OA OB QB
Mat khic, goi A1 = Doy(A) va B, = Doy (B) va néu AB |/ Os thi (A'Ay) N
(B'B;) = O. Tix d6 suy ra diém bt dong O 1a giao diém clia hai trong ba dudng
thang déng quy: PQ, A’A, va B'By:

O = (PQ)N (A'A) = (PQ) N (B'By) = (A'A1) N (B'By)
Chu thich.

a) Néu dé y riang vi k # 1 nén khong nhitng (AA’) va (BB') cit Os tai P va
@ ma (AA’) va (BB') con cit ca Os' theo thit tu cdc diém P’ va Q' va ta
ciing ¢6 cdc hé thic (2) trong d6 P va @ duge thay d6i bsi P’ va @', chi
khac 1a trong trudng hop nay thi P’ va ' déu chia ngoai cdc doan A’A va
BB’ theo ti s6 s6 hoc k. B&i vay, diém bat dong O con la diém dong quy
ctia bon duong thang PQ, P'Q)’, A'’A; va B’ By, trong d6 cic cap diém P,Q
va P’ @' theo thit tu 12 c4c diém chia trong va chia ngoai cidc doan thang
[A’A] va [B'B| theo ti s6 hoc k, trong d6 k 1a ti s6 dong dang ctia A'B'C’
va ABC, cling tic 1a ti s6 dong dang cta Z nghich.

k (2)
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b) Trén day la truong hop A’B’ |f AB. Ta con phai trudng hop A'B’ || AB.
Néu A’B’ || AB, thi khi d6, theo dinh 1y Talét ta cling c6, PQ || AB || A’B’
déng thoi dudng thang PQ di qua giao diém cia AB’ vi A'B. Giao diém
nay chinh 12 diém bat dong O clia Z nghich cin tim (Hink 38): O =
AB'NA'B € (PQ). (PQ) chinh 1a truc Os cia phép dong dang nghich.

Hinh 38

Ciing tir cdc dang thitc (1) va (2) ta suy ra phép dong dang nghich Z trong
mit phing khong nhitng c6 diém bat dong duy nhit O xdc dinh nhu trén ma
con phan tich dugc mot cdch duy nhat thanh tich giao hodn cia mot phép
vi tu tam O ti s6 k (hodc —k) va mot phép doi xding truc A di qua O (hoac
A’ vuong géc v6i A & O). Trén Hinh 38 (PQ) = A,(P'Q") = A’. Tich
giao hodn nay duoc goi 12 vi tu d6i xiing va ky hiéu van tit 1a Z(0, A, k).
Hai dang Z(O, ¢, k) va Z(0O, A, k) - phép vi tu - quay va phép vi tu - doi
xtng goi 14 hai dang chinh tic clia phép déng dang phang.

Bai tap vé xac dinh va dang chinh tic cua mot phép dong
dang phang

4.1 Chitng minh dinh ly: Trong mat phing cho hai doan thang AB vad A'B’ =
kAB, (0 < k #£ 1). Thé thi c6 hai va chi hai phép dong dang Z; : P —
P (i =1,2) clia P bién A thanh A’, B thanh B’, trong d6 mot phép la dong
dang thuan cdn phép kia 1a déng dang nghich (déng dang guong hay phin
dong dang).

4.2 Chitng minh ring hai tam gidc ABC va A’B’C’ ¢6 céc canh tuong Gng song
song vdi nhau nhung khong bang nhau 14 hai tam gidc vi tu véi nhau. [N6i
mot cdch khéc, cic dudng thing AA’, BB', CC' néi cic cap dinh tuong Gng
déng quy 6 mot diém O nao d6. Diém O chinh 12 tam ciia phép vi tu bién
tam gidc nay thanh tam giac kia.

4.3 Cho hinh thang ABCD c6 hai ddy 1a AB va CD. Chting minh ring c6 thé
chia hinh thang d6 thanh hai hinh thanh nho dong dang (thuan) vé6i nhau
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(DCNM «~ MNBA) biang mot doan thing M N song song v6i hai day,
M trén AD va N trén BC.

4.4 Hai duong chéo A; A, va By B, clia mot t¢ gide (16i) noi tiép A1 Ay B1Bs
cit nhau & diém P. Goi A,, va B, 1an luot 1a trung diém cia PA; va PB;,
chiing minh ring A,A;Bs vd B,B; A, 1a hai tam gidc dong dang nghich.

4.5 Mot hinh chir nhat ma mdi canh (ho#c canh kéo dai cta nd) chita mot dinh
ctia mot tir gidc (16i) ABCD goi 1a hinh chit nhat ngoai ti€p ti gidc do,
nguoc lai, ABCD goi 1a ti gidc noi tiép hinh chit nhat. Chimg minh ring
c6 vo s6 hinh chit nhat M N P(Q) ngoai ti€p mot tit gidc (16i) ABCD c¢6 hai
dudng chéo AC, BD vudng géc, va tat ca cdc hinh chit nhat d6 déu dong
dang véi nhau.

4.6 Cho AA,, BB, va CC; 1a ba dudng cao ctia mot tam gidc ABC. Goi A', B,
va C’ 1a c4c hinh chiéu (vuong géc) cia mot diém M bat ky nam trong mat
phéng lan luot trén AA,, BB; va CC,. Chiing minh tam gidgc A’B'C’ dong
dang nghich vé6i tam giac ABC.

4.7 Cho hai tam gidc déu (khong bang nhau) ABC va A’B’'C’. Hoi bao nhiéu
phép déng dang (thuan va nghich) bién tam gidc thi nhat thanh tam gidc
thit hai.

4.8 Chtng minh rang trong mét phép dong dang thuéan thi tam dong dang, hai
diém tuong tng M, M’ va giao diém P cha hai dudng thang tuong tng a
vd o’ xudt phat tir hai diém tuong tng d6 cling nim trén mot dudng tron.

— —
4.9 Chiing minh ring tam cua phép vi tu - quay bién AB thanh A’B’ cling 1a
— —

tam cuia phép vi tu - quay thit hai bién A A’ thanh BB’ (hai phép dong dang
thuan c6 tam chung).

4.10 Goi C 12 giao diém cia hai dudng thing AA’ vi BB’, (' 1a giao diém
ctia hai dudng thing AB vi A’B’. Ching minh ring bon dudng tron
(AA'C"),(BB'C") va (A'B'C) déng quy ¢ mot diém O ndo dé.

4.11 Cho hai dudng trdn (O, R) va (O, R') cit nhau & hai diém P va Q. Ching
minh ring ching tuong ng v4i nhau trong mot phép dong dang thuan (vi
tr quay) c¢6 tam & giao diém thit nhat P (hodc () va hai diém tuong dGng
M, M’ thi thing hang véi giao diém thit hai Q (hoic P)

4.12 Gia st P 1a mot diém nim trong doan thang [AB]. Vé cling mot phia clia
duong thang AB ta dung hai hinh vuéng APEF va PBCD, chitng minh
ring

a) Ba dudng thang AD, BE va CF dong quy & mot diém Q nao dé.
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b) Khi P chuyén dong trén doan thing [AB] thi dudng thing (PQ) luon
di qua mot diém c6 dinh S, cidch déu A va B. Tim quy tich cha diém

Q.

4.13 Cho mot tam giac (161)) ABCD c6 hai dudng chéo cit nhau & O nhung
khong vuong géc v6i nhau. Goi A’ va C’ 1an luot 1a hinh chi€u (vuong géc)
cia A va C trén BD; B’ va I’ 1an lugt 1a hinh chi€u (vuong géc) cua B
va D trén AC. Chiimg minh ring t¢ gidc A’B'C'D’ d6ng dang nghich véi
t gidc ABCD.

4.14 Cho hai dudng thang a va b cat nhau & mot diém C. Véi méi diém M trong
mit phing ta cho lién két véi mot diém méi M’ bing cdch sau day. Qua M
ké mot cit tuyén m cit a & A va b & B sao cho M 1a trung diém ciia doan
[AB] (m 1a duy nhat). Goi A’ 1a hinh chiéu vuong gbc cia A trén b, B’ 1a
hinh chi€u vuong géc ctia B trén a vd M’ 1a trung diém cua doan [A’'B’].

a) Ching minh ring dnh xa f : M — M, tt P — P la mot phép bién
hinh cia mat phang.

b) Hay goi tén phép bién hinh dé.

§ 5 Van dung phép dong dang vao viéc giai mot s
bai toan hinh hoc phang - Thi du minh hoa va
Bai tap
1 Ung dung phép vi tu vao giai toan hinh hoc
Thi du 1. Chiing minh ring trong mot tam giac

a) Ba dudng trung tuyén dong quy & mot diém, diém nay cidch médi dinh cla
tam gidc bang 2/3 do dai cia dudong trung tuyén phét xuat tir dinh do.

b) Trong tam G tryc tam H va tam O dudng tron ngoai ti€p cling nim trén
mot dudng thang, goi 13 dudng thing Ole, va giita cic diém dé cé heé thitc
GO _ _ 1

GH 2

Chitng minh.

a) That vay, theo két qua néu trong bai tap 4.2 thi AA’B’C’ 1a hinh vi tu cla
tam gidc ABC (Hinh 39) trong phép vi tu tam G (la trong tam ciia AABC). Ti
s6 k = B'C7/BC = —1/2.

b) Vi tam O ctia dudng tron ngoai ti€p tam gidac ABC trung véi truc tam H'
ctia tam gidac A’B'C’ nén O (ciing tic 1a H') 1a hinh vi tu cia tryc tam H cia tam
gidc ABC trong phép vi tu V(G, —1/2) no6i trén bién tam gidc ABC thanh tam
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N
gidc A'B'C’, nghia 1a ta dugc (Hinh 40) GO = —2GH hay 1a GO/GH = —1/2.
Day la diéu phai ching minh

Hinh 39

Thi du 2. (Pinh ly vé dudng tron Ole) Chiing minh rdng trong mdt tam gidc,
trung diém cdc canh, chan cic dudng cao va trung diém clia cdc doan thang néi
truc tam vé6i cdc dinh cling ndm trén mot dudng tron, goi 12 dudng tron chin diém
hay duong tron Ole ctia tam gidc d6. Ban kinh dudng trdon Ole bang nira ban kinh
duong tron ngoai ti€p tam gidc va tam O’ clia dudng tron Ole thiang hang véi tam
O dudng tron ngoai tiép, trong tam G va truc tam H trén dudng thang Ole sao
cho O’ 1a trung diemé clia doan thing OH vi bon diém H,G, 0,0’ 1am thanh
mot hang diém diéu hoa.

Hinh 40
Chitng minh.

That vay, goi O’ 1a tam dudong trdn (A’B’'C’) thé€ thi O’ 1a hinh vi tu cla tam
O dudng tron (ABC) trong phép vi tu V(G,—1/2). Do d6 O ciing nam trén
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duong thang Ole OGH va ta c6 (Hinh 40).

GO' = ——GO, hay Ia Gor_
2 GO

1
2

T hé thitc trén ta dé& dang suy ra HG = 2GO = 40'G va OH = 30G;
30'G =0'0=—-0'H. Vado d6 ta dugc O'H = —0'O va

!

s
SN
Q
SN

=—1

oG O

Q

Day la diéu phai ching minh. Ciing tir d6 suy ra

HO' GO 1
HO GO 2

— —
hay 1a HO' = LHO va do d6, H 1a tam vi ty thit hai bién dudng trdn (0) =
(ABC) thanh duong tron (O') = (A'B'C") theo ti s6 1/2.

Trong phép vi tu tht hai V(H,1/2) nay, cdc dinh A, B,C cia tam gidc
ABC theo thit ty bién thanh cdc trung diém A", B”, C" cha cdc doan thang
noi truc tam H véi cdc dinh A, B, C va do d6, cdc diém ndy nim trén dudng tron
(0) = (A'B'C").

Ngoai ra, dé thdy ring A’A”, B'B" va C'C"” 1a céc dudng kinh cha dudng
tron (O'). Tu d6 suy ra (O') ciing di qua chan Ay, By, C; cta cdc dudng cao
AA;, BB, CCy cha tam gidc ABC. Chinh vi vay, duong tron (O') duge goi 1a
dudng tron chin diém hay dudng tron Ole clia tam gidc ABC.

Thi du 3. S dung phép vi tu, chiing minh dinh 1y Ménélamut (Ménélaiis)
Pinh ly. Diéu kién cin va di dé ba diém A’, B’, C' nim trén ba dudng thang
chita cic canh BC,C A, AB clia mot tam gidc ABC thing hang 12

AB BC CA
AC BACB

+1 (*)
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Hinh 41
Chitng minh. Trudc hét, ta ky hiéu nhu sau cho gon Vi = V(C' k), Vo =
V(B ky), Vs =V (A k3), trong d6

Q

A BC A’
kl - 0—7 k2 - = k3 -
C'B B'A A'B

(D

Thé thi rd rang ta ¢6 két qua nhu sau
Vi:B—A Vo:A—=C,V5:B—C

Mit khéc, Vo0 V; @ B — C. Nhung theo dinh 1y 20 vé tich ctia hai phép vi
tu thi Vs o V; 12 mét phép vi tu ¢6 tam thang hang véi C’ va B’, vi ¢ ty s6 vi tu
k=kiko A1 (M B'C' |y (BC) va (B'C")n(BC)=A". Lai do V, 0 V] bi¢n B
thanh C, béi thé tam clia phép vi tu tich V014 phai la giao diém A’ cha hai duong
thing BC va B'C’. N6i khic di 1a Vo0V, = V3. Vay, ta phéi c6 k.ky = k3, hay
13 ky.ky.kyt = +1 (2) . Cudi ciing, thay cdc gid tri ctia k;(i = 1,2,3) tir (1) va
(2), ta thu duoc (*) can tim.

Thi du 4. Ching minh ring quy tich nhitng diém clia mat phang ma ty s6
khoéng céch tir d6 dén hai dudng thang cat nhau & mot diém O bang k (k > 0)
khong d8i gdm hai dudng thang di qua O.

Hinh 42

Chiing minh. Gia st 2’z va y'y 12 hai dudng thang cho truc cat nhau &
diém O (Hinh 42) va M 1a mot diém clia mat phang sao M H/MK = k (hing
s6 duong cho truge). Goi M, 1a diém tuong Gng cta diém M trong mot phép vi
tu thay déi® tam O. Vay quy tich ndy s& gom nhitng dudng thang da qua O.
Diéu d6 khién ta nghi dén viéc tim nhitng diém thudc quy tich cin tim trén mot
cat tuyén AB cla hai dudng thang Oz va Oy sao cho OA = OB. V6i méi diém

Gtiic 12 chi c6 thay dé vé gid tri cha ti s6 vi tv ma thoi
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M cha AB céc tam gidc vuéng M AH va M BK c¢6 cdc gbc nhon bang nhau &
A va B thi déng dang v6i nhau va ta c6 MH/MK = MA/MB. Diém M s& la
mot diém clia quy tich néu ty s6 MA/MB =k, vard rang la M H/MK = k hay
la MA/MB = k. Khi ty s6 k # 1 thi trén (AB) c6 hai diém M va M’ dép tng
diéu kién doi héi clia bai todn. Vay quy tich cdn tim bao gém hai dudng thing
(OM) va (OM') lién hop diéu hoa déi véi hai duong thing Oz va Oy da cho (vi
hanh diém (ABM M’) 1a diéu hoa.

Thi du 5. Tam gidc ABC ndi ti€p dudng trdon (O) cho trude ¢6 hai dinh A, B
cO dinh.

a) Tim quy tich trong tam G cua tam giac ABC.
b) Tu d6 suy ra quy tich truc tam H cia tam gidc ABC.
Loi giai.
X — —
a) Goi C, la trung diém canh AB, ta ¢6 (Hinh 43) C,G = %COC’. Suy ra {G}

nhén duoe tr {C'} = (O), trong phép vi tw V;(C,, 3). Vay {G} la dudng tron tam
O1, ban kinh R1 R/3, trong d6 R 1a ban kinh cta (O) con O; duge xdc dinh

bdi 00' — 20(1 (1)

Hinh 43
— —
b) Ta c6 OH = 30G (Thi du 2). Do d6, {H} duoc suy ra tit {G} bai phép
vi tu V5(0,3) tam O, ty s6 k = 3. Vay {H} la duong tron(O’, R), trong d6 O’
— — — —
duoc xéac dinh béi OO0’ = 300y, hay (theo (1)) OO" =20C,. (2)

Hé thitc (2) con chiing td rang O’ d6i xing véi O qua C' va qua ca (AB). Tix
dé ta di dén két luan ring quy tich truc tAm H cta tam gidc ABC 1a dudng tron
(O', R) doi xting v6i dudng tron (O, R) ngoai ti€p ABC' qua canh AB.

Nhgn xét. Theo lap luan thi {H } dugc suy ra tr {C'} = (O, R) boi phép
doéng dang Z = VZ o V7 la tich cha hai hép vi tu V1(C,,1/3) va V,4(0,3)

vécto ()O’ = QOC’ (khong ddi) theo Pinh 1y 20. Ta lai thiy két qua da biét
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— —
(CH = 20C,) nén trong thi du 2, muc 1 cia bai 3.

Thi du 6. Dung mot dudng tron ti€p xic véi mot duong tron (O) cho trude
v véi mot dudng thang A cho trude, biét mot trong cic ti€p diém.

Lot gidi. Gia st (w) 12 mot dudng tron ti€p xdc véi duong tron (O) & A va
v6i dudng thangA & B (Hinh 44), Ta nghi dén mot phép vi ty tam A 14 tiép diém
cua (O) va (w). That vay, (O) 1a anh cha (w) trong mot phép vi tu tam A bién B
thanh mot trong hai dau nit C hoac D clia dudong kinh CD cua (w) vudng goc
v6i A. Ta xét hai trudng hop nhu bai todn da dat ra (Hinh 44).

Hinh 44

1) Néu diém A cho truée trén dudng tron (O), thé thi chang han, dudng théng
CA cit A & diém B va do d6, phép vi tu V(A, k = AB/AC s& bién dudng tron
(O) thanh mdt dudng tron (w) ti€p xdc v6i (O) 6 A va véi A & B. (Mot 1oi giai
thit hai dugc thuc hién v6i dudng thing D A).

2) Néu diém B cho truée trén dudng thang A thé thi duong thing C'B cat
lai (O) & diém A va phép vi tu V(A4,k = AB/AC) s& cho mot dudng trdon (w)
tiép xdc v6i D & B va véi (O) 6 A. (Mot 1oi giai thit hai thyc hién tuong tu véi
(DB)).

2 Ung dung phép dong dang thuan (vi tu quay) vao viéc giai
toan hinh hoc

Thi du 7. Xét mot tam gidc ABC va mot diém D cho truée. Ta dung céc
tam gidc ADE, DBF d6ng dang (thuan) v6i tam gidc ABC. Hay so sdanh cic
tam gidc ABD, ACE va CBF va tim hiéu ban chat cta tf gidc CEDF.

Loi giai.
Te NAADE «~ ADBF ta suy ra NAABC «~ ANADFE (Hinh 45) va cling vay,
ANABD «~ NACE. Cac tam gidc BAC va BDF 1a dong dang thuan, tir d6 cling
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suy ra ABAD «~ ABCF. Vi vay, ba tam gidc ABD, ACE va CBF la dong
dang thuan.

Hinh 45
Nhén xét. Tu ba tam gidc ABC, ADFE va DBF d6ng dang thuan ta di thu
duoc ba ta tam gidc ABD, ACE va CBF ciling dong dang thuan. Nhu vay la ta
c6 thé trao ddi vai trd ctia C va D cho nhau rdi dé.

Bay gio ta dat (A—é A—é’) o (mod 27) va AC = kAB. Thé thi phép
dong dang thuan Z (A k,a) s& blen BD thanh CE con phép doéng dang thuan
Z(D,k,«a) s& bién BD thanh FD. Tu do tacé CFE = k;BD va FD = kBD
suy ra CE = FD (1). Mat khac (BD CE) = o va (BD FD) = o suy ra

— — —
(CE,FD) = 0, (mod 27) (2). Tu (1) va (2) suy ra CE = FD va do doé,
CEDF' la mét hinh binh hanh.

Thi du 8. Hiy sir dung phép déng dang thuan dé gidi bai tap 3.26 (Bai todn
Napoléon: Vé tam gidc déu A,B,C, sinh bdi mot tam gidc bat ky ABC)

Hinh 46

Dé thdy rang A,BC, B,CA va C,AB la ba tam gidc can dong dang c¢6
gbéc & day 30°. Ky hieu 2, = Z(C,30°,V3) 2, = Z(B,BOO,%). Xét tich
Zy0Z,. Déthiy Z, : A, — A B, — Ava 2y : A — A, : A— C,. Do do,
Zy0Z1 : By C,va A, — A,. Matkhic, kiky = \/3.%, 01+ = 2.30° = 60°
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nén Z, o Z; 1a mot phép doi hinh D, cu thé 1a phép quay tam A, bien B, thanh
C,. Vay A,B,C, 1a mot tam gidc déu. Bai todn dugc chiing minh.

Thi du 9. Trén hai dudng thang a v b cat nhau & mot diém C ¢ hai dong
tlr chuyén dong thang déu nhung véi van téc khdc nhau: A trén a véi van téc vy,
B trén b v6i van toc vy, v # vo. Ching khong gap nhau & C.

a) Chtng minh ring & bat c thoi diém ndo dudng tron ngoai ti€p tam gidc
ABC ciing luon di qua mot diém cé dinh O nao d6, khic C.

b) Tim quy dao chuyén dong ctia dong tir M ludn & vi trf trung diém ctia [AB].

Loi gidi. a) Trude hét, ta ching minh ring 4anh xa f : A(¢) — B(¢) tit dudng
thing a dén dudng thang b 12 mot 4nh xa dong dang (thuan)Z. That vay, gia sir
t1,1 12 hai thoi diém khdc nhau ndo d6, 0 < #; < t,. Dé cho gon ta ky hiéu nhu

BlB2 _ ’U2<t2 — t1> _ %
A1 A U (t2 - 751) U

=k, (0 < k khong d6i)

— —

va (A1 Az, (B1By) = ¢ (mod 27), trong d6 (a,b) = ¢ (mod ) 1a géc gitra hai
duong thang a va b. B6i vay, trong mat phang c6 mot phép déng dang thuin
Z(0, p, k) bién a thanh b, trong d6 diém A(t) bién thanh diém B(t) (Hinh 47).

Hinh 47

Theo Dinh 1y 22 thi tam déng dang (diém bat dong) O cha Z 1a giao diém
thit hai cia hai duong tron (A,B,C,) va (ABC). Vay dudng tron (ABC) luon
di qua O, khac v6i C' ¢c6 dinh.

b) Ky hiéu A, = A(t,), B, = B(t, = 0), M, 1a trung diém cta doan [A,B,];
— . N P z 9 2 N
v1 va vy 1a cac vécto van toc ciia A va B.
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Tra Ioi. Quy tich clia M 13 dudng thing M,m di qua M, va cé vécto chi
5 o) 17 | 77 N P - =
phuong 1a v = 5(v1 + va) (suy ra tit 2M,M = (vy + v2)t).

Thi duy 10. Dung mot tam gidc biét cac do dai h,, hy, he ba dudng cao clia nd.

Phan tich. Goi a,b,c 1a do dai cac canh cua tam giac ABC phai tim, ta cé

e L. 11 M
a: 'Ciha'hb'hci I

shet hy *

Cic ding thic (¥) chiing té ring néu ton tai, thi tam gidc cin dung s& dong
dang v6i mot tam gidc T c6 do dai cdc canh o, ¥, ¢, ky hieu T(d', 0, ) véi
a' = tehe B — hova ¢ = Ry (F%)

Vay, viéc dung tam gidc ABC phai tim dua vé viéc dung tam gidc T (A'B'C")
¢ céc canh xdc dinh boi (**):

AABC —~ AT(A'B'C')

Tuy nhién, viéc dung tam giac 7 lai rdt don gian boi vi lai dua vé viéc dung
doan ty I¢ thit tu a/. Tir sy phan tich trén day, ta suy ra tiing buéc dé dung duoc
AABC can tim. Buéc dung cudi cuing 1a dung tam gidc ABC, vi tu vé6i tam giac
AB,C, (Hinh 48), trong phép vi tu V (A, k) tam A, ty s6 k = 2=, trong d6 AB,C,
1a mot tam gidc dung bat ky, mién 1a AAB,C, « AT(a’,b'?c’) va h! = AH,
1a chiéu cao AH, ha tir A cua tam gidac AB,C,. Dé dang chiing minh tam gidc
ABC ¢6 céc chiéu cao 1a hg, hy, he.

Hinh 48
Bién ludn. Bai todn c6 10i giai khi va chi khi ton tai tam gidc T(a', ¥, ).
Béi vay, bai todn ¢6 nghiém khi va chi khi hi, hl—b, hi biéu thi do dai cdc canh clia
mot tam gidc nao dé; cling tdc 1a ton tai

(o ww)
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Thi du 11. Dung mdt t¢ gidc (16i) noi ti€p ABCD biét do dai cdc canh
AB=a,BC =b,CD =¢e, DA = d, trong d6 a,b, ¢ 1a nhitng d6 dai cho truée.

Phén tich. Gia su ti gidc ABCD can tim dia dung duge. Ta gidc ABCD
noi ti€p khi va chi khi LA + ZC = 180° (hoac £ZB + /D) = 180°). Chinh vi
vay, kéo dai canh BC vé phia C dé xuat hién goc ZDCz = LZBAD va ké b véi
/DCB. Trén Cz 1dy diém E sao cho ADCE «~ ADAB. Bai toan dung tt giac
noi ti€p ABC D duge quy vé viéc dung ADCE.

Hinh 49
Gia st ADCFE «~ ADAB. Hai tam gidc nay chung dinh D, bdi vay ADCE
— T
dugc suy ra tit ADAB bdi phép vi tu - quay Z(D, ¢, k) v6i ¢ = (DA,DC), k =
c¢/d). Ta nghi dén viéc sit dung phép vi tu - quay dé€ giai bai todn dung hinh nay
—

1a vi vay. Bai vay, dat ¢/d =k, (DA, DC) = ZADC = § = ¢ 16i xét phép vi tu
- quay Z(D,0,k). Z bién D — D, A~ C va B +— FE sao cho C € [BE| (Hinh
49). Thé thi ADCE «~ ADAB va do d6 /DCE = /DABva B,C, E thang
hang theo thit tu d6, dong thoi ta dugc /BDE = ZADC = 6.

Nhu th€ 13, bing cdch sir dung phép vi tu - quay Z ndy ta da chuyén bai todn
dung t¢ gidc noi ti€p ABC D vé bai todn dung tam gidc DBE c6 céc yéu 16 da
biét
ac+ bd DE ¢

=, CD=c, S=="

C ~ P _
BC—b,C’E—ga va do d6, BE = DB = 4

Bai toan quy vé dung diém D 1a mot trong cdc giao diém cua dudng tron v, (C, ¢)
va duong tron Apolonidyt (y2) ¢6 dudng kinh I.J ma I va J chia trong va ngoai
doan [BE] theo ty s6 hoc k = ¢/d. Pinh A dugcdung sau ciing.

Bién ludn. Bai toan c6 thé c6 mot 161 gidi hodc khong ¢6 161 gidi ndo tuy theo
(1) va (72) c6 cét nhau hay khong.
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3 Ung dung phép dong dang nghich (vi tu - doi xing) vao viéc
giai toan hinh hoc

Thi du 12. Trong mat phiang cho hai tam gidc déu ABC va A'BC cung
huéng, c¢6 dinh C' chung sao cho A'va B’ khong trung v6i tam O duodng tron
(ABC). Goi M va N lan luot 1a trung diém clia cdc doan thing A’'B va AB.
Ching minh ring

a) Tam gidc OB’'M déng dang nghichvéi tam gidc OA’N.
b) Hai géc ZA’OB’ vi ZMON c¢é chung nhau dudong phan gic

Loi gidi. a) Xét phép Z(0,%,3) = V(A,3) o Q(C,3). Déthdy Z : A’ —
B'+— N;O — O — O vado d6, O la tam dong dang cua Z. Tur d6 ta duge
—  —
OA" = 20N va (OA',ON) = ©/3. Suy ra tam giacOAN vuong & N va la nira
cia mot tam gidc déu. Ching minh tuong tu ta cé tam gidc OB’M vuong & M
va cling 1a nra cia mét D déu khéc.

Hinh 50
Két lugn. Tam gidc OB’ M dong dang nghich véi tam gidc OA’N.

b) T (1) suy ra LZA'OB’ vi ZMON c¢6 chung nhau dudng phan giac.

Thi du 13. Trong mat phang cho tam gidc ABC. Mot dudng tron (O) thay
déi di qua A, khong tiép xic v6i cdc dudng thing AB, AC va ¢6 tam O chuyén
dong trén dudng thing BC. Pudng tron niy cat tai cic dudng thing AB va AC
1an lugt & M va N. Tim quy tich truc tam H cla tam gidc AMN (Dé thi HSG
toan quoc, Bang A, 3/2002).

Huéng dén gidi. Gia stt ZA # 90° (vi néu A = 90° thi H = A v6i moi (O)
Loi gigi 1. Goi D 1a diém xuyén tam doi cia diém A trén dudng tron (O).
Thé thi M va N theo thit tu chinh 1a cac hinh chiéu (vuong géc) cua D trén (AB)
va (AC) va do d6 truc tam H ctia AM N 1a diém d6i xding v6i D qua trung diém
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MN. Goi M'va N’ 1an lugt 12 hinh chiéu cua H trén (AC) va (AB). Dé thay
ring tam gidc AH M’ déng dang nghich véi tam gidc ADM. Tix d6 ta duoc
(AH,AM') = —(AD,AM) (mod 7)
AH AM'
AD ~ AM
trong d6 o = ZBAC va do d6 22 = 2| cos ZBAC| = 2| cosa|. Céc déng thic
trén néi 1én rang (AH) doi xting véi (AO) qua phan gidc Ap cua goc /A cla
tam gidc ABC va 42 — Lk khong d6i, trong d6 k = 2| cosa|. Vay H 1a 4nh clia

A0
O trong phép vi tu ddi xing Z(A, Ap, k).

= +cos ZBAC = |cos LBAC|

Hinh 51

Trd loi. Néu ky hiéu (BC) = a thi {H} 1a dudng thang o', anh clia a trong
phép dong dang nghich (vi tu - ddi xting) Z(A,A = Ap, k = 2|coA|), bod di hai
diém H; 13 anh ctia O,(i = 1,2) trén a — (BC) & d6 ZBAO, = /CAQ, = 90°
(Hinh 5.1)

Chii thich. {H} = a’ di qua hai diém E va F, trong d6 E = PE | AC, F =
QF L AB va P = D(A),Q = D(A) Dudng thang (PQ) cling dugc suy ra tit
a = (BC) qua phép vi tu V (A, 2).

Loi giai 2. Goi P = D(A),Q = D(A); E = PE 1L AC,F = QF 1 AB.
Thé thi O € (BC) hay 1a D € (PQ) (i). Ta ¢c6 M H cung hudng va bang DN,
DN song song v6i PE, M D cung huéng va bangH N, HN song song véi QF.
Suy ra D € (PQ) hay la

FM QD DN MH

FP QP PE PE
hay 1a H € (EF) (). Ti () v (ii) suy ra {O} = (BC)\{O1,02} hay Ia
{H} =(EF)\{H1,H2}; H; = AO;N(EF), trong d6 E va F tuong tng la tryc
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tam ctia tam gidc AF E vuong va tam gidc AFQ vuong GE) (1 # j{i,j} = {1,2})

4 Bai tap van dung phép dong dang vao viéc giai toan hinh
hoc phang

A. Van dung phép vi ty va viéc giai cac bai toan sau day

5.1

5.2

5.3

54

5.5

5.6

5.7

Goi A,, B,, C,, D,, 1an luot 12 trung diém cédc canh AB, BC,CD, DA cula
mot hinh vuong ABCD va P 1a mét diém bat ky clia mat phang. Chiing
minh ring cdc diém A,, B;,C,, va D; d6i xtng v6i diém P 14an luct qua
A,, B,,C, va D,, ciing 1a cac dinh cia mot hinh vuong.

Ti gidc 161 A;As A3 A4 ndi ti€p duong tron (O, R). Goi B; 1a trong tam
tam gidc A;ArA;i =1,2,3,4 {i,4,k, 1} = {1,2,3,4}. Chtng minh ring
tt gidc BBy Bs B4 noi ti€p mot dudng tron; hiy xdc dinh tam O; va ban
kinh R; duong tron do.

Cho mot hinh binh hanh ABC'D \c¢é khép n6i" & cdc dinh. N6i mot cach
chinh x4c hon 13, do dai cdc canh khong d6i, c4c dinh A va B duoc giit co
dinh nhuung c4c dinh C va D thi chuyén dong trong mat phang. Tim quy
dao chuyén dong qua tam O hinh binh hanh \c¢6 khép néi" dé.

Cho ba diém A, B, C thang hang theo thu d6. Goi (v;), (v3) theo tif tu 12
céc dudng tron dudong kinh AB va AC. Mot diém M chuyén dong trén
(v1), dudng thang AM cit lai (vy) & diém N. Tim quy tich giao diém P
cia BN va CM.

Gia slr ba duong tron (A,), (B,) va (C,) cé cung ban kinh, theo thit tu tiép
xtc v6i hai canh cta céc géc A, B va C' cia mot tam gidc ABC. Goi (D,)
la dudng tron thit tuu ti€p xdc ngoai véi ca ba duong tron ndi trén. Chiing
minh ring tam D, thing hing vé6i tam cdc dudng tron noi ngoai ti€p tam
giac ABC.

Dudng trdn (J) ti€p xdc trong v6i dudng trdon ngoai ti€p ABC can & A,
déng thoi ti€p xic v6i hai canh AB va AC & M va N. Ching minh ring
trung diém cta doan thang M N 1a tam dudng tron noi ti€p tam gidc ABC.
(D€ thi Toan qudc t€ IMO, Rumani 1978).

Chiing minh ring néu goi O 14 trong tam ciia hinh tif diém phing {A;, A,
Asz, Ay, } va P 1a giao diém hai duudong chéo A, Az va A4As thi trong tam
T cia hinh tif gidc phang 12 hinh vi tr ciia diém P trong phép vi tw V (O, 3),

— —
nghia la OT = —éOP.
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5.8 Cho hai duong tron (O1.R;) va (0. Ry) tiép xiic ngoai nhau & diém C. Mot
géc vuong zCy quay xung quanh C; Cz va Cy cit lai (O;) va (O,) theo
thit tv & A va B. Tim quy tich hinh chi€u vuéng géc H cua C trén AB.

5.9 Cho mot géc xOy va mot diém A nam trong géc d6. Hay dung mot dudng
tron di qua A va ti€p xic v6i hai canh cta géc di cho.

5.10 Cho hai dudng tron (v1) va (vz) dong tam O. Hay dung mot day cung AD
ctia dudong tron 16n cat dudng tron nhod & B va C sao cho AD = 3BC.

5.11 Trong mat phing cho hai diém phan biét A va H va mot dudng tron (O) di
qua A. Hay dung mot tam gidc ABC noi ti€p (O) nhan H lam tryc tam.

5.12 Cho mot hinh vién phan AyB cla dudng tron (O) [xdc dinh boi day cung
AB va mot cung AB ctia né]. Hay dung hai duong tron (vy), (vz) ti€p xdc
ngoai nhau va ctng ndi ti€p hinh vién phan da cho. Bién luan.

B. Van dung phép dong dang vao viéc giai cac bai toan sau day

5.13 Cho CD la dudng cao ha xuoéng canh huyén AB clia mét tam gidc ABC
vuong & C. Ching minh ring cdc trung tuyén AM va C'N cia hai tam gidc
ACD va CBD vubong goc vGi nhau.

5.14 Cho hai hinh vuong ciing huéng OABC va OA'B'C" ¢é chung dinh O.

a) Ching minh rang AA’, BB’ va CC’ d6ng quy; b) AA’ vuong géc va
bing CC".
b) Tim d6 16n clia goc gitia cac tia AA’ va BB', AA' va CC’

5.15 Gia st OAA’, OBB’ va OCC" 1a ba tam gidc can cung dinh O, bing nhau
va cing huéng. Ching minh ring céc cap tuong tng BC, B'C';CA,C'A’
ciia hai tam gidc ABC va A’B'C’ giao nhau theo ba diém A,, B, va C, tao
thanh AA,B,C, ~ ANABC «~ ANA'B'C".

5.16 Cho ABCD la mot t¢ gidc 161 ndi ti€p mot duong tron tam O. Phép quay
g6c ¢ < m xung quanh O bién né thanh ti gidc A'B’'C'D’. Ching minh
rang cdc cidp canh tuong tng AB, A'B', BC,B'C";CD,C'D’' va DA, D' A’
clia hai tit gidc d6 cat nhau tai cdc diém M, N, P va Q 1a cic dinh clia mot
hinh binh hanh.

5.17 Dung ra phia ngoai mot tam giac ABC bat ky ba tam gidac BCM,CAN
va ABP sao cho ZMBC = ZCAN = 45°, /BCM = ZNCA = 30° va
/ABP = /PAB = 15°. Ching minh ring tam giac M NP vuong cin &
P.
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5.19

5.20

5.21

5.22

5.23

5.24

5.25
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Mot hinh vuong ABCD c¢6 dinh D c6 dinh va dinh A chuyén dong trén
mot dudng () cho trude trong mit phing, khong di qua D. Tim quy dao
chuyén dong ciia hai dinh B, C con lai va cta tam O hinh vuéng ABC D
trong cac trudng hop sau day

a) () 12 mot duong thing a
b) () la mot duong tron tam S, ban kinh R.

Mot diém P chuyén dong trén nira dudng tron dudng kinh AB. Tim quy
dao chuyén dong ciia hai diém M va N trén dudng thang (BM) sao cho
PM = PN = PA.

Cho hai dudng tron (Oy, Ry) va (O,, Ry) cit nhau & A va B. Hai dong tir
M; va M, xuat phét tir A 1an lugt chuyén dong tron déu trén (O;) va (O,)
theo cling mét huuwudng, sau mot vong trd lai A cing mot lic.

1. Ching minh ring
a) Tam gidc AM; M, luon dong dang véi chinh né va dudng thang
M7 M ludn di qua B.
b) Trong mit phang ¢ mot diém P duy nhat luon ciach déu M; va M,
& moi thoi diém (PE€ thi Todn quoc t&€ IMO, London 1979).
2. Tim qily dao chuyén dong clia cic diém sau day
a) Trung diém M ctia doan thang M, My;
b) Tam C' dudng tron (AM; M,);
¢) Trong tam G, truc tam H cua tam gidac AM; M.

Dung tam gidc M N P ndi ti€p tam gidc ABC di cho, cé dinh P cho trude
trén canh AB va dong dang v6i mot tam gidc XY Z cho truée.

Dung mét hinh binh hanh noi ti€p mét hinh binh hanh ABCD cho truée
va dong dang véi mot hinh binh khac M N PQ cho truée.

Dung mot tit gide (161) ABC D biét téng do 16n hai géc doi dien LA+ 2C =
# va do dai cac canh AB =a,BC =b,CD =¢,DA =d.

Cho tam gidc ABC'. Dung tam giac XY Z noi ti€p tam gidc dd cho véi cic
dinh X,Y, Z 1an luot nam trén cdc canh BC,CA, AB sao cho dong dang
(thuan) véi tam gidc ABC va cé dién tich nho nhat.

Duyng ra phia ngoai tam giac ABC hai tam gidc déu BOA va CAB,. Goi
A, va B, 1an luot 1a tam clia c4c tam gidc d6 va P 12 trung diém canh AB.
Ching minh réing

a) Hai tam gidac A,B1P, B,A1 P 1a vuong & P dong dang nghich véi nhau
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b) Hai géc A,PB, va A;PB; cé chung nhau dudng phan giac.

5.26 Mot diém P chuyén dong trén dudng thang chita canh BC clia mot tam
gidc ABC khong vuong da cho. Cic dudng thing di qua P vuong géc véi
AC va AB theo thtt tu cit cidc dudng thang AB va AC & M vd N. Tim
quy tich cta diém @, doi xing véi P qua trung diém clia M N.

5.27 Cho mot dudng thang p, mot diém A trén p va hai dudng tron (vy) va (vy).
Dung mét tam gidc ABC nhan p lam dudng phan gidc trong cta géc A,
cdc dinh B va C theo tht ty ndm trén (v1) va (v9) v ABJAC =m/n (m
va n 12 hai s6 duong cho truée).

@

#C4c bai todn 5.25, 526, 5.27 ddi hodi van dung tinh chét cha phép déng dang nghich (vi tu -
ddi xing)



Chuong 3

Tra 1oi va huéng dan giai bai tap

§ 1

1.1

1.2

Goi M, va N, lan lugt 1a ti€p diém cua a va b v6i dudng tron (O); néi khic
di, ta c6 thé viét nhu sau dé dién ta ky hiéu d6: (M,M,) = a, (N,N,) = b.
Ta xét hai trudng hop: 1) Néu a || b thi diém M, trén a khong c6 anh trén
b con diém N, trén b khong c6 tao anh trén a. 2) Néu aNb = C thi M,
trén a cd anh 1a C bén B, N, trén b c6 tao anh 1a C' trén b; nhung M; trén
a, & d6 ti€p tuyén thit hai véi (O) song song véi b khong ¢6 anh trén b va
M trén b, & d6 ti€p tuyén thit hai v6i (O) song song véi a khong ¢ tao
anh trén a. Nhu vay thi ca hai trudng hop a song song véi b va a cit b, 4nh
xa f: M~ N tir a — b khong phai 12 mét song anh. Ta di dén két luan
ring muén cho f : M — N tit @ — b 12 mot song 4nh thi méi dudng thang
a va b déu phai bd di mot diém. Néu a song song vé6i b thi f 12 mot song
anh tir a\{M,} dén b\{N,}. Con néu aNb = C thi f 1a mot song anh tir
a\{M;} dén b\{N,}.

Nhdn xét. Néu ta bd sung vio méi dudng thing a va b mot diém méi ma
theo truc gidc, ta goi 12 diém & vo tan hay diém xa vo tan, x4c dinh boi
phuong chia cdc dudng thing dé 1a 4nh xa f : M — N tit @ — b lai tr&
thanh mot song dnh (vinéu a || b thi M, trén a ¢ 4nh 1a diém N, trén b va
M, trén b ¢6 tao anh 1a M, trén a; cling viy, néu aNb = C thi M7 — Ny
trén b va M — N;.

Néu a L b = O thi O tuong ng véi moi diém M ciia mat phang. Néu
a / b can xét hai truong hop.

1) anb = O (c6 nhién a [ b), hdy ching t6 ring M’ 1a truc tam cha tam
gidcOAB. Tiu d6 suy ra anh xa f : M — M’ tt P — P la mot toan anh
(tic f 12 mot phép bién hinh cia P) khi va chi khi a [ b.

2) a || b thi diém M’ duoc hoan toan xé4c dinh va duy nhat. C6 thé ching
minh ring khi d6 f = D(A) 1a phép d6i xiing c6 truc A song song va céch
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déu a va b.

1.3 1) Hay chimg minh ring di€ém M phai tim 1a giao diém thit hai clia dudng
thing A va dudng tron (OPN') trong d6 N’ doi xiing v6i N qua dudng
thang a.

— — N Pl 9
2) MN = 2Q0 (khong do6i), trong dé () 1a hinh chi€u (vuong géc) ciia P
trén A.

1.4 1) C6 thé sit dung qu¥ tich nhitng diém ma ti s6 khodng cdch dén hai canh
ciia mot gée 12 mot hang s6 k& 1a mot tia nam trong géc d6 (khi k = 1
thi tia d6 14 tia phan gidc cia géc). Ciing c6 thé xét cdc diém A', B’ va
C’ d6i xtng v6i diém M 14n luot qua c4c canh BC,C A, AB cla tam gidc
ABC, roi ching minh AM, BM, va CM lan lugt 1a phan gidc cdc géc
LB'A'C', ZC'BA' va ZA'CB'. Diém M’ 1a tam dudng tron ngoai ti€p tam
giac A'B'C".

2) Chiing té ring khi M = A thi M’ Ia bt cit diém nao clia dudng thang
(BC).

3) Chiing td ring Az’ N By’ N Cz' = M’ khi va chi khi A, B’, va C’ khong
thang hang rdi 4p dung dinh 1y (cin va du) vé dudng thang Simson.

4T =P\To, trong d6 To = (BC)U (CA) U (AB) U (ABC) (Dudng tron
(ABC).

1.5 S dung tinh chat cta phép doi hinh (bao toan khoang cach) néu trong dinh
nghia.

1.6 St dung tinh chat ctia phép doi hinh néu trong Hé qua 1 cua Dinh 1y 1, suy
ra phép doi hinh bo toan tuong quan lién thuoc giita diém va duong thang,
két hop v6i phuong phap chiing minh phan ching.

1.7 Goi M 1a mot diém bat ky ctia P va M’ = f(M), ta chimg minh M’ =
M (VM) bing phuong phdp phan ching. Néu M’ # M (VM) thi A, B,C
thdng hang trén trung truc ¢[A/ M'], mau thuin véi gia thiét (A, B, C khong
thang hang).

1.8 Su dung céc tinh chit ctia phép doi hinh: bao toan khoang céch, bao toan ti
s6 clia hai doan thang cling phuong, bdo toian géc va cic tinh chat dac trung
clia trong tam, tryc tAm va tdm cdc dudng tron ndi, ngoai ti€p cua tam giac.

1.9 S& dung tinh chit: Néu A’ va B’ 1a anh clia A va B trong mot phép tinh tié€n

— — —
T(v) thi A’B' = AB. Suy ra A'B' || AB néu AB |{ v va (A'B') = (AB)
P
néu AB || v.
1.10 Tap hop nhitng dudng thang bat bién trong phép déi xing tam O 14 chum
duong thang tam O.
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Nhitng dudng thing bat bién trong phép doi xiing - truc A ky hieu D(A) 1a
nhitng dudng thing vudng géc véi truc d6i xiing A, con nhitng dudng thang
c6 phuong bit bién qua D(A) bao gdm nhitng dudng thang bt bién vuong
géc v6i A) va nhitng dudng thang song song véi A.

Co tat ca sdu phép trong d6 c6 ba doi hinh thuén va ba doi hinh nghich (doi
xtng) Ba phép ddi hinh 1a Id, Q(O, 27 /3),Q(0,4xn/3). Ba phép doi xdng
1a D(¢[BC)), D(t{C A]), D(t[AB]), trong d6 t[XY] 1a trung tryc cua [XY].

C6 tat ca tdm phép bao gom bon doi hinh thuan va bén doi hinh nghich; bao
gém: Id = Q(Ov 0)7 Q(Ov 7T/2>7 Q(Ov 7T) = D(O)a Q(Ov 37T/2>’ trong do
O = ACNBD latam hinh vuong, va D(AC), D(BD), D(t[AB)), D(¢[BC)).

Chi c6 hai phép doi hinh 14 Id va D(O) bién hinh binh hanh ABC D thanh
chinh né, trong d6 O = AC N BD 1la tam hinh binh hanh.

Cé tat ca bon phép: Id,D(O) la hai phép ddi xiing - truc qua trung truc
clia mot cap canh doi dién.

Néu A; L Ay = O thi ta ¢6 (véi ky hieu D(D;) = D;,i = 1,2)

Dy 0 Dy = Dy 0 Dy = D(0); Dy 0 D(0) = D(O) 0 Dy = D,
DQ o D(O) == D(O) @] DQ == @]

Dinh 1y ndy duoc suy ra tit Pinh 1y 3 vé sy xdc dinh mot phép dang cu (bao
gém doi hinh va phan doi hinh) phang. Cap diém tuong tng thit ba C, C’
chi ¢6 y nghia dé x4c dinh phép doi hinh (dang cy) dugc xdc dinh béi hai
tam gidc bing nhau ABC va A'B'C' (trong d6 céc cap diém tuong tng 1a
A, A", B, B va C,C") 1a thuan hay nghich, tuy theo tam gidac A’B’'C’ cing
huéng hay khic huéng véi tam gidc ABC.

C6 tat ca hai phép doi hinh gom mét doi hinh thuan va mot doi hinh nghich
bién tam gidc thi nhit thanh tam giac thi hai, trong d6 A — A’ B —
B C— C'"hoic A— A", B— C',C — B'. Néu ABC 1a doi hinh thuan
thi ABC % A’B'C’ 1a dbi hinh nghich. Néu ABC % A'C'B' 1a doi hinh
nghich.

C6 tét c4 sdu phép dang cu bao gém ba doi hinh va ba phép phan chiéu (doi
hinh nghich). Céc phép d6 duoc xdc dinh boi cdc cap tam gidec déu bing
nhau sau day: ABC,A'B'C'; ABC,B'C'A’; ABC,C'A'B'; ABC,A'C'B’
va ABC,C'B'A’.
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Vi khong cé mot cap canh tuong (ng nao song song nén phép doi hinh duy
nhat bién tam gidc ABC thanh tam gidc A’B’C’ (hai tam gi4c nay nay biang
nhau theo gia thiét) phai 1a mot phép quay tam O nao d6. Do d6 ton tai O
sao cho O = t[AA'| Nt[BB'| Nt[CC"].

St dung dang chinh tic ctia phép doi hinh nghich trong miat phang. Cic
diém A,, B,,C, thang hang trén truc A cha phép d6i xtng - truot truc
AD(A, 5)) Tuy nhién, ciing c6 thé ching minh truc ti€p tinh chat nay bang

céch ké thém dudng phu. Chéng han, trude hét thuc hién T(v) véi v = AA"
bien ABC thanh A’B”C" sau d6 ching minh céc trung diém B; va C| cia
cic doan thang B'B” va C'C” va A’ 1a ba diém thing hang. Tir d6 suy ra
di€u phai chiimg minh.

Ky hiéu A;,i = 1,2,3 1a cdc truc doi xing va D; = D(4;). Xét tich
f =D30Dy0D; (1). Tich Dy oDy 1a T(v) hodc Q(O, o) tuy theo A,
song song hay giao v6i A, tai O. Goi Ay Ia truc thit tu duoc dung sao cho
D3 0Dy = DyoDy. Tén tai Dy theo cdc Dinh 1y 4' va 5'). Thay vao biéu
thite (1) cta f thi duge f = D,. Day 1a di€u phai chiing minh.

Dé y ring Pinh 1y 8 (Bai tap 2.6 & trén) 1a diéu kién di dé f = D3o0Dy0Dy
la mot phép do6i xiung - truc Dy. Con trong bai todn nay ta phai thiét lap
diéu kién cdn va du dé ba dudong thang A, Ay, Az cling thuoc mot chiim
dudng thang (déng quy hoic song song). D6 1a f = DyoDy0D; = D, hay
12 Dy 0 Dy = D3 0Dy (2). Céc tich & hai v€ clia (2) déu biéu thi mot phép
doi hinh D nao d6, nghia 1a hodc mot phép quay Q(O, ¢), hodc mot phép
tinh tién T(v) ma O = A; N Ay = A3 N Ay hodc v L A;, (i = 1,2,3,4).
Tt d6 suy ra ddu hiéu nhan biét can tim.

St dung Dinh 1y 5, phan tich: Q1(O1, 1) = DaoD; va Q3(0s, ) = D3 o
DQ trong doé Dz = D(AZ) va AQ = (OlOg) Sl,ly ra Q2OQ1 = @3 OD], trong
do (Al,Ag) = % (mod 7'(') va AQ,Ag = % va (Al,Ag) = %((pl+(p2)+]{fﬂ'
Cudi cung dua dén viéc xét hai trudng hop @1 + o #£ 2k va 0+ @9 = 2k7

St dung cac Dinh 1y 4' va 5' 16i phan tich Q(O, ) va T(v) thanh tich chia hai
D(A;) = D;. Cudi cing thu duoc f = T(1)oQ(O, ¢) = D30D; = Qw, ¢),
trong d6 O € A, sao cho (Ag, Ag) = ¢/2 (mod 7); O € Ay L v v2 A,
suy ra tit Ay bdi T(2) va w = A, N Ag. D6 v6i tich f' = Q(O, ) o T(V)
ciing lam tuong ty nhu f. Ky hiéu A} = Dy(A3), ta duge: f' = DioD) =
Q' (W', ), rong d6 D}, = D(A]), i =1,3 va ' = A] N A}

Tir gia thiét ta c6 AABC = AA'B'C’. Sau d6 stt dung Dinh 1y 3. Ton tai
mot phép ding cy f: A A’ B+ B',C — C’. St dung gia thiét hai t¢
giac 12 16i nén D nam khac phia véi B d6i v6i AC, D' khac véi B’ doi voi
A'C’ 161 suy ra ABAD = AB'A'D' va ABCD = AB'C'D' va f ciing
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bién D — D’ va do d6 A'B'C'D’ = hoic = ABCD tuy theo hai tit gidc
nay cung huéng hay ngugc hudng.

Trd Ioi. C6 hai phép dang cu bien ABCD thanh A'B'C'D’, trong d6 mot
doi hinh va mét phan chiéu. Phép doi hinh 1a phép quay Q (A, ¢), trong do6

= (AB,AB’), (mod 27) hodac ¢ = (AB, AD’), (mod 27) tuy theo hai
hinh vuéng ciing huéng hay khac huéng. Phép phan chiéu 1a phép doi xiing
- truc D(A), trong d6 A = ¢[C'C’] 1a trung truc cta [CC'].

St dung hé thitc vécto biéu thi H 1a truc tam cla tam gidc ABC. Tur d6
hily chiing to ring bon doan thing A, H; c6 cung trung diém O’ d6i xing
v6i tam O cua duong tron ngoai ti€p A;AsA3A4 qua trong tam G cla ti
d]ém {Al, Ag, Ag, A4}

Goi AD,BFE va C'F 1a cac trung tuyén cua tam gidc ABC. Thyc hién
H.
viéc tinh tién BFE theo v = BD, dua BE dén DP thi E tr& thanh trung

H
diém chung cia CA va PF. Tu d6 suy ra AD + BE + CF = 0. Vay
IT(AD, BE,CF) = AADP

Tra loi. AH = va? — b?
Chiing minh truc tam H cla tam gidc AEF 1a dinh thd tuu cla hinh binh

— — —
hanh ECFH. Sau d6 thuc hién tinh tién theo HF 16i suy ra AH = GF,
trong d6 G 13 dinh thtt tu clia hinh binh hanh AHFG.

Truée hét, {O}= duong tron (A,r) trong d6 O la tam cia dudng tron
(v). Dé y ring véi mdi (O,r) chuyén dong di qua A c6 hai ti€p tuyén
ti, (1 = 1,2) song song v6i A ma céc ti€p diém T, d6i xiing nhau qua O
sao cho T7T, L A.

Tra loi. {11} va {T,} 1a hai duong tron (Ki,r) va (Kj,r) dugce suy ra
H

tr dudng tron (A,r) = {O} bdi hai phép tinh tién theo AK; = 7 VA

H.

AK, = -7, trong d6 [K1K3] 1a duong kinh vudng gbéc véi A cua (A, r).

Dé }’/ ring MN AB hay 1a AM — BN / tuong duo’ng vm AS — SN

thi MS = SB (vd ngugc lai) dong thoi AM = BN HK trong do
K = (MD)N (NE) va CK 1a mot dudong kinh ciia dudng tron (CDE).
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) } — — — — —
Cu6i cung, thiét 1ap hé thitc 25Q = BC' + AH. Suy ra SQQ = OC, trong
d6 O 1a tam duong tron ngoai ti€p tam gidc ABC.

Gia st d(B,CD) < d(A,CD), trong d6 d(X,Y Z) 1a ky hiéu khoang céch

tir diém X dén dudng thdng Y Z. Thuc hien T(v = NB) thi N — B va
M = D D sao cho MNBD 142 mot hinh binh hanh va do d6 DB ||= M N = ¢.

Dat MN = 6 va goi 6 la vécto chi phuomg clia dudng thang (C'D) chita

duong kinh [C' D] cta (O). Suy ra BD = —{ va MD || (BN) = (BP), do

d6 LAMD = ZAPB = ¢. Diém M dugc hoan toan x4c dinh, M 1a mot

trong céc giao diém chia [CD] va cung (v) chtta géc dinh huéng ¢ dung
— —

trén doan AD, trong d6 BD = — /. Bai toan c6 hai, mot hoic khong céd

11 gidi tuy theo () cit, ti€p xdc hay khong cat [C D).

Gia sir da dung duge cét tuyén A || d va cat (O) va (O') theo hai day cung
tuong ung 14 MN va M'N’' sao cho MN + M'N' = ¢ cho truoc Kéo

—

dai MN vé phia N ldy diém M; sao cho MM, = [ r01 dat MM1 =/
va goi 7 1a vécio chi phu’uomg cua d. Thuc hién ‘T(l ) (0) — (0Oy)
cO tam 01 xac dinh boi 001 = l . Sau d6 thuc hién tinh tién theo
v = M’N = N’M1 bién (O') thanh (w). Thé thi A cit (w) theo day cung
MM; ={=NM; +MN = M'N'+ MN, trong d6 Ny 1a giao diém thit
hai ctia A va (O;). Suy ra w = O'w L t[0O0,], trong d6 ¢t[O0,] la trung
truc chia doan [OO;]. Két luan: Cit tuyén A phai tim 1a dudng thing di
qua mot giao diém cthia hai dudng tron (Oy, R), (w, R') va song song vdi d,
trong d6 R va R’ 1an lugt 12 ban kinh cta (O) va (O') di cho.

Bién ludn: Bai toan c¢6 nghiém (hai hoac mot) khi va chi khi

0
[R-R|<;<Ow<R+R

Hay ching t6 ring Az N ByNCz N Dt = Q = Do (P), trong d6 O 1a tam
hinh binh hanh ABCD. Vado déanhxa f: P+— Q tt P — P la mot
phép bién hinh diém ctia P: phép doi xtng tam.

Ta c6 O = AC'N BD la tam d6i xdng cua hmh binh hanh ABCD D(O) :

Mw— M eCDvaNw— N € DAva M'N' —MN NM Suy ra
ADM'N'" = ADPQ, va M'N’ song song va bang PQ. Do d6, M' = P
va N' = @ va O ciling 1a tam d6i xtng cta hinh binh hanh M N PQ.

3.9 Chién thuat choi cia nguoi thit nhat nhu sau: Nguoi di dau tién dat dong

Xu vao tam ban, sau d6 doi nguoi thit hai di, dat dong xu & bat ky dau trén
ban, dén lugt minh di thi dat dong xu vao vi tri d6i xing v6i dong xu clia
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nguoi thit hai (vira dat truGe d6) qua tam ban. Chién thuat choi cia ngudi
thir nhat ¢ ti€p tuc 1ap lai nhu nude di dau tién.

Diém dong quy clia sidu dudng thing 1a diém O’ doi xing v6i tam O
dudng tron ngoai ti€p ABCD qua trong tam G cud \tit diém déng vién"
{A,B,C, D}.

Thuc hién phép d6i xing tam D(P), bién a — o’. Diém B trén (O) phai
tim 12 mot giao diém cua (O) va a'.

Bién lugn. Bai todn cé hai hodc mot nghiém hinh (161 gidi) n€u P nam
cing phia véi (O) doi véi a va d; — 2d; < R. Bai todn vo nghiém néu P
cling phia véi (O) d6i vé6i a va dy —2ds > R hodc P nam khac phia véi (O)
doi véi a, trong d6 R 1a ban kinh cta (0), d; = d(0,a) va dy = d(P, a).

Ba duong thang cat M N (|| BC), PQ(|| CA) va RS(|| AB) la céc ti€p tuyén
song song v6i BC,C' A vi AB clia dudng tron (/) noi ti€p tam gidc ABC.
Luyc gidc MNPQRS thu dugc khong nhiing ngoai ti€p dudng tron () ma
con nhan 7 lam tam doéi xung.

Thuc hién phép doi xing - tam D(P) : M — N, S — §' A — A
vai B — B’. Suy ra S’ 1a dinh th tu chung clia ba hinh binh hanh
MSNS',ASA'S', BSB'S' c6 ciing tam do6i xiing P. Suy ra A, N, S’ thang
hang va B’, M, S’ thing hang. Mat khdc, géc noi ti€p LASB = ~ (khong
déi), suy ra ZAMB' = ZANB = 7 — ~. Déang thitc niy hoan toan x4c
dinh diém M hoac diém N. Chéang han, diém M 14 giao diém chia day cung
CD va cung chita géc dinh huéng m — v (mod 27) dung trén doan thing
[B'A], trong d6 B’ d6i xing v6i B qua P. Suy ra S = [AM) N (0). Bai
todn luon c6 16i giai .

Hiy dé y dén tinh chat sau: Pudng n6i tam Ow cta hai dudong tron (O) va
(w) 1a truc d6i xdng chung cla hai dudng tron d6. Néu ching cét nhau thi
duong néi tam hai dudng tron 1a trung tryc cua day cung chung cta ching.

Hinh H gém duodng tron (O) va hai dudong tron bang nhau (O;), (Os)
cling ti€p xic trong véi (O) cé truc ddi xing 12 trung truc A = ¢[O1, Oy]
cta O1, 04 trung vé6i duong kinh cta (O) vudng géc véi AjAs va do d6
ciing 1a t[A;, As]. D(A) bién M — M' B, — Bj,By — B}, suy ra
MM'|| BB} || BoB} va Ay, B}, M’ thang hang va Ay, B}, M’ ciing théng
hang. Mat khéc, phép vi tu V (A;, R, /R,) bién B, B, thanh MM’ || B, B},
va do d6 suy ra (B;B) = (B:Bj), nghia 1a BB} || MM'. Suy ra
B1By || AjAs. Chimg minh nay, ngoai phép ddi xing - truc con st dung
tinh chat ciua phép vi tu.
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Chii thich. Co thé ching minh truc tiép tir AA OB «~ AAOM va
AAyOs My ~ ANAOM, sau d6 ap dung dinh 1y Talét chitng minh %ﬁi =

%ﬁz Suy ra B] BQ || A1A2.

3.16 Phép D(AB) : CD — C'D' L CD = M € AB. Suy ra MC' = MC. Mat
khic, vi ZC'C'D = 45° nén C’'D khong déi.
Trd 15, MC?+ MD? = 2R? (R = 1AB).

2

3.17 {M = (BD) N A} la dudng trdon ngoai ti€p tam gidc can ABC da cho.

3.18 Gia sl hai guong thiang g; va g, duoc dat sao cho hai mép guong clia chiing
4p sdt nhau tao thanh canh ¢ clia mét géc nhi dién Zc(gy, g2) c6 gée phang
12 géc (nhon) zOy: Oz L ¢, Oy L c. Dé tinh do 16n cha géc ZxOy ta phai
str dung dinh luat quang hoc: géc phan xa bang géc téi.
Tra loi. LxOy = 45°

3.19 Tra 1oi. Diém P cén tim 1a giao diém cha zy va mot tiép tuyén ké tir A véi
dudng tron tam B’ ti€p xic véi zy, trong d6 B’ d6i xing v6i B qua zy.

3.20 1) Goi D' = D(D), trong d6 A = t[AC] 1a trung tryc ctia AC. Khi d6 vi
ABCD 13 mot tit gidc 16i, ta thu duoc bat dang thitc cin tim.
2) Dau diang thic & (*) dat duge khi vd chi khi déng thoi ta phai c6
s(BAD') = 1AB.AD' va s(B'D'C) = 1BC.CD' va do d6 ZBAD' =
/BCD’ =90° tic la ABCD’ va do d6 ABC'D 1a mot td gidc ndi ti€p ¢6
hai dudong chéo AC, BD vuodng goc.

D

321 Trd I6i. Cic phép doi hinh bién (1) thanh (O,) g6m T(3 = 0:0), D(O),
trong d6 O 1a trung diém cla [010,] va vo s6 phép quay c¢6 tam w nam
tréen A = t[0;0;]. Céc phép phan chi€u gom D(A) va vo s6 phép doi xiing
- trugt c6 truc d 13 mot dudng thang bat ky di qua O.

3.22 Trudc hét, ching minh tinh chat sau day cua tam quay: Trong mot phép
quay khong phai 12 mot phép d6i xdng - tam thi tam quay, hai diém tuong
ing va giao diém clia hai dudng thang tuong ing phat xudt tir hai diém dé6 1a
bon diém cung thuoc mot dudng tron. (St dung gée dinh huéng (mod 7)
clia hai dudng thing). Hoac chitng minh tinh chdt: Trong mot phép doi hinh
(thuan), géc giita hai dudng thing tuong tng c6 do 16n (dai s6) khong déi.

Goi ¢ = (a,b), (mod 7) va O la tam cha phép quay Q(O, ¢) bién doan
thang M, (t;)M,(t;) thanh doan thdng My (t;)Ma(ty), trong d6 t,t, 1 hai
thdi diém nao d6 (¢, > t;). Thé thi phép quay Q(O, ¢) s& bién M;(¢) thanh
M,(t) & moi thoi diém t.



3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

79

—

Gia st (01, R) N (09, R) = (P, Q) va goi (POy, POy) =0 (mod 27). Gia
st mot cdt tuyén A bat ky di qua Q cit lai (O,) & M;,7 = 1,2; hdly chiing
minh APMIMQ “ APOlog

Goi O la tam cta hinh vuéng A; A A3A, gia st dd duvoc dinh hudng
duonng. Xét phép quay Q(O, w/2) bién hinh vuong thanh chinh né, A; —
A1 (V6i quy uéc As = A;). DE thuan tién, ta ky hiéu lai z,y, 2, t theo
thit tr déi thanh zy, x5, 23,24 (x5 xem 12 z1). Thé thi Q(O,7/2): A; —
Aiv1; Aizy — Ai12i41. Auy ra phép quay Q(O, —n/2) : A;P — A;_1x4
véi quy uée z, la x4.

Trd loi. Diém dong quy clia A;z; 12 diém @ duoc x4c dinh béi OQ = OP va

(OTD, 0?2) = —7/2, (mod ) dugc suy ra tir P boi phép quay Q(O, —7/2).

Xét phép quay Q(C,+60°) : B+— M', N — A vadodé D — E. Day la
diéu phai chiing minh.

Sir dung tich ctia hai phép quay (dinh 1y vé tich ctua hai phép quay da duogc
chiing minh trong bai tap 2.8). Gia sir tam gidc ABC ¢6 huéng duong. Ta
ky hiu @, = Q(B, —27/3),Q2 = Q(C,—27/3) 16i xét tich [ = Q3 0 Q1;
ching t6 ring f = Q(A,, —/3) tir d6 suy ra tam gidgc A,B,C, 1a déu.

Hay stir dung phép quay géc 60° theo y tudng néu trong 161 giai cta Thi
du 10; §3, 3.5. (Gng dung phép quay). Ching han, ta thuc hién phép quay
Q(B,60°) 0 Q(B,60°) : C — A, M — N v, do 46 , ABCA — ABMN
1a déu. Xét ANAM ¢6 MN = MB vdi NA = MC va do d6, NAM
chinh 1a tam gidc T(MA, M B, MC) c6 céc canh bing MA, M B, MC :
T(MA, MB,MC) = ANAM. Néu T la vudng, ching han c6 canh huyén
1a M A, th€ thi géc /M NA la vuéng. Hay thiét 1ap hé thic (dong nhat
thic) sau day

(NB,NA) = (MB,MC) = (NM,NA) + (AB, AC), YM € P

Tit d6 suy ra (NM, NA) =90° hay 1a (MC,MB) = 30°, (mod 180°)

Trd loi. {M} trong mat phang sao cho tam gidc 7 cé ba canh bing
MA, MB va MC 1a tam gidc vuong gdm ba dudng tron biang nhau cé ban
kinh bang canh cia tam gidc déu ABC va doéi mot tiép xlc nhau & cdc dinh
cia ABC. Tam cha ba dudng trdn quy tich nay la céc diém A,, B, va C,
la c4c diém A, B, va C, 1a c4c dinh cha ba tam gidc déu doi xiing véi tam
gidc ABC qua cic canh clia né.
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§ 4

4.1 Suy ra dinh 1y 21 vé sy xdc dinh mot phép Z phang (xem chii thich & cudi
chiing minh dinh 1y 22, § 4.4a). Céach ching minh tuong tu cich giai bai
tap 2.1

4.2 Theo gidi thit AA'B'C’ «~ AABC nén toén tai mot phép Z thuan, dé
NABC — AA'B'C'. Nhung vi cdc canh tuong tng ctia hai tam gidc ndy
lai song song véi nhau, tic 12 géc déng dang bing 0, nén Z khong thé 1a
mot phép vi tur - quay ma chi c6 thé 12 mot phép vi tu, (£ ciing khong thé
12 mot phép tinh tién vi k = B’C"/BC # 1) va bt ctt duong thang nao di
qua hai diém tuong ting déu di qua tam vi tu.

Chii thich. Ciing c6 thé ching minh truc ti€p bing cich sit dung dinh 1y
Ta 1ét.

4.3 Thuc chat day 12 mot bai todn dung hinh. Gia sit ¢6 diém M € [AD], N €
[BC] sao cho MN || AB || CD va [DCNM] «~ [MNBA]. Goi O =
(AD) N (BC), hay ching to ring OM = = OA.OD va MN_ = AB.DC.
Suy ra OD/OM = OM/OA = /92 va do d6, phép vi tu duong V (O, 1)

bién D — M, M — A ,C — N,N — B tic la V(O,,/g—i) bién hinh
thang DC' N M thanh hinh thang M N BA.

4.4 Suy ra tir viéc tam gidc PA; B, dong dang nghich véi tam gidc PBy Ay va
cip tam gidc dong dang nghich nay cé cap duong trung tuyén tuong ng la
A,B> va B, A, cling véi cap dinh tuong Gng Ay, B;.

4.5 Trudc hét, hay thiét 1ap dau hiéu (diéu kién da) nhan biét hai hinh chit nhat la
dong dang (suy tir ddu hiéu nhan biét hai tam gidc vudng dong dang). D6 1a
ty 6 hai kich thuéc cta hai hinh chit nhat, bang nhau. Gia sit hinh chit nhat
M N PQ ngoai tiép tit gidc (161)) ABCD c6 AC L BD; hiy chimg to ring
MN/MQ@Q =BD/AC n€u A€ MN,Be NP,C € PQvaD € QM).

4.6 Sk dung géc dinh huéng chia hai dudng thing (mod 7) chitng minh céc
hé thic (A'B', A'C") = (HB', HC'") = —(AB, AC) va hai hé thic tuong tu
suy ra tam gidc A’B’'C’ déng dang nghich véi tam gidc ABC.

4.7 Tra loi. C6 tat ca sdu phép dong dang (thuan va nghich) nhu vay géom ba
phép Z thuan va ba phép Z nghich bién tam gidc déu thit nhat thanh tam
gidc déu thit hai. Hay chi ra di sdu cdp tam gidc dong dang (goi tén) ca
thuan va nghich (lién hé véi bai 2.3).

4.8 Ménh dé doi hoi chiing minh da 1a mot phin néi dung ciia chiing minh Dinh
1y 22 vé diém bat dong va dang chinh tic cia mot phép dong dang thuan.
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4.9 Hay ching minh ring néu O 1a tam cta phép dong dang thuan (vi tu quay)
— —
Z1(0,¢,k) bién AB thanh A'B’ thi AOAA" -~ AOBB’ va ciing vay
ANOA'B" AOAB Tu d6 suy ra O ciling 1a tam ctia mot phép Z, thuan
khac bién AA’ thanh BB’

4.10 Loi giai 1. S dung cdc két qua néu ra trong cdc bai tdo 4.8 va 4.9 &
trén. Diém dong quy O clia b6n dudng tron (AA'C’), (BB'C’), (ABC) va
(A’ B'C) chinh la tam chung clia hai phép dong dang 2, bién (0;) = (ABC)
thanh (0,) = (A'B'O); vi 2, : (03) = (AA'C) s (O4) = (BB'O).
Loi gidi 2. S dung dinh 1y vé dudng thiang Simson

— —
4.11 bat (PO, PO’') = ¢ (mod 27), k = R'/R. Xét phép vi tu quay Z(P, ¢, k)
bién (O, R) thanh (O, R'), trong d6 O — O’ G1a str Z M e (0) —
M’ € (O'). Hay ching to rang Z : (OP OM) (O P O’M’) Tur d6 suy
ra(M,M")>Q

4.12 1) Ky hiéu (O;1) = (APEF),(0s) = (PBCD) va (O1) N (0y) = {P,Q}.
Slr dung két qua bai tap 4.11 & trén hiy ching t0 ring phép vi tu - quay tAm
P di bién (O,) thanh (O;) thi ciing bién hinh vuéng PBCD thanh hinh
vuong PEF A, trong d6 B— E,C— F,D — A.

2) Diém c¢6 dinh S 1a tam hinh vudéng dung trén [AB] nhung nam khédc phia
v6i hai hinh vuong dugc xét doi v6i (AB). Con {Q} 1a nira dudng trdn
dudng kinh [AB] nam khac phia véi S d6i véi (AB).

4.13 Ching td ring ¢6 mot phép vi tu doi xing tam O bién A — A’ B
B.C—C,D—D.

4.14 1) Dé thdy f: M — M’ tt P — P 1a mot song anh tir P vao chinh né.
2) f 12 mot phép dong dang nghich Z chia mat phang; Z = Z(C, A, k) tam
C =anb, truc A l1a phan gidc C'p cua gbc tao bdi a va b, k = cosy, trong
d6 « 1a gbéc nhon tao bdi a va b; f chinh 12 mét phép vi tu doi xing.

& 5
A
5.1 Dé y raing A; = D(P) =V (4,), trong d6 V =V (P,2), wv

5.2 Goi G la trong tam cia ti diém {A; A, A3A4} ching t6 ring B; dugc suy
ratlr A;, (i = 1,2,3,4) trong phép vi tv V(G,—1/3). Tam O; cla dudng
— —

tron (BlB2B3B4) dlIQC X4c dlnh boi G01 = —%GO,RI = %R
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5.3 biat AD = BC = d (khong d6i) suy ra {C} =
— — —

(B,d) va do d6, {O} duge
suy ra tr {C} nho h¢ thic AC = 2A0, hay A0 = 1

SN
C.

5.4 Pat AB = a, AC = b; suy ra BP : BN = k = _%; va tim dugc {P}.

5.5 Goi I va O lan luot 1a tam cac dudng tron nodi va ngoai ti€p tam gidc ABC.
Ching t6 ring ABC va A,B,C, 1a hai tam giac vi tu va D, 1a tam dudng
tron ngoai ti€p tam giac A,B,C,.

5.6 Goi K 1a ti€p diém cua (J) va dudng tron (ABC), H la trung diém BC
va I 1a trung diém MN. Xét phép vi tu V(A,k = AB/AH) : NABC —
AADE trong d6 H — K 1a trung diém cta doan DE. Hay ching minh
ring AI/JAJ = AH/AK va dé y rang (J) 1a dudng tron noi tiép tam giac
ADE. Tt d6 suy ra I 1a tam dudng tron noi ti€p tam giac ABC.

5.7 Hay chia miéng phing dong chit c6 dang mot nia tif gidc 16i (hai chiéu)
[A; A3 A3 A,] thanh hai mién tam gidc bing mot dudng chéo nao d6, A A3
hodc A A4. Sau d6 dua vao trong tam cua hai tam gidc thanh phan (ma ta da
biét cdch tim) thi xdc dinh dugc trong tam cua toan hinh 7' = [B; B3]|N[ By By]
duoc suy ra tit P = [A; A3] N [A2A4] b6i phép vi tw V (O, —3).

5.8 Can xét hai truong hop: R, # Ry va Ry = Ry. Néu Ry # R, goi I 1a tam

vi tu ngoai cta (O, R;),7 = 1,2 va D = D(C). Xét phép vi tu V(I k),
vGi k = Ry/R; chimg minh [CA] — DB]J; tir d6 suy ra (AB)>I va do do,
ZCHI =90°,
Tra loi. Néu Ry # Ry thi {H} 1a cung trdon H;C Hy cia dudng tron dudng
kinh [/C] ¢6 hai dau mit H;, (i = 1, 2) ndm trén hai ti€p tuy€n chung ngoai
ctia (O1) va (Oy). Néu Ry = Ry = R thi {H} 1a doan thang [H,H,] clia
dudng trung tryc ¢[0,0,] clia doan ndi tam hai dudng tron va H; nam trén
céac ti€p tuyén chung ngoai cta hai duong tron (O;, R).

5.9 Tam thdi khong doi hoi diéu kién dudng tron phai di qua diém A thi rd rang
dudng tron (w) can dung vi tu v6i mot dudng tron (I) bat ky ti€p xdc véi
hai canh cha géc xOy da cho. Suy ra diém A 1 hinh vi tu clia mot trong
hai giao diém M; va M, clia dudng thing O A v6i duong tron (I) dé.

Tra loi. Bai todn c6 hai nghiém hinh nhan tix tix 7 b&i phép vi tu V (O, k; =
OA/OM);i=1,2

5.10 Theo gia thiét, néu day cung AD cta duong trdon 16n (vy) dd dung duge thi
tacé AB=BC =CD = ;AD, hay AB = ;AC. Phép vi ty V (4, ) bién
C — B. Suy ra B la mot giao diém ctia (v;) vd (vy) nhan duge tr (vs)
boi phép vi tu néi trén, véi tam 12 mot diém tuy ¥ A. Bai todn c6 thé cé
hai, mot, hodc khong 101 gidi véi méi diém A duoc chon trén v; tuy theo
Ry < R1 < 3Ry, trong d6 R; 14 bén kinh cta (v;),7 =1,2.
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Goi A,, 12 trung diém ctia BC' vd A’ = Dp(A). Hiy ching t6 ring A’ =
Da,(H)vadods, A, =V(A), V=V (H, %)

Goi C 1a trung diém clia cung bl v6i cung Ay B cla hinh vién phan di cho;
D;, E; 14n luot 1a ti€p diém cha (vy), (i = 1,2) v6i day AB va véi cung
AvyB. Hay st dung tinh chat ctia phép vi tu, ching minh (D, E;) di qua C,
r6i ching minh C nam trén truc dang phuong cta (v1) va (uvy).

Tra loi. Bai todn c6 vo s6 nghiém. Quy tich ti€p diém cua (v;) va (v2) la
cung tron AB cha dudng trdn (I') tam C, ban kinh p = CA = C'B nam
trong hinh vién phan da cho.

Xét phép vi tu quay Z(D,90° k), trong d6 k = AC/CB, bién BD thanh
CD, C thanh A va do d6, bién C'N thanh AM.

1) Goi (w) va (w') 1a cdc duong tron ngoai ti€p hai hinh vuong di cho va P
12 giao diém thit hai cia hai dudng tron d6. Thé thi a) AA'NBB'NCC’ = P.
b) CC’ nhan duge tir AA’ bdi phép quay Q(O, 90°).

2) Phép dong dang Z(0,45°, k) trong d6 k = /2 bién AA’ thanh BB’

Tam glac A'B’ C’ duoc c suy ra tu tam glac ABC bdi phép quay gbc ¢ =

(OA OA’) (OB OB) (OC’ OC’) xung quanh tam O. Goi A; va
A 1a céc hinh chiéu ctia O lan lugt trén BC' va B'C’, hay chu’ng t0 ring
A, = BC N B'C’ nhan duge tir A; bdi phép vi tu - quay Z(0, 2
Suy ra, AABC -~ NA1B;Cy «~ ANABC = NA'B'C".

? 2 cos(go/?))

Goi E, F, G, H 1a c4c hinh chi€u ctua tam O 14n luot trén céc canh AB, BC,
CD, DA cha tt gisac ABCD ndi ti€ép trong (O); ciing vay, E', F',G', H' 1a
cac hinh chi€u cua O trén cdc canh tuong Gng cuia A’B'C'D’. Hiy ching
t0 rang M N P nhan dugc tir hinh binh hainh EFGH bai phép vi tu - quay
tam O, géc ¢/2, ty s6 k = 1/ cos(p/2).

Str dung tich clia hai phép déng dang thuan. Xét tich 2, o Z;, trong d6
Z = Z(B,45° k1) va 2y = Z(C,45° ky) trong d6 k; = BC/BM =
AC/AN = 1/k (vi tam gidc CAN dong dang nghich véi tam gidc CBM).
Hiy chiing to ring 2, o Z; 12 mot phép doi hinh c¢6 mot diém bat dong P
duy nhdt va géc doi hinh ¢ = 90°. Tir d6 suy ra PM vudng gbc va bing
PN.

Gia str hinh vuong ABC'D c6é huéng thuan. Thé thi, Z(D, 7, V2) 1 A
B;Q(D,5); A CvaV(D, %) :B— 0.

Tra loi. 1) Goi H 1a hinh chiéu ctia D trén a r6i dung hinh vuéong DHH'K
c6 huéng thuan. The thi ta duge {B} 1a dudng thang b vuéng géc véi DH'
6 H; {C}=ccl DK =K;{0} = (HK).
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2) Dung hinh vuéng DSS;Ss ¢6 huéng thuan (cling huéng véi ABC D),
goi w 12 trung diém ctia DS;. Chiing td ring quy tich cia B 1a dudng tron
(S1Rv/2), quy tich clia C 1 dudng trdn (S3, RvV/2) va quy tich clia O 1a
dudng tron (w, R¥2).

5.19 Goi tén cdc diém M va N sao cho tam gidc APN ngugc huéng véi tam
gidc APM duge gia sir 1a ¢cé huéng thuan, nghia 1a

(AP, AN) = —(AP, AM) = T v AM = AN = APV2

Tra loi. Dung tam gidcc AB;Bs vuong can & A, nhan AB 1a dudng cao ha
xuéng canh huyén B; By va cing huéng nghich v6i tam gidc AM N vuong
can & A. Chung to rang {M} 12 nlra dudong tron (ABB;) dudng kinh AB;
va {N} 1a nita dudng tron (AB]B;) dudng kinh ABj (cé thm ws 12 trung
diém clia nlra dudng tron di cho), trong d6 B doi xiing v6i By qua trung
diém O ciha [AB], dong thoi B} = D,,,(B) va ciing 1a dinh thi tu cha hinh
vuong ABB,Bj.

— — — —
5.20 1) Chiitng minh (OlA, OlMl) = (OQA,OQMQ), Vi, tit d6 suy ra (M]_MZ) =
B va tam giac AM,M, déng dang véi tam gidc AO;0,. b) Trung truc
t{M1M,) > P 1a trung diém clia doan thing B; B,, trong d6 B; = Do (B), (i =
1,2)
2) a) {M} 1a dudng tron (O) dudng kinh BP ¢6 tam 12 trung diém O clia
010,; can luu y thém ring {M} ciling di qua B vi ¢6 (MA, MB) = ~
(khong d6i) do tam gidc AM; M ciing luén déng dang vé6i chinh né. b) Quy
tich cua C la duo’ng tron ngoai ti€p tam glac A0102 ¢) G dugc xdc dinh
baoi AG 2AM H duge xéc dinh boi CH = 3CG
Tra loi. {G} 1a duong tron (G,, py = G,A), trong d6 G, 1a trong tam cua
tam gidc A0,0,; {H} 12 dudng tron (H,,p» = H,A), trong d6 H, 1a tryc
tam cua tam gidc AO10,.

5.21 Phén tich. Gia su rdng tam glac MNP da duyng duoc, nghla la M E

BC,N € CA sao cho (PM PN) = v, £ =k, trong d6 v = (ZX ZY)
vak=2Y/ZX. Suyra, N = (CA)Nd, trong d6 o’ nhan duge tit a = (BC)
badi phép vi tu - quay Z(P,~, k).

Bién ludn. Bai todn néi chung c6 mdt nghiém hinh duy nhét, trir trudng
hop @’ || C'A hodc o' = (C'A) thi s6 nghiém bang 0 hodc co.

5.22 Néu hinh binh hanh M’'N'P’Q)’ noi ti€p hinh binh hanh ABC'D thi céc tam
O’ va O cua ching tring nhau (Bai tap 3.8). Nhu vay bai todn dugc quy vé
bai todn 5.21 & trén. D6 14 bai todn: Dyng tam gidc OM’'N’ ndi ti€p tam
gidc ABC c6 dinh O 1a trung diém canh C'A va déng dang v6i tam gic
wMN cho trudc, trong d6 M N 1a mot canh va w 1a tam clia binh hanh
M N PQ cho truée.
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Truée hét, dé y ring néu LA + ZC = 6 = 7 thi noi dung bai toan chinh
12 thi du 11 trong 5.2. § 5. Nhu vay, bai todn nay la mét dang khai quat
hod thi du d6. Tuy nhién, 15i giai ctia bai todn lai hoan toan tuong tu véi
1oi gidi trong thi du d6. Trong bai van quy vé dung ADCE «~ ADAB, chi
khic Ia E ¢ (BC) vi

LBCE=/BCD+ /ZDCE=/C+/A=0+#mn

Hay ching t0 ring b6n dudng tron v1(AY Z),v9(BZX),v3(CXY) va vy
(XY Z) c6 cung ban kinh. Sau d6, sit dung phép chi€u vuong géc, chiéu
Y Z len BC, ching minh 32 > 1.

Ket lugn.min S;(AXY Z) = LS(ABC) dat khi va chi khi XX = k = 1
tuong duong v6i AXY Z = ANA,B,C,.

Tra loi. Tam gidc can tim la tam gidc trung binh A4,B,C, cua tam giac
ABC.

1) Ching minh cic tam giac A,B; P va B,A; P la nhitng nlta clia hai tam
giac déu, vuéng 6 P, ¢c6 LA, = £/B, = 60° va /B, = ZA; = 30° (st dung
dinh 1y vé tich hai phép quay, bai 2.8).

2) Tur viéc tam gidc A,B; P dong dang nghich véi tam gidc B,A; P suy ra
cdc doan [A,A4], [B,, P1] dugc nhin tir P dudi nhitng géc biang nhau.

Chitng minh P 14 truc tam clia tam gidc AMN va do d6, @) 1a diém xuyén
tam - d6i voi diém A trén dudng tron (O) ngoai ti€p tam gidc AMN.

Tra lgi. Quy tich cla @ 13 dudng thing ¢, nhan duoc tir dudng thang
a = (BC) bdi phép vi tu- doi xing Z(A, A = Ap, k), trong dé6 Ap 1a phan
gidc géc LBAC va k = m = =L wy theo ZBAC 16n hon hay nho
hon 90°.

Chii thich. Bai todn nay chinh la dang dao ctua Thi du 13 (VMO, 3/2002).



86

Hinh 52

Loi gidi. Gia st ring tam gidc ABC da dung dugc, thoa mian cdc doi hoi
clia bai todn. Thé thi diém C dugc suy ra tu diém B boi phép dong dang
nghich (vi tu - d6i xing) Z(A,p,k = =) tam A, truc p va ty s6 k = n/m.
Do d6 diém C cin tim 12 moét diém chung ciia hai dudng tron, d6 1a duong
tron (vg) va dudng tron (v]) nhan dugc tir dudong tron (v;) bdi phép dong
dang nghich Z(A, p,n/m) n6i trén (Hinh 52). Bai to4n c6 thé c6 hai, mot
hodc vo nghiém tuy theo (v}) cét, ti€p xic hodc khong cat (vs).

Chu thich. Dé thdy ring bai todn s€ vo nghiém khi va chi khi dudng
tron (vy) ndm ngoai géc /) Aty anh clia géc t; Aty trong phép doi xing
trucD(Ap) trong d6 At; 1a hai ti€p tuyén ké tir A dén (v1). Day 1a mot thi
du ing dung phép dong dang nghich (vi tu - d6i xiing) vao giai todn dung
hinh, xem 12 mot thi du bd sung vao 5.3, § 5 (Thi du 1.4).



Chuong 4

Bai tap bé sung va On tap tu giai

§ 1 BO tac vé goc dinh huéng trong mat phang

1.1 a) Gia sit M 1a mot diém nam trong mat phang ciia mot géc zOy da cho.
Goi X va Y lan luot 13 diém d6i xing cia M qua céc canh Oz va
Oy. Ching to rang do 16n cha géc ZxOy khong phu thuodc va vi tri
cta diém M (M # O).

b) Cho M 1a mot diém bat ky nam trong mat phang clia mot tam giac
ABC da cho. Goi A’, B',C’ 1an luot 1a c4c diém doi xing cha M qua
cdc dudng thang BC,C A vi AB. Ching minh ring cdc dudng phan
gidc Ax, By va Cz cua cdc géc /B'AC', Z/C'"BA' va LA'C'B déng
quy hodc song song. Tim quy tich nhitng diém M trong mit phang dé
Ax, By va C'z song song v&i nhau.

1.2 a) Chitng minh ring géc clia cdc dudng thiang chita hai day cung AB va
CD ctia mot dudong tron (O) duge cho boi cong thite

1 —  — — —
(AB,CD) = 2{(04,0C) + (OB, 0D)} + kr

b) Goi a 1a s6 do dai s6 clia cung AC nam trong géc ZADC va 3 1a s6

do dai s6 ctia cung BD nam trong géc /BAD, chiing minh ring

— — — — —_— — 1
(AB,CD) = (AB, AD) + (DA, DC) = _ (0 + ) + 2k

1.3 Gia sit hai dudng trdon (ABC) va (ABD) tryc giao v6i nhau. Ching to rang
hai duong tron (AC D) va (BCD) ciing vay.

1.4 Goi B’ 1a diém doi xing ctia B qua canh C A va C' 1a diém d6i xdng ctia C
qua canh AB clia mét tam gidc ABC. Tinh B'C’ theo /A = a va OA = b,
AB=c
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1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12
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Goi A’, B’ va (' theo thit tu 12 cdc diém d6i xdng cha cdc dinh A, B va C
ctia mot tam gidc ABC qua cdc canh BC,C A va AB. Tim diéu kién cén
vd di vé dang clia tam gidc ABC dé A'B'C’ 1a mét tam gide déu (Dé thi
HSG toan quéc, VMO 3/1994)

Gia st D, E, F' 1a ba diém bat ky duge 14y 14n lugt trén cic dudng thang
chita cdc canh BC,C' A va AB cua mdt tam giac ABC.

a) Chimg to rang ba dudng tron (AEF), (BFD) va (CDFE) dong quy &
mot diém M, goi 1a diém Mi-ken (Bo dé Miquel).

b) Tinh géc (DE, DF) theo cac géc (AB, AC) va (MB,MC);

¢) Tim quy tich clia diém M khi D, E va F thay d6i nhung luon thang
hang

Cho mot tam gidc ABC. Dung ba dudng thang Az, By vd Cy sao cho
(AB,Az) = (CB,Cz) va (AC, Ax) = (BC, By)

Chitng minh ring Az, By va Cz déng quy & mot diém D trén dudng tron
(ABC).

Chiing minh dinh 1y: Cic duong tron ngoai ti€p bén tam gidc tao bdi cac
canh clia mot tif gide (¢ canh) toan phin déng quy & mot diém w ma céc
hinh chi€u clia n6 trén c4c canh 1 bon diém thing hang.

Chitng to ring cdc hinh chi€u clia mot diém w nim trén mot dudng tron
trén sdu canh clia mot 1 diém noi ti€p dudng tron do6 1a cac dinh clia mot
tir gidc (t& canh) toan phan.

Dinh 1y Miquel vé sdu dudng tron: Bon dudng tron vy, ve, v3 va vy sdp dat
trong mit phang sao cho vy Nvy = {A, A}, va Ny = {B,B'},vs Ny =
{C,C"} vavyNvy = {D,D’}. Thé thi cdc diém A', B',C', D' déng vién
(hodc thang hang) khi va chi khi cdc diém A, B, C, D déng vién (hoac thang
hang).

Cho mot dudng tron (O) va hai diém A, B ¢6 dinh trén dudng tron d6 sao
cho khong 12 hai diém xuyén tam - déi, mot dudng kinh XY thay déi ctia
(0). Tim quy tich giao diém P clia (AX) va (BY'). (D€ thi Olympic Toan
chia M§, USOMO, 1976).

Trong mat phing cho tam gidc ABC noi ti€p dudng tron (O). Xac dinh
mot diém P khong thuoc dudng tron (O) dé cdc dudng thing PA, PB, PC
cat lai (O) lan lugt & A, B',C" sao cho tam gidc A’B’'C’ vuong can ddy
B'C’ (Dé thi HSG toan quoc, VMO 3/1999, bang B).
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& 2 Dai cuong vé cac phép bién hinh va cac phép

2.1

2.2

23

doi hinh phang

Trong mit phang cho ba diémt A, B, P phan biét, thing hang va mot dudng
thang A vuéng géc véi (AB) & D. Mot diém C chuyén dong trén A. Goi
A" va B’ 1a hinh chi€u clia A va B l4n luot trén BC va CA, AA' cit BB’
& diém H trén A.

a) Héi anh xa f: C'— H tt A — A c¢6 phai 1a mot phép bién hinh cua
A khong?

b) Goi M la hinh chi€u cha C trén dudng thang (PH). Hoéi 4nh xa
h: H +— M tir dudng thing A lén (v) = {M} c6 phai la mot song
anh khong [ bién A thanh v = h(A)]?

Trong mit phing cho i gidc 16i ABCD noi ti€p mot dudng tron (O). Mot
diém P chuyén dong trén dudng tron (O). Cic dudng thing DP va CP
cat duong thing A di qua A va B theo thit tu & M va N.

a) Chtng minh ring néu bd sung vio dudng thang A mot diém méi ma
theo truc gidc goi 1a di€ém vo tan hay diém xa vo tan cia A thi dnh
xa f: M — N tit A vao chinh n6 12 mot phép bién hinh clia duong
thing A.

b) Ching minh ring khi diém P chuyén dong trén dudng tron (O) thi ty
6 kép (AB/M N) ¢6 mot gia tri khong ddi k xdc dinh.

¢) Tir tinh chat néi trén , ching minh ring khi P chuyén dong trén (O)
thi dai lugng AM.NB/MN = p (khong déi).

Trong mat phiang P cho mot tam gidc déu ABC. Goi A’, B’ va C’ theo thit
tu 13 cdc hinh chiéu trén cdc dudng thing BC,CA vi AB clha mot diém
M bat ky trén mat phang va G 1a trong tam ciia tam gidc A’B'C’. Ching
minh ring anh xa f : M — G tt P — P 1a mot phép bién hinh clia mat
phéng.

Huéng dén. Goi O 1a trong tam clia tam giac ABC, hdy chiing minh G 12
trung diém ctia OM).

& 3 Su xac dinh va dang chinh tac cua moét phép

3.1

doi hinh phang

Trong mat phiang dinh huéngP cho hai doan thang bing nhau AB va A'B’.
V6i mbi diém M bat ky cha P, hiy chi 16 nhitng hé thitc vé do dai va vé
géc (goc dinh huéng) lien hé gitta cic cap diém A’A; B, B’ va M, M’ dé



3.2

33

34

3.5

3.6
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M"a anh cia M trong phép doi hinh thuan hoic trong phép doi hinh nghich
(phan doi hinh) bién A thanh A’, B thanh B’ (va ¢6 nhién 1a M thanh M").

Chiing minh dinh 1y sau day (néu 1én tinh chit dac trung cua phép doi hinh
thuan trong mat phang).
2 — 7

Dinh 1y. Phép doi hinh phang bién mot vécto AB thanh mot vécto A’'B’ ¢6
cung do dai va trong moi phép doi hinh thuan, mcfi> vécto da cho bat ky tao
v6i vécto anh clia né mot géc khong doi (er ,A'B") = ¢ khong déi, goi
14 géc doi hinh. Tir d6 suy ra ring phép doi hinh (thuan) 12 mot phép quay
hodc mot phép tinh tién tuy theo gbc doi hinh ctia né khac khong hay bang
khong. Va doi v6i phép quay xung quanh moét diém thi géc doi hinh chinh
la géc quay.

Ching minh cdc ménh dé sau

a) Mot phép dang cu trong mat phang néu da c hai diém bat dong phan
biét P va @ thi moi diém khdc trén dudng thing (PQ) ciing déu la
diém bat dong va phép dang cu d6 1a phép do6i xdng truc va truc doi
xting 12 dudng thang (PQ).

b) Mot phép dang cy trong mat phing cé mot diém bat dong O duy nhat
1a mét phép quay xung quanh tam O mét géc ¢ (sai khac 2km) nao
do.

Hay str dung két qua néu trong bai tap 2.7 (thudc muc 2.5 cta § 2) vé tich
clia ba phép dai xtng - truc cé cdc truc ciing thuoc mot chim dudng thang
dé bo sung mot 11 gidi nita ciia bai tap 1.4* 1) va 3) thudc muc 1.4. clia
§ 1, trong d6 khong han ché diém M phai thuoc mién [AABC], ma M 1a
mot diém bat ky ctia mat phang ciia tam gidc ABC.

Trong mat phing cho ba dudng thiang phan biét Ay, Ay vd As. Ky hiéu D,
1a phép d6i xing - truc D(A),k = 1,2,3. Xét phép bién hinh g = f2,
trong d6 f = D3 0 Dy 0 Dy. Tim diéu kién cdn vi di vé ba dudng thang
Ay, ndi trén dé g Ad.

Ky hiéu fi, fo va f3 1an luot 1a cac phép dai xing truc D(AD), D(BE) va
D(CF) theo thit tu qua cdc dudng phan gidc AD, BE va CF clia mot tam
gidc ABC. Xét tich cua phép bién hinh f = fso fo0 f1,9 = fao fyo fa,
va h = f1 0 f30 fo. Chiing minh ring

a) f,g va h déu la nhitng phép doi xdng truc, hiy xdc dinh cdc truc doi
xung.

b) f=DUB'),g = DIA") va h = D(IC’"), trong d6 I 1a tam dudng
tron nai tiép tam gidc ABC; A’, B’ va C’ 14n luot 1a céc tiép diém cia
(I) trén céc canh BC,CA va AB.
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§ 4 Van dung phép doi hinh vao viéc giai mot so
bai toan hinh hoc phang

4.1 Chtng minh ring trong s6 nhitng hinh binh hanh thi duy nhat chi c¢6 hinh
thoi ngoai ti€p duge mot dudng tron.

4.2 Trén doan vudng géc chung AB cia hai dudng thing song song a va b (A
trén a va B trén b) ta 1dy hai diém M va N sao cho AM = NB. Trén a
ldy diém P va trén b 1dy diém @ sao cho doan PQ dugc nhin tir M dudi
mot géc vuong. Chitng minh rang PQ cling dugc nhin tr N dudi mot goc
vuong.

4.3 Hay chi ra cdch khoi phuc moét hinh ngii gidc ABCDE da bi xod di nhung
chi con dé lai cdc trung di€ém O1, 0y, 03, Oy, va Oy cha céc canh lién tiép
AB, BC,CD, DE va EA clia 6.

4.4 Trong mat phang cho ba dudng thang z'z,y'y v 2’z déng quy & mot diém
O va mot diém P nim ngoai ba dudng thing d6. Chitng minh ring cé mot
tam gidc duy nhat nhan z,y, z lam ba dudng trung tryc cta cdc canh va
diém P di cho ndm trén mot canh nao dé clia no.

4.5 Hinh thang ABCD c¢6 hai ddy AB = a,CD = b (a < b) céc canh bén
BC = ¢, DA = d. Céc tia phan giac trong cic géc /A va /D cit nhau
O M va céc tia phan gidc trong cdc goc /B va ZC cit nhau & N. Chimg
minh M N || AB || CD va tinh khoang cich M N theo a,b,c va d.

4.6 Ching minh dinh 1y Pappus):
Ldy cdc canh AB va AC cta mot tam gidc ABC lam day dudi, dung ra
phia ngoai tam gidc dd cho hai hinh binh hanh tuy y ABDFE va ACFG.
Céc ddy trén kéo dai ciia hai hinh binh hanh dé cit nhau & moét diém P.

a) Ching minh rdng hinh binh hanh BC M N dung ra phia ngoai DABC
c6 cdc canh bén song song, cing huéng va bang PA ¢6 dién tich bang
tong dién tich hai hinh binh hanh vira dung.

b) Tiur dinh 1y Pap Puyt hdly suy ra dinh 1y Pitago (Pythagore).

4.7 Mot diém M nim trong tam gidc ABC, chuyén dong song song véi canh
BC cho dén khi cit canh C'A; sau d6 lai chuyén dong song song v6i AB
cho dén khi cit canh BC, 1di lai chuyén dong song song véi C A cho dén
khi cit AB, vv... Ching minh ring sau mot s6 buéc, quy dao chuyén dong
chia diém M s& duoc khép kin.

4.8 Gia sit M 1a mot diém bat ky thuoc mat phing cia tam gidc ABC), 14y diém
M, d6i xiing v6i M qua (BC), My d6i xting v6i M, qua (CA) va Ms doi
xting v6i My qua (AB). Sau d6, lai tir diém M; (d6ng vai trd nhu diém M)



4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16
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14y d6i xing lién tiép qua (BC), (CA) va (AB) thi dugc cdc diém My, Ms,
va Mg; ky hiéu Mg = M’. Chimg t6 ring dnh xa f : M — M’ 1a mot phép
tinh tién ctia mat phang; hiy x4c dinh vécto tinh tién.

Chitng minh ring néu doan thang M N ndi trung diém cip canh do6i dién
BC va DA cha mot ti gide 161 ABCD bing trung binh cong hai canh doi
dién con lai AB va CD thi ti gidc d6 1a mot hinh thang.

Hai dinh clia mot tam gidc ti trén hai dudng thing song song cho trude.
Tim quy tich cia dinh thi ba.

Qua mot diém chung A cha hai dudng tron cit nhau (Oy, R;) va (Oq, Ry)
di cho, nguoi ta ké mot cit tuyén A thay déi cit (O;) 6 C;, 7 = 1,2. Trén
A ngudi ta 14y vé hai phia cia A céc diém M va N sao cho AM = AN —
1C1Cy. Tim quy tich cdc diém M va N.

Dung mot doan thang cé phuong p cho truée, cé6 do dai bang ¢ cho trudc
va hai dau nut tua trén hai dudng tron cho trude.

Dung mot tit gidc cho biét do 16n cac goc va do dai hai dudong chéo.

Hai thanh ph6 A va B bi ngin cdch nhau b&i mot con séng, cing mudén
xay mot ciy cau chung CD béc qua song dé thuan tién cho viéc di lai sao
cho doan dudng bo AC DB néi hai thanh phd 1a ngén nhat.

a) Hoi ngudi ta da tim ra vi trf dé bic cay cdu d6 nhu thé nao? (Cic bd
song duoc giai thiét 1a 1a song song va cdy cdu bic qua song duuuoc
gia thiét 1a vuong géc véi hai bo song)

b) Cung cau hoi nhu trén néu cdc thanh phd A va B bi ngan cach boi
nhiéu (16n hon hai) con soéng cling ¢6 nhuu ciu phai bic nhitng cay
ciu qua tat ca cdc con song d6 sao cho doan dudng bd ndi hai thanh
pho 14 ngén nhat.

Chiing minh ring

a. Mot tit gidc c6 tam d6i xiing 12 mét hinh binh hanh;

b. Mot hinh giéi noi khong thé cé qia mot tam doi xing;

c. Mot hinh luc gidc 16i ABCDEF c¢6 cdc canh d6i dién song song va
béng nhau thi ¢6 tam d6i xing;

d. Khong c¢6 hinh nao c6 ding hai tam d6i xdng.

Gia st M 13 mot diém nam trong (mat phang clia) mot tam gidc ABC
¢ cdc hinh chiéu trén cdc canh BC,CA va AB tuong tng 1a P, va R.
Dudng tron ngoai ti€p tam gidc PQR cit lai cdc canh ndéi trén theo thi
twr & P, Q’, vi R'. Ching minh ring cic diém P’ @’ vd R’ ciing 12 hinh
chiéu trén cdc canh tuong dGng ciia tam gidc ABC ciia mot diém M’ nao d6
ctia mat phing déng thoi 13 cdc cap dudng thing AM, AM'; BM, BM' va
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4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28
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CM,CM’ theo thi ty d6i xtng véi cdc dudng phan gidc cua cac goc A, B
va C' cua tam giac ABC.

Trong mat phing cho ba diém phan biét O, 0,03, vd M 1a mot diém bat
ky clia mat phang. Goi M; la diém d6i xing v6i M qua O;, M, d6i xing
v6i M qua Oy, M3 doi xtng v6i My qua Os, M, doi xtng véi M3 qua Oq,
Ms doi xtng véi My qua Oy, Mg d6i xing v6i Ms qua Os. Chitng minh
ring Mg trung v6i M.

Cho mot géc xOy va mot diém P ndm trong géc d6. Hiy ké mot cat tuyén
qua P cat Oz 6 A va Oy & B sao cho doan AB nhan P 1am trung diém.

Cho mot ti giac 161 M N PQ. Chitng minh riang hodc khong ¢, hodc néu cé
thi ¢6 vo s6 ti giac 16i ABC' D ngoai ti€p td gidc M N PQ da cho sao cho
M, N, P,Q la trung diém cédc canh lién ti€p AB, BC,CD, DA cta ABCD.
Hay xac dinh tap hop cdc dinh A, B,C va D.

Hudng dén. {A},{B},{C}, va{D} déu 1a nhiing mién da gidc phang; hay
xdc dinh cu thé nhitng mién d6 theo M N PQ da cho trong trudng hop ton
tai ABCD ngoai tiép.

Chitng minh ring néu mot hinh phing c6 mot tam dé6i xting duy nhat va
mot truc d6i xing thi tim d6 nhat thiét phai ndm trén truc va do d6, né con
¢6 truc doi xdng thir hai vuéng géc véi truc thir nhat & tam doi xing.

Tim hinh dang cua tat ca cac tit gidc c6 ding mot truc doi xing.

Dung t gidc ABCD cho biét do dai cic canh va duong chéo AC 1a phan
giac cna goc LA.

Dung ta gidc ABCD ngoai ti€p duoc mdt dudng tron cho biét do dai hai
canh ké nhau DA = a, AB = b va cic gébc /B =3,/D =.

Dung tam gidc ABC biét canh AB = ¢, chi€u cao h. va hiéu cdc géc A va
Bla/ZA—-/B=6.

Cho hai dudng tron (O;) va (O;) va mot dudng thang A. Tim trén tam gidc
mot diém P sao cho hai ti€p tuyén vdi (O1) va (O;) ké tir P nghiéng déu
vGi A.

Cho mot géc nhon Oy va hai di€ém P, Q nim trong géc d6. Hay tim trén
Oz mot diém A sao cho géc ZPAQ dinh ra trén canh Oy mot doan thang
BC 1a day ctia mot tam giac ABC' can & A.

Dung mét tam gidc cé chu vi nho nhit néi ti€p mot tam gide nhon ABC
cho trude.

Chitng minh cdc tinh chat sau day cua tam quay
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a) Trong moi phép quay khong phai 1a phép d6i xding-tam, tam quay, hai
diém tuong ng va giao diém clia hai dudng thing tuong ng phai xuit
tlr hai diém d6 thi déng vién (tic 12 cling ndm trén mot dudng tron).

b) PBuong phan gidc ngoai cia géc gitta hai truc tuong ng trong mot
phép quay thi di qua tam quay.

¢) Néu trong mot phép quay nao dé ma A’ 1a anh cia A, B’ 1a anh cta B
va hai dudng thing AA’, BB’ cat nhau & mot diém C, thi giao diém
thit hai O cta hai duong tron (ABC,) va (A'B'C,) la tam cua phép
quay doé.

L4y céc canh AB, BC,CD va DA clia moét tit gide 161 ABCD lam canh,
dung ra phia ngoai tit gidc d6 bon hinh vuong cé tam goi theo thit tu la
M, N, P va Q. Chiing minh ring M P vuong géc va biang NQ.

Dung ra phia ngoai tam gidc ABC' hai hinh vuong ABMN va BCPQ.
Chiing minh ring céc trung diém céc canh cua tt gidc CAMQ 1a cc dinh
ctia mét hinh vuoéng.

Goi P va @ theo thit tu 1 trung diém clia dudng chéo BD va canh EF clia
mot lic gidec déu ABCDEF. Chimg minh ring APQ 12 mot tam giace déu.

Luc gidc 161 ABCDEF noi ti€p mot duong tron tam O béan kinh R, ¢6 do
dai cdc canh AB = CD = EF = R. Chiing minh rang

a) Cac trung diém M, N, P clia cdc canh BC, DE va F A 1a c4c dinh clia
mot tam giac déu;

b) Cac trung diém I,.J, K cla cic dudng chéo AD,CF va BE ciing la
cdc dinh cia mot tam gidc déu.

Chitng minh Pinh 1y vé dudng thang Stay-ne (Steiner): Cic diém d6i xing
v6i mot diém M trén dudng tron ngoai ti€p doi véi cdc canh clia mot tam
gidc ABC thi nam trén mot dudng thang di qua truc tam clia tam gidc do.
(Pudng thang nay goi 13 dudong thang Stayne).

Cho dudng tron (O) va mot diém A c6 dinh trén dudng tron. Mot day cung
MN cta (O) cé do dai I cho tru6c chuyén dong sao cho cung MN cé
huéng khong ddi (ching han nguoc chiéu kim déng hé). Tim quy tich cla
diém P, doi xing v6i M qua dudng thang AN.

Mot tam gidc déu ABC c¢6 dinh C c6 dinh va dinh A chuyén dong trén
mot dudng thang a cho trude, khong di qua C. Tim quy tich ctia dinh B.

Trong mat phang cho hai dudng thing a,b va mot diém C nim ngoai hai
duong thang d6. Hay dung mot tam gidc ABC vuong can & C sao cho A
trén a va B trén b.
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Dung mot tam gidc déu c6 dinh nam trén ba dudng tron déng tam cho trude.
Bién luan.

Cho tam gidc ABC va mot diém P trén canh BC. Hiy dung mot tam gic
MNP can ¢ dinh P, ndi ti€p tam gidc da cho va ¢6 géc 6 dinh LZM PN = ¢
cho truée.

Tim trong tam gidc ABC mot diém P sao cho néu goi A’, B’ va (' lan
lugt 12 hinh chi€u ctia P trén ciac canh BC,C A va AB thi ta dugc BA' =
CB' = AC'.

Goi z,y, 2 1a cdc khoang cdch tir mot diém bat ky nim trong mot tam gic
déu canh a dén cédc dinh cia tam gidc d6. Chimg minh hé thic

at =Pyt ) et oyt 2t 2% -2 - %2 =0

Trong mat phing cho tam gidc ABC noéi ti€p mot tam gidc A,B,C, cho
truéc. Chimg minh ring ngoai tam gidc ABC ra, cdn mdt tam giae thir hai
A'B'C’ ciing noi ti€p tam gidc A,B,C, va bang tam gidc ABC da cho.

Trén hai canh AC vd AB clia mot tam gidc déu ABC 14n lugt 14y hai diém
P va @ sao cho ca hai tam giac ABP va AC() déu nhon. Goi R, S 1an luot
12 tryc tam cdc tam gidc ABP va ACQ, T 1a giao diém ctia BP va CQ.
Hiy xé4c dinh tat ca cdc gid tri clia s6 do cdc goc ZCBP va /BCQdé tam
gidc TRS 1a déu. (Bai todn thi Olympic Toan Chau A-Th4i Binh Duong -
APMO X1V, 3/2002.)

Gia sit M 13 mot diém bat ky thuoc mat phing tam gidgc ABC. Goi M,
1a diém d6i xtng véi M qua AB, M, déi xtng véi M, qua AC va M’ dsi
xting v6i My qua BC.

a) Tim quy tich nhitng diém M trong mit phing sao cho do dai M M’
dat gid tri nho nhat.

b) Ching minh ring gia tri nho nhat d = min M M’ khong phu thuoc vao
thit tu viéc 18y doi xtng lién tiép qua cic canh cna tam gidc ABC.
(Dé thi chon doi tuyén To4n qudc gia, VMO 5/1995).

Su xac dinh va dang chinh tic cua mot phép
dong dang phang

Chimg t6 ring mot phép vi tu hoan toan dugc xdc dinh boi ti s6 (hé s6) vi
tr k£ va mot cip diém tuong Gng.

Chiing minh dinh ly
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. — — —

a) Hinh vi tu cia mot vécto AB 12 mot vécto A'B’ = kAB.

b) Ddo lai, moi phép bién hinh trong d6 vécto ndi hai diém bat ky A
va M va vécto n6i cdc anh A’ va M’ cia ching thoa man hé thiic

— —

A'M' = kAM 1a mot phép vi tu véi k £ 1, hodc mot phép tinh tién
véi k= 1.

c) Tu d6 suy ra Hé qua la: Mot phep vi tu dugc x4c dinh bai viéce cho
hai vécto tuong Ung AB va A’ B’ song song nhung khong bang nhau.

Ap dung dinh 1y néu trong bai tap 5.2 & trén, ching minh dinh 1y 20 vé
tich clia hai phép vi tu, phdt biéu trong muc 4.2d, thudc bai 4. (D6 1a mot
cich chiing minh nifa dinh ly 20, ngoai cich chiing minh da cho trong bai
4, 4.2d)

Chiing minh ring tich cia mot phép vi tu va mot phép tinh tién theo thit tu
dé6 hay theo thi tw nguge lai 1a mot phép vi tu ¢d cung ti s6.

Chiing minh rang moi phép vi tu V(O, k) thi tuong duong vdi tich clia mot
—
phép vi tu V1(O1, k) va mot phép tinh ti€n song song véi vécto OO;.

St dung phép vi tu, ching minh dinh 1y Xé-va (Céva)

Céc truc vi tu cta ba duong tron. Gia st (Oq, Ry), (O, Ry) va (O3, R3) 12
ba dudng tron khong bing nhau (R; # R; va c¢6 tam khong thing hang.
Thé thi cdc dudng tron ndy vi tu v6i nhau timg doéi mot. Chimg minh ring
sdu tAm vi ty cta ba dudng tron doi mét vi tu v6i nhau thi dugc phan bd
trén bon dudng thang, goi 14 céc truc vi tu clia ba dudng tron. N6i mot cich
khdc, sdu tam vi tu cia ba dudng tron 1a cdc dinh cia mét ¢ gidc (td canh)
toan phan ma moi canh khong chita hodc chita ding hai tam vi tu am (ty s6
vitu k < 0).

Ap dung: Cic ti€p diém clia mot dudng trdn tiép xic véi hai dudng tron da
cho thi thing hiang v6i mot tam vi tu chia hai dudng tron dé khong 12 4nh
cua nhau trong phép vi tu tuong ung.

Dung mot dudng trong di qua mot diém cho truée va tiép xic vé6i hai duong
tron cho trudce.

Dung mot dudng tron di qua mét diém cho trude va tiép xic véi ba dudng
tron cho true c6 tam khong thang hang.
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& 6 Van dung phép dong dang vao viéc giai mot so
bai toan hinh hoc phang

6.1 Hai dudng tron (O;) v (O3) ti€p xdc véi nhau & mot diém M. Hai cit
tuyén a va b di qua M cit lai (O;) va (O,) 1an lugt & céc cap diém A;, Ay
vd By, By. Chiing minh ring

a) Puong thing A, B, song song véi dudg thang A, B,

b) Céc ti€p tuyén cia (O7) va (O;) tai Ay va A, (cling nhu tai By v Bs)
song song vGi nhau.

6.2 Chiing minh ring trong moét hinh thang ABCD céc trung diém E, F' cla
hai ddy AB, C'D; giao diém I clia hai canh bén kéo dai va giao diém J cla
hai duudng chéo AC, BD 1a bon diém thing hang va 1am thanh mot hang
diém diéu hoa.

6.3 Hinh thang ABCD c6 hai diy AB vi CD. Goi I = (AD) N (BC) va
J = AC N BD. Chimg minh riang

a) Puong tron o va [ ngoai ti€p cac tam gidc ABI va DCI ti€p xdc v6i
nhau.

b) Céc dudng tron «y va § ngoai ti€p cac tam giac ABJ va C'DJ ti€p xic
v6i nhau.

c) Ti s6 céc ban kinh ctia v va § bang ti s6 cdc ban kinh ciia o va S.

6.4 Goi A 1a mot tiép tuyén chung ngoai clia hai duong trdn (O1) va (Os) tiép
xtic ngoai nhau & diém M, ti€p xdc véi (O1) 6 A va Oy) & B. Mot cit
tuyén di qua M cit lai (O;) 6 E. Ching miinh ring [CFE] 12 mot dudng
kinh ctia dudng tron (O,).

6.5 Trong mat phang cho tam gidc ABC va mot diém O c6 dinh. Mot dudng
thang A chuyén dong nhung luon luon song song v6i AB cat AC & A’ va
(BC) & B'. Tim quy tich clia cdc diém sau day

a) Trong tam G cha tam gidc OA'B’.

b) DPinh th tu P cta hinh binh hanh A’/OB’'P (nhan O A’ va OB’) lam
hai canh.

6.6 Cho mot goc Oy, mot diém A trén Oz va mot diém B trén Oy. Hai dong
tlr My trén Oz va M, trén Oy 1an lugt xuat phét tr A vd B chuyén dong
déu trén hai tia Az vd By véi van t6c khong déi nhung khic nhau v; va
vy = kv (0 < k # 1). Tim quy tich clia diém M sao cho M; va M, lan
lugt 12 cdc hinh chi€u song song ciia M trén Ox va Oy theo phuong p; va
p2 cho trudc (nghia 1a MM; || ps, i = 1,2; My € Oz, My € Oy) sao cho p;
khong song song véi Ox va Oy.
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Cho ba diém A, B, C thang hang theo thif tuv d6 v mot dudng tron (O, R)
khong di qua diém nao trong ba diém dé. Mot diém M chuyén dong trén
(O) dudng thang AM cit lai (O) & diém N va ct lai dudng tron ngoai tiép
tam gidc BCN & diém P. Tim quy tich cta P.

Cho mét géc xOy va mot dudong trdon () nam trong géc d6. Hay dung mot
dudng tron tiép xic véi () va ti€p xdc véi hai canh cia géc da cho.

1. Dudng tron (I) noi ti€p tam gidc ABC ti€p xidc v6i canh BC' & diém
D, duong trdon (J) bang tiép géc /A cha tam gidc ABC ti€p xdc véi
BC tai diém E. Ching minh ring mot trong hai giao diém cia AF
va (I) 1a diém D, xuyén tam do6i cha D trén (I).

2. Dung mot tam gidc ABC biét ban kinh r cta dudng tron noi ti€p,
chiéu cao AH = h (ha tx A xuéng BC) va hiéu b — ¢ = £ cia hai
canh C'A va AB.

Dung mot dudng tron di qua hai di€ém A, B cho truée va tiép xdc véi mot
duong thang d cho true. Bién luan.

Cho tam gidc ABC. Dyng b6n dudng trdn bang nhau (A,), (B,), (C,), va
(D,) theo thi tu ti€p xic vdi hai canh clia cic goc LA, ZB, ZC, cha tam
gidc da cho con (D,) thi ti€p xdc vdi ba duong tron kia. Hay tinh ban kinh
chung p cua bén dudng tron theo cac ban kinh r va R cia cdc duong tron
ndi va ngoai ti€p tam gidc ABC.

Trong mat phang cho hai diém A, B phan biét va mot dudng tron (O) di
qua A nhung khong di qua B. Véi méi diém M trén dudng tron (O) ta
dung duong tron (O;) di qua M va ti€p xidc v6i (AB) & A. Dudng trdn
(O) cit lai ti€p tuyén At & diém A cha dudng trdn (O,) ngoai ti€p tam
gidc ABM & giao diém thit hai N (# A). Tim quy tich ctia diém N khi M
chuyén dong trén dudng tron (O).

Goi D, E, F tuong tGng 1a chan cdc duong phan giac trong cic géc A, B, C
ctia mot tam gide khong can ABC va Ay, By, C; 1a céc ti€p diém thit hai
clia céc ti€p tuyén véi dudng tron ndi ti€p tam gidc ABC ké tdt D, E, F.
Chitng minh cdc dudng thang A,A,, B,B; va C,C trong d6 A,, B,, C, lin
luot 14 trung diém cdc canh BC,C' A va AB déng quy 6 mot diém nim trén
duong tron (1) noi ti€p tam gidc ABC (D€ thi olympic Todn lién bang Nga,
1998).

1. Chitng minh rang hai hinh vuéng bét ky A; B;C;D;, (i = 1,2) thi dong

dang
2. Xéc dinh tam dong dang géc dong dang va ti s6 dong dang cua phép

vi ty - quay bién hinh vuong A,B,C,D, thanh hinh vuong A, B;C1 D,
dé cap dén trong bai todn 5.1 clia muc 5.4, bai 5.
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Cho hai duong tron (Oy, R;) khong dong tam, Ry # R;. Tim tat ca cic
phép dong dang thuan bién dudng tron nay thanh dudng tron kia.

Goi C'D 1a dudng cao ha xuoéng canh day AB clia mot tam giac ABC can
& C. Dung duong cao DE cla tam gidc BCD va goi M ki trung diém
DE. Ching minh ring AE vudéng géc v6i C'M.

Lay trén canh AB va AD ciia mot hinh vuong ABC D 1am lugt hai diém
M va N sao cho AM = AN. Qua A dung AP vuong géc v6i BN & P.
Ching minh ring géc C PM 1a vuong.

Giastt OAA', OBB’' va OCC(C’ 1a ba tam giac can cung dinh O va dong dang
thuan v6i nhau. Ching minh ring néu diém O thudc dudng tron ngoai tiép
tam gidc ABC thi c4c cap dudng thing BC, B'C',CA,C'A’ va AB, A'B’
giao nhau theo ba diém M, N va P thing hang.

Dung ra phia ngoai tam gidc ABC ba tam gidc dong dang (thuan) AA’BC
AB'CA «~ AC'AB. Chiing minh ring hai tam gidc ABC va A'B'C’ ¢6
cung trong tam.

Mot tam gidc déu ABC c¢6 dinh C c6 dinh va dinh A chuyén dong trén
mot dudng thing a cho truée, khong qua C. Tim quy tich dinh B va tam
() cta tam giac ABC.

Mot diém A chuyén dong trén dudng tron (O) dudng kinh DE cho truéc.
Tim quy tich cha dinh C, B va tam @ cua hinh vuong ABC D (dung trén
canh DA cla tam gidc vuong DEA)

Mot diém P chuyén dong trén dudng tron (O) dudng kinh AB. Trén dudng
thang (BP) c6 hai dong tt M va N chuyén dong sao cho PM = PN =
2PA. Tim quy tich dao chuyén dong ciia cic diém @ va S theo thit tu 12
trung diém clia cdc doan thing AM va AN.

Mot tam gidc ABC cé hudng thuan, vuong & C' ¢6 dinh A ¢ dinh va géc
A = 60° chuyén dong trong mat phang sao cho C chi ddi chd trén mot
dudng () cho truéc. Tim quy dao chuyén dong cliia dinh B va cia trong
tam G cua tam gidc ABC trong cédc truong hop sau

a) (7) 12 mot dudng thing c.

b) (v) 1a mét dudng tron (O, R) khong di qua A.
Mot tam gidc ABC can tai A c6 kich thudc thay déi, chuyén dong mat
phéng nhung lu6n luon gilt nguyén dang vd huéng sao cho hai dinh B,C

chay trén mot dudng tron v(O, R) c6 dinh cho tru6c va dudng thing (AB)
di qua moét diém I ¢6 dinh di cho
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a) Chiing minh ring dudng thing (AC) ciing di qua mot diém c6 dinh J
khac 1.

b) Tim quy tich c4c hinh chi€u M va N trén dudng thang (BC) theo thit
tur cla hai diém I va J.

Dung moét tam gidc noi ti€p médt tam gidc ABC cho trude sao cho cic canh
clia né, mdi canh song song v6i dudng thang cho trude.

Dung mot tam gidc can biét goc & dinh bing g va téng do dai clia canh ddy
vGi chiéu cao tuong ng (phat xuat tir dinh) bing s cho truéc.

Duyng mot hinh chit nhat biét ti s6 hai kich thudc bang % cho truée va céc
canh lién ti€p di qua bon diém phan biét A, B, C, D cho truée. Bién luan.

Dung mot hinh chit nhat c6 do dai duong chéo cho trude va cic canh (hodc
canh kéo dai) 1an lugt di qua bon diém phan biét A, B, C, D cho trudc. Bién
luan.

Dung mot dudng tron g tiép xic véi hai dudng thang cat nhau a, b, cho trudc
va trye giao (cat vuong géc) véi mot dudng tron (O) cho truée. Bién luan.

Dung mét t¢ gidc ABC'D nhan dudng chéo AC lam phan giac géoc /BAD
va cho biét mot trong cic hé dit kién sau

a) AB =a,DA =d, dudng chéo AC =2 vahiéu /B— /D=y

a) BC=bCD=c,AB/AD=kiva/B—/D =y

c) AB=a,DA=d,AC =2 va BC/CD = k.
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