CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN  ĐẾN HOÁN VỊ
TRẦN NGỌC THẮNG

GV THPT CHUYÊN VĨNH PHÚC
I. Lý thuyết

1. Ánh xạ

1.1. Định nghĩa. Một ánh xạ f từ tập X đến tập Y là một quy tắc đặt tương ứng mỗi phần tử x của X với một (và chỉ một) phần tử của Y. Phần tử này được gọi là ảnh của x qua ánh xạ f và được kí hiệu là f(x).
(i) Tập X được gọi là tập xác định của f. Tập hợp Y được gọi là tập giá trị của f.

(ii) Ánh xạ f từ X đến Y được kí hiệu là 
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(iii) Khi X và Y là các tập số thực, ánh xạ f được gọi là một hàm số xác định trên X

(iv) Cho 
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 thì ta nói y là ảnh của a và a là nghịch ảnh của y qua ánh xạ f. 

(v) Tập hợp 
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 gọi là tập ảnh của f. Nói cách khác, tập ảnh 
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 là tập hợp tất cả các phẩn tử của Y mà có nghịch ảnh.

2. Đơn ánh, toàn ánh, song ánh

2.1. Định nghĩa. Ánh xạ 
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 được gọi là đơn ánh nếu với 
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, tức là hai phần tử phân biệt sẽ có hai ảnh phân biệt. 

Từ định nghĩa ta suy ra ánh xạ f là đơn ánh khi và chỉ khi với 
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2.2. Định nghĩa. Ánh xạ 
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 được gọi là toàn ánh nếu với mỗi phần tử 
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 đều tồn tại một phần tử 
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. Như vậy f là toàn ánh nếu và chỉ nếu 
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2.3. Định nghĩa. Ánh xạ 
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 được gọi là song ánh nếu nó vừa là đơn ánh vừa là toàn ánh. Như vậy ánh xạ 
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, tồn tại và duy nhất một phần tử 
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3. Ánh xạ ngược của một song ánh

3.1. Định nghĩa. Ánh xạ ngược của f, được kí hiệu bởi 
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, là ánh xạ từ Y đến X gán cho mỗi phần tử 
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3.2. Chú ý. Nếu f không phải là song ánh thì ta không thể định nghĩa được ánh xạ ngược của f. Do đó chỉ nói đến ánh xạ ngược khi f là song ánh.

4. Ánh xạ hợp

4.1. Định nghĩa. Nếu 
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Kí hiệu 
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5. Hoán vị
5.1. Định nghĩa. Hoán vị của một tập 
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Một hoán vị của tập X có thể viết dưới dạng 
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Tập hợp tất cả các hoán vị của tập hợp
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[image: image40.wmf]n

S

.
Hoán vị 
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có một chu trình có độ dài k nếu với mỗi tồn tại các phần tử 
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II. Bài tập

Bài 1. Cho r là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn 
[image: image44.wmf]r
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, ở đây e là một hoán vị đồng nhất. Chứng minh rằng nếu k là số nguyên dương sao cho 
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Bài 2. Chứng minh rằng số các hoán vị của n phần tử có k chu trình bằng 
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Chứng minh. Ta có các kí hiệu sau đây
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Số Stirling loại một kí hiệu là 
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(a) Đầu tiên ta chỉ ra được đẳng thức sau: 
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(b) Từ các xác định ta có 
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(c) Tiếp theo ta chứng minh đẳng thức sau: 
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(d) Từ khai triển trên ta có: 
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(e) Từ (c), (d) cùng với 
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Bài 3. Với mỗi giao hoán 
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 chỉ số chu trình của p (bao gồm cả chu trình có độ dài bằng 1). Chứng minh các đẳng thức sau:
(a) 
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(b) 
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Chứng minh. 
(a) Theo bài 2 ta có 
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Thay x bởi n ta có đpcm.

Bài 4. Số các hoán vị không có điểm bất động của tập hợp 
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 và được xác định bởi công thức sau:
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Bài 5. (SHORTLIST IMO 1987) Cho S là một tập hợp có n phần tử. Kí hiệu 
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 là số tất cả các hoán vị có đúng k điểm cố định của tập hợp S. Chứng minh các đẳng thức sau:
(a) 
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Bài 6. (b) 
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Bài 7. Chứng minh đẳng thức
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ở đây tổng được lấy trên tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình 
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Chứng minh. 
(a) Số các hoán vị có p chu trình kí hiệu là 
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(b) Do đó 
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 chính là số hoán vị của n phần tử và có p chu trình. Vậy 
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Bài 8. Kí hiệu 
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Chứng minh.

(a) Xét phần tử 
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 chứa trong một chu trình có độ dài bằng 2. Khi đó số các hoán vị loại này bằng 
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Do đó từ (i) và (ii) ta thu được 
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(b) Mỗi hoán vị của 2k phần tử có k chu trình mà không chứa chu trình có độ dài bằng 1 nên các chu trình của nó đều có độ dài bằng 2. Do đó ta có:
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Hoặc có thể làm đơn giản như sau: với lí luận tương tự như trên thì hoán vị có thể viết dưới dạng 
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Bài 9. Kí hiệu 
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(c) 
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Chứng minh.
(a) Hoán vị 
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 cách chọn nên số hoán vị loại này là 
[image: image112.wmf](

)

2

1

n

nP

-

-

. Do đó ta có 
[image: image113.wmf](

)

1201

1;1;

nnn

PPnPPP

--

=+-==


(b) Xét hoán vị 
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Bài 10. Chọn ngẫu nhiên một hoán vị của tập hợp 
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Bài 11. Chọn ngẫu nhiên một hoán vị của tập 
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Bài 12. Chọn ngẫu nhiên một hoán vị của tập 
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Bài 13. Chứng minh rằng nếu 
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thỏa mãn 
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Bài 14. Hoán vị 
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Bài 15. Chứng minh rằng biểu thức 
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, ở đây f và g là hai hoán vị của tập 
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Bài 16. Kí hiệu 
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Bài 17. Một hoán vị của tập hợp 
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Bài 22. Tìm số các hoán vị p của tập hợp 
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