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Lo1 noé1 dau

Hinh hoc phéng 14 mot chti dé hap dan trong cac ki thi hoc sinh giéi. Mot
bai toan hinh hoc phing luon c6 thé duge giai bang nhiéu cach khac nhau.
Ap dung cac khai niem "hang diém diéu hoa", "cuc va déi cuc" vao mot sb
bai todn sé cho ra 10i gidi ngin gon va dep mat. Bai viét nay bao gom bon
muc : muc thit nhat gi6i thieu khai niem hang diém diéu hoa, muc thd hai
gidi thieu khai niém cyc va doéi ciyc, muc thit ba trinh bay cac vi du minh
hoa, va muc cudi cliing 13 mot s6 bai tap rén luyén. Bai viét huéng dén céc
déi tuong hoc sinh chuyén toan va cac hoc sinh kha gidi muén tim hiéu sau
ve hinh hoc phing. Bai viét méi chi ding lai & viec khai thac cac hang diém
diéu hoa don gian va céc hang diém diéu hoa xuét hién tit quan hé gitta cuc
va dbi cuc déi v6i mot duong tron ndo dé dé giai cac bai toan. Bai viét chua
dé cap dén cac bai toan dudc gidi bing cac hang diém diéu hoa xuat hién tit
cac "t giac diéu hoa".

1 Hang diém diéu hoa. Chum diéu hoa

Khi bén diém phan biet A, B, C, D thang hang thi ta goi tat 1a hang diém
A, B.C,D.
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Dinh nghia 1. Ta ndi rdng hang diem A, B, C, D theo thi tu do cé ti so kép
la k, ki hieu (ABCD) = k, néu

DA CA_,
DB CB

Dinh nghia 2. Ta néi rang hang diém A, B, C, D theo thit tw dé la mot hang
diém dieu hoa néu (ABCD) = —1.

T hai dinh nghia trén, ta dé dang c6 ménh dé sau :
Ménh dé 1. Néu (ABCD) = —1 thi
(ABDC) = (BACD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA) = —1

Ta hay dinh huéng duong thing ABCD, chon trén d6 mot diem O lam
goc toa do va mot vec-to don vi. Gid st OA = a,0B = b,0C = ¢,0D = d.
Ta c6 ménh dé sau :

Meénh dé 2. (ABCD) = —1 khi va chi khi 2(ab+ cd) = (a + b)(c + d).

Ching minh.

(ABCD) = -1« _—CA = —_—DA
CB DB
a—c a—d
T ——b_d(:)2(ab+cd)—(a+b)(c+d)

]

Tt meénh dé trén, bang cach chon gbc toa do O tring véi trung diém ctia
doan thaztng AB, ta c¢6 ménh dé sau day thuong dugc dung dé chiing minh
hang diém diéu hoa :

Ménh dé 3. Goi M la trung diém AB. Khi dé
(ABCD) = —1 < MA*= MB?*>= MC.MD.
Chiing minh. Chon gbc toa do O trung véi diem M. Khi d6 a +b =0 va
(ABCD) =-1<2(—-d*+cd) =0’ =cd < MA> = MC.MD
O

Dinh nghia 3. Cho (ABCD) = —1 va diém I khong thuoc duong thdang
ABCD. Ta néi ring bon duong thang 1A, IB,IC,ID theo thi tu dé la mot
cham dieu hoa.



Ménh dé 4. Cho hang diém A, B,C, D va diém I khong thudc duong thing
ABCD. Mot duong thang d cat bon duong thang IA,IB,IC,ID lan higt tai
E,F,M,N. Khi d6, (EFMN) = (ABCD).

Chitng minh. Qua diém B duyng duong thing HBG song song v6i I A cét
IC,ID lan lugt tai H,G.
CA IA DA IA
Ta co = , = .
CB HB DB GB

Suy ra

CA DA GB

CB DB HB’

Tuong tit, qua diéem F dung duong thang K F L song song véi 1A cat IC, 1D
lan luot tai K, L.

(ABCD) =

Ta ¢6 : ——
LF
KF
GB LF
Vi HG song song véi KL nén — = —.
HB KF
Do d6 : (EFMN) = (ABCD,). ]

Ménh dé 5. Cho bon duong thing Oz, Oy, Oz, Ot theo thit tu dé la mot
chum diéu hoa. Gid si duong thing d song song vdi duong thang Ox cdt ba
duong thang Oy, Oz, Ot lan luot tai B, M, N. Khi dé, B la trung diém cia
MN.



Chitng minh. Qua diém B vé mot cat tuyén cat Ox, Oy, Oz, Ot lan luct tai
A,B,C,D.

Vi bén duong thang Oz, Oy, Oz, Ot theo tht tu dé 1la mot chiim diéu hoa
nén (ABCD) = —1. Theo ching minh ctia ménh dé trén thi

MB
NB
Do do,
MB ]
NB
Suy ra B la trung diém ctia MN. m

T tinh chat ctia chan duong phan gidc trong va chan duong phan giac
ngoai, ta c6 ménh dé sau :

Ménh dé 6. Néu tia Oz la tia phan gidc trong ciia géc xOy va tia Ot la tia
phan gidc ngodi ciia géc xOy thi bon duong thang Oz, Oy, Oz, Ot theo thit tu
dé la mot chum diéu hoa.

Ménh dé sau day rat thuong dung dé giai cac bai toan hinh hoc :

Ménh dé 7. Cho bon duong thing Ox,Oy,Oz, Ot theo thi tu do la mot
chum diéu hoa. Néu Oz vuong géc vdi Ot thi Oz, Ot la cdc duong phan gidc
ctia goc tao bdi hai duong thing Oz, Oy.



A S o N\  d
/N

Chitng minh. Vé duong thing d song song véi duong thing Ot va cit Oz,
Oy, Oz lan lugt tai A, B,C. Vi bén duong thiang Ox, Oy, Oz, Ot theo thi
tur d6 1a mot chiim diéu hoa nén theo meénh dé 5, C' la trung diém cia AB.
Suy ra, tam giac OAB la tam gidc can tai S. Tt day, ta c6 diéu phai chiing
minh. ]

Ménh dé 8. Cho tam giac ABC. Lay ba diém D, E, F lan lugt trén ba canh
BC,AC, AB sao cho AD, BE, CF dong quy. Gid st duong thang EF cdt
duong thang BC tai M. Khi dé, (MDBC) = —1.

A
E
F
I B D C
Chiing minh. Ap dung dinh i Menelaus ta 6 :
MB EC FA .
MC EA'FB
Ap dung dinh 1i Ceva ta c6 :
DB EC FA
DC'EAFB

(S8



Suy ra

S
|
S

Do dé, (MDBC) = —1. O

2 Cuc va déi cuc

Dinh nghia 4. Ta ndi hai duong tron (O,R) va (O', R') la hai duong tron
truc giao néu OO0 = R% 4+ R”.

Dinh nghia 5. Ta néi hai diém M, N lién hop vdi nhau qua duong tron
(O,R) néu duong tron (O,R) va duong tron duong kinh MN la hai duong
tron truc giao.




Ménh dé 9. Cho duong tron (O,R). Gid sit M, N la hai diém khong nim
trén duong tron (O,R) va khdc O. Duong thang MN cdt duong tron (O,R) tai
2 diém A, B. Khi do, hai diém M, N lién hop vdi nhau doi vdi duong tron
(O,R) khi va chi khi (ABMN) = —1.

Chiing minh. Goi O’ 1a trung diém MN va R’ la ban kinh ctia dudng tron
duong kinh M N. Khi do
Hai diém M, N lien hgp véi nhau déi véi duong tron (O) khi va chi khi
00” = R? + R”

PN 00/2 _ R2 — R/Z

& porj0) = R?

& O'A.O'B=0'M?*=(0'N?

& (ABMN) = —1

]

Ménh dé 10. Cho duong tron (O,R) va mot diem M khac O. Tap hop cic

diém N sao cho M va N lién hop vdi nhau doi vdi duong tron (O,R) la mot
duong thang vuong goc vdi OM.



Chitng minh. Gia st N la diém sao cho M va N lién hop véi nhau déi véi
duong tron (O,R). Khi d6, duong tron duong kinh M N va dusng tron (O, R)
1 hai duong tron tryc giao. Duong thang OM cit duong tron (O) tai A, B
va cat duong tron duong kinh M N tai diém thi hai 13 H. Theo ménh dé
tren ta c6 (ABMH) = —1. Vi A, B, M 1a cic diém c6 dinh nén H c6 dinh.
Mat khac, do M N la duong kinh nén N H vuodng goc v6i OM. Néi cach khac,
diém N nam trén dudng thang d vuong géc véi OM tai H.

Nguge lai, néu N’ 1a mot diém bat ki trén duong thing d thi dudng tron
duong kinh M N’ sé di qua H. Do (ABMH) = —1 nén theo ménh dé trén,
duong tron dusng kinh M N’ va dusng tron (O) la hai duong tron truc giao.
Vay diém N’ va M lien hop véi nhau dbi véi dusng tron (O). O

Dinh nghia 6. Cho duong tron (O,R) va mot diém M khdc O. Theo ménh
deé trén thi tap hop cic diém N sao cho M va N lién hop vdi nhau doi vdi
duong tron (O,R) la mot duong thang dy;. Ta goi dy la duong doi cuc ciia
diém M doi vdi duong tron (O,R) va diem M la cuc cia dudng thang dyy doi
vdi duong tron (O,R).

Ménh dé 11. Cho duong tron (O,R) va hai diém M, N khic O. Goi dyy, dy
lan luot la cdc duong doi cuc cia M va N. Khi dé, M thuoc dy khi va chi khi
N thuoc dyy.

Chiing minh. Néu M thuoc dy thi M va N la hai diém lien hop véi nhau
déi voi dudng tron (O). Mat khac, tap hop cac diém lien hop véi diem M 1a
duong dbi cuic dy;. Vay N phéi ndm trén dudng thing dy;. Chiéu nguge lai
duge chiing minh tuong tuy. O

Ménh dé 12. Cho duong tron (O,R) va ba diém M,N,K khic O. Goi
dar,dn, dg lan luot la cac duong doi cuc cia M,N,K. Khi dé6, M,N,K
thang hang khi va chi khi dy, dy, di dong quy.
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Chitng minh. Gia st M, N, K cuing thudoc mot duong thang d. Goi D la cuc
ciia duong thang d. Theo ménh dé trén, vi M thuodc d nén D thuoc dy;.
Tuong tu, D thuoc dy, D thuodce dg. Vay dy, dy, dg dong quy. Chiéu ngude
lai dugc chiing minh tuong tir. O

Meénh dé sau day mo ta cach dung duong déi cuc clia mot diem :

Ménh dé 13. Cho duong tron (O,R).

a)

b)

Gid stt M nam ngoai duong tron (O). Tu M ké 2 tiép tuyén MA, M B
vdi A, B la 2 tiép diem. Khi dé, duong thang AB la duong doi cuc cia
diém M doi vdi duong tron (O).

Gid st M ndm ngoai duong tron (O). Tu M ké 2 cdt tuyén MAB, MCD.
Gid st AD va BC cat nhau tai E, AC va BD cdt nhau tai F. Khi do,
duong thang EF la duong doi cuc cia diem M doi vdi duong tron (O).

Gid st M nam trén duong tron (0). Khi dé, tiép tuyén cia duong tron
(0) tai M la duong doi cuc cia diém M doi véi duong tron (O).

Gid s M nam trong duong tron (O). Vé day cung AB di qua M. Hai
tiép tuyén ciia duong tron (O) tai A va B cat nhau tai N. Khi dé, duong
thang di qua N va vuong goc véi OM la duong doi cuc cia diem M doi
vdi duong tron (O).

Gid st M nam trong duong tron (O). Vé hai day cung AB,CD di qua
M. Gia st AD va BC cdt nhau tai E, AC va BD cdt nhau tai F. Khi
dé, duong thang EF la duong doi cuc cia diém M doéi vdi duong tron

(0).







Chitng minh. a) Dung dinh nghia.

b) Ap dung meénh dé 8 va menh dé 9.

¢) Dung dinh nghia.

d) Theo a) thi M nam trén duong ddi cyc cia N nén N nam trén duong doi
cuc cua M.

e) Theo b) thi M niam trén duong ddi cyc ctia E nén F nam trén duong doi
ciic ctia M. Tuong ty F' nam trén duong doi cyc ctia M. O

3 Cac vi du minh hoa
Bai toan 1. Cho tam gidgc ABC. Goi D la chan duong cao ké tu A. Lay
diém I trén doan thang AD. Puong thang BI cit canh AC tai E va duong

thang CI cdt canh AB tgi F. Gid stt EF khong song song vdi BC. Chaing
minh rang DA la phan gidc trong clia géc EDF .

A

M N E D

Loi gidgi. Goi M la giao diém ctia EF va BC. Goi N la giao diém ctia
EF va AD. Ap dung meénh dé 8 ta duoc (MDBC) = —1. Do d6, chiim
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AM,AD, AB, AC la chim diéu hoa. Dudng théng ME cit chiim nay lan
lugt tai M, N, F,E nén (MNFFE) = —1. Suy ra chum DM,DN,DF,DE
ciing la chiim diéu hoa. Vi DM va DN la hai dudng thang vuoéng géc nén
suy ra DA la phan giac trong cua goc EDF. m

Bai toan 2 (Mot dé thi hoc sinh giéi ctia Iran). Cho tam gidac ABC. Lay
D, E,F lan lugt thuoc cic doan thing BC,CA, AB sao cho ba duong thing
AD,BE,CF dong quy tai mot diém. Goi N la giao diém cia AD va EF.
Goi H la hinh chiéu vuong goc cia N trén BC. Gid st EF khong song song
vdi BC. Chiing minh rang NH la duong phan gidc trong cia géc EHF.

A

M B D H C

Loi gidgi. Goi M la giao diem ctia EF va BC. Goi N la giao diém ctia EF
va AD. Tuong tu bai toan 1 ta duge (MNFE) = —1.

Do d6, chim HM,HN,HF, HE 1a chum diéu hoa. Vi HM va HN 1a hai
dudng théng vuong géc néen suy ra NH la duong phan giac trong ciia goc
EHF. 0

Bai toan 3. Cho tam giic ABC. Lay D, E, F lan lugt thuoc cic doan thing
BC,CA, AB sao cho ba duing thing AD, BE,CF dong quy tai diém I. Ké
duong thang d di qua I song song vdi DE cit DF, BC' lan ot tai K, L. Gid
st EF khong song song vdi BC. Chiing minh rang K la trung diém cia IL.
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M B L D C

Loi gigi. Goi M 1a giao diém ctia EF va BC. Goi N la giao diém ctia EF va
AD. Tuong tu bai toan 1 ta c6 chim DM, DN, DF, DE 1a chiim diéu hoa.
Do d6, K la trung diém ctia IL. O

Bai toan 4. Cho diém A nam ngodai duong tron (O). T diém A ké hai
tiép tuyén AB, AC, vdi B,C la hai tiép diém. Duong thing AO cdt duong
tron (O) tai hai diém E, F va cdt duong thaing BC tei I. Chitng minh ring
(AIEF) = —1.

Loi gidi. Ta c6 BC la dudng déi cuc ctia diém A nén I va A 1a hai diém lien
hgp v6i nhau dbi véi dudng tron (O). Do d6, (AIEF) = —1. O

Bai toan 5. Cho diém A nam ngoai duong tron (O). Ti diém A ké hai tiép
tuyén AB, AC, vdi B,C la hai tiép diém. Ké cdat tuyén AMN bat ki, trong
dé N nam gitta A va M. Duong thang AO cit doan thang BC va cung nhé
LiC\lcfin lugt tai I va E. Chiing minh rang ME la phan gide trong clia goc
IMA.

13



Loi gigi. Goi F la giao diém thit hai ctia dudng thing AO vé6i dudng tron
(O). Chiing minh tuong tu bai toan 4 ta dugc (AIEF) = —1. Do d6, chum
MA,MI,ME,MF la chiim diéu hoa. Vi ME va MF la hai duong thing
vuong goc nén M E la phan giac trong ctia goc IMA. O

Bai toan 6. Cho mot diem A nam ngoai duong tron (O). Tu A ké hai tiép
tuyén AB, AC, vdi B,C la hai tiép diém, va mot cdt tuyén AMN. Gid st
hai tiép tuyén tai M va N cdt nhau tai E. Ching minh ring ba diém E, B, C
thing hang.

Loi gidi. Ta c6 ba duong thang dong quy AB, AC, M N lan lugt 1la duong
déi cuce cta B, C, E nén B, C, E thang hang. O]

Bai toan 7. Cho duong tron (O) noi tiép ti giac ABCD. Goi M,N,E, F
lan lugt la cdc tiép diém clia duong tron vdi cac canh AB, BC,CD,DA. Goi
I la giao diém ciia ME va NF. Gid stt MN va EF cdt nhau tai K, NE va
MF cdt nhau tai L.
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a) Chitng minh ring L, B, I, D thdang hang va (LIBD) = —1.
b) Chiing minh rang K, A, I,C thding hang va (KIAC) = —1.

c) Tu L ké hai tiép tuyén {/T, LQ vdi T,Q la hai tiép diém. Ching minh
rang K, A, T,I,Q,C thang hang.

d) Chitng minh rang OK wvuéng géc vdi BD, OL vuong géc véi AC.

K

Loi gidi. a) Ta c6 4 dudng thing dong quy KI, MN, KL, EF lan lugt 13
duong déi cyc cta L, B, I, D nén 4 diém L, B, I, D thing hang.

Goi H la giao diem cta K1 va NE. Vi H thuoc KI va KT la duong déi cuc
ctia L nén H va L 1a hai diém lién hgp v6i nhau déi véi dudng tron (O), do
d6 (LHNFE) = —1. Suy ra chum CL,CH,CN,CE la chum di¢u hoa. Duong
thang BD cat chiim nay lan luot tai L, I, B, D nén (LIBD) = —1.

b) Tuong tu cau a).

¢) Ta c6 duong thang K1 va dusng thang T'Q déu la dudng ddi cyc clia diém
L nén hai duong thang nay tring nhau. Vay K, A, T, I,Q, C thing hang.

d) Vi IL la dudng déi cyc ciia diém K nén OK vuong goc véi IL. Suy ra
OK vuodng gbéc véi BD. Tuong tu, OL vuong goc véi AC. n
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Bai toan 8 (Mot bai trén tap chi "Toan hoc va tudi tré"). Cho dudng tron
(0) noi tiép tit giac ABCD. Goi M,N,E,F lan lugt la cic tiép diém ciia
duong tron vdi cic canh AB, BC,CD,DA. Gid st MN khong song song vdi
EF, NE khong song song vdi MF.Goi T,Q la hai giao diém cia AC vdi
% tron (O). Ké OH vuong géc vdi BD tai H. Chiing minh rdang AHT =
CHQ

Loi gidgi. Goi I 1a giao diém cia ME va NF, K la giao diém ctia MN va
EF, L la giao diém ctia MF va NE.

T két qua cau c) clia bai toan 7 ta suy ra LT va LQ 1a hai tiép tuyén cta
duong tron (O).

Do d6, 5 diém L, T, H,O, Q ciing thuoc duong tron duong kinh OL.

Suy ra THT = @ (1).

Tit két qua cau d) ctia bai toan 7 ta suy ra K, H, O thang hang. Do d6, HK
va HI vudng goc nhau.

Tu két qua cau b) clia bai ton 7 ta c6 (KTAC) = —1.

Do d6, chum HK, HI, HA, HC la chtim diéu hoa. Vi HK va HI vuong goc
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v6i nhau nén H 1 la dudng phan gidc trong ciia goc AHC (2).
Tu (1) va (2) suy ra AHT = CHQ. O

Bai toan 9. Cho duong tron tam O noi tiép tii gide ABCD. Goi M,N,E, F
lan lugt la cdc tiép diém cia duong tron vdi cdc canh AB, BC,CD,DA. Gid
st MN va EF cit nhau tai K, MF va NE cdt nhau tai L, AD va BC cdt nhau
tai U, AB va CD cat nhau tai V.

a) Chitng minh ring bon diem K, L,U,V thing hang.

b) Goi I la giao diem ciia ME va NF. Duong thang OI cat duong thing
UV tai H. Ching minh rang OH la phan gidc trong cia géc AHC.

17



Loi gidi. a) Goi I 1a giao diém ctia ME va NF.

Ta c6 4 duong théing dong quy IL, K, NF, MFE lan luct 1a duong déi cuc
cia K,L,U,V nén K, L,U,V thang hang.

b) Vi KL la dudng dbi cyc ctia diém I nén OI vuong goc véi K L, do d6 OH
vuong goéc véi K L.

Theo két qué cau b) bai toan 7 thi (KTAC) = —1,dod6 chum HK, HI, HA, HC
14 chiim diéu hoa. Vi HK va HI vuong géc nén suy ra OH 1a phan giac trong
cua goe AHC. O

Bai toan 10. Cho ti giac MNEF noi tiép duong tron (O) sao cho cac tiép
tuyén tai cic diem M, N, E, F doi mot cdt nhau. Gid st MF va NE cdt nhau
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tai L, MN va EF cdt nhau tai K, I la giao diém ciia ME va NF. Ching minh
rang I la truc tam cia tam gidc KOL.

Loi gigi. Ta c6 KL la dudsng déi cuc ctia diem I nén OI vuong géc K L.
Tuong tu, IK 1a duong doi cyc ctia L nén IK vuong goc véi OL. Vay I 1a
trie tam cia tam giac KOL. O

4 Cac bai tap ren luyén

Bai toan 11. Cho tam gidc ABC ngi tiép trong duong tron (0). Goi D va
D’ la chan hai duong phan gidc trong va ngodi cia géc A . P la giao diém
ctia hai tiép tuyén cia (O) tai B va C. Chitng minh ring cuc cia AP doi vdi
(0) la trung diém DD".

Bai toan 12. Cho diém M nam trong duong tron (O) va khdc O. Hai duong
thang qua M lan lugt cdt (O) tai A, B va C, D. Cdc tiép tuyén ciia (O) tai A
va B cdt nhau ¢ E, cdc tiép tuyén cia (O) tai C va D cat nhau tai F. Ching
minh rang OM vuong géc vdi EF.

Bai toan 13. Cho duong tron (O) dudong kinh AB va duong thang d vuong
géc véi AB tai I ¢ ngoai duong tron. Diém M thay doi tren (O), MA va MB
cat d lan lugt tai P va Q. QA cat (O) tai N. Ching minh rang MN di qua
mot diém co dinh.
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Bai toan 14. Tw diém P ngoai duong tron (O) ta vé cdc tiép tuyén PA va
PB vdi duong tron ay. Ti B ké BD vdi duong kinh AC tai D. Chiing minh
rang PC di qua trung diém BD.

Bai toan 15. Ba canh BC, CA, AB ciia tam gigc ABC tiép xic vdi dudng
tron noi tiép lan lugt tai M, N, P. Duong kinh qua M cdt NP tai Q. Ching
minh rang AQ qua trung diém BC.

Bai toan 16. T trung diém I cia day cung AB cia dudong tron (O) ké hai
day cung MN va PQ. MP va NQ lan hiot cat AB tai J va K. Ching minh
rang I la trung diém JK.
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