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1. Đường thẳng Euler.

Bài toán 1. Trong một tam giác thì trọng tâm, trực tâm và tâm đường tròn ngoại tiếp cùng nằm trên một đường thẳng. (Đường thẳng này được gọi là đường thẳng Euler của tam giác.)
Chứng minh. 
Cho tam giác ABC, gọi G, H, O lần lượt là trọng tâm, trực tâm và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
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Gọi D là điểm đối xứng của A qua O. Khi đó BHCD là hình bình hành, suy ra trung điểm M của BC cũng là trung điểm của HD. Tam giác AHD có OM là đường trung bình, suy ra OM = ½ AH . Suy ra GM/GA = OM/AH  = ½ . Suy ra ΔAHG ∼ ΔMOG (c.g.c)

Suy ra  H,G, O thẳng hàng và GH = 2GO. 

 Nhận xét. Khi nói đến đường thẳng Euler thì ta chỉ cần cho đường thẳng đi qua hai trong 3 điểm trên. 

Bài toán 1.1. Cho tam giác ABC có trọng tâm G, trực tâm H và tâm ngoại tiếp O. Gọi P là điểm đối xứng của H qua O. Gọi G1, G2, G3 là trọng tâm của các tam giác PBC, PAC và PAB. Chứng minh rằng G1A = G2B = G3C và G1A, G2B , G3C đồng quy. 

Hướng dẫn: 
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Chứng minh GG1 song song với AP và GG1 = 1/3 AP.
Hơn nữa GO = 1/3 OP. Suy ra A, O, G1 thẳng hàng và AG1= 4/3 AO.
Chứng minh tương tự ta cũng có BG2, CG3 cùng đi qua O và BG2 = 4/3 BO , CG3 = 4/3 CO. 
Bài toán 1.2. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). (J) là đường tròn bàng tiếp thuộc góc A của tam giác ABC.
(J) tiếp xúc BC, AB, AC tai. M. N. P. 
Chứng minh rằng OJ là đường thẳng Euler của tam giác MNP

Hướng dẫn: 
Gọi M1, N1, P1 là giao điểm của JA, JB, JC với PN, PM và MN. Khi đó M1, N1, P1 lần lượt là trung điểm của PN, PM, MN. Do đó đường tròn Euler của tam giác MNP là đường tròn ngoại tiếp tam giác M1N1P1. 
[image: image13.emf]Gọi A’, B’, C’ là giao điểm của JA, JB và JC với đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Khi đó ta có JB’.JB = JA’.JA = JC’.JC 
Hơn nữa ta có JB.JN1 = JA.JM1 = JC.JP1
Do đó JN1/JB’ = JM1/JA’ = JP1/JC’

Suy ra M1N1 //A’B’, P1M1 //A’C’ và N1P1//B’C’

Từ đó ta có tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác M1N1P1, tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác A’B’C’ và J thẳng hàng. Suy ra tâm ngoại tiếp tam giác M1N1P1 thuộc JO. 
Mặt khác J là tâm ngoại tiếp của tam giác MNP. 
Vậy JO là đường thẳng Euler của tam giác MPN. 

Bài toán 1.3. Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn (I), với các đường cao AA’, BB’ và CC’. Gọi da, db, dc là các đường thẳng Euler của các tam giác AB’C’, BA’C’ và CA’B’. Gọi d’a, d’b, d’c là các đường thẳng đối xứng với da, db, dc qua AI, BI và CI. Chứng minh d’a, d’b, d’c  đôi một song song. 
Hướng dẫn: Gọi B1, C1 ​đối xứng với B’, C’ qua AI, khi đó d’a là đường thẳng Euler của tam giác AB1C1, mà B1C1 //BC, suy ra d’a song song với đường thẳng Euler của tam giác ABC. 

Chứng minh tương tự thì d’b, d’c song song với đường thẳng Euler của tam giác ABC. 
Bài toán 1.4. Cho tam giác ABC có trực tâm H. Khi đó đường thẳng Euler của các tam giác HAB, HAC và HBC đồng quy. 
HD: Đồng quy tại trung điểm của OH. 

Đến nay người ta vẫn còn tìm ra những tính chất thú vị liên qua đến đường thẳng Euler, và năm 2006 thì kiến trúc sư người Hy Lạp Rostas Vittasko có đưa ra bài toán sau: 

Bài toán 1.5.  Cho tứ giác ABCD nội tiếp có các đường chéo cắt nhau tại P. Khi đó đường thẳng Euler của các tam giác PAB, PBC, PCD, PAD đồng quy. 
2. Đường tròn Euler

Bài toán 2.  Trong một tam giác thì 9 điểm gồm: trung điểm của 3 cạnh, trung điểm của các đoạn thẳng nối từ trực tâm đến đỉnh, chân các đường cao thì cùng thuộc một đường tròn. (Người ta gọi là đường tròn 9 điểm hay đường tròn Euler)
Chứng minh. 
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Sau đây là một số tính chất của đường tròn Euler, xem như bài tập. 

Bài toán 2.1. Tâm đường tròn Euler là trung điểm của đọan thẳng nối trực tâm và tâm ngoại tiếp. 

Bài toán 2.2. Cho tam giác ABC trực tâm H. Tia Hx cắt đường tròn Euler tại M và đường tròn ngoại tiếp tại N. Khi đó M là trung điểm của HN. 
Bài toán 2.3. Cho tam giác ABC có trực tâm H. Khi đó đường tròn Euler của tam giác ABC cũng là đường tròn Euler của các tam giác HAB, HAC và HBC. (Từ bài toán 2.3 suy ra bài toán 1.4)
Sau đây là một định lý rất hay và đẹp của hình học tam giác.
Bài toán 2.4. (Định lý Feuerbach) Trong một tam giác đường tròn Euler tiếp xúc với đường tròn nội tiếp và các đường tròn bàng tiếp.

Chứng minh định lý Feuerbach dựa trên những công cụ mạnh, phép nghịch đảo, tuy nhiên vẫn có cách làm sơ cấp hơn. Sau đây là các bổ đề dùng để chứng minh định lý Feuerbach. Xem như bài tập. Ta sử dụng các ký hiệu trong bài toán 2. 
Bài toán 2.4.1.Giả sử A1A3 > A2A3. Khi đó đường thẳng M1T tiếp xúc với đường tròn Euler tại M1 thì tạo với A2A3 một góc là α​2- α3. 

Bài toán 2.4.2. Gọi D1 là giao điểm của phân giác trong góc A1 với A2A3. Gọi X1P là tiếp tuyến đến đường tròn nội tiếp (I), X1P’ là tiếp tuyến của đường tròn bàng tiếp góc A (P, P’ là các tiếp điểm). Khi đó PX1P’ song song với M1T.
Bài toán 2.4.3. Gọi Q là giao điểm của M1P với (I), khi đó Q cũng thuộc đường tròn Euler. 

Bài toán 2.4.4. Hai đường tròn Euler và đường tròn nội tiếp giao nhau tại Q. Chứng minh rằng chúng có chung tiếp tuyến. 

Một số bài toán liên quan đến đường tròn Euler. 

Bài toán 2.5. (VMO 2009) Trong mặt phẳng cho hai điểm cố định A, B (A khỏc B). Một điểm C di động trờn mặt phẳng sao cho ∠ACB = α  = const (00 < α  < 1800). Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC và tiếp xúc với AB, BC, CA lần lươt tại D, E, F. AI, BI cắt EF lần lượt tại M, N.

a)
Chứng minh rằng: MN cú độ dài khụng đổi.

b)
Chứng minh rằng: (DMN) luôn đi qua một điểm cố định khi C lưu động.

Bài toán 2.6. Cho tam giác ABC trung tuyến AM, O là tâm ngoại tiếp. Khi đó đường thẳng qua M vuông góc với AO tiếp xúc với đường tròn Euler của tam giác ABC. 
Bài toán 2.7. Chứng minh rằng các đường thẳng da, db, dc trong bài toán 1.3 đồng quy tại một điểm thuộc đường tròn Euler.

Bài toán 2.8. Tam giác ABC có các đường cao lần lượt là AD, BE và CF đồng quy tại trực tâm H. DE cắt CF tại M, DF cắt BE tại N. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác HBC. Chứng minh OA ⊥ MN. 

3. Đường thẳng Simson

Bài toán 3.  Cho tam giác ABC. P là một điểm trong mặt phẳng tam giác không trùng với các đỉnh của tam giác. Gọi P1, P2, P3 là hình chiếu của P trên các cạnh BC, AC và AB. Khi đó P thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC khi và chỉ khi P1, P2, P3 thẳng hàng.  (Đường thẳng đi qua 3 điểm P1, P2, P3 được gọi là đường thẳng Simson của tam giác ABC ứng với điểm P)
[image: image14.emf]Chứng minh. 

Sau đây là một số tính chất liên quan đến đường thẳng Simson

Bài toán 3.1.  Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), P là một điểm thuộc đường tròn, lấy Q thuộc (O) sao cho đường thẳng CQ và CP đối xứng nhau qua phân giác góc C.  Khi đó CQ vuông góc với đường thẳng simson của tam giác ABC ứng với điểm P. 

Sau đây là một số hệ quả của bài toán 3.1.
Bài toán 3.1.1. Nếu hai điểm đối xứng nhau qua tâm thì đường thẳng simson ứng với hai điểm đó vuông góc với nhau. Tổng quát hơn góc giữa hai đường thẳng bất kì dựng trên hai điểm P, Q bằng nửa số đo cung nhỏ PQ. 
Bài toán 3.1.2.  Tam giác tạo bởi 3 đường thẳng simson dựng trên 3 điểm thì đồng dạng với tam giác tạo thành từ 3 điểm đó. 
Bài toán 3.2. Đường thẳng simson ứng với một điểm chia đôi đoạn thẳng nối từ điểm đó đến trực tâm của tam giác. Hơn nữa trung điểm của đoạn thẳng đó thuộc đường tròn Euler. 
Bài toán 3.2.1.  Đường thẳng simson ứng với hai điểm đối xứng nhau qua tâm thì cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn Euler. 

Bài toán 3.3. Cho tứ giác ABCD, gọi dA, dB, dC, dD là đường thẳng simson ứng với các điểm A, B, C, D của các tam giác BCD, ACD, ABD và ABC. Chứng minh rằng dA, dB, dC, dD đồng quy. 
Hướng dẫn. Chứng minh đoạn thẳng nối từ 1 đỉnh đến tam giác với 3 đỉnh còn lại cùng đi qua trung điểm I. Sau đó chứng minh đường thẳng simson đi qua I. Theo bài toán 3.2.

Một số bài toán liên quan tới đường thẳng simson
Bài toán  3.2.(Chuyên Toán PTNK 2007). Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Một điểm M thay đổi trên cung BC không chứa A. Gọi P, Q là hình chiếu của A trên MB và MC. Chứng minh rằng PQ luôn đi qua một điểm cố định. 

Bài toán 3.3. (Vulalach) Cho tam giác ABC, M là điểm thay đổi trên BC. Gọi D, E là điểm đối xứng của M qua AB và AC. Chứng minh rằng trung điểm PQ luôn thuộc một đường cố định khi M thay đổi trên BC.

Bài toán 3.4. (IMO 2007) Xét 5 điểm A, B, C, D, E sao cho ABCD là hình bình hành và B, C, D, E là một tứ giác nội tiếp. Gọi d là một đường thẳng qua A. Giả sử d cắt đoạn DC ở F và BC ở G. Giả sử EF = EG = EC. Chứng minh rằng d là phân giác góc ∠DAB.  
Bài toán 3.5.  Trên đường tròn (O) cho 6 điểm A, B, C, D, E, F. Ta gọi dE, dD, dF là đường thẳng simson ứng với các điểm D,E, F của tam giác ABC. Chứng minh rằng giao điểm các đường thẳng trên tạo thành tam giác đồng dạng với tam giác DEF. 
4. Đường thẳng Steiner

Bài toán 4. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), M là một điểm thay đổi trên đường tròn. Gọi D, E , F là điểm đối xứng của M qua BC, AC và AB. Chứng minh rằng D, E, F cùng thuộc một đường thẳng và đường thẳng đó luôn qua trực tâm của tam giác ABC (Đường thẳng này được gọi là đường thẳng Steiner). 

Chứng minh

Bài toán 4.1 (Lê Bá Khánh Trình) Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O) và hai điểm P, Q trên (O). Kí hiệu P​a là điểm đối xứng của P qua BC và A’ là giao điểm của QPa  và BC. Tương tự xác định B’, C’. Chứng minh rằng A’, B’, C’ thẳng hàng. 

5. Đường tròn Apollonius

Bài toán 5. Bài toán 1. Cho hai điểm A, B cố định và số thực dương k. Tìm tập hợp tất cả những điểm M sao cho MA/MB = k. 

Hướng dẫn.
Ta xét hai trường hợp sau

Trường hợp 1: k = 1. 

Khi đó MA = MB. Quỹ tích những điểm M là đường trung trực của AB. 

Trường hợp 2: k ≠ 1. Ta tìm lời giải trong truờng hợp k < 1. 

Phần thuận.
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Gọi C, D là điểm chia ngoài chia trong đoạn thẳng AB theo tỉ số k. Tức là CA/CB = DA/DB = k (C nằm giữa A, B và D nằm ngoài đọan AB). Khi đó M ( C, D thỏa mãn bài toán. Nếu M khác C và D. Ta có MA/MB = CA/CB = DA/DB nên MC, MD lần lượt là phân giác trong và phân giác ngoài của (AMB. Do đó  (CMD = 900. Suy ra M thuộc đường tròn đường kính CD. 

Phần đảo. 
Lấy M bất kì thuộc đường tròn đường kính CD. Ta cần chứng minh MA/MB = k. 

Nếu M trùng C hoặc D thì hiển nhiên. 

Nếu M khác C và D. 

Qua A vẽ đuờng thẳng vuông góc với MC cắt MB tại E và cắt MC tại H. 

Ta có AE/DM = BA/BD =  1 – k 

Và AH/DM = AC/CD =  ( 1 – k)/2  (vì  k = DA/DB = CA/BC = (DC – 2AC)/(DB –BC) = 1 – 2CA/CD) 

Do đó AE = 2 AH, suy ra H là trung điểm AE, suy ra ME = MA. 

Từ đó ta có MA/MB = ME/MB = DA/DB = k. 

(Chú ý: Nếu dùng độ dài đại số thì ta không phải xét k > 1 hay k < 1)

Vậy với k ≠ 1, quỹ tích những điểm M thỏa MA/MB = 1 là đường tròn đường kính CD. Người ta gọi đường tròn này là đường tròn Apollonius tỉ số k (≠ 1) dựng trên đoạn AB. 

Ngoài cách giải trên ta có thể giải bằng phương pháp vectơ như sau: 

Cách 2: Ta xét k ≠ 1.  

Lấy điểm C, D thỏa 
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Khi đó với mọi điểm M thì 
[image: image3.wmf].
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Suy ra 
[image: image4.wmf](

)

(

)

(

)

222

22

11

...

11

MCMDMAkMBMAkMBMAkMB

kk

=+-=-

--

uuuuruuuuruuuruuuruuuruuur


Vậy M M thuộc đường tròn đường kính CD khi và chỉ khi:  
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Trên đây là đường tròn Apollonius của đọan thẳng, ngoài ra đối với tam giác ta còn có các đường tròn Appolonius được xác định như sau: 

Định nghĩa 5.1

Đối với một tam giác bất kì, ta có đường tròn Apollonius liên kết với mỗi đỉnh được xác định như sau: Đó là đường tròn có đường kính là chân các đường phân giác trong và ngoài xuất phát từ đỉnh đó. Ta có 3 đường tròn Appolonius tương ứng liên kết với 3 đỉnh của tam giác. 

Ta có một số định lý về đường tròn Apollonius xem như bài tập. 
Bài toán 5.1 Trong một tam giác, 3 đường tròn Appolonius của một tam giác cùng đi qua 2 điểm.

Bài toán 5.2. Mỗi đường tròn Appolonius thì trực giao với đường tròn ngoại tiếp tam giác. Đường thẳng đi qua hai giao điểm của các đuờng tròn Appolonius đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác. 

Sau đây chúng ta xét một vài bài toán liên quan đến đường tròn Apollonius. 

Bài toán 5.3. Cho tam giác ABC không cân. Điểm M thay đổi trong tam giác sao cho (AMC - (B = (AMB - (C. Chứng minh rằng M thuộc một đường tròn cố định. 

 
Hướng dẫn. 
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Dựng ra phía ngoài tam giác ABC một điểm N sao cho (ANC ( (AMB. Khi đó

 AN/AM = AB/AC và (BAC = (MAN

Suy ra (AMN ( (ABC, do đó (AMN = (ABC, suy ra (AMC - (ABC = (AMC - (AMN = (CMN. (1)

Mặt khác (ANC = (AMB và (ANM = (ACB. 

Suy ra (AMB - (ACB = (ANC - (ANM = (MNC (2)

Từ (1) và (2) kết hợp với giả thiết ta có (CMN = (CNM, suy ra CN = CM. 

Do đó AM/AB = CN/AC = CM/AC, suy ra AM/CM = AB/AC không đổi. Vậy M thuộc đường tròn Appolonius dựng trên đoạn AC tỉ số là AB/AC. 

Bài toán 5.4. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Điểm M thay đổi trên cung BC (không chứa A) của đường tròn (O)( M khác B và C). Gọi I, J lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp các tam giác ABM và ACM. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác MIJ luôn đi qua một điểm cố định. 

Hướng dẫn.
Gọi N là giao điểm của (MIJ) và (O)

[image: image17.emf]MI cắt (O) tại E, MJ cắt (O) tại D. Suy ra E, D lần lượt là trung điểm các cung AB, AC nên cố định. Hơn nữa ta có EA = EI = EB và DA = DJ = DC. 

Xét tam giác NIE và tam giác NJD có 

(NEI = (NDJ (cùng chắn cung MN) 

(EIN = (NJM (cùng bù với hai góc bằng nhau là (NIM  và (NJM)

Suy ra (NIE ( (NJD (g.g)

( NE/ND = EI/DJ = AE/AD không đổi. 

Do đó N thuộc đường tròn Appolonius dựng trên đoạn ED tỉ số AE/AD

Vậy N là giao điểm của đường tròn trên và (O) nên cố định (A là giao điểm còn lại của hai đường tròn trên).
Sau đây là một số bài toán khác về đường tròn Apollonius
Bài toán 5.5. Cho 4 điểm A, B,C, D thẳng hàng theo thứ tự đó AB ( CD. Điểm M thay đổi sao cho (AMB = (CMD, M không thuộc AB. Chứng minh rằng M thuộc một đường tròn cố định. 

Bài toán 5.6. Cho tam giác ABC không cân. Gọi I, J lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp và bàng tiếp góc A của tam giác ABC. Chứng minh rằng IJ là một tiếp tuyến của hai đường tròn Apollonius dựng trên đoạn BC theo các tỉ số là IB/IC và JB/JC. 

Bài toán 5.7. Cho (ABC. Hai điểm phân biệt M, N thay đổi sao cho 
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. Chứng minh rằng đường thẳng MN đi qua một điểm cố định.
6. Định lý Ceva, Menelaus và một số định lý về thẳng hàng đồng quy khác. 

Các bài toán về thẳng hàng và đồng quy là hai chủ đề thường gặp trong hình học. Có nhiều phương pháp để giải quyết các bài toán dạng này, một trong những công cụ cổ điển và thường dùng nhất là định lý Ceva và định lý Menelaus. 

Bài toán 6a (Định lý Ceva). Cho tam giác ABC, A1, B1, C1 lần lượt là các điểm thuộc các đường thẳng BC, AC và AB. Khi đó AA1, BB1, CC1 đôi một song song hoặc đồng quy khi và chỉ khi 
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Chứng minh.

Định nghĩa 6.1. Trong một tam giác bộ ba đường thẳng xuất phát từ 3 đỉnh đồng quy thì người ta gọi là bộ 3 đường thẳng Ceva. 

Trong nhiều trường hợp thì ta sử dụng định lý Ceva dạng sin như sau: 

Bài toán 6a’. Cho tam giác ABC, A1, B1, C1 lần lượt là các điểm thuộc các đường thẳng BC, AC và AB. Khi đó AA1, BB1, CC1 đôi một song song hoặc đồng quy khi và chỉ khi 
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Chú ý: Các độ dài và góc ở các công thức trên là độ dài đại số và góc định hướng, trong một số trường hợp ta chỉ cần xét độ dài hình học và góc hình học thì vế phải  thay  - 1 thành 1. 
Bài toán 6b. (Định lý Menelaus) Cho tam giác ABC, A1, B1, C1 lần lượt là các điểm thuộc các đường thẳng BC, AC và AB. Khi đó A1, B1, C1 thẳng hàng khi và chỉ khi







[image: image9.wmf]111

111

..1

ABBCCA

ACBACB

=


Ta có một số bài toán, định lý áp dụng định lý Ceva mà Menelaus sau:  

Bài toán 6.1. Trong một tam giác thì ta có các tính chất sau: 
a) 3 đường cao đồng quy

b) 3 đường trung tuyến đồng quy

c) 3 đường trung trực đồng quy

d) 3 đường phân giác trong đồng quy, một đường phân giác trong và hai đường phân giác ngoài đồng quy

e) Chân 3 đường phân giác ngoài thẳng hàng

Bài toán 6.2. (Định lý Desargues) Cho hai tam giác ABC và A’B’C’. Gọi A1 là giao điểm của BC’ và CB’, B1 là giao điểm của AC’ và CA’,  C1 là giao điểm của AB’ và BA’. Khi đó A1, B1, C1 thẳng hàng khi và chỉ khi AA’, BB’ và CC’ đồng quy. 
Hướng dẫn. 
Bài toán 6.3. Cho tứ giác ABCD ngoại tiếp đường tròn (I), gọi M, N, P, Q lần lượt là các tiếp điểm của I với AB, BC, CD và AD. Chứng minh rằng NP, MQ và BD đồng quy. 

Bài toán 6.4. Cho tứ giác ABCD có AB và CD cắt nhau tại P, AC và BD cắt nhau tại I, AD và BC cắt nhau tại P. Đường thẳng PI cắt AD và BC tại M, N. Khi đó 
[image: image10.wmf]MAQA

MDQD

=-

 và 
[image: image11.wmf]MINI

MPNP

=-


Bài toán 6.3. (Định lý Papus). Cho hai đường thẳng d1 và d2. Trên d1 ta lấy các điềm A, B, C và trên d2 ta lấy các điểm A’, B’, C’.  Gọi X là giao điểm của AB’ và BA’, Y là giao điểm của AC’ và CA’, Z là giao điểm của BC’ và C’B. Khi đó X, Y, Z thẳng hàng. 
Hướng dẫn. 
Bài toán 6.4. (Định lý Pascal). Trên đường tròn cho các điểm A, B, C và A’, B’, C’. Gọi X là giao điểm của AB’ và BA’, Y là giao điểm của AC’ và CA’, Z là giao điểm của BC’ và C’B. Khi đó X, Y, Z thẳng hàng. 
Hướng dẫn. 
Định nghĩa 6.2. Trong một tam giác hai đường thẳng xuất phát từ một đỉnh của tam giác và đối xứng với nhau qua đường phân giác xuất phát từ đỉnh đó được gọi là hai đường đẳng giác.
Đặc biệt, đường thẳng đẳng giác với đường trung tuyến được gọi là đường đối trung. 
Ví dụ, trong một tam giác vuông thì đường cao xuất phát từ đỉnh của góc vuông là đường đối trung.  

Nhận xét. Góc giữa hai đường đẳng giác với hai cạnh của góc đã cho là bằng nhau. 
Một số bài toán liên quan đến đường đẳng giác. 

Bài toán 6.6. Các đường thẳng đẳng giác với bộ ba đường thẳng Ceva thì cũng là bộ ba đường thẳng Ceva. 
Bài toán 6.7. Nếu 3 đường thẳng xuất phát từ đỉnh cắt cát cạnh đối diện tạo thành 3 điểm thẳng hàng thì đường thẳng đẳng giác của chúng cắt 3 cạnh tạo thành 3 điểm thẳng hàng. 

Hướng dẫn. Sử dụng định lý Ceva và Menelaus dạng lượng giác. 

Trường hợp đặc biệt là bài toán sau: 

Bài toán 6.6.1. Ba đường đối trung của tam giác thì đồng quy tại một điểm. (Điểm này được gọi là điểm Lemoine)

Bài toán 6.6.2. Trong một tam giác, các đường thẳng kẻ từ tâm đường tròn bàng tiếp trong mỗi góc vuông góc với cạnh đối diện thì đồng quy tại một điểm. 
Sau đây chúng ta xét một số bài toán áp dụng định lý Ceva và Menelaus.
Bài toán 6.8. (Điểm Gergonne). Cho tam giác ABC, đường tròn nội tiếp tam giác tiếp xúc với BC, AC và AB lần lượt tại D, E, F. Khi đó AD, BE và CF đồng quy tại một điểm. (Điểm này được gọi là điểm Gergonne)

Bài toán 6.9. (Điểm Nagel). Cho tam giác ABC, gọi I, J, K lần lượt là điểm điểm của đường tròn bàng tiếp góc A, B, C với các cạnh BC, AC và AB. Khi đó AI, BJ, CK đồng quy tại một điểm. (Điểm này được gọi là điểm Nagel)

Bài toán 6.10(Định lý Jacobi). Cho tam giác ABC và các điểm X, Y, Z nằm ngoài tam giác thỏa ∠ABZ = ∠XBC, ∠BCX = ∠YCA và ∠CAY = ∠ZAB. Chứng minh rằng AX, BY, CZ đồng quy.

Hướng dẫn. Sử dụng định lý Ceva sin. 

Nhận xét. Nếu dùng góc định hướng thì không cần giả thiết X, Y, Z nằm ngoài hay nằm trong tam giác.       


Một số hệ quả của định lý Jacobi
Bài toán 6.10.1. Cho tam giác ABC, về phía ngoài tam giác dựng các tam giác cân DAB (DA = DB), EAD (EA = EC) và  FBC (FB = FC) đôi một đồng dạng. Khi đó AF, BE và CD đồng quy. 
Bài toán 6.10.2. Cho tam giác ABC  ngoại tiếp đường tròn (I). Gọi D, E, F là điểm đối xứng của I qua BC, AC và AB. Khi đó AD, BE và CF đồng quy. 

Các bài toán rèn luyện.
Bài 6.11.(IMO 1982/5) Trên đường chéoAC và CE của lục giác đều ABCDEF ta lấy điểm M, N sao cho AM/AC = CN/CE = r. Xác định r để B, M, N thẳng hàng.

Bài 6.12.(Korea 1997). Trong một tam giác nhọn ABC vơi AB ≠ AC, gọi V là giao điểm phân giác của A với BC và D là chân đường vuông góc hạ từ A đến BC. Nếu E và F là giao của đường tròn ngoại tiếp tam giác AVD với CA và AB. Chứng minh rằng AD, BE và CF đồng quy.

Bài 6.13.(Bulgaria 1996/2). Đường tròn ((1) và ((2) có tâm tương ứng là (O1) và (O2) tiếp xúc ngoài nhau tại điểm C, đường tròn (() tâm O tiếp xúc ngoài với ((1) và ((2). Gọi m là tiếp tuyến chung của ((1) và ((2) tại C, và AB là đường kính của O và vuông góc với m, trong đó A, O cùng phía đối với m. Chứng minh rằng AO1, BO2 cắt nhau tại một điểm thuộc đường thẳng m.  

Bài 6.14.(IMO shortlist 31th) Lấy điểm M nằm trong tam giác ABC. AM cắt BC tại D, BM cắt AC tại E, CM cắt AB tại F. Chứng minh rằng SDEF ≤ ¼ S​ABC 

Bài 6.15.(Hạ Vũ Anh). Gọi K, L, M, N là trung điểm các cạnh AB, BC, CD và DA của tứ giác lồi ABCD. KM cắt AC và BD tại P và Q, LN cắt AC và BD tại R, S. Chứng minh rằng: PA.PC = QB.QD ⇔ RA.RC = SB.SD 
Bài 6.16.(Đường tròn Mixtilinear). Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Đường tròn (I) tiếp xúc với AB, AC và tiếp xúc với (O) tại D, E, F. Chứng minh rằng DE đi qua tâm nội tiếp của tam giác ABC.

Hướng dẫn. (Pascal)

Bài 6.17.(vulalach). Cho tam giác ABC nội tiếp (O), các đường cao AA’, BB’, CC’ và trọng tâm G. Gọi A1, B1, C1 là điểm đối xứng của A, B, C qua O. Tia A’G, B’G, C’G cắt (O) tại A2, B2, C2. Chứng minh rằng A1A2, B1B2 và C1C2 đồng quy. 
Hướng dẫn. (Pascal)

Bài 6.18.(Hạ Vũ Anh). Tam giác ABC có đường cao AD, BE và CF, trực tâm H. DP ⊥ AB, DQ ⊥ AC . R là giao của DP và BE, S là giao của DQ và CF, M là giao của BQ và CP. N là giao của PS và RQ. Chứng minh rằng M, N, H thẳng hàng.  
Hướng dẫn. (Dersargues)
Bài 6.19. (2001 Australian Math Olympiad) Let A, B, C, A’, B’, C’ be points on a circle such that AA’ is perpendicular to BC, BB’ is perpendicular to CA, CC’ is perpendicular to AB. Further, let D be a point on that circle and let DA’ intersect BC in A’’, DB’ intersect CA in B’’, and DC’ intersect AB in C’’, all segments being extended where required. Prove that A’’, B’’, C’’ and the orthocenter of triangle ABC are collinear.
Hướng dẫn. (Pascal)
Bài 6.20.(1991 IMO unused problem) Let ABC be any triangle and P any point in its interior. Let P1, P2 be the feet of the perpendiculars from P to the two sides AC and BC. Draw AP and BP and from C drop perpendiculars to AP and BP. Let Q1 and Q2 be the feet of these perpendiculars. If Q2≠P1 and Q1≠P2, then prove that the lines P1Q2, Q1P2 and AB are concurrent.
Hướng dẫn. (Pascal)
7. Định lý Ptolemy

8. Bất đẳng thức Ptolemy

9. Đường thẳng Newton

10. Định lý con bướm

11. Các bài toán khác
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