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Kham pha ting dung cua cuc va dbi cuc Hoang Quéc Khdnh

KHAM PHA UNG DUNG CUA CUC VA DOI CUC

Hoang Quéc Khanh

Cue va dbi cuc 1a mot cong cu manh va thd vi ctia hinh hoc. Véi cuc va déi cuc ta c6 thé dua
ra cach nhin kha nhat quan v6i mot s6 dang toan dac trung (quan hé vuong géc, thang hang, dong
quy, ...).

Cuyc va do6i cyc ma thuong gap ¢ bac THPT 1a cuc va déi cyc véi duong tron hodc cap duong
thing. Day la mot bai viét dé cap dén‘ ing dung ciia cye va doi ciye déi véi dusng tron.

A) KIEN THUC CO BAN CAN CO:

Dé c6 thé hiéu can ké bai viét nay mdi ban doc can trang bi cho minh nhitng kién thtc co sé vé
hinh hoc phéng va vé phép nghich dao, hang diém diéu hoa, chim diéu hoa, ti giac diéu hoa, duong
tron tru’c giao, dinh 1i Pappus, dmh Ii Pascal, .

B) KIEN THUC CO SO VE cuc VA DOI cuc

DO’ VoI MQT DUONG TRON
I. DINH NGHIA:
Trén mat phang cho dudng tron (O, R) va mot diém S khéac O.
Phép nghich dio cyc O phuong tich R? bién S thanh S’
Goi d 1a mot duong thing qua S’ va vuong goc véi OS. Khi ay ta goi:
e d 14 dudng dbi cyc ctia S dbi véi dusng tron (O).
e S la cuc ctia d déi véi dudng tron (O).

Ghi chii: C6 thé nhiéu ban sé thay dinh nghia nay hinh nhu khac véi cac dinh nghia pho bién
& Viet Nam (chang han xem [2] hodc [4]) tuy nhién tac gid thay rang dinh nghia trén ngan gon hon
ma van dam béo tinh chinh xéc clia vin dé nén da chon né va cling rat vui vi thay trong [5] ciing
dung no. ;

Il. MOT SO DINH LI:

Trong muc nay, cac dinh li sé chua dua ra chiing minh ngay vi li do riéng.

e Dinh 1i 1: Tap hop cac diém P lien hgp véi diém S (cho trudc) dbi véi duong tron (O) la
duong ddi cyc ctia S. (Ta n6i hai diém S va P liéen hgp v6i nhau déi véi duong tron (O) néu dudng
tron duong kinh SP truc giao véi (O))
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Tw day ta thu dudgc:
Hé qua 1: V6i hai diém S, P trén mat phang ma P nim trén dudng dbi cyc ctia S ddi véi (O) va
SP cit (O) & M, N thi bén diém S, P, M, N lap thanh mot hang diém diéu hoa.
Hé qua 2: (Do ctia He qua 1) Véi hai diém S, P trén mit phang ma SP cat (O) é M, N thoa
méan bon diém S, P, M, N lap thanh mot hang diém diéu hoa thi P nim trén duong déi cuc cia S

va S nam trén duong ddi cyc cia P.

e Dinh i 2: OS vuong géc véi duong doi cyc ctia S.

e Dinh 1i 3: V6i hai diem S, Q, dudng déi cuc ctia S di qua @ khi va chi khi dusng déi cuc ctia
Q) sé di qua S. (Dinh li La Hire)

e Dinh 1i 4: Ba diém (khac tam dudng tron xét cyc va déi cuc) thang hang khi va chi khi ba
duong déi cic ciia chiing dong quy hoic song song.

e Dinh Ii 5: Bén diém (khac tam dudng tron xét cyc va ddi cue) 1ap thanh mot hang diém diéu
hoa khi va chi cac duibng déi cyc cia chiing 1ap thanh m(f)t'chflm diéu hoa.

I1Il. MOT SO CACH XAC DINH DUONG DOI CUC THONG DUNG:

Day sé 12 mot phan rat quan trong dé ban cé thé tuw duy nhanh theo 16i cuc dbi cuc!
B Trudng hop 1: Khi cuc S & ngoai dusng tron (O).
Ta c¢6 2 cach dung don gian sau day:

e Cach 1: Tit S ké t6i (O) hai tiép tuyén SA, SB (A, B 1a tiép diém). Khi d6 duong ddi cie ctia
S d6i véi (O) 1a AB.

Goi § ching minh: Dua vao dinh nghia.

S /0

e Cach 2: T S ké t6i (O) hai cat tuyén SAB, SCD. Gia st AD cat BC 6 E, AC ¢&t BD § F.
Khi d6 duong ddi cuc ctia S doi véi (O) 1a EF.

Goi 4 chiing minh: Gia st FE cat AB,CD lan lugt 6 M, N. Hay dung Dinh 1i Menelaus hoic
kién thiic vé ti s6 kép dé chiing minh: (SMAB) = (SNCB) = —1 rdi ding Hé qua 2 la ra.
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B Trudong hop 2: Khi ciic S nam trong dudng tron (O).

e Cach 1: Qua S dyng dudng vuong goc véi OS, duong nay cit (0) 6 A, B. Tiép tuyén ctia (O)
tai A, B cat nhau ¢ P. Khi d6 dudng ddi cic ctia S dbi v6i (O) 1a dusng thang qua P vudng goc véi
0S.

e Cach 2: Qua S duyng hai day cung AB va CD. Gia stt AD cat BC 6 E, AC cat BD & F. Khi
d6 dudng doi cuc cia S do6i véi (O) 1a EF.
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B Trudng hgp 3: S nam trén (O).
RAt don gidn: Tiép tuyén ctia (O) tai S chinh 1a dudng doi cuc ciua S déi véi (O).

S

IV. MOT SO CACH XAC PINH CUC THONG DUNG:

Diéu nay danh cho ban doc tu tim hiéu dua vao muc trén.

C) KHAM PHA UNG DUNG CUA CUC VA DOI CUC:
Nhitng bai toan dudi day déu la nhitng bai toan hay va da phan chiing cé thé giai bang

phuong phap khic, tuy nhién nhitng 18i giai dudc chon tit nhién sé thé hién § tuéng

cua bai viét. Ch}ic cac ban sé c6 nhiéu niem vui khi theo déi né. ]

I. BAI TOAN VE QUAN HE VUONG GOC, SONG SONG GIUA HAI DUONG THANG:
DPinh 1i 2 chinh 1a "cht tuéng" ctia nhitng ¥ tudng dé gidi quyét cac bai toan & muc nay.
Chiing ta hay dén vdi bai toan sau:

Bai toan 1: Cho duong tron (O) tam O va ban kinh R. Qua M vé hai day cung C'D va E'F khong
di qua tam O. Hai tiép tuyén tai C, D ciia (O) cat nhau tai A, hai tiép tuyén tai E, F ctia (O) cat
nhau tai B. Chiing minh rang OM va AB vuong géc v6i nhau.

(T7/362 - Tap chi toan hoc va tudi tré)

Giai

B

Ta xét cuc va doi cuc déi véi (O).
Duong ddi cyc ctia A 1a C'D di qua M nén dudng doi cuc cia M sé di qua A. (Dinh 1i 3) (1)
Tuong tu ¢6 duong doi cye cia M di qua B. (2)
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Tu (1) va (2) suy ra duong ddi cyc ctia M chinh 1a AB.
Dén day theo Dinh 1i 2 ta c6 diéu phai chitng minh. O
Tiép theo 1a mot dinh 1i rat ndi tiéng ctia hinh hoc phing cing cach chitng minh vo
cung ngin gon dua trén cuc va dbi cuc!

Bai toan 2 (Dinh 1i Brocard): Cho tit gide ABCD noi tiép duong tron (O). Gia stt AC' cat BD
& M, AB cat CD 6 N, AD cat BC & P. Chitng minh rang O 1a tryc tam ctia tam giac M NP.

Xét cuc va doi cuce doi véi (O).

Ta thay PM la duong doi cuc cia N nén theo Pinh 1i 2 ¢6 ON vuon goc véi PM (1).

Tuong tu ¢6: OM vuong goc véi PN (2).

T (1) va (2) suy ra diéu can chiing minh! (J

Va mot vi du y nghia nta ma cac ban nén suy nghi truéc khi doc 16i giai:

Bai toan 3: Cho tam gidc ABC can tai A. Hai dudng thang d,, d, bat ki qua A. Cac dudng thing

qua B, C tuong ting vuong goéc véi dy,ds cat nhau tai D. Duong thing qua B vuong goc véi AB
cit d; tai E. Duong thing qua C vuong goc véi AC cit dy tai F. Ching minh ring AD vudng géc
v6i EF.

Giai

Ban c6 thay xuét hién duong tron nao & dé toan khong? Ro rang 1a khong nhi?
Ding 13 bai toan khong c6 duong tron trong dé nhung xuat hién mot "yéu t6 tron" dang quan tam
la AB = AC, dé tit d6 "duong tron c6 ich" xuat hién: Dudng tron tam A ban kinh AB (goi tat 1a (A)).



Kham pha ting dung cua cuc va dbi cuc Hoang Quéc Khdnh

Xét cyc va doi cye doi véi (A).

Ta théem mot s ki hieu:

ds 13 dudng thing qua B va vuong goéc véi d;.

dy 14 duong thang qua C v vuong goc véi ds.

Dé nhan thay BE,C'F la céc tiép tuyén cta (A).

Nhan thay: Duong ddi cic ctia E sé di qua B va vuong goc véi AE, hay chinh 1a ds.
Tuong tir duong doi cyc cia F sé 1a dy.

Chi y dén Dinh Ii 3 ta sé c6 cyc ctia EF chinh 1a D. Do vay theo Dinh 1i 2 thi bai toan dugce giai
quyét! O

Tiép dén la ba bai toan c6 miic dd cao hon mot chiit:

Bai toan 4: Cho tam giac ABC véi cac dudsng cao BB, CC’. Goi E, F lan lugt 1a trung diém ctia
AC,AB. EF cat B'C' 6 K. Chting minh ring AK vuong géc véi dusng thang Euler clia tam giéc
ABC.

Giai
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Ta sé xét cuc va doi cuc doi véi dudng tron Euler clia tam gidc ABC' (ki hiéu la (S) v6i S 1a tam).
Goi I 1a giao diém ctia FB' va EC’, G 1a giao diém ctia CF va BE, H 1a giao diém ctia BB’ va CC".
Stt dung dinh 1i Pappus cho hai bo 3 diém (F,C’, B) va (E, B',C) ta suy ra H, G, I thiang hang.
Do d6 ST chinh la duong thang Euler ctia tam giac ABC' (1)

Mat khéac, cha y E, F, B',C" cing ndm trén (S) thi suy ra AK chinh la duong ddi cuc cta I, dén
day dung Dinh 1i 2 ta ¢6 SI vuong géc véi AK. (2)

T (1) va (2) suy ra diéu can chting minh. [J

Binh luan: Nhu cac ban da biét H va O la hai diém dang gidc va nhu vay bai toan sau xuét hien:
]Bai toan 4.1:\ Goi hai diém P, @ 1a hai diém dang gidc dbi v6i tam gidc ABC. Ké PH, PK lan
luot vuong goc véi AB, AC; ké QM, QN lan lugt vuong goc véi AB, AC. Gia st HK cat MN & S.
Khi d6 AS ¢6 vudng goc v6i PQ hay khong?

That tuyeét voi la ching van vuong géc véi nhau! Tuy nhién ban cing sé dé dang cam nhan duge

néu lam hoan toan tuong tu trong bai 4 thi khong "trdm" duge bai nay, néi roé rang hon 1 dinh 1
Pappus da bi roi vao thé yéu, chiing ta van dung dudc ¥ tudng ciia cuc va doéi ciic nhung can mot
cong cu khac hitu ich hon khi chitng minh tinh théng hang. Céc ban thit suy nghi xem va van dé sé

ducgc gidi quyét trong mot bai viét t6i clia tac gia...

Bai toan 5: (Hoang Quéc Khanh) Cho tam gidc ABC noi tiép dudng tron (O, R). Cac phan
giac trong BE, C'F cit lai (O) lan lugt ¢ M, N. Dudng thang qua M vuong géc véi BM cat duong

thang qua N vuong goc véi CN tai S. Chitng minh ring SO vuong goc véi EF.

Giai
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Xét cue va doi cuc véi (O).
Ta sé xac dinh duong ddi cyc ctia S, roi chiing minh né song song véi EF.

SN, SM cat lai (O) lan lugt 6 L, G.

Chu ¥ ring ta c6 C, O, G thing hang; B, O, L thing hang.

Tiép tuyén ctia (O) tai G, N cit nhau 6 Q.

Tiép tuyén cta (O) 6 L, M cat nhau ¢ P.

OP cat LM & H, OQ cit NG 6 K.

Ta thay:

Duong d6i cyc ctia Q 13 GN di qua S nén duong doi cye ctia S di qua Q.(Dinh 1i 3)

Tuong tu c6 duong ddi cye ctia S cing di qua P.

Do d6 dudng ddi cie ctia S 1a PQ.

Bay gid ta can ching minh PQ || EF.

Chit ¥ ring IE | OP, IF || OQ thé nen dé ¢6 PQ | EF ta chi cin ching minh (FI,FE) =
(QO.QP)(mod 2r)

Mit khac nhan thiy: OK.0Q = OG? = OL?> = OH.
T d6 suy ra Q, K, H, P dong vién nén (@,Cﬁ%) =
Suy ra ta can c6 (ﬁ,ﬁ) = (ﬁ(,[ﬁ)(mod 2) (%)

Ké ID, IV lan lugt vuong goc véi AC, AB chi ¥ rang:
1D

IE _ sinIED _ SWIEV (0 gy

IF 4 sin TED

(HE ,HO)(mod 27)

sin TFV
sin (A + g)
in NA M K
- 2) _smNAC  CM hpeo dinh I ham sin) = 25 (1)
sin <A+§) sin MAB BM OH
2

(Vi OK la dusng trung binh cia tam giac GNC, OH la duong trung binh ctia tam giac LBM)
Lai ¢6 IE | OH,IF || OK nen (IE,IF) = (OH,0K) (mod 2r)

Tu (1) va (2) suy ra tam giac I EF dong dang véi tam giac OK H. Do d6 (%) ding nén ¢6 diéu can
chiing minh. (J

Binh luan: Cic ban hay suy nghi vé bai toan sau:

’Béi toan 5.1:‘ Gia st AD, BE,CF la cac duong cao va H 1a truc tam cua tam giac nhon ABC.
Goi M, N lan lugt 1a giao diém ciia cac cap duong thang (DE, CF) va (DF, BE). Chting minh réng

dudng thing qua A vuong goéc véi duong thing MN di qua tam duong tron ngoai tiép tam giac
BHC. (Tap chi toan hoc va tudi tré)

Bai toan 5 dudc tac gia nghi ra doc lap véi Bai toan 5.1 nhung c6 mot diéu kha tha vi 1a hai bai
tréen gan nhu tuong duong.

Bai toan 6: Cho tit gidc ABCD ngoai tiép (I) va noi tiép (O). Tiép diém ctia (I) trén
AB,BC,CD, DA lan lugt 1a M, N, P,Q. Chting minh rang M P vuong géc véi NQ.

Giai
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E

D\ PV /c

Truong hop tit gidc ABC'D c6 it nhat 1 cap canh d6i song song thi don gidn, ta sé giai bai toan trong
truong hop con lai.

Xét cyc va doi cye doi vé6i (I). AB cat CD 6 E. AD cat BC 6 F.

Ta thay cuc cia M P la E, cuc cia NQ 1a F. Dé giai bai toan ta can chiing minh IE va IF vuong
gbc v6i nhau.

That vay:

Chti ¥ IE, IF 1an luot 1a phan gidc ciia AED,AFB.

Goi giao diém ctia IF véi AB va CD lan luot 1a S, V, ta can ching minh tam giac ESV can tai E.
Ta thay:

(S@,ﬁ) = (m,ﬁ) + (m,ﬁ) = (ﬁ,ﬁ) + (C@,C@) = (ﬁ,ﬁ)(mod 27) suy ra tam giac
ESV can 6 F.

Suy ra diéu can ching minh. [J

Bai toan 7: Cho tam gidc ABC c6 duong trong noi tiép 1a (I). Tiép diem ctia (I) trén BC,CA, AB
lan lugt 14 D, E, F. AD cat lai (I) 6 M. Dudng thang qua M vuong goc véi AD cit EF & N. Chiing
minh ring AN || BC.

Giai
A N
P
M F
e\
E I
B D C
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Xét cye va doi cye ddi véi (1).
Goi P la giao diém thit hai ctia M N v6i (I). D& thay D, P, I thang hang.
EF cit IP, A 1an luct 6 J, G.
Ta thay AM.AD = AE? = AG.AI suy ra M,G, I, D dong vien.
Do do: -
(GM,GF) = (GA,GF) — (GA,GM) = . — (DI, DM) = (MD, MP) — (DI, DM)
— (PM, PD) (mod ) '
Suy ra MGJP noi tiép.
Tu dé c6: NJ. NG=NP.NM =NE.NF.
Chi ¥ ring G la trung diém ctia FE nén suy ra (NJEF) = —1 (Theo Maclaurine) Hay N thuoc
duong ddi cuc cta J (theo He qua 2) (1).
Mat khéc duong déi cyc ctia A 1a EF di qua J nén duong ddi cyc ctia J di qua A (Dinh 1i 3) (2).
Tu (1) va (2) suy ra duong ddi cuc ciia J 1a AN, theo Dinh 1i (2) ta ¢6 I.J vuong goc véi AN.
Ma I.J vuong goéc véi BC nén suy ra diéu phai ching minh.[J

Binh luan:

C6 thé khai quat ¥ tudng ding cuc va doi cuc dé chitng minh tinh song song nhu sau: Gia sit ¢6
hai dudng thang d, d’ va duong tron (O). Dé chitng minh d || d’ ta can chitng minh tam O nim trén
duong ndi hai cye ctia d va d' d6i v6i (O) (Truong hop ¢6 mot trong hai duong di qua tam dudng
tron xét cyc va déi cyc thi don gidn hon). Va tat nhién dé chiing minh tinh thang hang lién quan téi
tam duong tron ta cé thé lam nguge lai, dieu d6 sé derC ban chi tiét hon & phan sau.

Il. CHUNG MINH TINH THANG HANG VA DONG QuY:

Day la dang tng dung pho bién va ¢6 1& duge nhieu ban quen ding nhat. Vé phan nay, cac bai
toan vi du sé c6 mitc do khong cao 1lam nhung dit dé thé hien céach thic stt dung,nhitng bai toan kho
hon sé& dugc diat ¢ phan bai tap. Ching ta sé bat dau bang bai toan sau:

Bai toan 8: Cho tam gidc ABC véi (I) 1a dudng tron ndi tiép. Tiép diém ctia (I) tren BC,CA, AB
lan lugt 1a D, E,F. Goi M, N, P lan lugt la diém chung ctia cic cip duong thang (EF, BC),
(DF,CA), (DE, AB). Chiing minh ring M, N, P thing hang.

Giai
A

10
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Xét cye va doi cye ddi véi (1).

Duong d6i cuc ctia A 1a EF qua M, nén duong ddi cyc cia M qua A. (Dinh 1i 3).

Mt khéac dé thay duong doéi cuc ctia M di qua D nén suy ra dudng doi cue ctia M 1a AD.

Hoan toan tuong tu ta co:

Dudng doi cuc ciia N 14 BE va duong ddi cuc cta P 1a CF.

Dung dinh li Ceva ta sé c6 AD, BE,CF dong quy nén theo Dinh Ii 4 ta c6 M, N, P thang hang.
D6 1a diéu phai chiing minh. [

Binh luan: Bai toan trén c6 thé mé rong nhu sau:

Bai toan 8.1:‘ Cho tam gidc ABC va ba diém D, E, F theo thi tu thuoc BC,CA, AB sao cho
AD,BE,CF dong quy va D, E, F khac trung diém doan thang. Goi M, N, P lan luot la diém chung
clia cac cap duong thang (EF, BO), (DF,CA),(DE, AB). Chitng minh ring M, N, P hang hang.

Ban c6 thé giai Bai toan 8.1 bing dinh 1i Menelaus nhung tham chi bai toan mé rong nay ciing chi

la truong hop dac biét cia dinh 1i Desargues ma thoi!
Trong bai toan 8 c6 sit dung két qua AD, BE,CF dong quy va ngay sau day to6i sé trinh

bay mot két qua mé rong hon ctia né:

Bai toan 9: (Dinh li Brianchon) Chitng minh ring ba dudng chéo clia mot luc giadc ngoai tiép

dong quy.

Giai

Ta ki hisu ABCDEF 13 luc giac ngoai tiép (O). Tiép diem ctia (O) tréen AB, BC,CD, DE, EF,FA
lan lugt 1a M, N, P,Q, R, S.

Xét cuce va doi cyce doi véi (O).

Goi I, J, K lan lugt 1 giao diém ciia cac cap dudng thang (SM, PQ),(MN,QR), (NP, RS).

11
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Dung Dinh 1i Pascal cho luc giac noi tiép M NPQRS ta c6 I,.J, K thang hang.

Theo Dinh 1i 4 thi cic duong dbi cyc cia I, J, K dong quy.

Ma dé thay cac duong ddi cyc ctia I, J, K lan lugt 14 AD, BE,CF nén ta c6 AD, BE, CF dong quy.
Nhu vay ta c¢6 diéu can ching minh! O

Bai toan sau la mot sy phat trién tir bai toan 8 va cé nhiéu diém tha vi.

Bai toan 10: Cho tam giac ABC, dudng tron noi tiép tiép xtc véi BC,CA, AB lan luct tai
D, E, F. Duong tron noi tiép tam giac DEF tiép xtc véi EF, FD, DE lan lugt tai M, P, N. Chiing
minh rang AM, BP,CN dong quy.

Giai

B D C

Goi 1,0 lan lugt 1a tam duong tron noi tiép tam giac DEF va ABC.

Goi H, K, L 1an lugt 1a giao diém ctia cac cap dudng thang (M P, EF), (M N, FD),(MP, DE).
Theo Bai toan 8 ta c6 H, K, L thiang hang. (*)

Chu y rdng DM, FN, EP dong quy nén (HMFE) = —1

Do d6 M thuoc dudng doi cuc ctia H doi véi (O) (theo Heé qua 2)

Mat khac dé thay A thuoc duong doi cyc ctia H doi véi (O) nén ta c6 AM 1a duong doi cyc ctia H
déi véi (0). (1)

Tuong tu co:

BP la dudng ddi cyc ctia K d6i véi (O).  (2)

CN la duong ddi cyc ctia L doi véi (0).  (3)

Tu (1), (2), (3), (*) va Dinh li 4 ta ¢6 diéu can ching minh. [

Binh luan: Bai toan nay c6 thé md rong nhu sau:

’Béi toan 10.1:‘ Cho tam giac ABC. D, E, F thuoc BC,CA, AB sao cho AD, BE,CF dong quy.
M, P, N thuoc EF, FD,DE sao cho DM, EP, FN dong quy. Chiing minh rang AM, BP,CN dong

quy.

12
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Chitng minh ctia bai 10.1 ban ¢6 thé tim trong [1].
Qua 3 bai toan trén han cac ban da thay ré hiéu lyc clia Dinh 1i 4 cho nhiing bai toan ¢ phan

nay. Tuy nhién c6 nhing trudng hgp ma Dinh 1i 4 lai lam phiic tap van dé va c6 thé lam bai toan

kho lén rat nhiéu béi vi viee dung cuic hodc duong doi cuc 1a phiic tap. Trong nhiing trudng hop ay

ta can linh hoat va tinh ¥ hon, khong thé cit 4p dung may moéc duge. Mot vi du hay ma ¥ tudng giai

1a phuong phap tap hop diém duge dé cap ngay sau day:

Bai toan 11: Cho tit gidc ABCD nai tiép (O). M, N lan lugt 1a trung diém ctia AB, CD. (ABN)

cat lai AB & P. (CDM) cét lai CD 6 Q. Chitng minh rang AC, PQ, BD dong quy.

(Ki hieu (ABC) 1a dusng tron di qua ba diém A, B, C.)

Khi AB || CD thi bai toan don gidn, ta sé xét truong hgp con lai:
Goi S la giao diém ctia AB va CD.

Goi d 1a duong déi cuc ctia S ddi véi (O).

Goi I 1a giao diém ctia AC va BD thi dé thay I thuoc d (1)

Ta thay: SM.SQ = SC.SD = SA.SB.

Cht ¥ M 1a trung diém ctia AB nén ta c6 (SQAB) = —1.

Theo Hé qua 2 sé c6 @ thudc d (2)

Tuong tu c6 P thudc d (3)

T (1), (2) va (3) suy ra diéu can chting minh. [J

C6 nhitng truong hop ma c6 dudng thing tham gia dong quy khéng cé cuc hoic diém
tham gia thiang hang khong c6 dudng dbi cuc véi dudng tron. Ta sé xét bai toan sau:
Bai toan 12: Trong tam giac ABC ké cac duong cao AA', BB',CC’ va goi H la tryc tam cia
tam gidc. Goi J 1a mot giao diém ciia AA’ v6i dudng tron (I) dudng kinh BC. Chitng minh ring
BC, B'C" va tiép tuyén tai J cta (I) dong quy.
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Giai

J

Goi giao diém ctia AH véi (I) 1a Jy, J, nhu hinh vé, thé thi J sé 1a J, hoac J;. Ta sé chitng minh
BC, B'C" va tiép tuyén tai J; cta (I) dong quy. (v6i Jo thi tuong tu)

Xét cye va doi cye ddi véi (1).

Ta thay BC khong hé c6 cuc, nén Dinh 1i 4 hoan toan bat Iuc!

Ta sé st dung mot phuong thic khac:

Goi giao diém ctia BC va B'C' 1a S.

Ta thay:

AH 1a duong ddi cyc ctia S, ma AH di qua J; nén duong doéi cyc cltia J; sé di qua S (Dinh 1i 3)
hay tiép tuyén tai J; di qua S. Vay ta c6 dieu can chiing minh. [J

Binh luan:

e Day 13 mot bai tap trong cudn :"Bai tap hinh hoc 10 nang cao" di kém SGK.

e Bai toan that don gian khi ta thay doi cach nhin.

e Ta thay SH la dudong déi cyc clia A nén Al vuong goc v6i SH ( Noi dung mot bai trong [3])

e B'C’ di qua cuc ctia J;J, nén cuc ctia B'C’ nam trén J;.J,, 1ap bai toan ddo va thay ddi doi chut
ta c6 thé di dén bai toan sau:

Bai toan 12.1: ‘ Cho tam giac nhon ABC. Goi M la trung diém ctia BC va BE, CF 1a cac dudng
cao clia tam giac. Lay D (khac M) 1a mot diém nim trén dudng tron ngoai tiép clia tam giac EFM
thoa man DE = DF. Ching minh rang AD vuong goc véi BC. (Mathlinks Contest)

e Trong Bai toan 12.1, nhin dinh tam gidc vuong la tryc tam clia tam giac ay thi ta c6 thé mé

rong nhu sau:

Bai toan 12.2:‘ Cho tit gide ABC'D noi tiép (O). AC va BD cat nhau 6 I. Goi H, K lan lugt 1a
tryc tam ciia cac tam giac AID va BIC. HK cat (O) 6 M va N. Goi J 1a giao diém ctia tiép tuyén
tai M, N ctia (O). S la giao diem ctia AD va BC. Chiing minh ring S, I, J thang hang.
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Tiép dén ta xét bai toan sau:

Bai toan 13: Goi O 1a tam duong tron ndi tiép ti gidc ABCD. Qua A, B,C, D lan lugt vé cac
dudng thing d4, dg, de va dp tuong tng vuong géc véi OA, OB, OC, 0D. Céac cip duong thing d4
va dp, dg va do, do va dp, dp va d4 tuong ting cat nhau 6 K, L, M, N. Ching minh rang KM va
LN céat nhau tai O.

(Trich cudc thi toan mua dong tai Bulgaria, 1996)

Giai

Xét cue va doi cuc doi véi (O).

Ta thay O khong c6 duong ddi ciic, Dinh 1i 4 lai vo dung.

Rat tha vi ring ¢ day Dinh 1i 2 lai cho thiy stic manh ctia minh!

Goi I, J, P,Q lan luct la tiép diem cta (O) tréen AB, BC,CD, DA.

Goi E, F, G, H lan lugt la giao diém ctia cac cip duosng thang: (OA, IQ), (OB, 1.J),(0C, JP), (0D, PQ).
Ta sé chitng minh K, O, M thing hang, con lai tuong tu.

Theo gia thiét bai toan ta sé co:

d4 1a duong déi cyc cua E.

dp 1a duong ddi cic cla F.

T d6 dé c¢6 EF 1a dudng ddi cuc cta K. (1)

Tuong tu thi GH 1a dudng d6i cuc ctia M. (2)

Mat khéc dé thay FF || GH (3)

Tu (1), (2), (3), Dinh 1i 2 va Tién dé Euclid ta dé c¢6 diéu can ching minh. O
Mot bai nita véi cung y tudng:
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Bai toan 14: (Hoang Qudc Khanh) Cho tam giac ABC ngoai tiép (I). Tiép diém ctia (I) trén
BC,CA,AB lan lugt 1a D, E, F. Trén BC ta lay diém M, tren AC lay diém N sao cho IM || EF,
IN || DF. Chiing minh réng AM, BN, IF dong quy.

Giai

M

Xét cue va doi cuce doi véi (1).

Ké DP, EQ lan lugt vuong goéc v6i FE, FD.

Goi giao diém ctia AM va BN 1a S, ta sé chitng minh I, F, S thing hang.
Ta thay duong ddi cyc ctia M phéi di qua D va vuong goc v6i IM ma IM || EF nén suy ra DP la
duong doi cic cia M.

Suy ra P thuoc duong doéi cuc ctia M (1)

Ma P thuoc EF la duong doi cyc clia A (2)

T (1), (2) va Dinh 1i 3 ta sé suy ra AM la duong ddi cuc ctia P (3)
Tuong tu BN la dudng déi cyc ciia Q (4)

T (3), (4) va Dinh 1i 3 ta lai suy ra duong doi cuc ctia S 1a PQ.

Mit khac (PF, PQ) = (DE,DQ) = (FB, FQ)(mod )

Suy ra PQ || AB.

Tu d6 dé c6 diéu can chiing minh. O

Hai bai sau lay y tuéng chinh tir [1]:

Bai toan 15: Goi M, N, P la cac giao diém clia dudng tron noi tiép tam gidac ABC véi cac canh
AB, BC,CA tuong ting. Chiing minh rang tryc tam tam giac M NP, tam duong tron noi tiép tam
gidc ABC, tam dudng tron ngoai tiép tam gidc ABC thing hang.

(1995 Iranian Math Olympiad)

Giai
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Goi (1), (0) lan lugt 1a cac dudng tron noingoai tiép tam gidc ABC.
Goi H la tryc tam tam giac M N P.

Xét cuc va doi cuc doi véi (7).

Ké ND vuong goc véi M P, M E vuong goc véi N P.

Trén BC' lay diém S sao cho I.S vuong goc véi ND.

Trén AB lay diém V sao cho IV vuong goc véi ME.

Thé thi V'S sé la duong ddi cyc ctia H nén V.S vuong goc véi TH (1)
Bay gio dé ¥ tiép:

(IS, 1B) = (I3, TA) + (IA, 1) = Tl (C1,CB) = (C1,CB) (mod 2r)
Nén: SI? = SB.SC

= S thudc truc dang phuong ctia (1, 0) va (O).

Tuong tu V ciing thuoc truc ding phuong ctia (1,0) va (O).

Do d6 V'S vuodng géc véi Ol (2)

Tu (1) va (2) s6 dé c6 diéu can chitng minh. OJ

Binh luan:

e Bai todn nay c6 mot hé qua don gian sau:

’Béi toan 15.1:‘ Goi D, E, F 1a chan ciac duong cao clia tam giac ABC. Dudng tron noi tiép tam

gidc DEF tiép xtc v6i cac canh tai G, H, I. Chiing minh rang hai tam giac ABC va GHI c¢6 chung
duong thang Euler. (Balkan Senior 1990)
e Ching ta ciing c¢6 thé xét van dé tuong tu véi tit giac, ban doc c6 thé tir suy nghi xem sao béi rat

tha vi vi n6é van dung!

Bai toan 16: Cho tam gidc ABC khong can, cac phan giac ngoai cac goc A, B, C cit cac canh doi
dién lan lugt tai A’, B, C’. Chting minh rang A’, B, C’ thing hang va dudsng thing A’B'C’ vuong
gée voi OI, trong d6 O va I 1an luogt 1a tam dudng tron ngoai tiép va noi tiép tam giac ABC.
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Giai

Tiép diém ctia dusng tron (I) noi tiép tam giac tren BC,CA, AB lan lugt 1a D, E, F.

Goi M, N, P lan lugt la trung diém ctia FE,FD, DE.

Xét cye va doi cye ddi véi (1).

Ta thay AA’ 1a duong déi cic ctia M nén A’ thuoe duong ddi cie ctia M.

Ma A’ thuoe BC la duong doi cuc ctia D nén tit Dinh 1i 3 sé ¢6 dudng doi cuc ctia A’ 1la DM (1)
Tuong tu dudng ddi cyc cia B/, C’ 1an lugt 1la EN, FP. (2)

Chu y DM, EN, FP dong quy tai trong tam G cta tam giac DEF (3)

Tit (1), (2), (3) va Dinh 1i 2, 3 ta c6 A, B',C’ thang hang va duong thang A’B'C’ vuong goc véi
IG (1a dudng thang Euler ciia tam giac DEF).

Két hop diéu nay véi két qua Bai toan 15 ta c6 diéu can chu:ng mlnh U

Ill. CHUNG MINH DUONG THANG DI QUA DIEM CO DINH:
V6i Pinh 1i 3 ta ¢6 mot cong cu kha hitu ich dé giai quyét dang bai nay. Trudc tién sé

la mot bai toan quen thudc:

Bai toan 17: Cho duong tron (O) va mot dudng thang d nim ngoai (O). Mot diém S chay trén
(O). Tt S ta ké t6i (O) hai tiép tuyén SA, SB (A, B la tiép diém). Chitng minh ring khi S chay
trén d thi AB luon di qua mot diém c6 dinh.

Giai
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Xét cuce va doi cuc doi véi (O).

Goi I 1a cuc cia d, vi d ¢b dinh nén I c¢6 dinh.

S thuoc d suy ra dudng ddi cuce ctia S sé di qua cuc cia d hay AB di qua I ¢6 dinh. O
Binh luan: Y tudng 1a chuyén bai toan di qua diém ¢ dinh thanh bai toan quy tich nho Dinh i
2 va Bai toan 17 da dudc gidi quyét that gon nhe. Ta sé dliing ¥ tudng ay trong mot bai todn thu
vi hon sau day:

Bai toan 18: Trong mat phang cho duong tron (O) ¢6 dinh ban kinh R. Cho A, B 1a hai diém c6
dinh nam trén (O) sao cho ba diém A, B, O khong théng hang. Xét mot diém C nim trén dudng

tron (O), C khong tring v6i A va B. Dung duong tron (O;) di qua A va tiép xtc v6i duong thang
BC & C; dung duong tron (O;) di qua B va tiép xtc véi dusng thang AC ¢ C. Hai dudng tron nay
cit nhau tai diém tht hai D khac C. Chitng minh ring:

1) CD < R.

2) Duong thang C'D luon di qua mot diem c6 dinh, khi diém C di dong trén dusng tron (O) sao
cho C khong trung véi A va B. ((O) ki hiéu duong tron tam O).

(Trich bai thi HSG quéc gia Viét Nam bang A niam hoc 2004-2005)

Giai

Cau 1:

Ta thay O,C L CB,00, 1 CB.

suy ra O1C || OO,

Tuong tu O,C || OO;.

Suy ra O0O;CO5 la hinh binh hanh.

Nén 0,0, di qua trung diém cta OC.

Ma 0,0, di qua trung diém ctia C'D nén 0,0, || OD.
Lai vi 0,0, L CD nén ODC = 90°.

T d6 sé c6 CD < OC(= R).
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Cau 2:
Chu ¥ réng:
(DA,DB) = (DA, DC) + (DC,DB)
_ (0:14,0,0) : (O:C0:8) _ o4, ¢B) = (04, 0B) (mod =)
Suy ra A, D, O, B dong vién.
Ta thay OD, AB, tiép tuyén tai C ctia (O) lan lugt 1a cac truc ding phuong clia titng cip dudng
tron (ADOB) va (COD), (O) va (ADOB) , (O) va (COD,).

Do d6 3 duong néi trén dong quy ¢ mot diém S.

Xét cuce va doi cue doi véi (O).

Chi y duong déi cie ctia S phai di qua C' va vuong goc véi OS nén CD la duong doi cuc ctia S.
Vi S thuoc AB ¢6 dinh nén CD sé di qua cyc clia AB 1a mot diém ¢ dinh. D6 1a diéu phéi ching
minh. []

Ban da thay sy hitu dung ctia Dinh 1i 3 trong dang toan nay roi nhi? Thé nhung khi duong
thing can chiing minh di qua diém c6 dinh lai di qua tam duong tron xét cuc va déi cuc thi sao?
Duong théng ay ro rang 1a khong c6 cye vay thi ta phai lam thé nao? Biét truong hop nay la sé gap
phai nhung do thoi gian gap 1t nén minh chi tim duge bai toan kha don gian (nhung thé hien duge
¥ tuéng) nhu sau:

Bai toan 19: (Hoang Quéc Khanh) Cho géc 20y cb dinh va mot diém A c6 dinh nam trén tia
Ox. Duong tron (I) thay d6i nhung luon tiép xtic v6i véi hai tia Oz, Oy. Goi tiép diém ciia (1) trén
Oz, Oy lan lugt 1a B, C. Tt A ta ké tiép tuyén AD t6i (I) (D la tiép diém, D khac B). OI cat BD
& E. Goi d la dudng thang qua I va vuong goc véi CE. Chitng minh rang khi (I) di dong (nhung

thoéa man diéu kién bai toan) thi d luon di qua mot diém c6 dinh.

Giai

A

Xét cyc va doi cye ddi véi (I). d cat Oy 6 F.
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Duong ddi cuc ctia F' 1a CE (qua E) suy ra duong ddi cuc ctia E sé di qua F' (Dinh 1i 3) (1)
Duong dbi cuc ctia A 1a BD (qua E) suy ra duong doi cuc cia F sé di qua A (Dinh 1i 3) (2)

T (1), (2) va Dinh 1i 3 ta suy ra AF la dudng d6i cuc cta F.

Theo Dinh 1i 2 ta c6 AF vuong goc v6i E1, ma ET 1a phan giac goc Oy nén dé c6 F ¢d dinh.
Tt d6 c6 diéu can chitng minh. O

IV. LIEN QUAN DEN BAI TOAN QUY TICH:

Phuong phap & phan nay hitu ich véi nhitng bai ma quy tich can tim cé dang thing.
Ngudc lai v6i phan trén, ta sé quy bai toan quy tich vé bai toan ching minh dudong
thang di qua diém cbé dinh!

Hy vong ban sé nim dudc tu tudng binh phap qua hai bai toan sau:

Bai toan 20: Cho dudng tron (O, R) va diém A ¢6 dinh nim trong dudng tron. Diém B di dong

tren duong tron (O). Qua O vé duong thang vuong goc véi AB cét tiép tuyén tai B ciia dudng tron
tai C. Tim tap hop diém C.
(Dé kiém tra chon d6i tuyén hoc sinh giéi toan quan 3, TP. Ho6 Chi Minh 2001-2002)

Giai
B

B Phan thuan: Xét cyc va dbi cye déi véi (O).

Ta thay dudng doi cuc ciia C la duong thing qua B vuong goc véi OC nén AB chinh la duong déi
cuc cua C.

Goi d 1a duong déi cuc ciia A. Dé thay d c6 dinh.

Vi duong déi cie ctia C di qua A nén C thudc d.

Dén day cac ban hay tu han ché tap hop diém lai roi tién hanh phan déo. O

Bai toan 21: Trong mit phang cho hai duong tron ¢6 dinh (Oy), (O,) tiép xtic nhau tai diém M
va ban kinh dudng tron (O,) 16n hon ban kinh dusng tron (O;). Xét diém A nam trén duong tron
(O,) sao cho ba diém Oy, Oy, A khong thang hang. Tt A ké cic tiép tuyén AB va AC dén dudng
tron (O;) (B, C la tiép diém). Cac dudng thing M B va MC cit lai dudng tron (O,) tuong ting tai
E va F. Goi D la giao diém ctia dudng thang EF va tiép tuyén tai A clia dudng tron (O,). Chiing
minh ring diem D di dong trén mot duong thang c6 dinh khi A di dong trén dudng tron (Oy) sao
cho ba diém O;, O,, A khong thang hang.

(HSG qubc gia Viet Nam bang A nim hoc 2002-2003)

Giai
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C6 hai truong hop la tiép xic trong hoac ngoai véi nhau. 0 day sé giai khi chtng tiép xtc ngoai, khi
tiép xuc trong thi hoan toan tuong tu.

AM cidt lai (01) 6 G.

Tiép tuyén cua (O;) tai G, M cat nhau & H.

Xét cyce va doi cyc doi véi (Oy).

Ta thay:

Duong déi cyc ciia H 1a MG di qua A nén duong dbi cie clia A sé di qua H, néi cach khac B, C, H
thang hang. Trong phép vi tu tam M bién (O;) — (Os) thi:

B—E C—F G— A

Suy ra: H — D qua phép vi ti ay.

Do dé6: D, M, H thing hang.

Lai cht y HM la tiép tuyén chung ctia nén D luon thudc mot dusng c6 dinh 13 tiép tuyén chung ctia
(01),(0:). O

V. MOT SO BAI TOAN KHAC:

6] day sé c6 bai toan khac nhitng dang bai trén nhung ciing c6 nhitng bai toan dua trén
nhitng dang bai ay.

Bai toan 22: Cho ABC 1a mot tam gidc va O 1a tam dudng tron ngoai tiép ctia n6. Cac duong
thing AB va AC cét lai duong tron ngoai tiép tam giac BOC & By, C tuong tng. Goi D la giao
diém ctia BC va B;C,. Chting minh réing dudng tron tiép xtc véi AD tai A va c6 tam nim trén
B, C} truc giao véi duong tron dusng kinh OD. (MOP 1997)

Giai
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Goi (I) 1a duong tron tiép xtc v6i AD tai A va ¢6 tam nam tren B,C).
Xét cue va doi cuce doi véi (1).

Ta thay: (AB;, AC)) = (0B,0C) (01372010)
= C1A=C\B (1)

Ma OA = OB (2)

Tu (1) va (2) suy ra: C10 L AB (3)

Tuong tu: B1O L AC (4)

Tu (3) va (4) suy ra AO L ByCh.

Tt day sé dé c6 O thuoc duong doéi cyc ciia D va theo Dinh 1i 1 sé c6 diéu phai chiing minh. [J

(mod )

Bai toan 23: Cho tit giac ABC'D nai tiép (O). AC cat BD & I. Goi M, N lan lugt 1a giao diém tht
hai clia céc cip duong tron: (AOB) va (COD), (BOC) va (AOD). Ching minh rang O, I, M, N

dong vien.

Xét cue va doi cuc doi véi (O).
Céach 1:
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Ta thay AB,OM,CD lan lugt la truc dang phuong clia cac cap dudng tron (AOB) va (O); (AOB)
va (COD); (COD) va (O) nén AB,CD,OM dong quy ¢ mot diém ma ta goi 1a S.

SO cét (O) 6 E, F.

Ta thay:

SE.SF = SA.SB = SM.50

Chi ¥ ring O 1 trung diem EF nén ta c6 (SMEF) = —1, do d6 M thugc dudng ddi cyc ctia S (1)
Ma [ ciing thuoc dudng déi cuc cia S (2)

Tit (1) va (2) suy ra IM la duong déi cuc ciia S, do d6 TMO = 90° (3)

Tuong t 6 INO = 90°(4)

T (3) va (4) suy ra diéu can chiing minh.

Céach 2:

Xét phép nghich dao cyc O phuong tich R%:

A— A B— B,C—C,D— D

Do d6: (AOB) — AB,(COD) — CD

Nen M — S (a)

Tuong tu N — J (J 1a giao diém ctia AD va BC) (b)

Goi I’ 1a &nh clia I qua phép nghich dao ay. (c)

Vi SJ la dudng doi cyc ctia I nén theo dinh nghia ta sé c6 I’ thuoc SJ, hay S, I’, J thang hang.(d)
T (a), (b), (c) va (d) ta c6 diéu can chiing minh. OJ

Bai toan 24: Cho tit giac ABC'D noi tiép (O). AB cat CD & E, AD cat BC' 6 F, AC cat BD 6
I, OI cat EF ¢ H. Chiing minh réng AHD = BHC.

Giai

Xét cuc va doi cuc doi véi (O).

EF 1a duong déi cyc ctia I nén khi AC cat FE 6 J thi (JIAC) = —1.
OI cit EF 6 H thi OH 1. EF

Tit hai didu d6 suy ra HI la phan gidc ctia AHC (1)

Tuong ty thi HI la phan giac cia BHD (2)

T (1) va (2) suy ra diéu can chiing minh. O

Bai toan 25: Goi L, N tuong tng la trung diém cac duong chéo AC, BD ciia ti gidc noi tiép
ABCD. Gia sit NB la phan giac cta ANC. Chiing minh rang LA 14 phan giac cla BLD.
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Truong hop AC' va BD vuong géc véi nhau khé don gian, xin danh cho ban doc, 6 day sé xét khi
chiing khong vuong goc.

Xét cye va doi cuce doi véi dudng tron (O) ngoai tiép ABCD.

AC va BD cat nhau 6 P.

Goi d 1a duong déi cyc cia P.

Goi giao diém ctia cac cap duong thang (LO, BD) va (NO, AC) lan lugt 1a Q, R.

Do BD la phan giéc ciia ANC va ON L BD nén dé 6 (ACPR) = —1 = R thuoc d (1)

Mit khéc do QL L PR, RN L PQ nén OP L QR (2)

Tu (1) va (2) suy ra ngay PR la d.

Tu d6 sé co: (BDPQ) = —1, két hop v6i m = 90" 1a thu dugc diéu phai ching minh. [

Bai toan 26: Cho tam giac ABC nhan (I) 13 tam dudng tron noi tiép. Tiép diém cta (1) trén
BC,CA,AB lan lugt 1a D, E/, F. Phan giac trong tai I ciia tam gidc BIC cat BC & M. AM cat
FE & N. Chting minh rang DN la phan giac ctia goc EDF.

Giai
AA
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Xét cye va doi cye ddi véi (1).

Goi P 1a giao diém ciia (I) va doan IA.

Trén BC lay diém @ sao cho IQ vuong goc véi PD.

Ban hay chitng minh /@) la phan giac ngoai tai I ctia tam giac IBC.

T do sé co: (QMBC) = —1.

Nen A(QNFE) = —1.

Suy ra néu EF cat AQ 6 S thi (SNFE) = —1 tit d6 dé c6 SA 1a duong déi cye ctia N, nén @ thuoc
duong déi ciyc cia N.

Tu Dinh 1i 3 ta ¢6 N thudc dudng doi cyc cia S.

Ma dé& thay DP la dudng déi cyc ctia S nén D, N, P thang hang, tit d6 c6 diéu can chting minh. O
Bai toan 27: Cho tam gidc ABC ndi tiép dudng tron (O) va ¢6 K la diém Lemoine (Diém dong
quy ciia ba duong ddi trung). AK, BK,CK cit lai (O) tuong ting ¢ D, E, F. Chiing minh rang K

ciing la diém Lemoine ciia tam gidc DEF.

Giai
Truée hét tac gia xin nhic lai mot bd dé dep, 1a mot két qua can ban mang tinh nén tang khi tim
hiéu vé cac duong déi trung nhu sau:
B6 dé: Cho tam giac ABC noi tiép (O). Céc tiép tuyén ctia (O) tai B, C cit nhau ¢ S. Khi d6 AS
1a duong doi trung clia tam gidc ABC.
Chitng minh ctia n6é dé nghi cac ban tu tim hiéu.

B Tr6 lai bai toan cua ching ta.
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Xét cue va doi cuce doi véi (O).
e Néu tam gidc ABC' déu thi rat don gian.
e Néu tam giac ABC vudng hoac can thi ¥ tudng gidi sau van thuc hién duge bang cach chon dinh
thich hop. Cu thé 1 gia sit tam gidc d6 vuong hoic can & C.
Tiép tuyén ctia (O) tai B va C' cit nhau 6 T.
Tiép tuyén ctia (O) tai E va F cat nhau ¢ S.
Dua vao b6 dé ta da c6 A, K, D, T thaing hang.
Bay gio, néu goi I 1a giao diém ctia EF va BC thi ta lai thay ngay S, D, K thing hang vi ciing thudc
dudng déi cuce ctia I,do d6 theo bd dé thi c6 DA 1a duong déi trung clia tam giac DEF.
Tuong tu cac ban ciing chiing minh dudge EB 1a duong déi trung clia tam giac DEF, dén day thi
con gi dé néi nhi? O

27 bai toan da qua di, mot cach khach quan ma néi thi véi mot ngudi méi bat dau hoc Cuc va
D6i Cuc thi n6 la mot chang duong mang lai nhiéu diéu méi mé, con déi v6i nhitng nguoi da c6
kién thiic vé Cuc va D6i Cuc thi n6 1a mot ching dudng ra sao? Tat nhién ma 29 khong thé tra
161 duge cau héi nay vi dé 1a cam nhan ciia mdi ngudi, tuy nhién ma 29 thiyc su hy vong ké ca véi
cac ban da co6 kién thic vé Cuc va Dbi Cuc trude do roi thi qua 27 bai toan do6 sé c¢6 it nhat mot
didu bo ich vd mdi mé véi cac ban. Hy vong cac ban sé réen luyén tot véi cac bai tap dé nghi dudi
day, ching la nhitng bai toan dugc chon kha tuong thich v6i nhitng ki thuat dung & trén. Theo ¥
kién chii quan ciia téc gid thi néu ban giai duge 25 bai trong s6 do6 trd lén tic 1a ban da hiéu kha 16

tu tudng va dung ¥ ma tac gid mudn truyen dat.
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V. BAI TAP DE NGHI:
Bai 1: Tt mot diém P & ngoai mot dudsng tron tam (O), ké hai tiép tuyén v6i duong tron tai A, B.
Goi M la diém trén doan AB va cho C, D la cac diém trén dudng tron sao cho M la trung diem CD.
Gia st cac tiép tuyén ctia dudng tron tai C, D cit nhau ¢ Q. Chting minh OQ vuong goc véi PQ.
(Thi chon d6i tuyén IMO lan 3, Hong Kong 1997)
Bai 2: Cho tam giac ABC. Duong tron noi tiép (I) tiép xtc véi BC,CA, AB lan lugt tai D, E, F.
K 13 mot diém bat ky thuoc duong thang EF. BK, CK cat AC, AB lan luct tai E, F'. Chting minh
rang E'F’ tiép xtc véi (I).
Bai 3: Cho tam gidac ABC. Duong tron (I) noi tiép tam giac tiép xtc véi cac canh BC,CA, AB
lan lugt tai K, L, M. Duong thang qua B va song song véi MK cit LM, LK lan lugt & R, S. Ching
minh ring goéc RIS nhon.
Bai 4: Cho tam gidac ABC ngoai tiép (I). Tiép diém ctia (I) tren BC,CA, AB lan lugt 13 D, E, F.
Trung tuyén ting v6i dinh A ctia tam giac ABC cat EF tai J. Chitng minh réng D, I, .J thing hang.
Bai 5: (Hoang Qudc Khanh) Cho tam gidac ABC khong can ngoai tiép (I). Tiép diém ctia (1)
tren BC,CA, AB lan lugt 1a D, E,F. DE cit AB & P. Mot dudng théing qua C cit AB, FE lan
lugt 6 M, N. PN cat AC 6 Q. Chitng minh rang IM vuong goc véi FQ.
Bai 6: Cho tit giac ABCD ngoai tiép (O). Tiép diém thudc cic canh AB, BC,CD, DA lan lugt 1a
M,N,P Q. AN, AP cat (O) tai E, F. Chiing minh rang M E, QF, AC dong quy.
Bai 7: Cho dudng tron (O), duong kinh AB. Tit diém C trén AB nidm bén ngoai (O) ké cat tuyén
CDE. Goi OF la dudng kinh ctia dudng tron ngoai tiép tam giac BOD c6 tam 1a O,. Duong thang
CF cét lai duong tron (O;) 6 G. Chiing minh ring O, A, E, G cing ndm trén mot duong tron.
(2006 China Western Math Olympiad)
Bai 8: Cho doan AB cb dinh, C 1a mot diém di dong trén tia ddi ctia tia BA. V& dusng tron (O)
duong kinh BC. Tt A ké t6i (O) hai tiép tuyén AD, AE (D, E 1a tiép diém). BD cat CE & M. Tim
quy tich diem M.
Bai 9: Cho dudng tron (O) va diém A nam ngoai (O). Hai cat tuyénAM N, ABC thay doi qua A.
Goi K la giao diém thtt hai ciia (ABN) va (ACM). Tim tap hgp diém K.
Bai 10: Cho tam giac ABC, cac duong cao AA’, BB',CC’'. B'C',C'A’, A’B' 1an luot cat BC,C A, AB
tai M, N, P. Chiing minh ring M, N, P thang hang v& duong thang M N P vuong goéc véi duong thing
Euler ctia tam giac ABC.
Bai 11: Cho tam giac ABC ¢6 goc A nhon, noi tiép duong tron (O). Dudng cao AD. AO giao v6i
BC tai E. F la giao diém ctia hai tiép tuyén v6i (O) tai B va C. AF cit (O) tai P. Chiitng minh
rang (O) tiép xtc véi (PDE).
Bai 12: Cho tit giac ABCD ngoai tiép (O). Goi E, F 1a giao diém ctia BD v6i (O). H 1a hinh chiéu
ciia O len AC. Chitng minh ring: BHE = DHF. (T7/317 tap chi Toan hoc va tudi tré)
Bai 13: Mot duong tron tam O di qua cac dinh A va C clia tam giac ABC va cit lai cdc doan
AB, BC lan lugt 6 K va N. Duong tron ngoai tiép ctia tam giac ABC vd KBN céit nhau tai hai
diém phan biet B va M. Chitng minh ring géc OM B vuoéng (IMO 1985).
Bai 14: Cho duong tron noi tiép (O) clia tam gidac ABC. Goi M la trung diém ctia BC. AM cat
(O) tai K va L. Qua K ké dudng thang song song véi BC cit (O) tai diém thit hai 1a X ,qua L ké
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dudng thang song song v6i BC' cit (O) tai diem thit hai 1a Y. AX va AY cit BC lan lugt & P va
Q. Chiing minh ring BP = CQ (Iran TST 2006)

Bai 15: Hai duong tron C; va Chcit nhau tai hai diém A, B. Mot diém P thay déi trén duong tron
C1, P khac A va B. Cac duong thang PA, PB lai cit C, theo thit tu tai D va E. Goi M la trung
diém DE. Chitng minh ring duong thang PM di qua mot diém c6 dinh.

(Bai T5/292 tap chi Toan hoc va tudi tré)

Bai 16: Cho tam gidc ABC ngoai tiép (I) va ndi tiép (O) v6i cac tiép diém clia dudng tron noi tiép
tam giac tren BC,CA, AB lan lugt 1a D, E, F. Goi A’, B',C’ lan luct la trung diém ciia cac duong
cao ké tit A, B, C. Ching minh rang DA’, BE',CF',OI dong quy.

Bai 17: Cho tit gidc 16i ABCD. Ki hiéu O la giao diém ctia AC' va BD. Biét BO la duong déi trung
ciia tam giac ABC va DO la duong ddi trung ctia tam gidc ADC. Chiing minh rang AO la duong
d6i trung ctia tam giac ABD. (IMO Team Preparation Contest, Romania 2006)

Bai 18: Mot tt gidc 16i ABCD (AC # BD) noi tiép trong mot duong tron tam O. Goi E 1a giao diém
ctia AC' va BD, P 1a mot diém nim trong ABC D va théa mén: PAB+PCB = PBC+PDC = 90°.
Chitng minh ring O, P, E thang hang. (China Hong Kong Math Olympiad 2006)

Bai 19: (Hoang Qudc Khanh) Cho tit gidc ABCD ngoai tiép (O). Tiép diém ctia (O) trén
AB,BC, DA lan lugt 1a M, N, Q. Duong thang qua O song song v6i M N cat AB & E, dudng thang
qua O song song véi MQ cit AB ¢ F. Ching minh rang DFE || CF.

Bai 20: (Hoang Qudéc Khanh) Cho tit gidc ABC'D ngoai tiép (O). Tiép diém clia (O) trén
AB, BC,CD, DA lan luot 1a M, N, P,Q. MN c&t PQ & E, MQ c¢it PN 6 F, EB cit FA G I, ED
cat F'C' ¢ J. Chimg minh rang EF, AD, BC,1J dong quy.

Bai 21: Cho dudng tron (O) duong kinh BC' va mot diém A nam trén duong tron. Ké AH vuong
goc véi BC. Dung duong tron tam A ban kinh AH cit (O) ¢ E, F. Ching minh rang EFF di qua
trung diém ctia AH.

Bai 22: Cho tam gidc ABC véi céc tiép diém ctia dudng tron noi tiép (I) tren BC,CA, AB lan lugt
la X,Y, Z. Goi D, E, F 1a ba diém nam trén cic canh BC,CA, AB tuong tng. Tt D, E, F ké t6i (1)
cac tiép tuyén (khac canh tam giac) DX’, EY’, FZ'. Chiing minh rang AX', BY’,C'Z' dong quy khi
va chi khi D, E, F thing hang hoac AD, BE, CF dong quy.

Bai 23 (Hoang Qudc Khanh) Cho ti giac ABCD ngoai tiép (O). Tiép diém ctia (O) trén
AB,BC,CD,DA lan luct 1a M, N, P,Q. Goi d la dudng thang qua C va vudng goéc véi OC. Goi
E, F lan luct 1a giao diém ctia NQ, M P déi véi d. Cho biét AD, BC, M P dong quy, hay chitng minh
EB,FD,OC dong quy. Diéu ngugc lai c6 dung khong?

Bai 24: Cho tit gidc ABCD ngoai tiép (O). Dudng thang qua A vuong géc véi AB cit BO & M.
Dudng thang qua A vuong goc véi AD cat DO & N. Chitng minh ring M N vuong goc véi AC.
Bai 25: (Hé qua tit mot bai toan cua Virgil Nicula) Cho duong tron tam (O) véi day cung
AB. Trén AB lay hai diém C, D sao cho B la trung diém C'D. Goi M N 1a mot dudng kinh ctia (O)
vuong goc véi AB. MC, M D cat lai (O) lan lugt 6 P, Q. NC, ND cét lai (O) lan lugt § E, F. Chiing
minh ring EF, PQ, AB dong quy.

Bai 26: Cho duong tron (O) va diém A c¢6 dinh nim ngoai né. Goi (O') 1a dudng tron thay doi
nhung luon di qua A va tryc giao véi (O). Chitng minh rang day cung chung ctia (O) va (O') luon
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di qua mot diém c6 dinh.

Bai 27: (Hoang Qudc Khanh) Cho dusng tron (O) va dudng kinh BC ¢b dinh. Mot diem A di
dong trén dudng tron. Ké AH vuong goc véi BC. Goi M 1a trung diém ctia AH. BM cit lai (O) &
N. Tiép tuyén tai N ctia (O) cit AC' & P. Tim tap hgp diém P.

Bai 28: (Hoang Qudc Khanh) Cho tam gidc can ABC tai A noi tiép duong tron (0). Ké dudng
kinh AD ctia duong tron. S 1a mot diém di dong trén dusng tron. SB cit AC 6 M, SD cat BC &
N. Chitng minh ring M N luén di qua mot diém cb dinh.

Bai 29: (Hoang Qudc Khanh) Cho tit gidc ABCD ngoai tiép (O). Tiép diém ctia (O) trén
AB,BC,CD,DA lan luot 1a M, N, P,Q. MQ cat BC,CD lan lugt 6 E, F. NP ciat AD, AB lan lugt
4 G, H. Chitng minh rang F'G,QP, AC, MN, EH dong quy.

Bai 30: Cho tam gidc ABC véi I la tam duong tron noi tiép. Ching minh ring cac duong thing
Euler ctia cac tam giac IBC, IC A, IAB va ABC dong quy. (Dinh li Schiffler)

Bai 31: Cho tam giac ABC noi tiép (O). K € (0). AK cat tiép tuyén tai B,C cua (O) tai M, N.
CM, BN cit nhau tai H. Chiing minh ring K H di qua mot diém c6 dinh.

Bai 32: Mot duong tron cat cac canh BC,CA, AB ctia tam giac ABC lan luct tai Dy, Dy; Ey, Es;
F\,Fy. D\E, cat DyF, 6 L, E\F, cat ExDy 6 M, Fy D, cat FyE, 8 N. Chitng minh rang AL, BM va
CN dong quy. (2005 Chinese Math Olympiad)

Bai 33: Tit diém A nam ngoai (O), ta ké hai tiép tuyén AB, AC t6i (O) (B,C la cac tiép diém)
va hai cat tuyén AEF, AMN.CE cit BM &I, C'F cat BN & J. Chitng minh ring A, I, J thang hang.

N6i rieng vé Bai toan 33, thyc ra né khong phéi 1a mot bai toan khé (khi dung cyc va doi
cyc) tuy nhién nhu cdc ban thay né ciing kha dep mat, va con mot diéu tuyet voi hon nita né chi 1a
truong hop suy bién clia mot bai toan kha sau sic c6 18 sé duge trinh bay trong mot bai viét khac
clia tac gid va mot ngudsi ban rat than. Tat nhién tai sao ban doc lai khong thit mé rong né nhi?

Chiic cac ban thanh cong nhé.
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D) TAI LIEU THAM KHAO:
[1] Mot s6 bai toan dung cuc va doi cuc - NeverStop (diendantoanhoc.net)
[2] Cuic va ddi cyc - Duong Btiu Loc THPT chuyén Tran Dai Nghia
[3] Bai tap nang cao va mot s6 chuyén dé hinh hoc 10 -Nguyén Minh Ha, Nguyén Xuan Binh - Nha
xuat ban Gido Duc
[4] Céc phép bién hinh trong mat phang - Nguyén Mong Hy -Nha xuat ban Gido Duc
[5] Projective Geometry - Milovoje Luki’c
[6] Tap chi todn hoc va tuoi tré - Nha xuat ban Gido Duc
[7] Tuyén chon cic bai toan tit nhitng cudc thi tai mot s6 nuéc Dong Au - Nguyén Van Nho - Nha
xuat ban Gido Duc
[8] Harmonic Division and it’s Applications - Cosmin Pohoata
[9] Variations of the Steinbart Theorem - Darij Grinberg
[10] http://forum.mathscope.org/showthread.php?t=1838
[11] Pole and Polar - Kin Y.Li
[12] http://forum.mathscope.org/showthread.php?p=27220
[13] Céc chuyen dé hinh hoc boi dudng hoc sinh gidi toan Trung hoc c¢o s6 - Tran Van Tan
[14] Bai tap nang cao va mot s6 chuyén dé hinh hoc 11 - Tran Van Tan.
[15] Episodes in nineteenth and twentieth century Euclidean geometry - Ross Honsberger
[16]

16] Hang diém diéu hoa -Nét dep quyén rit trong hinh hoc - Kim Luan (diendantoanhoc.net)
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E) DOI DIEU TAM SU:

Ung dung clia cuc v d6i cuc déi véi duong tron da 1a mot dé tai khong con méi, da c6 nhidu tac
gid khai thac va ciing kha day di. ma 29 viét chuyén dé nay v6i mong mudn hé thong cac tu tudng
tng dung, diéu do6 1a quan trong,bdi nhd né ma ta khong chi c6 thé giai todn ma con cé thé sang tac
thém mot s6 bai tap.

Bai viét duge hoan thanh véi nhitng nd lyc nhat dinh nhung van con ton tai nhitng van dé lam ban
than tac gia khong hai long 1am nhung do nang lic ¢6 han nén ma 29 sé chinh sita dan dan, ngoai
ra rat mong nhan dudc tit cac ban nhitng gép ¥ thiét thuc. Hy vong rang qua 60 bai toin trén cuc
va dbi cyc sé 1a mot cong cu gan giii v6i ban doc va cang hy vong hon,nhd cyc va déi cic, cic ban

sé 1a tac gia ctia nhiéu bai toan hap dan!

Than ai.

Hoang Quéc Khanh - ma 29

32



