CHUYÊN ĐỀ: DÙNG PHÉP THẾ GIẢI PHƯƠNG TRÌNH HÀM
Nguyễn Việt Hà

Tổ Toán-Tin, THPT Chuyên Lào Cai.
Phương trình hàm là một trong những vấn đề thường được hỏi trong các đề thi học sinh giỏi. Trong việc tiếp cận để giải phương trình hàm, một trong những phương pháp quan trọng là phương pháp thế. Và việc lựa chọn phép thế như thế nào quyết định đến việc thành công của việc giải phương trình hàm. Trong bài viết này, chúng ta xem xét một vài ví dụ về việc lựa chọn phép thế.
I.MỘT SỐ BÀI TOÁN

Bài toán 1: Tìm tất cả các hàm số [image: image2.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image3.png]f(x*°123+2012y) = 3f(x +y) + f(2013x + 2011y) — 2013 Vx,y € R (1)




Giải: 

Thay  [image: image5.png]y = 2013x — x2013



 vào (1), ta có:

[image: image6.png]3f(2014x — x?°13)—2013=0




Hay

[image: image7.png]f(2014x —x?°1%) = 671 (2)




Với mọi số thực [image: image9.png]


 cho trước, phương trình

[image: image10.png]2014x — x2°12 = ¢




luôn có nghiệm do đây là phương trình bậc lẻ của [image: image12.png]


. Do đó, tồn tại số thực [image: image14.png]


 để
[image: image15.png]2014x, — x> =t (3)




Từ (2) và (3) suy ra [image: image17.png]f(t)=671Vte R



  hay [image: image19.png]f(x)=671Vx €R



.

Thử lại, thỏa mãn.

Bình luận: Có một câu hỏi được đặt ra là tại sao chúng ta chọn [image: image21.png]y = 2013x — x2013



? 

Một trong những điều mà ta mong muốn là làm đơn giản đi phương trình bàn đầu. Ta nghĩ đến việc cho 

[image: image22.png]f(x*°*2 4+ 2012y) = f(x +y)




 hoặc 

[image: image23.png]f(x*°%3 +2012y) = f(2013x + 2011y).




Rõ ràng nếu [image: image25.png]f(x*°%3 +2012y) = f(2013x + 2011y)



 thì phương trình còn lại đơn giản hơn.  Do đó ta cần [image: image27.png](x2°2 + 2012y) = (2013x+ 2011y)



 hay

[image: image28.png]y = 2013x — x2012,




Bài toán 2: Tìm tất cả các hàm số [image: image30.png]f:(0;+00) — (0; +o0)



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image31.png]fx+y)+fxy)=x+y+xy Vx,y € (0;+x) (1)




Phân tích:
Thoạt nhìn ta thấy hàm [image: image33.png]f(x)=x



 thỏa mãn yêu cầu bài toán. Từ dự đoán đó, ta chọn [image: image35.png]X,y



 mà [image: image37.png]X+y=xy



, chẳng hạn [image: image39.png]


. Thì ta thu được [image: image41.png]f(4)=4



. Làm thế nào để từ giá trị của [image: image43.png]f(4)



 ta tìm được giá trị của [image: image45.png]


 tại các điểm còn lại?

Để tận dụng được [image: image47.png]f(4)



, có thể chọn [image: image49.png]


. Từ đó ta có thể thu được:

[image: image50.png]



Nhưng chú ý rằng [image: image52.png]


 (do bất đẳng thức AM-GM). Do đó ta chỉ khẳng định được [image: image54.png]fO=tVt=4



.Vậy [image: image56.png]t € (0;4)



 thì sao?

Để tận dụng được [image: image58.png]fO=tVt=4



, ta để ý với [image: image60.png]x>0



 thì [image: image62.png]Xx+4>4



. Do đó  trong đẳng thức ban đầu, ta cho [image: image64.png]


, ta có thể thu được

[image: image65.png]f(4x) = 4x




Và chú ý rằng với mọi [image: image67.png]t>0



, ta có thể chọn [image: image69.png]ol



 thì [image: image71.png]


. 

Và ta thu được lời giải:

Trong  (1), cho [image: image73.png]


 ta có

[image: image74.png]fA+f4)=2+2+4




hay

[image: image76.png]f(4)=4



.

Lại trong [image: image78.png](1)



, cho [image: image80.png]


, ta có

[image: image81.png]f(x+;)+f(4):x+;+4




Mà [image: image83.png]f(4)=4



 nên 

[image: image84.png]



Với mọi [image: image86.png]


, xét phương trình ẩn [image: image88.png]x>0



:

[image: image89.png]X+




[image: image90.png]& x? —
tx+4=0 (2)




Ta có [image: image92.png]A=t>—16=0



 do [image: image94.png]


. Từ đó (2) có hai nghiệm, lại có [image: image96.png]=t>0P=4>0



 nên hai nghiệm đều dương. Do đó, tồn tại [image: image98.png]Xo > 0



 để [image: image100.png]t =2y +—



.

Từ đó, 

[image: image101.png]fH)=t Vt=4.




Trong [image: image103.png](1)



, thay [image: image105.png]


 ta có

[image: image106.png]f(x+4)+ f(4x) = x + 4+ 4x.




Do [image: image108.png]Xx+4>4



 với mọi [image: image110.png]x>0



 nên [image: image112.png]fx+4)=x+4



. Do đó

[image: image113.png]f(4x) = 4x Vx > 0.




Với mọi [image: image115.png]t>0



, chọn [image: image117.png]ol



. Khi đó [image: image119.png]f)=f4x)=4x=




  hay

[image: image120.png]f(t)=t Vt > 0.




Thử lại, thỏa mãn.

Bài toán 3: Tìm tất cả các hàm số [image: image122.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image123.png]f(F) +y)=2x+f(fO)—x) (1)




Phân tích: 
Nếu ta có thể chọn được một giá trị [image: image125.png]


 nào đó để [image: image127.png]f(w) =0



 thì trong (1), khi thay [image: image129.png]


 hoặc [image: image131.png]


 bởi [image: image133.png]


 thì ta thu được một hệ thức đơn giản hơn. Điều đó phụ thuộc vào việc [image: image135.png]


 có toàn ánh hay không. Trên thực tế, bằng kiểm nghiệm ta thấy [image: image137.png]f(x)=x



 (thậm chí là [image: image139.png]fx)=x+c



) thỏa mãn bài toán. Do đó ta thử đi chứng minh tính toàn ánh của [image: image141.png]


. 

Muốn vậy, với mọi số thực [image: image143.png]


, ta cần [image: image145.png]



Để đơn giản, ta chọn [image: image147.png]


 để vế trái (1) đơn giản:

[image: image148.png]f(0)=2x+f(f(—=f(x))—x) (2)




Ta cần phương trình này tương đương với

[image: image149.png]



Mà (2) tương đương

[image: image150.png]f(0)—2x = f(f(—f(x)) —x)




Do đó ta cần [image: image152.png]f(0)—2x=t



, hay 

[image: image153.png]_fO-t





 Nói cách khác, với mọi số thực [image: image155.png]


,  trong (1) tat hay [image: image157.png]x =y = —r (555)




 thì ta có

[image: image158.png]



Tức là [image: image160.png]


 toàn ánh. Tức là tồn tại [image: image162.png]


 để [image: image164.png]f(w) =0




Và nếu thay [image: image166.png]


 vào (1) ta có

[image: image167.png]f)=2u+f(f(y)—w




Hay

[image: image168.png]f(f) —u) = —2u+f(y)




Bây giờ với mọi [image: image170.png]


 ta cần chỉ ra [image: image172.png]f(x)=?




Do đó, ta cần [image: image174.png]


. Điều này có do tính toán ánh của [image: image176.png]


. Do đó

[image: image177.png]f(x)=—-2u+x+u




Hay 

[image: image178.png]f(x)=x—u




Từ đó ta có lời giải:

Kí hiệu  [image: image180.png]P(x,y)



 là mệnh đề chứa biến [image: image182.png]f(f(x) +y) =2x+ f(f(y) —x)



. Ta có
[image: image184.png]P (12557 (1)) = = (1 (- (1) -1 (422))



 và do vậy [image: image186.png]f(x)



 là toàn ánh.
Vậy tồn tại [image: image188.png]


 để [image: image190.png]f(w) =0



 và  [image: image192.png]


 để [image: image194.png]f(v)=x+u



. 

Ta có [image: image196.png]Pu,v) = f(x)=x—u



  hay  [image: image198.png]fx)=x+c



. Thử lại thấy thỏa mãn.
Bài toán 4: Tìm tất cả các hàm số [image: image200.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image201.png]F(f) +y) =f(x? —y) +4f(x)y




Giải:

Kí hiệu  [image: image203.png]P(x,y)



 là mệnh đề chứa biến  [image: image205.png]F(f) +y) =f(x? —y) +4f(x)y



.

[image: image207.png]p Ea 152)
(x=L2) = Fe(fe0 - =0




 và do đó  [image: image209.png]Vx



, hoặc [image: image211.png]f(x)=0



, hoặc [image: image213.png]


.

Ta sẽ chứng minh rằng một trong hai đồng nhất sau phải xảy ra

[image: image214.png]fx)=0VxeR




Hoặc

[image: image215.png]fxX)=x*VxeR




Thật vậy, [image: image217.png]f(0)=0



 trong cả hai trường hợp nên không mất tính tổng quát, ta giả sử tồn tại [image: image219.png]a+0



 sao cho [image: image221.png]f@=0



 và [image: image223.png]b=>0



 sao cho [image: image225.png]f(b) = b*



  (vì  [image: image227.png]P(0,y) = f») =f(—y)



). 

[image: image229.png]P(a,—b) = f(-b) = f(a®* +b)



, nên [image: image231.png]f(b) = f(a*+b)




So [image: image233.png]0 (woly)

0% b = f(b) = f(=b) = f(a® +b) =
f®) =f(=b) = f(a*+Db) [(a2+b)2(valyvi(a2+b)2>b2)




Thử lại, ta có hai nghiệm là [image: image235.png]f(x)=0



 [image: image237.png]Vx



 và  [image: image239.png]


 [image: image241.png]Vx



 
Bình luận: Trong lời giải trên có dùng phép thế 
[image: image242.png]



Tại sao lại có điều này? Câu trả lời hoàn toàn tương tự như trước đây.

Bài toán 5: Tìm tất cả các hàm số [image: image244.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image245.png]fFx—fO) = F)+F(fO)) = 2xfG) + f(¥) + 2012 Vx,y €R (1)




Phân tích:
Cho [image: image247.png]


 ta thu được
[image: image248.png]£(0)=2F(f()) - f2() + f(y) + 2012




Hay

[image: image249.png]1
F(F0)) =5 720D ~ 5 ()~ 1006+ £(0)




Và ta đoán [image: image251.png]&)

Z—Jxte (9




Nhưng để thực hiện điều này ta cần chỉ ra [image: image253.png]


 toàn ánh. Công việc này hơi khó. Ta thử thêm chút:

Thay  [image: image255.png]


 bởi [image: image257.png]f(x)



 ta có

[image: image258.png]F(fG) = FO)) = FUF@) + F(FG)) = 2f()f () + f(y) +20 12




Mà 

[image: image259.png]1
F(F0)) =5 720D ~ 5 ()~ 1006+ £(0)




[image: image260.png]1
F(F() =572~ 5 f() — 1006 + 3 £(0)




nên

[image: image261.png]1 1
F(F@ = F@)) =5 (F@ = FGI) =5 (FG) = £3)) + F(©)




Và để thực hiện được dự đoán (*), liệu với mọi [image: image263.png]


, ta có chỉ ra được [image: image265.png]X0,Yo



 để

[image: image266.png]fxo)—f()?




Từ đó ta có lời giải:

Hiển nhiên là [image: image268.png]


 không thể đồng nhất [image: image270.png]


. Do đó tồn tại [image: image272.png]


 mà [image: image274.png]f(@#0



.
Trong (1), cho [image: image276.png]



[image: image277.png]f(x—f(@) = fGx) + f(f(@) — 2xf(a) + f(a) + 20 12 Vx € R




Hay

[image: image278.png]fy—rF@)—fo) =7(f(@)—2yf(a)+ f(a) +20 12 Vy € R




Với mỗi số thực [image: image280.png]


, chọn

[image: image281.png]_ f(f(@)) +2012+f(a) -t

Yo 2@ 0 =Yo ~f(a)




Khi đó ta có [image: image283.png]f(x0) = f ()




Trong (1), cho [image: image285.png]


 ta thu được

[image: image286.png]£(0)=2F(f()) - f2() + f(y) + 2012




Hay

[image: image287.png]1
F(F0) =5 720) =57 () ~ 1006+ 7(0) (2




Trong (1), thay  [image: image289.png]


 bởi [image: image291.png]f(x)



 ta có

[image: image292.png]F(fG) = FO)) = FUF@) + F(FG)) = 2f()f () + f(y) +20 12




Từ đó

[image: image293.png]1
F(FG0) = 100) = 5 (7o) = FG))* =5 (7o) = FG)) + £ ()




Hay [image: image295.png]2-2t+f(0) 3




Từ (2) và (3) suy ra [image: image297.png]~1006+ % £(0) = £(0)



 hay  [image: image299.png]f(0) = 2012



 

Thử lại, ta có với mọi số thực [image: image301.png]Sx% = 2x + 2012
X, f@)=;x—Jx+



.
Với ý tưởng tương tự, ta có thể giải quyết được bài toán sau:

Bài toán 6: Tìm tất cả các hàm số [image: image303.png]f:(0;+00) — (0; +o0)



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image304.png]F(f()) =yf(yf(x) Vx,y € (0;+00) (1)




Giải:

Với mọi [image: image306.png]t € (0;+o0)



, ta chọn tùy ý một [image: image308.png]


 cố định và [image: image310.png]u = f(x)



,  [image: image312.png]


 thì
[image: image313.png]A
‘=F0)




Ta thay trong [image: image315.png](1)



 [image: image317.png]


 bởi [image: image319.png])



 ta có

[image: image320.png]1 (&
F(r) = 765 (70)




Hay

[image: image321.png]TN _ rn.(r) @
(Fy) = rofC




Trong [image: image323.png](1)



, thay [image: image325.png]


 bởi [image: image327.png]f(x)



ta được

[image: image328.png]1
f(F)) = mf(l) Vx € (0;+) (3)




Từ (2) và (3) suy ra
[image: image329.png]r(E)-rEs

:f(l)-m




Do đó

[image: image330.png]QY _ .y @)
() = F D2




Do vậy, [image: image332.png]&)= f(l).% Vt € (0;+00)



.

Thử lại, hàm cần tìm là [image: image334.png]Flx) = g Vx € (0;+00)



 ở đó [image: image336.png]a>0



 là hằng số. 

II.BÀI TẬP RÈN LUYỆN
Bài toán 7: Tìm tất cả các hàm số [image: image338.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image339.png]fF(x*+ () =y +xf(x)Vx,y €R




Bài toán 8: Tìm tất cả các hàm số [image: image341.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image342.png]FFr+700)) = fGa+y) +f@) +yVry R




Bài toán 9: Tìm tất cả các hàm số [image: image344.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image345.png]FO)+f(x+F0)) =y +7(FC+ () Vv ER




Bài toán 10: Tìm tất cả các hàm số [image: image347.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image348.png]fx+f)=3f(x)+ () —2x Vx,y ER




Bài toán 11: Tìm tất cả các hàm số [image: image350.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image351.png]Fx+f) =200+ 2xf(3) + f(—x) Vx,y €R




Bài toán 12: Tìm tất cả các hàm số [image: image353.png]f:R— R



 thỏa mãn điều kiện:

[image: image354.png]fx)=fx+y)f(x—y)+y* Vx,yeR
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