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Më ®ÇuC¸c vÊn ®Ò liªn quan ®Õn d·y sè lµ mét phÇn quan träng cña ®¹i sè vµ gi¶itÝch to¸n häc. D·y sè cã mét vÞ trÝ ®Æc biÖt quan träng trong to¸n häc, kh«ng chØnh lµ mét ®èi tîng ®Ó nghiªn cøu mµ cßn ®ãng mét vai trß nh mét c«ng cô ®¾clùc cña c¸c m« h×nh rêi r¹c cña gi¶i tÝch trong lý thuyÕt ph¬ng tr×nh, lý thuyÕt xÊpxØ, lý thuyÕt biÓu diÔn...C¸c vÊn ®Ò liªn quan ®Õn d·y sè rÊt phong phó. HiÖn nay cãnhiÒu tµi liÖu ®Ò cËp tíi c¸c bµi to¸n vÒ d·y sè. Tuy nhiªn, c¸c tµi liÖu nµy chñ yÕuquan t©m ®Õn c¸c tÝnh chÊt cña d·y sè nh: Giíi h¹n cña d·y sè, sè h¹ng tæng qu¸tcña d·y sè, d·y sè t¨ng, gi¶m, tÝnh bÞ chÆn ...TÝnh chÊt sè häc cña c¸c phÇn tö cña mét d·y sè lµ mét vÊn ®Ò kh¸ thó vÞ.Nh÷ng bµi to¸n liªn quan tíi vÊn ®Ò nµy ®Òu lµ c¸c bµi to¸n hay vµ khã. T¸c gi¶ luËnv¨n ®· su tÇm, chän läc c¸c bµi to¸n nµy vµ ph©n lo¹i chóng theo tõng chñ ®Ò nhá.Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy mét c¸ch hÖ thèng, chi tiÕt mét sè bµi to¸nvÒ tÝnh chÊt sè häc cña c¸c phÇn tö trong mét d·y sè. LuËn v¨n ®îc chia thµnh 4ch¬ng:Ch¬ng1: Mét sè kiÕn thøc chuÈn bÞ. LuËn v¨n tr×nh bµy l¹i mét c¸ch cã hÖ thèngc¸c kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ d·y sè vµ sè häc lµm c¬ së cho viÖc gi¶i c¸c bµi to¸n vÒ d·ysè trong c¸c ch¬ng sau. Néi dung chÝnh cña luËn v¨n ®îc tr×nh bµy trong ch¬ng2, ch¬ng 3 vµ ch¬ng 4.Ch¬ng 2: D·y sè vµ tÝnh chÝnh ph¬ng. Trong ch¬ng nµy t¸c gi¶ ®· hÖ thèngmét sè vÊn ®Ò nªu ra vÒ tÝnh chÝnh ph¬ng ®èi víi c¸c phÇn tö cña d·y sè, qua ®ã tathÊy cã nh÷ng d·y sè gåm toµn sè chÝnh ph¬ng hoÆc mét sè phÇn tö nµo ®ã trongd·y sè lµ sè chÝnh ph¬ng.Ch¬ng 3: D·y sè vµ tÝnh chia hÕt. Trong ch¬ng nµy ®Ò cËp ®Õn tÝnh chia hÕt cñac¸c phÇn tö trong d·y sè. Trªn c¬ së lÝ thuyÕt sè häc vÒ tÝnh chia hÕt. T¸c gi¶ chianéi dung ch¬ng thµnh 2 phÇn: phÇn thø nhÊt ®· ®Ò cËp tíi mét sè bµi to¸n vÒ d·ysè nguyªn tè, qua c¸c bµi to¸n chóng ta phÇn nµo thÊy ®îc bøc tranh vÒ sù ph©nbè, kho¶ng c¸ch gi÷a hai sè nguyªn tè liªn tiÕp, d·y sè lÊy v« sè gi¸ trÞ nguyªn tè...;phÇn thø hai ®Ò cËp ®Õn mét sè bµi to¸n vÒ tÝnh chia hÕt cña c¸c phÇn tö trong métd·y sè cho cïng mét sè hoÆc cho chÝnh sè thø tù cña phÇn tö ®ã trong d·y sè hoÆc
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gi÷a hai phÇn tö trong cïng mét d·y sè ...Ch¬ng 4: Sè häc víi c¸c d·y ®Æc biÖt. Trong ch¬ng nµy t¸c gi¶ ®· ®Ò cËp tíitÝnh chia hÕt, tÝnh chÝnh ph¬ng vµ mét sè tÝnh chÊt sè häc kh¸c víi d·y sè lµ cÊpsè céng, cÊp sè nh©n. Trong d·y Fibonacci ®· xÐt c¸c bµi to¸n víi néi dung nªu nªnmèi liªn hÖ gi÷a tÝnh chia hÕt, tÝnh nguyªn tè cïng nhau vµ sè thø tù cña c¸c phÇntö trong cïng d·y sè, cïng mét sè tÝnh chÊt sè häc kh¸c.LuËn v¨n ®îc hoµn thµnh víi sù híng dÉn khoa häc tËn t×nh, chu ®¸o cñaPGS. TS . phan huy kh¶i. T¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c tíi ThÇy.T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¸m ¬n c¸c quý c¬ quan ®· t¹o ®iÒu kiÖn gióp ®ì vÒmäi mÆt ®Ó luËn v¨n hoµn thµnh ®óng h¹n.T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¸m ¬n c¸c thÇy gi¸o, c« gi¸o ®· nhiÖt t×nh gi¶ng d¹ycung cÊp cho chóng em cã thªm kiÕn thøc.T¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n ®Õn nh÷ng ngêi th©n, b¹n bÌ vµ c¸c b¹n ®ångnghiÖp ®· tËn t×nh gióp ®ì ®Ó t«i hoµn thµnh luËn v¨n nµy.Hµ Néi, th¸ng 9 n¨m 2006T¸c gi¶
Lª V¨n Tµi
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Ch¬ng 1.
Mét sè kiÕn thøc chuÈn bÞ
1.1. D·y sè1.1.1. C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ d·y sè§Þnh nghÜa 1. D·y un lµ d·y c¸c sè u1, u2, u3, ... tu©n theo mét quy luËt nµo ®ã.- C¸c sè u1, u2, u3, ... gäi lµ phÇn tö cña d·y.- D·y ®îc gäi lµ v« h¹n nÕu chóng cã v« h¹n phÇn tö.- D·y ®îc gäi lµ h÷u h¹n nÕu sè phÇn tö cña d·y lµ h÷u h¹n. PhÇn tö ui ®îc gäi lµ sèh¹ng thø i cña d·y.§Þnh nghÜa 2. D·y u1, u2, u3, .. ®îc gäi lµ:- D·y ®¬n ®iÖu t¨ng nÕu un+1 > un víi mäi n = 1, 2, ...- D·y ®¬n ®iÖu kh«ng gi¶m nÕu un+1 ≥ un víi mäi n = 1, 2...- D·y ®¬n ®iÖu gi¶m nÕu un+1 < un víi mäi n = 1, 2, ...- D·y ®¬n ®iÖu kh«ng t¨ng nÕu un+1 6 un víi mäi n = 1, 2, ...§Þnh nghÜa 3. D·y u1, u2, u3, ... ®îc gäi lµ:- BÞ chÆn trªn nÕu tån t¹i sè K sao cho un < K víi mäi n = 1, 2, ...- BÞ chÆn díi nÕu tån t¹i sè m sao cho un > m víi mäi n = 1, 2, ...- D·y bÞ chÆn lµ d·y võa bÞ chÆn trªn võa bÞ chÆn díi.3



§Þnh nghÜa 4. D·y u1, u2, u3, ... ®îc gäi lµ d·y dõng nÕu tån t¹i sè nguyªn d¬ng No saocho un = C víi mäi n ≥ No, ë ®©y C lµ mét h»ng sè nµo ®ã (vµ gäi lµ h»ng sè dõng).§Þnh nghÜa 5. D·y u1, u2, u3, ... gäi lµ tuÇn hoµn nÕu tån t¹i sè nguyªn d¬ng n vµ sènguyªn d¬ng k sao cho víi mäi p = 1, 2, ... ta cã






un = un+kp

un+1 = un+1+kp

...

un+k−1 = un+k−1+kp.Sè k ®îc gäi lµ chu kú cña d·y tuÇn hoµn.Víi d·y sè ta ®Þnh nghÜa c¸c phÐp to¸n nh sau:Cho hai d·y {un} : u1, u2, u3, · · · vµ {vn} : v1, v2, v3, · · · Ta ®Þnh nghÜa:§Þnh nghÜa 6. PhÐp céng hai d·y nãi trªn lµ d·y
{un + vn} : u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3, · · ·§Þnh nghÜa 7. PhÐp nh©n hai d·y nãi trªn lµ d·y

{unvn} : u1v1, u2v2, u3v3, · · ·(chó ý nÕu vk 6= 0 víi mäi k = 1, 2, · · · th× ta cã thÓ nãi ®Õn th¬ng cña hai d·y nãi trªn lµd·y
{

un

vn

}

:
u1

v1
,
u2

v2
,
u3

v3
· · · ).1.1.2. C¸ch x¸c ®Þnh mét d·y sè§Ó x¸c ®Þnh mét d·y sè ngêi ta cã thÓ tiÕn hµnh theo c¸c c¸ch sau ®©y:
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a) Cho c«ng thøc sè h¹ng tæng qu¸t .ThÝ dô: D·y sè {un} x¸c ®Þnh nhê c«ng thøc un = 2n + 1 víi mäi
n = 0, 1, 2, · · · chÝnh lµ d·y sè tù nhiªn lÎ 1, 3, 5, 7, · · ·(chó ý trong nhiÒu trêng hîp d·y cã thÓ b¾t ®Çu tõ u0 tøc lµ ta xÐt d·y
u0, u1, u2, · · · ).b) D·y sè ®îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc truy håi.ThÝ dô: Cho d·y sè {un}, n = 0, 1, 2, · · · ®îc x¸c ®Þnh nh sau:







u0 = u1 = 1

un+1 = un−1un+1, víi mäi n = 1, 2, 3, · · ·c) D·y sè ®îc x¸c ®Þnh theo c¸ch miªu t¶.ThÝ dô: Cho c¸c sè tù nhiªn k vµ n. LËp hai d·y sè {uj}, {vj}(j = 1, 2, · · · , n)nh sau:Bíc1: Chia k cho n ®îc th¬ng lµ u1 vµ phÇn d lµ v1.Bíc thø j : (j = 2, 3, · · · , n) x¸c ®Þnh uj vµ vj nh sau:Chia k + vj−1 cho n ®îc th¬ng lµ uj vµ phÇn d lµ vj .Víi d·y nµy ta cã
k = nu1 + v1;

k + v1 = nu2 + v2;

k + v2 = nu3 + v3;

· · ·

k + vn−1 = nun + vn.Trong c¸c ph¬ng ph¸p ®Ó x¸c ®Þnh d·y, ngêi ta hay sö dông ph¬ng ph¸p ph¬ngtr×nh ®Æc trng cña d·y. Ph¬ng ph¸p nµy dùa vµo ph¬ng ph¸p sai ph©n sau ®©y.S¬ lîc vÒ ph¬ng ph¸p sai ph©n:§Þnh nghÜa 8. Cho hµm sè y = f(x). Gi¶ sö gi¸ trÞ f(x) t¹i c¸c ®iÓm x0, x0 + h, x0 +

2h, · · · , x0 + nh, · · · (h lµ mét h»ng sè ) t¬ng øng lµ: y0, y1, y2, · · · , yn, · · · . Khi ®ã ta gäihiÖu 5



∆yi = yi − yi−1 lµ sai ph©n cÊp 1 cña hµm f víi mäi i = 1, 2, · · ·

∆2yi = ∆yi −∆yi−1 = (yi − yi−1)− (yi−1 − yi−2) = yi − 2yi−1 + yi−2 lµ sai ph©ncÊp 2 cña hµm f víi mäi i = 1, 2, · · ·Cø nh vËy ta cã thÓ ®Þnh nghÜa sai ph©n cÊp cao h¬n.
• Mét sè tÝnh chÊt cña sai ph©n:- Sai ph©n mäi cÊp ®Òu cã tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh, tøc lµ

∆k(f ± g) = ∆k(f) ± ∆k(g)- Sai ph©n cÊp k cña mét ®a thøc bËc n sÏ b»ng 0 khi k > n; b»ng h»ng sè khi
k = n (vµ ngîc l¹i nÕu sai ph©n cÊp k cña mét hµm mµ b»ng h»ng sè th× ®ã lµmét ®a thøc bËc k)
n∑

i=1

∆yi = (y1 − y0) + (y2 − y1) + (y3 − y2) + · · ·+ (yn − yn−1) = yn − y0.

• Ph¬ng tr×nh sai ph©n:Cho hµm sè y = f(x).C¸c gi¸ trÞ t¬ng øng cña hµm sè t¹i x0, x0 +h, x0 +2h, ..., x0 +nh, ... t¬ng ønglµ yo, y1, y2, ..., yn, ... Mét biÓu thøc cã d¹ng
anyn+i+an−1yn−1+i+an−2yn−2+i+· · ·+a1y1+i+a0yi = 0 (*)gäi lµ ph¬ng tr×nh sai ph©n tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt cÊp n, trong ®ã a0, a1, a2, ..., anlµ c¸c h»ng sè.§Ó gi¶i ®îc ph¬ng tr×nh trªn cÇn cho tríc n gi¸ trÞ ban ®Çu y0, y1, ..., yn råib»ng ph¬ng ph¸p truy to¸n, ta tÝnh c¸c gi¸ trÞ cña yn, yn+1, ...Ph¬ng tr×nh sai ph©n (*) cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y:- NÕu yi, yi+1, ..., yi+n vµ y′

i, y
′

i+1, ..., y
′

i+n lµ hai nghiÖm cña (*), th× tæng hoÆchiÖu cña chóng yi ± y′

i, yi+1 ± y′

i+1, · · · , yi+n ± y′

i+n còng lµ nghiÖm cña (*)NghiÖm tæng qu¸t cña (*) cã d¹ng yi = c1λ
i
1 + c2λ

i
2 + · · · + cnλi

n, trong ®ã
c1, c2, c3, ..., cn lµ c¸c h»ng sè tuú ý cßn λ1, λ2, ..., λn lµ n nghiÖm ph©n biÖt cñaph¬ng tr×nh anλ

n + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ + a0 = 0. Ph¬ng tr×nh nµy gäi lµph¬ng tr×nh ®Æc trng cña (*)Chó ý: NÕu ph¬ng tr×nh ®Æc trng cã nghiÖm béi, ch¼ng h¹n λ1 cã béi s, th×

yi = c1λ
i
1 + c2iλ

i
1 + c3i

2λi
1 + · · · + csi

s−1λi
1 + cs+1λ

i
s+1 + · · · + cnλ

i
n.6



Ta ¸p dông ph¬ng ph¸p sai ph©n tr×nh bµy ë trªn vµo viÖc x¸c ®Þnh d·y trongthÝ dô sau.ThÝ dô1: Cho d·y sè h÷u h¹n ®îc x¸c ®Þnh nh sau:
u0 = 1; u1 = −1; u2 = −1; u3 = 1; u4 = 5;

u5 = 11; u6 = 19; u7 = 29; u8 = 41; u9 = 55.H·y t×m c«ng thøc cho sè h¹ng víi n = 0, 9. LËp b¶ng sai ph©n sau ®©y:
y = f(x) 1 -1 -1 1 5 11 19 29 41 55

∆y -2 0 2 4 6 8 10 12 14
∆2y 2 2 2 2 2 2 2 2Ta nhËn thÊy sai ph©n cÊp 2 kh«ng ®æi (b»ng 2). VËy d·y ®· cho lµ d·y gi¸ trÞcña tam thøc bËc hai ax2 + bx + c, trong ®ã x lµ sè thø tù cña c¸c sè trong d·y.§Ó t×m a, b, c ta lÇn lît cho x = 0, 1, 2 vµ cã

u0 = y0 = 1 = c;

u1 = y1 = −1 = a + b + c;

u2 = y2 = −1 = 4a + 2b + c.Tõ hÖ ph¬ng tr×nh: 





c = 1

a + b + c = −1

4a + 2b + c = −1suy ra a = 1; b = −3; c = 1.VËy d·y sè ®· cho tu©n theo quy luËt x2 − 3x + 1, tøc lµ:
un = n2 − 3n + 1, n = 0, 9.ThÝ dô 2: D·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:







u0 = 1

u1 = 2

...

un = 3un−1 − 2un−2 víi n = 2, 3, ...7



H·y t×m c«ng thøc cho sè h¹ng tæng qu¸t un.Tõ c«ng thøc truy håi, ta cã un − 3un−1 + 2un−2 = 0. VËy ph¬ng tr×nh ®Æctrng cña d·y lµ: λ2−3λ+2 = 0. Ph¬ng tr×nh nµy cã hai nghiÖm λ1 = 1, λ2 = 2,do ®ã sè h¹ng tæng qu¸t un cña d·y cã d¹ng:
un = c1λ

n
1 + c2λ

n
2 hay un = c1 + c22

n.§Ó x¸c ®Þnh c1, c2 ta cã
u0 = 1 = c1 + c2; u1 = 2 = c1 + 2c2.Tõ hÖ ph¬ng tr×nh







c1 + c2 = 1

c1 + 2c2 = 2,suy ra c1 = 0; c2 = 1.VËy sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y ®· cho cã d¹ng un = 2n.1.1.3. Mét vµi d·y sè ®Æc biÖta) CÊp sè céng§Þnh nghÜa 9. D·y sè u1, u2, u3, ... ®îc gäi lµ cÊp sè céng víi c«ng sai d (d 6= 0), nÕunh un = un−1 + d víi mäi n = 2, 3, ...

• Vµi tÝnh chÊt cña cÊp sè céng:i) un = u1 + (n − 1)d, víi mäi n = 1, 2, 3, ...ii)
uk =

uk−1 + uk+1

2
, víi mäi k = 2, 3, ...iii) Cho mét cÊp sè céng h÷u h¹n u1, u2, ..., un−1, un. Khi ®ã ta cã

u1 + un = u2 + un−1 = u3 + un−2 = · · · .Mét c¸ch tæng qu¸t: u1 + un = uk + un−k víi mäi k = 2, 3, ..., n − 1.

8



• Tæng cña mét cÊp sè céng:- Cho cÊp sè céng u1, u2, ... víi c«ng sai d. §Æt
Sn = u1 + u2 + · · · + un−1 + un.Khi ®ã ta cã

Sn =
(u1 + un)n

2
=

[2u1 + (n − 1)d]n

2
.- Vµi tæng ®Æc biÖt:§Æt

S1 = 1 + 2 + 3 + · · · + n;

S2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2;

S3 = 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3.Khi ®ã ta cã
S1 =

n(n + 1)

2

S2 =
n(n + 1)(2n + 1)

2
;

S3 =
n2(n + 1)2

4
.b) CÊp sè nh©n.§Þnh nghÜa 10. D·y u1, u2, u3, ... ®îc gäi lµ cÊp sè nh©n víi c«ng béi q, (q 6= 0, q 6= 1)nÕu nh ta cã un = un−1q víi mäi n = 2, 3, ...

• Vµi tÝnh chÊt cña cÊp sè nh©n:i) un = u1q
n−1 víi mäi n = 1, 2, 3, ...ii) u2

k = uk−1uk+1 víi mäi k = 2, 3, ...

• Tæng cña mét cÊp sè nh©n:- Cho cÊp sè nh©n u1, u2, u3, ... víi c«ng béi q. §Æt Sn = u1 + u2 + · · · + un.Khi ®ã ta cã
Sn =

u1(q
n − 1)

q − 1
.c) D·y Fibonacci. 9



§Þnh nghÜa 11. D·y u1, u2, ... x¸c ®Þnh nh sau:






u1 = 1, u2 = 1

· · ·

un = un−1 + un−2, víi mäi n = 3, 4, ...®îc gäi lµ d·y Fibonacci.
• C«ng thøc tæng qu¸t cña d·y Fibonacci:ViÕt l¹i c«ng thøc truy håi díi d¹ng: un − un−1 − un−2 = 0. VËy ph¬ng tr×nh®Æc trng cña d·y lµ: λ2 − λ − 1 = 0. Ph¬ng tr×nh nµy cã hai nghiÖm:

λ1 =
1 +

√
5

2
vµ λ2 =

1 −
√

5

2
.Do ®ã theo ph¬ng ph¸p sai ph©n ta cã

un = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 = c1

(
1 +

√
5

2

)n

+ c2

(
1 −

√
5

2

)n

.B©y giê ta x¸c ®Þnh c1, c2 nh sau:






u1 = 1 = c1
1 +

√
5

2
+ c2

1 −
√

5

2

u2 = 1 = c1

(
1 +

√
5

2

)2

+ c2

(
1 −

√
5

2

)2







c1
1 +

√
5

2
+ c2

1 −
√

5

2
= 1

c1

(
1 +

√
5

2

)2

+ c2

(
1 −

√
5

2

)2

= 1
⇒







c1 =
1√
5

c2 = − 1√
5Tõ ®ã suy ra

un =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n

− 1√
5

(
1 −

√
5

2

)n

.

• Vµi tÝnh chÊt cña d·y Fibonacci:Cho d·y Fibonacci u1, u2, · · · . Ta cã c¸c tÝnh chÊt sau:i) u1 + u3 + u5 + · · ·+ u2n−1 = u2n;ii) u2 + u4 + u6 + · · ·+ u2n = u2n+1 − 1;iii) u2
1 + u2

2 + · · · + u2
n = unun+1;iv) u2

2n = u1u2 + u2u3 + · · · + u2n−1u2n;v) un+1un+2 − unun+3 = (−1)n;vi) u2
n − un−1un+1 = (−1)n+1. 10



1.2. Sè häc1.2.1. TÝnh chÊt chia hÕt trong tËp hîp sè nguyªn§Þnh nghÜa 1. Víi hai sè nguyªn a vµ b, ta nãi r»ng a chia hÕt cho b (hay a lµ béi cña b,hay b lµ íc cña a), nÕu tån t¹i sè nguyªn k sao cho a = k.b. Lóc Êy ký hiÖu lµ a
... b.Trêng hîp ngîc l¹i ký hiÖu lµ a 6 ... b vµ ta nãi r»ng a kh«ng chia hÕt cho b.§Þnh nghÜa 2. Mét sè nguyªn d¬ng p > 1 ®îc gäi lµ sè nguyªn tè nÕu nã chØ cã hai ícsè lµ 1 vµ p.C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña tÝnh chia hÕt.i) NÕu a, b nguyªn d¬ng mµ a

... b, th× a ≥ b.ii) NÕu ai

... b víi mäi i = 1, n th× (a1 + a2 + · · ·+ an)
... b.iii) Víi hai sè nguyªn kh«ng ©m bÊt kú a vµ b, trong ®ã b 6= 0, lu«n lu«n tån t¹iduy nhÊt mét cÆp sè nguyªn q vµ r sao cho a = bq + r trong ®ã 0 6 r < b.1.2.2. ¦íc sè chung lín nhÊt vµ béi sè chung nhá nhÊtCho a vµ b lµ hai sè nguyªn d¬ng.§Þnh nghÜa 3. ¦íc sè chung lín nhÊt cña a vµ b (vµ ký hiÖu lµ ¦CLN (a, b), hay ®¬n gi¶nlµ (a, b) ) lµ sè nguyªn d¬ng lín nhÊt mµ c¶ a vµ b ®Òu chia hÕt cho nã.§Þnh nghÜa 4. Béi sè chung nhá nhÊt cña a vµ b (vµ ký hiÖu lµ BCNN (a, b) hay ®¬n gi¶nlµ [a, b] ) lµ sè nguyªn d¬ng nhá nhÊt chia hÕt cho c¶ a vµ b.§Þnh nghÜa 5. Cho n sè nguyªn a1, a2, ..., an.i) Sè nguyªn d¬ng d gäi lµ ¦CLN cña a1, a2, ..., an nÕu nh tho¶ m·n ®ång thêi hai®iÒu kiÖn sau: 11



• ai

... d víi mäi i = 1, n.

• NÕu d′ lµ sè nguyªn d¬ng mµ ai

... d′, ∀i = 1, n th× d
... d′, khi ®ã ta thêng dïng kÝhiÖu sau: d = (a1, a2, ..., an).ii) Sè nguyªn d¬ng b gäi lµ BCNN cña a1, a2, ..., an nÕu nh tho¶ m·n ®ång thêi hai®iÒu kiÖn:

• b
... ai, ∀i = 1, n.

• NÕu b′ lµ sè nguyªn d¬ng mµ b
... ai, ∀i = 1, n th× b′

... b.Khi ®ã ta thêng dïng kÝ hiÖu sau: b = [a1, a2, ..., an].C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña ¦CLN vµ BCNN :i) Cho a vµ b lµ c¸c sè nguyªn d¬ng, khi ®ã ta cã (a, b) = (a, a + b).ii) Cho m lµ mét sè nguyªn d¬ng, khi ®ã ta cã
(ma, mb) = m(a, b);

[ma, mb] = m[a, b].iv) NÕu (a, b)
...d th× (a

d
,
b

d

)

=
1

d
(a, b).v) Hai sè a vµ b ®îc gäi lµ nguyªn tè cïng nhau nÕu (a, b) = 1. Cho a, b, c lµ 3 sènguyªn d¬ng sao cho ab

... c. NÕu (a, c) = 1, th× b
... c.vi) Hai sè nguyªn liªn tiÕp th× nguyªn tè cïng nhau.vii) Víi mäi sè nguyªn d¬ng a, b lu«n tån t¹i c¸c sè nguyªn x, y sao cho

ax + by = (a, b).viii) Hai sè nguyªn d¬ng a, b lµ sè nguyªn tè cïng nhau khi vµ chØ khi tån t¹i c¸csè nguyªn x vµ y sao cho ax + by = 1.

12



1.2.3. Sè nguyªn tèCho n lµ sè nguyªn d¬ng (n > 1). Khi ®ã n lu«n cã thÓ biÓu diÔn mét c¸chduy nhÊt (kh«ng tÝnh ®Õn viÖc s¾p xÕp thø tù c¸c nh©n tö) díi d¹ng sau.
n = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k .trong ®ã k, αi (i = 1, k) lµ c¸c sè tù nhiªn pi (i = 1, k) lµ c¸c sè nguyªn tè tho¶ m·n
1 < p1 < p2 < · · · < pk. Khi ®ã d¹ng ph©n tÝch trªn gäi lµ d¹ng khai triÓn chÝnh t¾ccña sè nguyªn d¬ng n.§Þnh lÝ EuclidTån t¹i v« h¹n sè nguyªn tè§Þnh lÝ c¬ b¶n vÒ mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh chia hÕt vµ sè nguyªn tèGi¶ sö a, b lµ hai sè nguyªn d¬ng cßn p lµ sè nguyªn tè sao cho ab

... p. Khi ®ã taph¶i cã hoÆc lµ a
... p, hoÆc lµ b

... p.1.2.4. §ång d§Þnh nghÜa 6. NÕu hai sè nguyªn a vµ b chia cho sè tù nhiªn m (m 6= 0) cã cïng sè d th×ta nãi a ®ång d víi b theo modulo m vµ viÕt a ≡ b (mod m).C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña ®ång da) Hai sè nguyªn a vµ b ®ång d víi nhau theo modulo m (m lµ sè nguyªn d¬ng)khi vµ chØ khi (a − b)
... m.b) Quan hÖ ®ång d lµ mét quan hÖ t¬ng ®¬ng trªn tËp hîp sè nguyªn Z.c) NÕu a ≡ b (mod m) vµ c ≡ d (mod m) th×

a + c ≡ b + d (mod m),

a − c ≡ b − d (mod m),

ac ≡ bd (mod m).d) NÕu p lµ mét sè nguyªn tè vµ ab ≡ 0 (mod p) th× a ≡ 0 (mod p)hoÆc b ≡ 0 (mod p). 13



1.2.5. Vµi ®Þnh lÝ c¬ b¶n cña sè häc§Þnh lÝ Femat nhá: NÕu p lµ sè nguyªn tè vµ a lµ mét sè nguyªn tuú ý, th×
(ap − a) ≡ p. Nãi riªng khi (a, p) = 1, th× ap−1 ≡ 1 (mod p)§Þnh lÝ Euler: NÕu m lµ sè nguyªn d¬ng vµ (a, m) = 1, th× aφ(m) ≡ 1 (mod m), ë®©y φ(m) lµ c¸c sè nguyªn d¬ng nhá h¬n m nguyªn tè cïng nhau víi m (φ(m) gäilµ Phi- hµm Euler).§Þnh lÝ Wilson: p lµ sè nguyªn tè khi vµ chØ khi (p − 1)! + 1 chia hÕt cho p.§Þnh lÝ Fermat- Euler: NÕu p = 4k + 1 th× tån t¹i c¸c sè nguyªn d¬ng a, b sao cho
p = a2 + b2.§Þnh lÝ phÇn d Trung Hoa : Gi¶ sö r vµ s lµ c¸c sè nguyªn d¬ng nguyªn tè cïngnhau, a vµ b lµ hai sè nguyªn tuú ý. Khi ®ã tån t¹i mét sè nguyªn N sao cho
N ≡ a (mod r) vµ N ≡ b (mod s). Ngoµi ra N ®îc x¸c ®Þnh mét c¸ch duy nhÊt(hiÓu theo nghÜa modulo rs).1.2.6. Hµm phÇn nguyªn§Þnh nghÜa 7. Cho x lµ sè thùc, ta gäi phÇn nguyªn cña x (kÝ hiÖu [x] ) lµ sè nguyªn línnhÊt kh«ng vît qu¸ x.Mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm phÇn nguyªni) [x] = a ⇔ x = a + d, trong ®ã a lµ sè nguyªn vµ 0 6 d < 1.ii) [x + y] = x, th× x lµ sè nguyªn vµ 0 6 y < 1.iii) NÕu n lµ sè nguyªn th× [n + x] = n + [x].iv) [x + y] ≥ [x] + [y].v) NÕu n lµ sè nguyªn d¬ng th× [ [x]

n

]

=
[x

n

].vi) NÕu n lµ sè tù nhiªn th× n[x] 6 [nx].vii) Víi mäi sè tù nhiªn n vµ q (q 6= 0) th× q
[n

q

]

6 n.

14



Ch¬ng 2.
D·y sè vµ tÝnh chÝnh ph¬ng

Trong ch¬ng nµy ®Ò cËp tíi mét sè bµi to¸n vÒ tÝnh chÝnh ph¬ng cña c¸cphÇn tö trong mét d·y sè. Néi dung chÝnh cña c¸c bµi to¸n nµy nh sau: Cho métd·y sè víi c«ng thøc tæng qu¸t cho díi d¹ng truy håi, bµi to¸n yªu cÇu chøng minhphÇn tö nµo ®ã cña d·y lµ sè chÝnh ph¬ng hoÆc ph¶i t×m sè chÝnh ph¬ng trongd·y ®· cho. Trong c¸c d·y sè nguyªn, cã nhiÒu d·y sè mµ tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña nã®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng, nhng viÖc x¸c ®Þnh sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè ®ã l¹i lµmét vÊn ®Ò rÊt khã kh¨n. Trong viÖc x¸c ®Þnh c«ng thøc tæng qu¸t, nhiÒu bµi to¸nta ph¶i mß mÉm, dù ®o¸n c«ng thøc råi dïng ph¬ng ph¸p quy n¹p ®Ó chøng minh.Chóng ta xÐt mét sè thÝ dô sau.Bµi to¸n 1. D·y sè kh«ng ©m {un}, n = 0, 1, 2, ... tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:i) u1 = 1;ii) um+n + um−n =
1

2
(u2m + u2n), ∀m ≥ n; m, n ∈ N.Chøng minh mäi phÇn tö cña d·y lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iLÊy m = n = 0, th× tõ tÝnh chÊt ii) cña d·y ta cã
u0 + u0 =

1

2
(u0 + u0) ⇒ 2u0 = u0 ⇒ u0 = 0.

15



LÊy m = 1, n = 0, th× tõ tÝnh chÊt ii) l¹i cã
u1 + u1 =

1

2
(u2 + u0) ⇒ 2(u1 + u1) = u2 (do u0 = 0).V× u1 = 1 nªn tõ ®ã suy ra u2 = 4. Nh thÕ u0 = 02, u1 = 12, u2 = 22.Ta sÏ chøng minh un = n2 b»ng quy n¹p.Gi¶ sö ®iÒu kh¼ng ®Þnh ®· ®óng ®Õn n = k.LÊy m = k, n = 0 th× tõ tÝnh chÊt ii) ta cã

uk + uk =
1

2
(u2k + u0) ⇒ u2k = 4uk.V× thÕ theo gi¶ thiÕt quy n¹p cã
u2k = 4k2. (1)LÊy m = k, n = 1, vµ vÉn theo tÝnh chÊt ii) ta cã

uk+1 + uk−1 =
1

2
(u2k + u2).Tõ ®ã suy ra

uk+1 =
1

2
u2k +

1

2
u2 − uk−1 (2)Theo (1) th× u2k = 4k2, cßn theo gi¶ thiÕt quy n¹p th× u2 = 22, uk−1 = (k − 1)2. Thayl¹i vµo (2) ta ®îc:

uk+1 =
1

2
4k2 +

1

2
.4 − (k − 1)2 = 2k2 + 2 − k2 + 2k − 1 = (k + 1)2.VËy ®iÒu kh¼ng ®Þnh còng ®óng khi n = k + 1.Theo nguyªn lÝ quy n¹p suy ra un = n2, ∀n = 0, 1, 2, ... Nh vËy mäi sè h¹ng cñad·y sè ®· cho ®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng (®pcm).Bµi to¸n 2. D·y sè {un} x¸c ®Þnh nh sau:






u1 = 1; u2 = −1

un = −un−1 − 2un−2; n ≥ 3.Chøng minh r»ng sè a = 22006 − 7u2
2004 lµ sè chÝnh ph¬ng.

16



Lêi gi¶i§Æt vn = 2n+1 − 7un−1 th× a = v2005 = 22006 − 7u2
2004.Ta sÏ chøng minh r»ng:

vn = (2un + un−1)
2, ∀ n = 2, 3, ... (3)Ta chøng minh b»ng quy n¹p nh sau:Khi n = 2, theo c¸ch x¸c ®Þnh th× v2 = 23 − 7u2

1 = 8 − 7 = 1.MÆt kh¸c (2u2 + u1) = (−2 + 1)2 = 1. V× thÕ v2 = (2u2 + u1)
2. C«ng thøc (3) ®óngkhi n = 2. Gi¶ sö (3) ®· ®óng ®Õn n = k (k ≥ 2), tøc lµ:

vk = (2uk + uk−1)
2.XÐt khi n = k + 1. Theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y, th×

vk+1 = 2k+2 − 7u2
k.Theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y {un}, ta cã

(2uk+1 + uk)
2 = [2(−uk − 2uk−1) + uk]

2 = (−uk − 4uk−1)
2 = u2

k + 8ukuk−1 + 16u2
k−1 =

= 2(4u2
k+4ukuk−1+u2

k−1)+14u2
k−1−7u2

k = 2(2uk+uk−1)
2+14u2

k−1−7u2
k =

= 2vk + 14u2
k−1 − 7u2

k = 2(2k+1 − 7u2
k−1)+ 14u2

k−1 − 7u2
k = 2k+2 − 7u2

k =

= vk+1.VËy: vk+1 = (2uk+1 + uk)
2.Nh vËy c«ng thøc (3) còng ®óng víi n = k + 1.Theo nguyªn lÝ quy n¹p to¸n häc th× (3) ®óng ∀n = 2, 3, ...Tõ (3) trùc tiÕp suy ra mäi sè h¹ng cña d·y {vn} ®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng.Tõ ®ã suy ra a = 22006 − 7u2

2004 lµ sè chÝnh ph¬ng. §ã chÝnh lµ (®pcm).Bµi to¸n 3. D·y sè {un} x¸c ®Þnh nh sau:






u1 = 1; u2 = 2

un+1 = un(un − 1) + 2; n = 2, 3, ...LËp d·y sè míi {sn} nh sau:
sn = (u2

1 + 1)(u2
2 + 1)...(u2

n + 1) − 1, ∀n = 1, 2, ...17



Chøng minh r»ng mäi sè h¹ng cña d·y {sn} ®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iTa sÏ chøng minh r»ng:
sk = (uk+1 + 1)2. (4)ThËt vËy víi k = 1 th× s1 = (u2

1 + 1) − 1 = u2
1 = 12 = (2 − 1)2 = (u2 − 1)2.VËy (4) ®óng khi k = 1.Gi¶ sö (4) ®óng ®Õn k = n, tøc lµ sn = (un+1 − 1)2.XÐt víi k = n + 1, ta cã

sn+1 = (u2
1 + 1)(u2

2 + 1)...(u2
n + 1)(u2

n+1 + 1) − 1 = (sn + 1)(u2
n+1 + 1) − 1 =

= [(un+1 − 1)2 + 1](u2
n+1 + 1) − 1 = [(u2

n+1 + 1) − 2un+1 + 1](u2
n+1 + 1) − 1 =

= (un+1 + 1)2 − 2un+1(u
2
n+1 + 1) + (un+1 + 1) − 1 =

= (u2
n+1 + 1)2 − 2un+1(u

2
n+1 + 1) + u2

n+1 =

= (u2
n+1 + 1 − un+1)

2.Theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y th×
u2

n+1 + 1 − un+1 = un+1(un+1 − 1) + 1 = [un+1(un+1 − 1) + 2] − 1 = un+2 − 1.Suy ra sn+1 = (u2
n+1 + 1 − un+1)

2 = (un+2 − 1)2.VËy (4) ®óng khi k = n + 1.Theo nguyªn lÝ quy n¹p suy ra (4) ®óng víi mäi k = 1, 2, ... V× u1, u2 nguyªn nªntheo c«ng thøc truy håi x¸c ®Þnh d·y suy ra un nguyªn víi mäi n. V× lÏ ®ã ta cã sknguyªn víi mäi k = 1, 2, .... VËy mäi sè h¹ng cña d·y {sn} ®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng.Trong c¸c bµi to¸n vÒ tÝnh chÝnh ph¬ng cña c¸c phÇn tö trong d·y sè, viÖc x¸c®Þnh ®îc c«ng thøc sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè ®îc cho bëi c«ng thøc truy håigióp ta gi¶i quyÕt ®îc bµi to¸n ®· cho. Trong mét sè trêng hîp ta cã thÓ sö dôngph¬ng ph¸p sai ph©n ®Ó t×m sè h¹ng tæng qu¸t.
18



Bµi to¸n 4. D·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:






u0 = 3, u1 = 17

un = 6un−1 − un−2; n = 2, 3, ...Chøng minh r»ng víi mäi n = 0, 1, 2, ... th× vn =
u2

n − 1

2
lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iXÐt ph¬ng tr×nh ®Æc trng:

x2 − 6x + 1 = 0.Ph¬ng tr×nh nµy cã hai nghiÖm x1 = 3 +
√

8 vµ x2 = 3 −
√

8. V× thÕ sè h¹ng tængqu¸t un cã d¹ng:
un = a(3 +

√
8)n + b(3 −

√
8)n.Tõ u0 = 3, u1 = 17 suy ra hÖ ph¬ng tr×nh sau ®Ó x¸c ®Þnh a, b







a(3 +
√

8)0 + b(3 −
√

8)0 = 3

(3 +
√

8)1 + b(3 −
√

8)1 = 17

⇔






a + b = 3

a(3 +
√

8) + b(3 −
√

8) = 17

⇔ 





a =
1

2
(3 +

√
8)

b =
1

2
(3 −

√
8).V× vËy:

un =
1

2

[
(3 +

√
8)n+1 + (3 −

√
8)n+1

]
.Do ®ã ta cã

vn =
1

2
(u2

n − 1) =
1

2
· 1

4

{[
(3 +

√
8)n+1 + (3 −

√
8)n+1

]2 − 4
}

=19



=
1

2

[
(3 +

√
8)n+1 − (3 −

√
8)n+1

2

]2

.¸p dông c«ng thøc nhÞ thøc Newton ta cã (3 ±
√

8)n+1 = M ± N
√

2, ë ®©y M, N lµc¸c sè nguyªn d¬ng.Tõ ®ã suy ra 1

2
(u2

n − 1) = N2 (®pcm).Bµi to¸n 5. Cho d·y sè {an} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:






a0 = 1, a1 = 2

an+2 = 4an+1 − an, ∀n ∈ N.T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña n ®Ó an − 1 lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iXÐt ph¬ng tr×nh ®Æc trng: t2 = 4t − 1.Ph¬ng tr×nh nµy cã hai nghiÖm t1 = 2+
√

3, t2 = 2−
√

3. V× thÕ sè h¹ng an cña d·ycã d¹ng:
an = α(2 +

√
3)n + β(2 −

√
3)n (α, β ∈ R).Tõ a0 = 1, a1 = 2 suy ra hÖ ph¬ng tr×nh sau ®Ó x¸c ®Þnh α, β:







α + β = 1

2(α + β) +
√

3(α − β) = 2

⇔ α = β =
1

2
.V× vËy

an =
1

2
[(2 +

√
3)n + (2 −

√
3)n].Do

(2 +
√

3) =
1

2
(
√

3 + 1)2 =
(
√

3 + 1√
2

)2
.

(2 −
√

3) =
1

2
(
√

3 − 1)2 =
(
√

3 − 1√
2

)2
.Nªn suy ra

an − 1 =
1

2

[(√
3 + 1√

2

)2n

+

(√
3 − 1√

2

)2n
]

− 1 =

[

(
√

3 + 1)n − (
√

3 − 1)n

(
√

2)n+1

]2
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§Ó an − 1 lµ sè chÝnh ph¬ng th×
An :=

(
√

3 + 1)n − (
√

3 − 1)n

(
√

2)n+1
∈ Z.Ta lÇn lît xÐt c¸c trêng hîp sau:NÕu n = 0 ⇒ A1 = 0 ∈ Z.NÕu n = 1 ⇒ A2 = 1 ∈ Z.NÕu n = 2k, k ∈ N∗, xÐt:

(
√

3 + 1)n − (
√

3 − 1)n

(
√

2)n+1
=

(2 +
√

3)k − (2 −
√

3)k

√
2

:= bk.Ta cã 2 +
√

3; 2−
√

3 lµ c¸c nghiÖm cña ph¬ng tr×nh ®Æc trng t2 = 4t− 1 nªn {bk}tho¶:
bk+2 = 4bk+1 − bkmµ b1 =

√
6 ⇒ bk 6∈ Q, ∀k ∈ N∗. Tõ ®ã suy ra an − 1 kh«ng ph¶i lµ sè chÝnh ph¬ngvíi n = 2k, k ∈ N∗.NÕu n = 2k + 1, k ∈ N∗.Ta cã
(
√

3 + 1)n − (
√

3 − 1)n

(
√

2)n+1
=

√
3 + 1

2

[

(
√

3 + 1)n − (
√

3 − 1)n

(
√

2)n+1

]2

=

=

√
3 + 1

2
[(2 +

√
3)k − (2 −

√
3)k].§Æt: ck =

√
3 + 1

2
[(2+

√
3)k−(2−

√
3)k], k ∈ N∗ th× d·y {ck} tho¶ m·n ck+2 = 4ck+1−ck.Mµ c1 = 5 ⇒ ck ∈ Z, ∀ k ∈ N∗.VËy víi n = 2k + 1, k ∈ N th× an − 1 lµ sè chÝnh ph¬ng.Trong nhiÒu bµi to¸n vÒ sè chÝnh ph¬ng trong d·y sè chóng ta kh«ng sö dông®îc ph¬ng ph¸p sai ph©n ®Ó x¸c ®Þnh sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè. Chóng ta cãthÓ sö dông ph¬ng ph¸p ®Æt Èn phô, cô thÓ ta biÕn ®æi c«ng thøc truy håi cña d·ysè ®· cho, t×m c¸ch ®Æt Èn phô mét c¸ch thÝch hîp ®Ó ®a d·y sè ®· cho thµnh d·ysè lµ cÊp sè céng hoÆc cÊp sè nh©n hoÆc thµnh mét d·y sè ®¬n gi¶n h¬n ®Ó kh¶os¸t d·y sè ®· cho.
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Bµi to¸n 6. Cho d·y sè x¸c ®Þnh nh sau:






u1 = 1, u2 = 3

un+2 = 2un+1 − un + 1, n = 1, 2, 3, ...Chøng minh r»ng, ∀n nguyªn d¬ng, sè An = 4unun+2 + 1 lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iTõ c«ng thøc truy håi un+2 = 2un+1−un+1 ta suy ra un+2−un+1 = un+1−un+1.§Æt un+2 − un+1 = vn+2 Ta ®îc vn+2 = vn+1 + 1 lµ mét cÊp sè céng víi c«ng béi
d = 1.Ta cã un = (un−un−1)+(un−1−un−2)+ · · ·+(u2−u1)+u1 = vn +vn−1 + · · ·+v2 +u1.Do ®ã theo tÝnh chÊt cña cÊp sè céng ta cã

un =
[2v2 + (n − 2)d](n − 1)

2
+ 1 =

[2.2 + (n − 2).1](n − 1)

2
+ 1 =

n(n + 1)

2
.VËy un =

n(n + 1)

2
víi n = 1, 2, ... Tõ ®ã ta cã

An = 4
n(n + 1)

2
· (n + 2)(n + 3)

2
+ 1 = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 = (n2 + 3n + 1)2.§iÒu ®ã chøng tá r»ng An lµ sè chÝnh ph¬ng víi mäi n nguyªn d¬ng (®pcm).Bµi to¸n 7. D·y sè nguyªn {un} cã tÝnh chÊt sau:

un+2 + un−1 = 2(un+1 + un), ∀n = 1, 2, ...Chøng minh r»ng tån t¹i sè nguyªn M kh«ng phô thuéc vµo n sao cho víi mäi
n = 1, 2, ..., sè M + 4unun+1 lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iTõ ®iÒu kiÖn ®· cho un+2 + un−1 = 2(un+1 + un) cã thÓ viÕt l¹i díi d¹ng díi ®©y:

un+2 − un+1 − un = un+1 − un − un−1 + 2un.§Æt vn = un+2 − un+1 − un, n = 1, 2, .. Ta cã vn = vn−1 + 2un, ∀n = 2, 3, ...Tõ ®ã ∀n = 2, 3, ..., th× 22



v2
n = (vn−1 + 2un)

2 = v2
n−1 + 4vn−1un + 4u2

n = v2
n−1 + 4(un+1 − un − un−1)un + 4u2

n =

= v2
n−1 + 4un+1un − 4un−1un.Nh vËy ∀n = 2, 3, ..., th×

v2
n − 4un+1un = v2

n−1 − 4un−1un.§¼ng thøc chøng tá r»ng ®¹i lîng v2
n − 4un−1un lµ h»ng sè kh«ng phô thuéc n.Gäi M lµ h»ng sè ®ã, tøc lµ

M = v2
n − 4unun+1.Khi ®ã râ rµng M + 4unun+1 lµ sè chÝnh ph¬ng víi ∀n = 1, 2, ...(®pcm).Bµi to¸n 8. Cho d·y sè {un} x¸c ®Þnh nh sau:







u1 = 1, u2 = 3

un+1 = (n + 2)un − (n + 1)un−1, n = 2, 3, ...T×m tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña n ®Ó un lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iVíi mçi n ≥ 2, ta ®Æt
vn = un − un−1.Khi ®ã nÕu n ≥ 3 th×

vn−1 = un−1 − un−2.Theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y sè {un}, th× ∀n ≥ 3, ta cã
un = (n + 1)un−1 − nun−2 ⇔ un − un−1 = n(un−1 − un−2).Tõ ®ã ta cã

vn = nvn−1.V× v2 = u2 − u1 = 3 − 1 = 2 ⇒ v3 = 3v2 = 3.2 = 6 = 3!.Nªn b»ng quy n¹p suy ra vn = n!, ∀ n ≥ 2.Víi mäi n ≥ 2 ta cã
un = (un−un−1)+(un−1+un−2)+ · · ·+(u2−u1)+u1 = vn+vn−1+vn−2+ · · ·+v2+u1 =

= n! + (n − 1)! + · · · + 2! + 1 =
n∑

k=1

k!, ∀ n = 1, 2, ...23



Suy ra
un = 1! + 2! + 3! + 4! +

n∑

k=5

k!, ∀ k ≥ 5.V× ∀n ≥ 5 th× k! = 1.2.3.4.5...k nªn k!
... 10.Do vËy

n∑

k=5

k!
... 10, ∀ k ≥ 5.Ta cã 1! + 2! + 3! + 4! = 1 + 2 + 6 + 24 = 33 ≡ 3 (mod 10).VËy ta cã un ≡ 3 (mod 10), ∀ n ≥ 5.V× sè chÝnh ph¬ng chØ cã thÓ tËn cïng b»ng 0, 1, 4, 5, 6, 9. Nªn un kh«ng thÓ lµ sèchÝnh ph¬ng víi n ≥ 5.Ta cã

u1 = 1! = 1 = 12.

u2 = 1! + 2! = 1 + 2 = 3 kh«ng ph¶i lµ sè chÝnh ph¬ng.
u3 = 1! + 2! + 3! = 1 + 2 + 6 = 9 = 32.

u4 = 1! + 2! + 3! + 4! = 1 + 2 + 6 + 24 = 33 kh«ng ph¶i lµ sè chÝnh ph¬ng.Tãm l¹i: Trong d·y sè {un} nãi trªn, chØ cã hai sè h¹ng u1 vµ u3 lµ sè chÝnh ph¬ng.Víi nh÷ng d·y sè ®îc cho díi d¹ng sè h¹ng tæng qu¸t th× viÖc cÇn lµm lµ ph¶ibiÕn ®æi sè h¹ng tæng qu¸t theo néi dung yªu cÇu cña bµi to¸n ®Æt ra vµ chøng minhchóng lµ c¸c sè nguyªn. Ta xÐt bµi to¸n sau.Bµi to¸n 9. D·y sè {un} x¸c ®Þnh nh sau:
un =

(
3 +

√
5

2

)n

+

(
3 −

√
5

2

)n

− 2, n = 1, 2, ...Chøng minh r»ng mäi sè h¹ng lÎ cña d·y lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iTa cã
un =

(
3 +

√
5

2

)n

+

(
3 −

√
5

2

)n

− 2 =

[(√
5 + 1

2

)n

−
(√

5 − 1

2

)n
]2

.
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§Æt
vn =

(√
5 + 1

2

)n

−
(√

5 − 1

2

)n

, n = 1, 2, ...Râ rµng vn > 0 víi mäi n = 1, 2, ... vµ ta cã
vn+2 =

(√
5 + 1

2

)n+2

−
(√

5 − 1

2

)n+2

=

=

[(√
5 + 1

2

)n+1

−
(√

5 − 1

2

)n+1]
(√

5 + 1

2
+

√
5 − 1

2

)

−

−
[(√

5 + 1

2

)n

−
(√

5 − 1

2

)n
]

.

√
5 + 1

2
.

√
5 − 1

2
=

√
5 vn+1 − vn. (5)Tõ ( 5) suy ra

vn =







∈ N nÕu n lµ sè lÎ
m
√

5, m ∈ Z nÕu n lµ sè ch½n. (6)ThËt vËy, ta cã v1 = 1, v2 =
√

5, vËy kh¼ng ®Þnh ®· ®óng víi n = 1, 2.Gi¶ sö kh¼ng ®Þnh ®· ®óng ®Õn n = 2k, khi ®ã theo (5) ta cã
v2k+1 =

√
5v2k − v2k−1 = 5m − v2k−1 ∈ Z.(V× theo gi¶ thiÕt quy n¹p th× v2k = m

√
5 víi m ∈ Z, vµ v2k−1 ∈ Z).Ta l¹i cã v2k+2 =

√
5v2k+1 − v2k.Do v2k+1 ∈ Z, v2k =
√

5m víi m ∈ Z nªn v2k+2 =
√

5h víi h ∈ Z. Nh vËy ®iÒu kh¼ng®Þnh còng ®óng víi n = 2k + 1, 2k + 2. Theo nguyªn lÝ quy n¹p suy ra (6) ®óng ∀n.Tõ (6) suy ra nÕu n lÎ th× do vn ∈ Z, nªn un = m2 lµ sè chÝnh ph¬ng.Nh vËy mäi sè h¹ng lÎ cña d·y {un} ®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng (®pcm).Bµi to¸n 10. D·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:
un = 28 + 211 + 2n, n = 1, 2, ...T×m tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña d·y mµ lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶i25



Gi¶ sö sè h¹ng uk cña d·y lµ sè chÝnh ph¬ng, ®iÒu ®ã cã nghÜa lµ:
28 + 211 + 2k = a2, a ∈ Z.Tõ ®ã suy ra

2k = a2 − (28 + 211) = a2 − (256 + 2048) =

= a2 − 2304 = a2 − 482 = (a + 48)(a − 48). (7)Tõ (7) suy ra






a + 48 = 2p

a − 48 = 2q,trong ®ã p, q lµ c¸c sè tù nhiªn, víi p + q = k, p > q.Tõ ®ã ta cã 2p − 2q = 96 hay 2q(2p−q − 1) = 25.3 ⇒ q = 5 vµ 2p−q − 1 = 3

⇒ p − q = 2 ⇒ p = 7 ⇒ k = 5 + 7 = 12.Thö l¹i ta cã
28 + 211 + 212 = 6400 = 802.VËy sè h¹ng u12 lµ sè h¹ng duy nhÊt cña d·y ®· cho lµ sè chÝnh ph¬ng.Trong bµi to¸n sau, trong c¸ch gi¶i ®· biÕn ®æi khÐo lÐo ®iÒu kiÖn ®· cho ®Ó dÉn®Õn mét ph¬ng tr×nh bËc hai cã nghiÖm nguyªn mµ biÖt sè ∆ chÝnh lµ biÓu thøc cÇnchøng minh lµ sè chÝnh ph¬ng.Bµi to¸n 11. Cho d·y sè nguyªn d¬ng {un} x¸c ®Þnh nh sau:







u1 = 1, u2 = 45

un+2 = 45un+1 − 7un; n = 0, 1, 2...Chøng minh r»ng víi mäi n = 0, 1, 2, ... th×
An = 1997u2

n + 4.7n+1lµ sè chÝnh ph¬ng. 26



Lêi gi¶iTa sÏ chøng minh r»ng víi mäi n = 0, 1, 2, ...

u2
n+1 − unun+2 = 7n+1. (8)NÕu n = 0, th×

u2
n+1 − unun+2 = u2

1 − u0u2 = 452 − (45u1 − 7u0) = 452 − (452 − 7) = 7 = 70+1.VËy (8) ®óng khi n = 0.NÕu n = 1 th×
u2

n+1 − unun+2 = u2
2 − u1u3 = (45u1 − 7u0)

2 − 45(45u2 − 7u1) =

= (45u1 − 7)2 − 45[45(45u1 − 7u0) − 7u1] =

= 452u2
1 − 45.14u1 + 72 − 45(452u1 − 7.45 − 7u1) =

= 454 + 72 − 14.452 − 454 + 14.452 = 72 = 71+1.VËy (8) ®óng khi n = 1.Gi¶ sö (8) ®óng ®Õn k tøc lµ:
u2

k+1 − ukuk+2 = 7k+1. (9)XÐt khi n = k + 1. Ta cã
u2

k+2 − uk+1uk+3 = u2
k+2 − uk+1(45uk+2 − 7uk+1) = u2

k+2 − 45uk+1uk+2 + 7u2
k+1.¸p dông gi¶ thiÕt quy n¹p (9), ta cã

u2
k+2 − uk+1uk+3 = u2

k+2 − 45uk+1uk+2 + 7(7k+1 + ukuk+2) =

= 7k+2 − 45uk+1uk+2 + 7ukuk+2 + u2
k+2 =

= 7k+2 + uk+2(uk+2 − 45uk+1 + 7uk =

= 7k+2 + uk+1[uk+2 − (45uk+1 − 7uk)].Do uk+2 = 45uk+1 − 7uk, nªn suy ra u2
k+2 − uk+1uk+3 = 7k+2.VËy (8) còng ®óng khi n = k + 1. Theo nguyªn lÝ quy n¹p to¸n häc th× (8) ®óng víimäi n = 0, 1, 2, ...Tõ (8) vµ ¸p dông c«ng thøc truy håi x¸c ®Þnh d·y, ta cã

u2
n+1 − un(45un+1 − 7un) − 7n+1 = 0 ⇒ u2

n+1 − 45unun+1 + 7u2
n − 7n+1 = 0.§¼ng thøc ®ã chøng tá r»ng ph¬ng tr×nh bËc hai

x2 − 45unx + 7u2
n − 7n+1 = 0.27



cã ngiÖm nguyªn un+1. V× lÏ ®ã biÖt thøc
4 = 452u2

n − 4.7u2
n + 4.7n+1 = 1997u2

n + 4.7n+1 = An ph¶i lµ sè chÝnh ph¬ng.VËy An lµ sè chÝnh ph¬ng víi mäi n = 0, 1, 2, ... (®pcm).VËn dông ph¬ng ph¸p ph¶n chøng cïng nh÷ng suy luËn l«gic còng lµ nh÷ng c«ngcô ®¾c lùc trong viÖc gi¶i c¸c bµi to¸n vÒ tÝnh chÝnh ph¬ng trong d·y sè. Ta xÐt bµito¸n sau.Bµi to¸n 12. Cho d·y sè {pn}, trong ®ã p1 < p2 < p3 < · · · lµ d·y tÊt c¶ c¸c sènguyªn tè. Chøng minh r»ng gi÷a hai sè p1 + p2 + · · ·+ pk vµ p1 + p2 + · · ·+ pk + pk+1lu«n t×m ®îc mét sè b×nh ph¬ng ®óng.Lêi gi¶iTa chøng minh mét ®iÒu kh¼ng ®Þnh tæng qu¸t h¬n:MÖnh ®Ò: Gi¶ sö p1, p2, p3, · · · lµ d·y sè nguyªn tè sao cho p1 = 2, p2 ≥ 3,
pn+1−pn ≥ 2, ∀n = 2, 3, ... Khi ®ã trong sè c¸c sè tù nhiªn gi÷a sè sn = p1+p2+· · ·+pnvµ sn+1 = p1 + p2 + · · ·+ pn + pn+1 lu«n t×m ®îc mét sè b×nh ph¬ng ®óng.Chøng minh mÖnh ®Ò:Gi¶ thiÕt ph¶n chøng tån t¹i mét sè tù nhiªn n sao cho gi÷a hai sè sn vµ sn+1 kh«ngcã sè b×nh ph¬ng ®óng nµo, tøc lµ tån t¹i sè tù nhiªn k sao cho:

k2
6 sn < sn+1 6 (k + 1)2 (10)Suy ra

pn+1 = sn+1 − sn 6 (k + 1)2 − k2 = 2k + 1 ⇒ pn 6 pn+1 − 2 6 2k − 1.Qu¸ tr×nh Êy cø tiÕp tôc vµ ta cã
pn−1 6 2k − 3;

pn−2 6 2k − 5;

· · ·28



p2 = 3 6 x;

p1 = 2 6 x − 2.ChØ cã hai kh¶ n¨ng x¶y ra víi sè x:i) NÕu x = 3, th× do p2 ≥ 3 ⇒ p2 = 3 vµ tõ ®ã suy ra tÊt c¶ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ®Òutrë thµnh ®¼ng thøc (pn+1 = 2k + 1, pn−1 = 2k − 3, ...., p2 = 3). Tõ ®ã suy ra
sn+1 = 2 + p2 + · · ·+ pn+1 > 1 + 3 + 5 + · · · + (2k + 1) = (k + 1)2. (11)Râ rµng (11) m©u thuÉn víi vÕ tr¸i cña (10)ii) NÕu x ≥ 5 th× do x − 2 ≥ 3 ta suy ra

sn = 2 + p2 + · · · + pn < 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2k − 1) = k2.Râ rµng ®iÒu nµy m©u thuÉn víi vÕ tr¸i cña (10).Tãm l¹i trong mäi kh¶ n¨ng ta lu«n ®i ®Õn m©u thuÉn, vËy gi¶ thiÕt chøng minhlµ sai, suy ra mÖnh ®Ò ®îc chøng minh vµ bµi to¸n ®· ®îc gi¶i.
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Ch¬ng 3.
D·y sè vµ tÝnh chia hÕt
3.1. D·y sè vµ sè nguyªn tèSè nguyªn tè lµ lµ sè tù nhiªn lín h¬n 1 kh«ng cã íc nµo kh¸c ngoµi 1 vµchÝnh nã. §Þnh lÝ Euclide ®· chØ ra tËp hîp c¸c sè nguyªn tè lµ v« h¹n. NÕu chóng ta®¸nh sè c¸c sè nguyªn tè theo thø tù t¨ng dÇn p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ....pn < pn+1, ...th×cho ®Õn nay ngêi ta còng cha t×m ®îc mét biÓu thøc tæng qu¸t nµo cho sè nguyªntè pn thø n theo chØ sè n cña nã, nÕu xÐt kho¶ng c¸ch gi÷a hai sè nguyªn tè liªn tiÕp,tøc lµ xÐt hiÖu dn = pn+1 − pn. Ta thÊy ngay r»ng p1 = 2 vµ p2 = 3 lµ cÆp sè nguyªntè liªn tiÕp cã kho¶ng c¸ch d1 = 1 cßn l¹i víi n > 1 th× dn ≥ 2, víi n > 1 th× dn lµmét sè ch½n v× mäi cÆp sè nguyªn tè liªn tiÕp ®Òu lµ 2 sè lÎ. NÕu dn = 2 th× ta nãi
pn vµ pn+1 lµ cÆp sè nguyªn tè sinh ®«i. Cã bao nhiªu cÆp sè nguyªn tè sinh ®«i lµmét vÊn ®Ò cho ®Õn nay cha ®îc gi¶i quyÕt, víi dn > 2 ta cã bµi to¸n sau.Bµi to¸n 1. T×m 9 sè nguyªn tè nhá h¬n 2002 lËp thµnh mét cÊp sè céng.Lêi gi¶i1) Tríc hÕt ta chøng minh bæ ®Ò sau:Bæ ®Ò. NÕu ba sè nguyªn tè lín h¬n 3 lËp thµnh mét cÊp sè céng th× c«ng sai dchia hÕt cho 6.Chøng minh bæ ®Ò. Râ rµng mäi sè nguyªn tè lín h¬n 3 ®Òu cã d¹ng 6n + 130



hoÆc 6n + 5.V× ba sè nguyªn tè lín h¬n 3 lËp thµnh cÊp sè céng, nªn theo nguyªn lÝ Dirichletph¶i cã Ýt nhÊt hai sè cïng d¹ng tøc lµ hiÖu sè cña hai sè ®ã chia hÕt cho 6. Gäi d lµc«ng sai cña cÊp sè céng, th× hiÖu cña hai sè hoÆc lµ d hoÆc lµ 2d. Nh thÕ hoÆc lµ
d
... 6 hoÆc lµ 2d

... 6 v× c«ng sai d lµ hiÖu cña hai sè nguyªn tè lín h¬n 3 nªn nã lµ sèch½n. V× d
... 3 vµ d

... 2 nªn d
... 6. §ã chÝnh lµ (®pcm).2) Gi¶ sö ta cã 9 sè nguyªn tè lËp thµnh mét cÊp sè céng víi c«ng sai d. Râ rµngtrong 9 sè ®ã bao giê còng tån t¹i 3 sè nguyªn tè lín h¬n 3 lËp thµnh mét cÊp sècéng. Theo bæ ®Ò ta ph¶i cã d
... 6.Ta sÏ chøng minh d

... 5. ThËt vËy gäi sè h¹ng ®Çu tiªn cña cÊp sè céng lµ a1.XÐt 5 sè sau ®©y:
a1 + 4d, a1 + 5d, a1 + 6d, a1 + 7d, a1 + 8d.NÕu d 6 ... 5 th× (d, 5) = 1 nªn a1 + id, i = 4, 5, 6, 7, 8 lµ hÖ thÆng d ®Çy ®ñ (mod 5).VËy trong 5 sè ®ã ph¶i cã mét sè chia hÕt cho 5. §iÒu nµy v« lÝ v× 5 sè ®ã ®Òu lµ sènguyªn tè lín h¬n 5.B»ng lËp luËn hoµn toµn t¬ng tù, th× d

... 7. Do 5, 6, 7 nguyªn tè cïng nhau.VËy d
... 210 ⇒ d = 210k, víi k lµ nguyªn d¬ng.Ta cã a9 = a1 + 8d < 2002 ⇒ d < 250, mµ d = 210k ⇒ d = 210.Do d = 210 ⇒ a1 < 322.- NÕu a1 = 11, th× a2 = 11 + d = 221 ⇒ a2

... 13. VËy lo¹i trêng hîp nµy.- NÕu a1 = 13, th× a4 = 13 + 3d = 1272 ⇒ a4
... 19. VËy lo¹i trêng hîp nµy.Gäi τ11, τ13 t¬ng øng lµ sè d cña a1, khi chia cho 11 vµ 13. Theo c«ng thøc cña cÊpsè céng, ta cã

an = a1 + (n− 1)d = a1 + (n − 1)210 = a1 + (n − 1)(11.19 + 1) = k.11 + τ11 + (n− 1),
k nguyªn d¬ng.Do 1 6 n − 1 6 8 nªn τ11 6∈ {3, 4, 5, ..., 10}.ThËt vËy, nÕu τ11 = s víi 3 6 s 6 10), th× a12−s

... 11, víi chó ý r»ng 3 6 s 6 10

⇒ 2 6 12 − s 6 9 v× thÕ τ11 chØ cã thÓ lµ 1 hoÆc 2. MÆt kh¸c, ta l¹i cã biÓu diÔn:
an = a1 +(n− 1)d = a1 +(n− 1)210 = a1 +(n− 1)(13.16+2) = m.11+ τ13 +2(n− 1),

m nguyªn d¬ng.
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Do 1 6 n − 1 6 8 ⇒ 2 6 2(n − 1) 6 16 nªn:
τ13 6∈ {1, 3, 5, 7, 9, 10, 11, 12}.(Chøng minh t¬ng tù nh trªn), v× thÕ τ13 chØ cã thÓ lµ 2,4,6,8.VËy a1 ph¶i lµ sè nguyªn tè nhá h¬n 322 vµ khi chia cho 11 chØ cã thÓ d 1 hoÆc 2vµ khi chia cho 13 chØ cã thÓ d 2,4,6,8. B»ng phÐp thö trùc tiÕp ta thÊy a1 chØ cã thÓlµ 67,199, 277.NÕu a1 = 67 th× a4 = 697

... 17. VËy a1 = 67 bÞ lo¹i.NÕu a1 = 277 th× a3 = 697
... 17. VËy a1 = 277 bÞ lo¹i.NÕu a1 = 199 b»ng phÐp thö trùc tiÕp ta thu ®îc d·y sè sau:

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879.9 sè Êy lµ 9 sè nguyªn tè vµ lËp thµnh cÊp sè céng. §ã lµ nghiÖm duy nhÊt cÇn t×mcña bµi to¸n.Bµi to¸n 2. BiÕt r»ng 10 sè nguyªn tè sau ®©y lËp thµnh cÊp sè céng víi c«ng sai
d = 210:

÷199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089.Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i mét cÊp sè céng gåm 11 sè nguyªn tè víi c«ng sai
d tho¶ m·n: 1 < d < 2310. Lêi gi¶iGi¶ sö ph¶n chøng tån t¹i cÊp sè céng gåm 11 sè nguyªn tè xi = a+id (i = 0, 1, ..., 10)víi c«ng sai d tho¶ m·n 1 < d < 2310.Ta nhËn xÐt r»ng nÕu p lµ sè nguyªn tè vµ (d, p) = 1 th× d·y sè {a + id}(i = 0, 1, ..., p)lµ hÖ thÆng d ®Çy ®ñ (mod p) do ®ã ph¶i cã mét sè chia hÕt cho p. Tõ nhËn xÐt ®ãta cã d

... 5. ThËt vËy gäi sè h¹ng ®Çu tiªn cña cÊp sè céng lµ a. XÐt 5 sè sau ®©y:
a + 6d, a + 7d, a + 8d, a + 9d, a + 10d.NÕu d 6 ... 5 th× (d, 5) = 1 nªn a + id, i = 0, 1, 2, 3, 4 lµ hÖ thÆng d ®Çy ®ñ (mod 5).VËy trong 5 sè ®ã ph¶i cã mét sè chia hÕt cho 5 ®iÒu nµy v« lÝ v× 5 sè ®ã ®Òu lµ sè32



nguyªn tè lín h¬n 5.B»ng lËp luËn hoµn toµn t¬ng tù, th× d
... 2, 3, 7 ⇒ d

... 2.3.5.7 = 210.NÕu d
... 11 th× d

... 2.3.5.7.11 = 2310. VËy d ≥ 2310. Tr¸i víi gi¶ thiÕt. VËy (d, 11) = 1.Theo nhËn xÐt trªn trong d·y sè nguyªn tè {xi} (i = 0, 1, ..., 10) ph¶i cã mét sè chiahÕt cho 11. Suy ra sè ®ã lµ 11.VËy xi = 11 + id (i = 0, 1, ..., 10) víi d = 210k (k = 1, 2, ..., 10).Tuy nhiªn, víi
d = 210 ⇒ x1 = 11 + 210 = 221 = 13.17;

d = 420 ⇒ x2 = 11 + 2.420 = 851 = 23.37;

d = 630 ⇒ x2 = 11 + 2.630 = 1271 = 31.41;

d = 840 ⇒ x1 = 11 + 840 = 851 = 23.37;

d = 1050 ⇒ x3 = 11 + 3.1050 = 3161 = 109.29;

d = 1260 ⇒ x1 = 11 + 1260 = 1271 = 31.41;

d = 1470 ⇒ x2 = 11 + 2.1470 = 2951 = 227.13;

d = 1680 ⇒ x1 = 11 + 1680 = 1691 = 89.19;

d = 1890 ⇒ x2 = 11 + 2.1890 = 3791 = 223.17;

d = 2100 ⇒ x4 = 11 + 4.2100 = 8411 = 13.647.VËy d·y sè {a+ id} (i = 0, 1, 2, ..., 10) kh«ng ph¶i lµ gåm toµn c¸c sè nguyªn tè. VËygi¶ thiÕt ph¶n chøng lµ sai vµ ®ã lµ (®pcm).Bµi to¸n 3. Hái cã tån t¹i hay kh«ng mét d·y v« h¹n c¸c sè nguyªn tè p1, p2, p3, ...tho¶ m·n ®ång thêi hÖ ®iÒu kiÖn sau:i) pk+1 > pk, ∀k ≥ 1;ii) | pk+1 − 2pk |= 1, ∀k ≥ 1. Lêi gi¶iGi¶ thiÕt tån t¹i d·y v« h¹n c¸c sè nguyªn tè p1, p2, p3, ... tho¶ m·n c¸c yªu cÇu ®Òbµi.Do d·y lµ v« h¹n nªn kh«ng gi¶m tÝnh tæng qu¸t cã thÓ cho lµ p1 > 3. XÐt sè h¹ng
pk tuú ý (k ≥ 1). 33



NÕu pk ≡ −1 (mod 3) th× pk+1 = 2pk + 1. ThËt vËy, v× | pk+1 − pk |= 1 nªn:a) HoÆc lµ pk+1 − 2pk = 1 ⇒ pk+1 = 2pk + 1 vµ ®iÒu nhËn xÐt lµ ®óng.b) HoÆc lµ pk+1 − 2pk = −1 ⇒ pk+1 = 2pk − 1.Do pk ≡ −1 (mod 3) ⇒ 2pk − 1 ≡ 0 (mod 3) ⇒ pk+1
... 3. §iÒu nµy m©u thuÉn v× pk+1lµ sè nguyªn tè lín h¬n 3. V× thÕ trêng hîp b) kh«ng s¶y ra.Nh thÕ ta chØ ra r»ng nÕu pk ≡ −1 (mod 3) th× pk+1 = 2pk + 1.Hoµn toµn t¬ng tù, ta cã nÕu pk ≡ 1 (mod 3) th× pk+1 = 2pk − 1.Tõ ®ã suy ra1) NÕu p1 ≡ −1 (mod 3) th× pk+1 = 2pk + 1, ∀k ≥ 1.ThËt vËy, nÕu p1 ≡ −1 (mod 3), theo trªn ta cã p2 = 2p1 + 1. Do p1 ≡ −1 (mod 3)nªn 2p + 1 ≡ −1 (mod 3), tøc lµ p2 ≡ −1 (mod 3).Tõ ®ã b»ng quy n¹p suy ra pk+1 ≡ −1 (mod 3), tøc lµ pk ≡ −1 (mod 3) vµ tõ ®ã còngb»ng quy n¹p suy ra pk+1 = 2pk + 1, ∀k ≥ 1.B»ng quy n¹p ta cã

pk = 2k−1p1 + (2k−1 − 1) ⇒ pk ≡ (2k−1 − 1) (mod p1), ∀k ≥ 1.Do p1 > 3, nªn víi k = p1 ta cã pp1
≡ (2p1−1 − 1) (mod p1).Do p1 lµ sè nguyªn tè nªn theo ®Þnh lÝ Fermat nhá ta cã 2p1−1 − 1

... p1.Tõ ®ã ®i ®Õn pp1

... p1. §iÒu nµy m©u thuÉn víi tÝnh nguyªn tè cña pp1
.2) NÕu p1 ≡ 1 (mod 3), th× pk+1 = 2pk − 1, ∀k ≥ 1.(chøng minh t¬ng tù nh phÇn 1).B»ng quy n¹p ta cã

pk = 2k−1p1 − (2k−1 − 1), ∀k > 1 ⇒ pk ≡ −(2k−1 − 1) (mod p1), ∀k > 1.Do p1 > 3, nªn víi k = p1 th×
pp1

≡ −(2p1−1 − 1) (mod p1).Theo ®Þnh lÝ Fermat nhá suy ra pp1

... p1. §iÒu nµy m©u thuÉn víi p1 lµ sè nguyªn tè.VËy gi¶ thiÕt tån t¹i d·y v« h¹n c¸c sè nguyªn tè p1, p2, p3, ... tho¶ m·n c¸c yªu cÇucña ®Ò bµi lµ sai. Nh vËy c©u tr¶ lêi ë ®©y lµ: Kh«ng.
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Nh vËy lµ cã cÆp sè nguyªn tè rÊt gÇn nhau (p1 vµ p2) vµ cã nh÷ng cÆp sè nguyªntè liªn tiÕp cã kho¶ng c¸ch b»ng 2, song ta còng chøng minh ®îc r»ng víi mçi sè tùnhiªn m lín h¬n 1 tuú ý cho tríc ¾t cã nh÷ng cÆp sè nguyªn tè liªn tiÕp cã kho¶ngc¸ch lín h¬n m. Ta xÐt bµi to¸n sau:Bµi to¸n 4. Cho d·y sè tù nhiªn v« h¹n 1, 2, 3, ..., vµ k lµ mét sè tù nhiªn cho tríc.Hái cã thÓ trÝch ra tõ d·y trªn mét d·y con gåm k sè h¹ng, sao cho chóng lµ k sè tùnhiªn liªn tiÕp vµ mäi sè cña d·y con ®Òu kh«ng ph¶i lµ sè nguyªn tè ®îc kh«ng ?Lêi gi¶iXÐt k sè sau ®©y:
(k + 1)! + 2; (k + 1)! + 3; (k + 1)! + 4; ...; (k + 1)! + (k + 1).§ã lµ k sè tù nhiªn liªn tiÕp.MÆt kh¸c, nÕu lÊy m tuú ý sao cho 2 ≤ m ≤ k + 1, th× ta cã

(k + 1)! + m = 1.2....m(m + 1)...(k + 1) + m

= m[1.2....(m − 1)(m + 1)...(k + 1) + 1].Tõ ®ã suy ra (k + 1)! + m
... m ⇒ (k + 1)! + m kh«ng ph¶i lµ sè nguyªn tè. VËy ®ã lµd·y con cÇn t×m. Víi bµi to¸n trªn ta cã c©u tr¶ lêi kh¼ng ®Þnh.Ngêi ta ®Æt vÊn ®Ò xem xÐt cã hay kh«ng mét d·y sè lÊy v« sè gi¸ trÞ nguyªn tè?§èi víi nhÞ thøc bËc nhÊt ta cã ®Þnh lÝ: "Víi hai sè tù nhiªn a, b nguyªn tè cïng nhau,nhÞ thøc bËc nhÊt ax + b lÊy v« sè gi¸ trÞ nguyªn tè ". §Þnh lÝ nµy ®îc nhµ to¸n häcDirichlet ngêi §øc chøng minh n¨m 1937. Ngêi ta còng chøng minh ®îc r»ngvíi a x¸c ®Þnh vµ b < a th× c¸c sè nguyªn tè d¹ng an + b lµ v« h¹n. Ch¼ng h¹n a = 4ta cã v« sè sè nguyªn tè d¹ng 4n + 1 vµ v« sè sè nguyªn tè d¹ng 4n + 3. Ta xÐt bµito¸n sau:Bµi to¸n 5. Cho d·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:

un = 4n + 3, n = 1, 2, ...35



Chøng minh r»ng trong d·y sè trªn cã v« sè sè h¹ng cña d·y lµ sè nguyªn tè.Lêi gi¶iTríc hÕt ta xÐt bæ ®Ò sau ®©y.Bæ ®Ò. Mäi sè nguyªn d¬ng n cã d¹ng 4k + 3, k ∈ N, ®Òu cã Ýt nhÊt mét íc sènguyªn tè còng cã d¹ng 4p + 3, p ∈ N.Chøng minh: ChØ cã hai kh¶ n¨ng s¶y ra:i)NÕu n = 4k + 3 lµ mét sè nguyªn tè, th× bæ ®Ò hiÓn nhiªn ®óng.ii)NÕu n lµ hîp sè. Khi ®ã n = a.b víi a, b ∈ N vµ 1 < a, b < n. Do n lµ lÎ nªn a, b®Òu lÎ, suy ra a vµ b cã d¹ng 4p + 1 hoÆc 4p + 3.NÕu c¶ hai sè a vµ b ®Òu cã d¹ng 4p + 1 th× n cã d¹ng:
n = (4p + 1)(4q + 1) = 4l + 1, l ∈ N.§iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt v× n cã d¹ng 4k + 3.Gi¶ sö a cã d¹ng 4p + 3.- NÕu a lµ sè nguyªn tè: Bæ ®Ò ®îc chøng minh.- NÕu a lµ hîp sè, l¹i tiÕp tôc lËp luËn nh trªn a ph¶i cã íc sè cã d¹ng 4p + 3.Do qu¸ tr×nh ph©n tÝch lµ h÷u h¹n, v× thÕ sè nguyªn d¬ng n ph¶i cã Ýt nhÊt mét ícsè nguyªn tè cã d¹ng 4p + 3. Bæ ®Ò ®îc chøng minh.B©y giê trë l¹i bµi to¸n ®· cho.LÊy sè nguyªn d¬ng m > 4 vµ xÐt sè sau:

n = m! − 1 = (2.3.4...m) − 1.Tõ ®ã suy ra n cã d¹ng:
n = 4 (2.3.5...m − 1)

︸ ︷︷ ︸

k

+3 = 4k + 3.V× n cã d¹ng 4k + 3, vËy theo bæ ®Ò n cã Ýt nhÊt mét íc sè nguyªn tè p mµ p cãd¹ng p = 4s + 3.Tõ d¹ng n = 2.3.4...m − 1 suy ra n kh«ng chia hÕt cho c¸c sè 2, 3, ..., m,mµ n
... p ⇒ p > m.§Ó chøng minh trong d·y {un} cã v« h¹n sè nguyªn tè ta dùa vµo kÕt qu¶ trªn vµ36



lµm nh sau:Chän m1 = 4. Khi ®ã theo trªn ta cã sè nguyªn tè p1 > m1 (tøc p1 > 4) mµ p1 cãd¹ng 4k1 + 3.LÊy m2 = p1, (m2 > 4). Theo kÕt qu¶ trªn ta cã sè nguyªn tè p2,( p2 > m2, tøc lµ p2 > p1) mµ p2 cã d¹ng 4k2 + 3.Vµ qu¸ tr×nh Êy cø tiÕp diÔn m·i. Nh thÕ ta cã d·y sè nguyªn tè p1 < p2 < p3 < ...,trong ®ã pi = 4ki + 3, ki ∈ N. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ d·y v« h¹n c¸c sè nguyªn tè {pi}lµ d·y con cña d·y {4k + 3}(®pcm).VÒ vÊn ®Ò sè nguyªn tè, n¨m 1742 Goldbach vµ ¥le ®· nªu ra gi¶ thiÕt sau ®©y:"Mçi mét sè ch½n lín h¬n 2 ®Òu biÓu diÔn ®îc díi d¹ng tæng cña hai sè nguyªntè".H¬n 260 n¨m ®· tr«i qua nhng ®Õn nay gi¶ thiÕt ®ã vÉn cha ®îc chøng minhhoµn chØnh. B©y giê chóng ta xÐt bµi to¸n vÒ sù ph©n tÝch mét sè tù nhiªn thµnh tængcña hai sè nguyªn tèBµi to¸n 6. T×m d·y sè tù nhiªn liªn tiÕp nhiÒu sè h¹ng nhÊt sao cho mçi sè h¹ngtrong d·y lµ tæng cña hai sè nguyªn tè.Lêi gi¶iV× mçi sè h¹ng cña d·y lµ tæng cña hai sè nguyªn tè, nªn mçi sè lÎ trong d·y lµ tængcña 2 vµ mét sè nguyªn tè lÎ.Gi¶ sö d·y c¸c sè lÎ trong d·y sè tù nhiªn liªn tiÕp nµy lµ:
x1 = 2 + p; x2 = 2 + p + 2; x3 = 2 + p + 4.Khi ®ã p, p + 2, p + 4, ... còng lµ nh÷ng sè nguyªn tè lÎ liªn tiÕp. VËy trong 3 sè ®ãph¶i cã mét sè chia hÕt cho 3. Tõ ®ã suy ra p = 3 suy ra p+2 = 5; p+4 = 7; p+6 = 9.VËy d·y sè lÎ trong d·y sè tù nhiªn nµy chØ cã nhiÒu nhÊt 3 sè h¹ng

x1 = 2 + 3 = 5; x2 = 2 + p + 2 = 7; x3 = 2 + p + 4 = 9.MÆt kh¸c ta l¹i cã 37



4 = 2 + 2; 6 = 3 + 3; 10 = 3 + 7.Tõ ®ã ta thÊy d·y sè trªn cã nhiÒu sè h¹ng h¬n d·y sè tho¶ m·n ®Ò bµi mµ d·y sè lÎchØ gån cã 3 sè lÎ liªn tiÕp. VËy d·y sè tù nhiªn cã nhiÒu sè h¹ng nhÊt tho¶ m·n ®Òbµi lµ d·y sau ®©y: 4,5,6,7,8,9,10.Khi xÐt tÝnh chia hÕt víi c¸c phÇn tö cña d·y c¸c sè nguyªn tè chóng ta còng thu®îc mét sè kÕt qu¶ thó vÞ sau.Bµi to¸n 7. Chøng minh r»ng tån t¹i d·y v« h¹n {pn}(n = 1, 2, 3, ...) c¸c sè nguyªntè ph©n biÖt cã tÝnh chÊt:
pn ≡ 1 (mod 1994n), ∀n = 1, 2, 3, ...Lêi gi¶i§Æt p = 1999 vµ chó ý r»ng p lµ sè nguyªn tè. XÐt d·y {An} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:

An = 2pn − 1, n = 1, 2, 3, ...Ta cã
(2pn−1

)0 + (2pn−1

)1 + · · ·+ (2pn−1

)p−1 =
(2pn−1

)p − 1

2pn−1 − 1
=

2pn − 1

2pn−1
=

An

An−1
.Tõ ®ã suy ra

An = An−1.Bn−1.Víi
Bn−1 =

p−1
∑

i=0

(2pn−1

)i.Gi¶ sö pn lµ íc nguyªn tè cña Bn−1, ta chøng minh r»ng An−1 6
... pn.ThËt vËy, gi¶ thiÕt ph¶n chøng An

... pn, tøc lµ 2pn−1
... pn.§Æt a = 2pn−1 ta cã a ≡ 1 (mod pn).Ta cã

Bn−1 =

p−1
∑

i=0

(2pn−1

)i ⇒ Bn−1 =

p−1
∑

i=0

ai ... p (mod pn).
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MÆt kh¸c, do pn lµ íc nguyªn tè cña Bn−1 nªn Bn−1 ≡ 0 (mod pn).Tõ ®ã ta cã p = pn ⇒ a ≡ 1 (mod p).Theo ®Þnh lÝ Femat nhá ta cã a = 2pn−1 ≡ 2 (mod p). M©u thuÉn nµy chøng tá
An−1 6

... pn.Râ rµng tõ c¸ch x©y dùng d·y {An}, ta cã An

... Am nÕu n > m. Nh vËy nÕu n > mth× An

... pn nhng Am 6 ... pn. Nãi riªng {pn} lµ d·y c¸c sè nguyªn tè ph©n biÖt.Do An

... pn nªn 2pn ≡ 1 (mod p)n.Gäi hn lµ sè nguyªn d¬ng nhá nhÊt ®Ó 2hn ≡ 1 (mod p)n. Ta cã






pn

... hn (∗)

pn − 1
... hn (∗∗)Tõ (*) suy ra hn = pk víi k ≤ n. NÕu k < n th× 2hn − 1 = 2pk − 1 = Ak 6 ... pn, do ®ã

k = n tøc lµ hn = pn.Tõ (**) suy ra pn ≡ 1 (mod pn) ⇒ pn ≡ 1 (mod 1999n), ∀n = 1, 2, ... §ã lµ (®pcm).Bµi to¸n 8. D·y sè {pn} x¸c ®Þnh nh sau: p1 = 5; víi n ≥ 2 th× pn lµ thõa sè nguyªntè lín nhÊt cña sè 1 + p1p2...pn−1. Chøng minh r»ng pn 6= 7 víi mäi n.Lêi gi¶iTa cã p1 = 5 ⇒ 1 + p1 = 6 vµ 6 cã thõa sè nguyªn tè lín nhÊt lµ 3 nªn p2 = 3. L¹i cã
1 + p1p2 = 16. V× 16 = 24 ⇒ p3 = 2. Do ®ã víi mäi k ≤ 4 th×

Nk = 1 + p1p2...pk−1 = 1 + 5.3.2...pk−1.VËy sè Nk khi k ≥ 4 sÏ kh«ng chia hÕt cho 2,3,5.Tõ ®ã suy ra pk 6= 2, pk 6= 3, pk 6= 5, ∀k ≥ 4. Gi¶ sö tån t¹i k ≥ 4, ®Ó pk = 7. NÕu thÕth×
Nk = 1 + p1p2...pk−1 = 7r.(V× Nk khi khai triÓn ra thõa sè nguyªn tè kh«ng chøa thõa sè 2, 3, 5 mµ 7 l¹i lµ thõasè nguyªn tè lín nhÊt trong khai triÓn Êy)Tõ ®ã ta ®i ®Õn

p1p2..pk−1 = 7r − 1.39



V× p1 = 5 ⇒ 7r ≡ 1 (mod 5) ⇒ r = 4t, t ∈ N.L¹i cã 7 ≡ −1 (mod 4) ⇒ 7r ≡ (−1)4t (mod 4) ⇒ 7r ≡ 1 (mod 4). Nh vËy 7r −1
... 4hay

p1p2...pk−1
... 4.Do p3 = 2 nªn suy ra

p1p2p4...pk−1
... 2.Chó ý r»ng p1 = 5; p2 = 3 vµ p4, ..., pk−1 ®Òu kh¸c 2 (vµ c¸c pi ®Òu lµ c¸c sè nguyªntè ) nªn:

p1p2p4...pk−1 6
... 2.VËy ta dÉn ®Õn m©u thuÉn. VËy gi¶ thiÕt ph¶n chøng tån t¹i k ≥ 4 ®Ó pk = 7 lµ sai.Nh vËy ta cã pk 6= 7, ∀k ≥ 4. . Ngoµi ra p1 = 5, p2 = 3, p3 = 2. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ

pn 6= 7 víi mäi n. §ã lµ (®pcm).
3.2. TÝnh chia hÕt trong d·y sèTrong sè häc th× tÝnh chÊt chia hÕt gi÷ mét vÞ trÝ quan träng trong lý thuyÕtsè. Nã lµ c¬ së ®Ó ®a ra vµ gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n vÒ sè nguyªn tè, hîp sè, ícchung lín nhÊt, béi chung nhá nhÊt, lý thuyÕt ®ång d ..., víi hai sè nguyªn a, b bÊtkú nÕu tån t¹i sè nguyªn q sao cho a = bq khi ®ã ta nãi a chia hÕt cho b, nÕu a kh«ngchia hÕt cho b th× ta cã phÐp chia cã d. Trong phÇn nµy ta xÐt ®Õn tÝnh chia hÕt cñac¸c phÇn tö trong mét d·y sè. Cho mét d·y sè th× c¸c phÇn tö cña nã cã thÓ cïngchia hÕt cho cïng mét sè nµo ®ã hoÆc c¸c phÇn tö chia hÕt cho sè thø tù cña sè ®ã,hoÆc lµ chØ cã mét sè phÇn tö cïng chia hÕt cho mét sè cho tríc. Sau ®©y ta xÐtmét sè d·y sè mµ c¸c phÇn tö cña nã cïng chia hÕt cho mét sè. §èi víi nh÷ng d·ysè ®îc cho bëi c«ng thøc sè h¹ng tæng qu¸t, ta thêng dïng ph¬ng ph¸p quy n¹phoÆc sö dông c¸c tÝnh chÊt cña phÐp chia hÕt ®Ó chøng minh. Chóng ta xÐt bµi to¸nsau. 40



Bµi to¸n 1. Chøng minh r»ng víi mäi sè tù nhiªn n, sè
An = 33n+3 − 26n − 27chia hÕt cho 169. Lêi gi¶iVíi n = 0 ta cã A0 = 33.0+3 − 26.0 − 27 = 0

... 169.VËy mÖnh ®Ò ®óng víi n = 0.Gi¶ sö mÖnh ®Ò ®óng víi n = k nghÜa lµ Ak = 33k+3 − 26k − 27 chia hÕt cho 169. Taph¶i chøng minh mÖnh ®Ò ®óng víi n = k + 1.Ta cã Ak+1 = 33(k+1)+3 − 26(k + 1) − 27 = 33k+3 − 26k − 27 + 26.33k+3 − 26 =

Ak +26.33k+3−26 = Ak +26.(33(k+1)−1) = Ak +26.(33−1)(27k +27k−1+ · · ·+27+1) =

Ak + 169.4.(27k + 27k−1 + · · ·+ 27 + 1).VËy Ak+1
... 169. Bµi to¸n ®· ®îc chøng minh.Trong d·y sè khi xÐt ®Õn tÝnh chia hÕt cña c¸c phÇn tö trong d·y sè. Cã nhiÒucÆp d·y sè ®an xen nhau vÒ tÝnh chia hÕt vµ kh«ng chia hÕt cho cïng mét sè. Ta xÐtbµi to¸n sau.Bµi to¸n 2. Cho 2 d·y sè

an = 22n+1 + 2n+1 + 1

bn = 22n+1 − 2n+1 + 1, n = 0, 1, 2, ...Chøng minh r»ng víi mçi sè tù nhiªn n cã mét vµ chØ mét trong hai sè an, bn chiahÕt cho 5. Lêi gi¶iXÐt an − bn = (22n+1 + 2n+1 + 1) − (22n+1 − 2n+1 + 1) = 2.2n+1 = 2n+2 6 ... 5 v× sè ®ãkh«ng cã tËn cïng lµ 0 hoÆc 5MÆt kh¸c ta cã an.bn = (22n+1 + 2n+1 + 1)(22n+1 − 2n+1 +1) = (22n+1 + 1)2 − (2n+1)2 =41



24n+2 + 1 = 4.16n + 1.Víi n = 0 th× a0.b0 = 5
... 5.Víi n > 0 th× an.bn = 4.16n + 1 cã tËn cïng lµ 5 nªn chia hÕt cho 5.VËy víi mçi sè tù nhiªn n cã mét vµ chØ mét trong hai sè an, bn chia hÕt cho 5.Khi xÐt vÒ tÝnh chia hÕt cña c¸c phÇn tö trong mét d·y sè vÊn ®Ò ®Æt ra lµ cãnh÷ng d·y sè mµ c¸c phÇn tö cña nã chia hÕt cho chÝnh sè thø tù cña nã. Bµi to¸nsau gi¶i quyÕt vÊn ®Ò nªu ra. Trong bµi to¸n nµy ®· sö dông ph¬ng ph¸p ®Æt Ènphô ®Ó ®a d·y sè ®· cho trë thµnh d·y sè ®¬n gi¶n h¬n dÔ t×m ®îc c«ng thøc cñasè h¹ng tæng qu¸t vµ sö dông ®Þnh lÝ Fermat nhá trong chøng minh.Bµi to¸n 3. D·y c¸c sè nguyªn {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:






u1 = 1, u2 = 2, u3 = 24

un =
6u2

n−1un−3 − 8un−1u
2
n−2

un−2un−3
, n ≥ 4.Chøng minh r»ng víi mäi n th× un

... n.Lêi gi¶iTõ c«ng thøc truy håi ta cã
un

un−1

=
6un−1un−3 − 8u2

n−2

un−2un−3

= 6 · un−1

un−2

− 8 · un−2

un−3

.§Æt: vn =
un

un−1

, n = 2, 3, ... suy ra v2 = 2, v3 = 12

vn = 6vn−1 − 8vn−2. (1)Ta sÏ chøng minh r»ng víi mäi n = 1, 2, 3, ... ta cã
vn+1 = 4n − 2n. (2)(2) ®îc chøng minh b»ng quy n¹p nh sau:Víi n = 1, ta cã v2 =

u2

u1

= 2 = 41 − 21, vËy (2) ®óng khi n = 1.Víi n = 2, ta cã v3 =
u3

u2
=

24

2
= 12 = 42 − 22, vËy (2) ®óng khi n = 2.42



Gi¶ sö (2) ®óng khi n = k ≥ 2, tøc lµ:
vk+1 = 4k − 2k. (3)XÐt khi n = k + 1. theo (1) ta cã

vk+2 = 6vk+1 − 8vk. (4)¸p dông gi¶ thiÕt quy n¹p (3) ta cã
vk+2 = 6(4k − 2k) − 8(4k+1 − 2k−1) = 6.4k − 2.4k − 4.2k = 4.4k − 2.2k = 4k+1 − 2k+1.VËy (2) còng ®óng khi n = k + 1.Theo nguyªn lÝ quy n¹p th× (2) ®óng víi mäi n = 1, 2, 3, ...Ta cã

un =
un

un−1
· un−1

un−2
· · · u2

u1
· u1 = vn.vn−1. ... .v2.u1.V× thÕ tõ (2) suy ra

un = (4n−1 − 2n−1)(4n−2 − 2n−2)...(4 − 2). (5)Víi mäi sè nguyªn tè p, theo §Þnh lÝ Femat ta cã
(4p−1 − 1) ≡ 0 (mod p) ; (2p−1 − 1) ≡ 0 (mod p).Suy ra (4p−1 − 2p−1) ≡ 0 (mod p) ⇒ (4p−1 − 2p−1)

... p víi mäi sè nguyªn tè p.Tõ ®ã suy ra nÕu s lµ béi cña p − 1, th× (4s − 2s)
... p.Gi¶ sö n lµ sè nguyªn d¬ng tuú ý, vµ n cã d¹ng khai triÓn sau:

n = pr1

1 pr2

2 ...p
rk

k ,(ë ®©y p1 < p2 < · · · < pk lµ c¸c sè nguyªn tè).Tõ n
... pr1

1 suy ra n
... p1, n

... p2
1, ..., n

... pr1

1 , tøc lµ:
n = d1p1 = d2p

2
1 = · · · = dri

pri

1 .Suy ra d1 > d2 > · · · > dri
⇒ n − d1 < n − d2 < · · · < n − dri

vµ ta cã
n − d1 = d1(p1 − 1);43



n − d2 = d2(p
2
1 − 1);

· · ·

n − dri
= dri

(pr1

1 − 1).Nh vËy ta cã n − d1, n − d2, ..., n − dri
lµ ri béi kh¸c nhau cña p1 − 1.Theo trªn ta cã

(4n−dk − 2n−dk)
... p1, ∀k = 1, 2, ..., r1.Tõ ®ã dùa vµo (5), ta cã un

... pr1

1 .LËp luËn t¬ng tù ta cã
un

... p
rj

j , (∀j = 2, 3, ..., k).Suy ra
un

... pr1

1 pr2

2 ...p
rk

k hay un

... n. (®pcm).Bµi to¸n 4. Cho d·y sè {un} víi un = 2n + 2, n = 1, 2, .... Chøng minh r»ng cã v« sèsè h¹ng cña d·y ®· cho cã tÝnh chÊt uk

... k.Lêi gi¶iTa cã nhËn xÐt sau ®©y:NÕu cã sè tù nhiªn p ch½n vµ p ≥ 2 sao cho 2p +2
... p ; 2p +1

... (p− 1), th× sè tù nhiªn
m = 2p +2 còng tho¶ m·n hai tÝnh chÊt t¬ng tù, tøc lµ 2m +2

... m ; 2m +1
... (m− 1).ThËt vËy: 2p + 2

... p ⇔ m = 2p + 2 = pl, víi l lÎ (ThËt vËy, do p ch½n nªn 2p
... 4 ⇒

2p + 2 6 ... 4, v× thÕ nÕu l ch½n th× do p cïng ch½n nªn pl
... 4 vµ dÉn ®Õn ®iÒu v« lÝ).Do l lµ sè lÎ nªn 2m + 1 = 2pl + 1 = (2p)l + 1l

... 2p + 1 = m − 1. Nh vËy ta ®· chøngminh ®îc 2m + 1
... m − 1.L¹i thÊy:

2p + 1
... (p + 1) ⇔ 2p + 1 = h(p − 1), víi h lÎ. Do h lµ lÎ nªn:

2m + 2 = 2h(p−1)+1 + 2 = 2(2h(p−1) + 1)
... 2(2p−1 + 1).44



Mµ 2(2p−1 + 1) = 2p + 2 = m. VËy ta ®· chøng minh ®îc 2m + 2
... m. NhËn xÐt ®·®îc chøng minhB©y giê trë l¹i bµi to¸n ®· cho. Ta thÊy nÕu lÊy n = 2, th× 22 ... 2 ; 22 + 1

... (2− 1). Khi®ã theo nhËn xÐt trªn, nÕu lÊy m = 22 +2 = 6, th× 26 ... 6 ; 26 +1
... 5. Vµ quy tr×nh Êy cøtiÕp tôc, khi ®ã ta cã d·y con v« h¹n sau: v1, v2, ... trong ®ã v1 = u2 ; v2 = u6 ; vk+1®îc x¸c ®Þnh nh sau: nÕu vk = uα th× vk+1 = u2α+2. Râ rµng d·y con nµy tho¶ m·nyªu cÇu ®Ò ra lµ d·y v« h¹n vµ uk

... k. §ã lµ (®pcm).NÕu ta ®Æc biÖt ho¸ tËp chØ sè cña d·y sè, cô thÓ lµ nÕu ta xÐt tËp hîp c¸c chØsè cña d·y sè lµ tËp hîp c¸c sè nguyªn tè th× d¹ng bµi to¸n trªn trë thµnh d¹ng bµito¸n sau.Bµi to¸n 5. D·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:






u=0, u2 = 14, u3 = −18

un+1 = 7un−1 − 6un−2; n = 3, 4, ...Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn tè p, th× up

... p.Lêi gi¶iTõ hÖ thøc x¸c ®Þnh d·y un ta cã ph¬ng tr×nh:
x3 − 7x + 6 = 0lµ ph¬ng tr×nh ®Æc trng cña d·y sè ®ã.Ta cã

x3 − 7x + 6 = 0 ⇔ x3 − 1 − 7x + 7 = 0

⇔ (x − 1)(x2 + x + 1) − 7(x − 1) = 0

⇔ (x − 1)(x2 + x − 6) = 0

⇔ x ∈ {1, 2,−3}.Tõ ®ã suy ra
un = a.1n + b.2n + c(−3)n, ∀n ≥ 1. (6)45



Trong (6) lÇn lît thay n = 1, 2, 3 vµ do u1 = 0, u2 = 14, u3 = −18, ta ®i ®Õn hÖph¬ng tr×nh sau ®Ó x¸c ®Þmh a, b, c.






a + 2b − 3c = 0

a + 4b + 9c = 14

a + 8b − 27c = −18.Gi¶i hÖ nµy ta ®îc: a = b = c = 1. VËy:
un = 1 + 2n + (−3)n n = 1, 2, ... (7)Víi p lµ sè nguyªn tè, theo ®Þnh lÝ Fermat nhá, ta cã

2p ≡ 2 (mod p).

(−3)p ≡ −3 (mod p).V× thÕ tõ (7) suy ra
up ≡ 1 + 2 − 3 (mod p) ⇒ up ≡ 0 (mod p).Do vËy víi mäi sè nguyªn tè p th× up

... p. §ã lµ (®pcm).Bµi to¸n 6. Cho d·y sè {un} x¸c ®Þnh nh sau: un = 2n + 1, n = 1, 2, ...a) Chøng minh r»ng cã v« sè h¹ng cña d·y trªn tho¶ m·n tÝnh chÊt uk

... k.b) T×m sè h¹ng up cña d·y sao cho up

... p vµ p lµ sè nguyªn tè.Lêi gi¶ia) XÐt víi n 6= 0, vµ khi ®ã víi mäi sè tù nhiªn n ≥ 1, ta cã 2n + 1 ®Òu lµ sè lÎ.Ta cã nhËn xÐt sau ®©y:" NÕu 2n + 1
... n, th× 2m + 1

... m víi m = 2n + 1".ThËt vËy, do 2n + 1
... n vµ 2n + 1 lµ sè lÎ nªn m = 2n + 1 = ln víi l lµ sè nguyªn lÎ.V× thÕ 2m + 1 = (2n)l + 1l = (2n + 1)[2n(l−1) + 2n(l−2) + · · ·+ 1], suy ra 2m + 1

... 2n + 1hay 2m + 1
... m. NhËn xÐt ®· ®îc chøng minh.Râ rµng u1
... 1; u3

... 3. VËy tõ nhËn xÐt trªn suy ra tån t¹i v« sè sè tù nhiªn k ®Ó uk

... k.46



§ã lµ (®pcm).b) Gi¶ sö cã sè nguyªn tè p sao cho (2p − 1)
... p. Do 2p + 1 lµ sè lÎ, nªn p 6= 2.Theo ®Þnh lÝ Fermat nhá, ta cã (2p−1 − 1)

... p. V× p nguyªn tè (p 6= 2) nªn (p, 2) = 1.Ta suy ra (2p − 2)
... p ⇒ [(2p + 1)− 3]

... p. V× (2p + 1)
... p nªn suy ra 3

... p. KÕt hîp víi
p lµ sè nguyªn tè nªn p = 3.VËy cã duy nhÊt sè h¹ng u3 cña d·y sè ®· cho cã tÝnh chÊt mµ ®Çu bµi yªu cÇu.Bµi to¸n 7. Cho d·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:







u1 = 2

un = 3un−1 + 2u3
n − 9n2 + 9n − 3 ; n = 2, 3, ...Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn tè p th× 2006

p−1
∑

i=1

ui chia hÕt cho p.Tõ gi¶ thiÕt víi mäi n = 2, 3, ... ta cã
un + n3 = 3un−1 + 3n3 − 9n2 + 9n − 3 ⇒ un + n3 = 3nn−1 + 3(n − 1)3. (8)¸p dông liªn tiÕp c«ng thøc (8) víi n = 2, 3, ... ta cã

un + n3 = 3n−1 + 3(n − 1)3 = 3[un−1 + (n − 1)3] = 3[3un−2 + 3(n − 2)3]

= 32[un−2 + (n − 2)3]

= · · ·
= 3n−1(u1 + 13) = 3n−1(2 + 1) = 3n.V× thÕ un = 3n − n3, ∀n = 2, 3, ... MÆt kh¸c, u1 = 2 = 31 − 13, do ®ã ta cã

un = 3n − n3, ∀n = 1, 2, ... (9)- NÕu p = 2 th× p−1∑

i=1

ui = u1 = 2
... 2, tøc lµ 2006

p−1∑

i=1

ui

... p khi p = 2.- NÕu p lµ sè nguyªn tè lÎ. Theo (9) ta cã
p−1
∑

i=1

ui =

p−1
∑

i=1

(3i − i3) = (3 + 32 + · · ·+ 3p−1) − [13 + 23 + · · ·+ (p − 1)3]. (10)Víi mäi i = 1, 2, ..., p − 1 th×
i3 + (p − i)3 = i3 + p3 − 3p2i + 3pi2 − i3 = p3 − 3p2i + 3pi2.47



§iÒu ®ã cã nghÜa lµ:
i3 + (p − i)3 ... p, ∀i = 1, 2, ..., p − 1. (11)Ta cã

13 + 23 + · · ·+ (p − 1)3 =
1

2

p−1
∑

i=1

[i3 + (p − 1)3]. (12)¸p dông h»ng ®¼ng thøc
an − bn = (a − b)(an−1 + an−2b + · · ·+ abn−2 + bn−1).Ta cã

3 + 32 + · · · + 3p−1 = 3(1 + 3 + · · ·+ 3p−2) = 3.
3p−1 − 1

3 − 1
=

1

2
(3p − 3). (13)Do p lµ sè nguyªn tè nªn theo ®Þnh lÝ Fermat nhá ta cã

3p − 3
... p. (14)Tõ (11) vµ (14) suy ra

{

(3p − 3) +

p−1∑

i=1

[i3 + (p − i)3]
} ... p.Hay

2
{3p − 3

2
+

1

2

p−1
∑

i=1

[i3 + (p − i)3]
} ... p. (15)Tõ (10),(12),(13)vµ (15) suy ra

2

p−1
∑

i=1

ui

... p.V× lÏ ®ã 2006

p−1
∑

i=1

ui

... p víi mäi p lµ sè nguyªn tè lÎ.KÕt hîp l¹i, ta cã víi mäi sè nguyªn tè p, th× 2006

p−1
∑

i=1

ui

... p (®pcm).L¹i ®Æc biÖt ho¸ thªm mét bíc n÷a ta cã thÓ xÐt xem mét phÇn tö nµo ®ã trongd·y sè ®· cho cã chia hÕt cho mét sè cho tríc hay kh«ng? hoÆc cã thÓ xÐt xem c¸cphÇn tö cña d·y sè cã chia hÕt cho mét sè cho tríc nµo ®ã hay kh«ng ? .
48



Bµi to¸n 8. D·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:






u=5, u2 = 11

un+1 = 2un − 3un−1, n = 2, 3, ...Chøng minh r»ng u2002 chia hÕt cho 11.Lêi gi¶iDÔ thÊy u1 = 5, u2 = 11, u3 = 7, u4 = −19, u5 = −59.Do −19 = −2.11 + 3;−59 = −6.11 + 7, nªn tõ ®ã ta cã






u1 ≡ 5 (mod 11)

u2 ≡ 0 (mod 11)

u3 ≡ 7 (mod 11)

u4 ≡ 3 (mod 11)

u5 ≡ 7 (mod 11).V× vËy nÕu gäi rn lµ phÇn d cña un trong phÐp chia cho 11, n = 1, 2, ... th× tõ trªn suyra r1 = 5, r2 = 0, r3 = 7, r4 = 3, r5 = 7. Ta sÏ chøng minh r»ng víi mäi k = 0, 1, 2, ...

r5k+1 = 5 ; r5k+2 = 0 ; r5k+3 = 7 ; r5k+4 = 3 ; r5k+5 = 7. (16)§Ó lµm ®iÒu nµy ta sö dông nguyªn lÝ quy n¹p to¸n häc.Theo trªn nhËn xÐt nµy ®· ®óng khi k = 0.Gi¶ sö nhËn xÐt ®· ®óng ®Õn k = p, tøc lµ:
r5p+1 = 5; r5p+2 = 0; r5p+3 = 7; r5p+4 = 3; r5p+5 = 7.XÐt khi k = p + 1. Ta cã u5(p+1)+1 = u5p+6.Theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y th× u5(p+1)+1 = 2u5p+5 − 3u5p+4.Theo gi¶ thiÕt quy n¹p th×

r5p+5 = 7 ⇒ u − 5p + 5 ≡ 7 (mod 11) ⇒ u5p+5 = 11l + 7, l ∈ Z.

r5p+4 = 3 ⇒ u − 5p + 4 ≡ 3 (mod 11) ⇒ u5p+4 = 11s + 3, s ∈ Z.49



Suy ra
u5(p+1)+1 = 2(11l + 7) − 3(11s + 3) = 11(2l − 3s) + 5. (17)Do 2l − 3s ∈ Z, nªn tõ (17) suy ra

u5(p+1)+1 ≡ 5 (mod 11) ⇒ r5(p+1)+1 = 5.B»ng c¸ch lËp luËn t¬ng tù, ta cã
r5(p+1)+2 = 0 ; rp+1)+3 = 7 ; r5(p+1)+4 = 3 ; r5(p+1)+5 = 7.VËy nhËn xÐt còng ®óng víi k = p + 1. Theo nguyªn lÝ quy n¹p to¸n häc th× (16)®óng víi mäi k = 0, 1, 2, ...Ta cã 2002 = 400.5+2, vËy r2002 = 0, ®iÒu ®ã cã nghÜa lµ u2002

... 11. §ã chÝnh lµ(®pcm).Bµi to¸n 9. D·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:
un =

(2 +
√

3)n − (2 −
√

3)n

2
√

3
; n = 0, 1, 2, ...,a) Chøng minh r»ng un lµ sè nguyªn víi mäi n = 1, 2, ...b)T×m mäi sè h¹ng cña d·y chia hÕt cho 3.Lêi gi¶ia) §Æt α =

(2 +
√

3)n

2
√

3
; β =

(2 −
√

3)n

2
√

3
, khi ®ã un = α − β Ta cã

un+1 =
(2 +

√
3)n+1

2
√

3
− (2 −

√
3)n+1

2
√

3

= α(2 +
√

3) − β(2 −
√

3).T¬ng tù:
un+2 = α(2 +

√
3)2 − β(2 −

√
3)2 = α(7 + 4

√
3) − β(7 − 4

√
3)

= 4α(2 +
√

3) − 4β(2 −
√

3) − (α − β) = 4un+1 − un.50



VËy ta cã
un+2 = 4un+1 − un. (18)Nh vËy d·y un x¸c ®Þnh nh trªn cã thÓ x¸c ®Þnh theo c¸ch sau ®©y:







u0 = 1, u1 = 1

un+2 = 4un+1 − un, ∀n = 0, 1, 2, ...Tõ ®ã suy ra ngay mäi sè h¹ng cña d·y ®Òu lµ sè nguyªn (®pcm).b) Tõ (18) ta cã
un+2 = 3un+1 + (un+1 − un).Do un+1 ∈ Z nªn 3un+1

... 3, suy ra
un+2 ≡ un+1 − un (mod 3). (19)B»ng c¸ch tÝnh trùc tiÕp ta thÊy 8 sè h¹ng ®Êu tiªn cña d·y u1, u2, ..., u7 khi chia cho3 cã c¸c sè d t¬ng øng lµ 0, 1, 1, 0, 2, 2, 0. VËy theo (19) suy ra

un+6 ≡ un (mod 3).Tõ ®ã ta thÊy trong d·y sè nãi trªn mäi sè h¹ng cã d¹ng u3k, k = 0, 1, 2, ... chia hÕtcho 3, vµ chØ nh÷ng sè h¹ng Êy mµ th«i.Trong bµi to¸n vÒ tÝnh chia hÕt cña c¸c phÇn tö trong d·y sè cho sè a khi ®ã sèc¸c sè d kh¸c nhau lµ a. Nh vËy chóng ta cã thÓ ¸p dông nguyªn lÝ Dirichlet ®èivíi a + 1 bé h÷u h¹n c¸c sè d cã ®îc trong phÐp chia ®ã vµ khi ®ã ph¶i tån t¹i ÝtnhÊt hai bé sè d trïng nhau. Tõ ®ã lµm c¬ së cho viÖc chøng minh nhiÒu bµi to¸n .Bµi to¸n 10. D·y sè {un} ®îc x¸c ®Þnh nh sau:






u1 = 20; u2 = 100

un+1 = 4un + 5un−1; n = 2, 3, ...Chøng minh r»ng tån t¹i Ýt nhÊt mét sè h¹ng cña d·y sè chia hÕt cho 1996.
51



Lêi gi¶i§Æt un = 1996αn + τn, n = 1, 2, ..., trong ®ã αn, τn lµ c¸c sè nguyªn vµ 0 ≤ τn ≤ 1995.XÐt d·y c¸c cÆp sè sau ®©y:
(τ1, τ2); (τ2, τ3); ...; (τn, τn+1); ...V× d·y nµy v« h¹n, mµ c¸c sè τi lµ h÷u h¹n do ®ã ph¶i tån t¹i hai sè tù nhiªn l, m(gi¶ sö m > l) sao cho (τ1, τl+1) = (τm, τm+1) hiÓu theo nghÜa:







τ1 = τm

τl+1 = τm+1.Ta sÏ chøng minh r»ng khi ®ã τl−1 = τm−1. ThËt vËy, ta cã
5(um−1−ul−1) = (um+1−4um+1976)−(ul+1−4ul+1976) = (um+1−ul+1)−4(um−ul).V× uk = 1996αk + τk nªn ta cã
5(um−1 − ul−1) = [1996(αm+1 − αl+1) + (τm+1 − τl+1)] − 4[1996(αm − α1) + (τm − τ1)]

= 1996[(αm+1 − αl−1) − 4(αm − α1)] ⇒ 5(um−1 − ul−1)
... 1996mµ (5, 1996) = 1 nªn ta cã (um−1 − ul−1)

... 1996Cã um−1 − ul−1 = 1996(αm−1 − αl−1) + (τm−1 − τl−1)

⇒ 1996(αm−1 − αl−1) + (τm−1 − τl−1)
... 1996 ⇒ (τm−1, τl−1)

... 1996Do 0 6 τm−1, τl−1 6 1995 ⇒ −1995 6 τm−1 − τl−1 6 1995 suy ra τm−1 − τl−1 = 0 hay
τl−1 = τm−1.B»ng lÝ luËn t¬ng tù, ta sÏ ®i ®Õn τm−2 = τl−2, vµ cø tiÕp tôc qu¸ tr×nh ®ã ta sÏ ®i®Õn: 





τ2 = τ2+(m−l)

τ1 = τ1+(m−l).Ta chøng minh r»ng um−1 chÝnh lµ sè h¹ng cña d·y mµ chia hÕt cho 1996.ThËt vËy, theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y, ta cã
5um−1 = um−l+2 − 4um−l+1 + 1976 =

= 1996αm−l+2 + τm−l+2 − 4(1996αm−l+1 + τm−l+1) + 1976 =

= 1996(αm−l+2 − 4αm−l+1) + (τm−l+2 − 4τm−l+1) + 1976 =52



= 1996(αm−l+2 − 4αm−l+2) + (τ2 − 4τ1) + 1976.Do
u1 = 20 ⇒ u1 = 0.1996 + 20 ⇒ τ1 = 20.

u2 = 100 ⇒ u2 = 0.1996 + 100 ⇒ τ2 = 100.Suy ra 5um−1 = 1996(αm−l+2 − 4αm−l+1) + 1996. V× αm−l+2 ∈ Z vµ αm−l+1 ∈ Z.Suy ra 5um−1
... 1996 (®pcm).

Bµi to¸n 11. D·y sè nguyªn {un} x¸c ®Þnh nh sau:






u1 = 1990, u2 = 1989, u3 = 2000

un+3 = 19un+2 + 9un+1 + un + 1991, n = 1, 2, ...a) Víi mäi n gäi rn lµ sè d cña phÐp chia un cho1992.Chøng minh r»ng d·y rn, n = 1, 2, 3, ... lµ mét d·y tuÇn hoµn.b) Chøng minh r»ng tån t¹i v« sè sè x cña d·y un sao cho
5x1992 + 5x1994 + 4x1975 + 8x1945 + 2x1990 + 11x2 + 48 chia hÕt cho 1992Lêi gi¶ia) XÐt c¸c bé ba sè d

(r1, r2, r3); (r2, r3, r4); ...; (ri, ri+1, ri+2; (ri+1, ri+2, ri+3); ...Sè c¸c bé ba sè d lËp ®îc theo c¸ch trªn lµ v« h¹n. Tuy nhiªn, do chØ cã h÷u h¹nsè d kh¸c nhau trong phÐp chia xn(n = 1, 2, 3, ...) cho 1992 nªn chØ cã h÷u h¹n c¸cbé ba kh¸c nhau. V× vËy, theo nguyªn lÝ Dirichlet, ph¶i tån t¹i hai sè nguyªn d¬ng
m, s sao cho (rm, rm+1, rm+2) = (rm+s, rm+1+s, rm+2+s), nghÜa lµ ta cã







rm = rm+s

rm+1 = rm+1+s

rm+2 = rm+2+s.53



Nh vËy rk = rk+s víi k = m, k = m + 1, k = m + 2.Gi¶ sö ta ®· cã rk = rk+s, ∀k : m 6 k 6 p (p ≥ m + 2).XÐt k = p + 1. Tõ gi¶ thiÕt suy ra
up+1+s − up+1 = 19(up+s − up) + 9(up−1+s − up−1) + (up−2+s − up−2)

≡ 19(rp+s − rp) + 9(rp+1+s − rp−1) + (rp−2+s − rp−2) (mod 1992) ≡ 0 (mod 1992).Do ®ã rp+1+s = rp+1.Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, ta cã
rk = rk+s, ∀k ≥ m. (20)TiÕp theo ta sÏ chøng minh rk = rk+s, ∀k ≥ 1.ThËt vËy:NÕu m = 1 th× ta cã ngay ®iÒu ph¶i chøng minh.NÕu m > 1 th× do (20) nªn ta chØ cßn ph¶i chøng minh rk = rk+s, ∀k : 1 6 k 6 m− 1.Tõ c¸ch x¸c ®Þnh d·y ta cã

um−1−s − um−1 = (um+2+s − um+2) − 19um+1+s − um+1 − 9um+s

≡ (rm+2+s − rm+2) − 19(rm+1+s − rm+1) − 9(rm+s − rm) (mod 1992) ≡ 0 (mod 1992).Do ®ã
rm−1 = rm−1−s.Sau m − 1 bíc xÐt t¬ng tù, ta sÏ ®îc:

rm−1 = rm−1+4, rm−2 = rm−2+s, ..., r2 = r2+s, r1 = r1+s.VËy rk = rk+s, ∀k ≥ 1, vµ ®iÒu nµy chøng tá d·y rn, n = 1, 2, 3, ... lµ d·y tuÇn hoµn.b) Do b¾t ®Çu tõ u2 d·y un lµ d·y t¨ng vµ do s > 1 (v× r1 = −2 6= r2 = −3) nªn
us < u2s < · · · < uks < u(k+1)s < · · · .§Æt p(x) = 5x1992 + 5x1994 + 4x1975 + 8x1945 + 2x1990 + 11x2 + 48. Ta sÏ chøng minh

p(uks)
... 1992, ∀k ≥ 1. ThËt vËy, ta cã

uks = uks+3 − 19uks+2 − 9uks+1 − 1991 ≡ rka+3 − 19rks+2 − 9rks+1 + 1 (mod 1992)

≡ r3 − 19r2 − 9r1 + 1 (mod 1992)

≡ 84 (mod 1992).Suy ra
p(uks) ≡ p(84) (mod 1992). (21)54



Do 84n
... 24, ∀n ≥ 2 vµ do 48

... 24 nªn p(84)
... 24. H¬n n÷a, do 84 ≡ 1 (mod 83) nªn

p(84)
... 83 mµ 24.83=1992 vµ UCLN(24,83)=1 nªn tõ ®ã suy ra p(84)

... 1992.KÕt hîp víi (21) ta ®îc p(uks)
... 1992, ∀k ≥ 1. §ã lµ (®pcm).NÕu ta l¹i xÐt ®Õn tÝnh chia hÕt cña chÝnh c¸c phÇn tö trong cïng mét d·y sè chonhau, xÐt hai phÇn tö bÊt kú trong cïng mét d·y sè th× chóng cã thÓ chia hÕt chonhau hoÆc kh«ng chia hÕt cho nhau. Ta xÐt bµi to¸n sau.Bµi to¸n 12. Cho u1, u2, ..., un+1 lµ d·y c¸c sè tù nhiªn sao cho:

1 6 u1 < u2 < · · · < un < un+1 = 2n.Chøng minh r»ng tån t¹i hai sè tù nhiªn i, j sao cho ui

... uj.Lêi gi¶iKÝ hiÖu f(ui) lµ íc lÎ lín nhÊt cña ui, tøc lµ ui = 2pif(ui), víi f(ui) lµ sè nguyªnd¬ng lÎ.Do u1 < u2 < · · · < un < un+1 = 2n suy ra víi mäi i = 1, 2, ..., n + 1 ta ®Òu cã
f(ui) < 2n.XÐt n + 1 sè lÎ f(u1), f(u2), ..., f(un+1). C¸c sè lÎ nµy ®Òu d¬ng vµ bÐ h¬n 2n. Theonguyªn lÝ Drichlet ph¶i tån t¹i hai sè i, j víi 1 6 i < j 6 n + 1 sao cho f(ui) = f(uj).MÆt kh¸c, ta cã







ui = 2pif(ui)

uj = 2pjf(uj).V× i < j nªn ui < uj ⇒ 2pif(ui) < 2pjf(uj) ⇒ 2pi < 2pj . §iÒu ®ã chøng tá r»ng
2pi

... 2pj ⇒ ui

... uj (®pcm).Cã nh÷ng d·y sè mµ hai phÇn tö cña nã kh«ng chia hÕt cho nhau vµ còng kh«ngcïng chia hÕt cho bÊt kú mét sè nµo ®ã khi ®ã ta cã hai sè nguyªn tè cïng nhau.Chóng ta xÐt bµi to¸n sau.
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Bµi to¸n 13. Cho d·y sè {un} víi un = 2.222n − 1, n = 1, 2, ... Chøng minh r»ng c¸csè h¹ng cña d·y trªn ®«i mét nguyªn tè cïng nhau.Lêi gi¶i§Æt an = 22n − 1, n = 1, 2, ... Khi ®ã un = 2an − 1, n = 1, 2, ....Víi mäi n, k ∈ N ta cã
an+k = 22n+k

+ 1 = (22n

)2k
+ 1 = (an − 1)2k

+ 1.Tõ ®ã suy ra an+k ≡ 2 (mod an), do 2 6 ... an nªn an+k = m.an + 2 víi mäi m ∈ N,suy ra
un+k = 2an+k − 1 = 2m.an+2 − 1 = 4(2m.an − 1) + 3.Ta l¹i cã 2m.an − 1 = (2an)m − 1 ⇒ (2m.an − 1)

... (2an − 1) ⇒ (2m.an − 1)
... un.VËy suy ra un+k ≡ 3 (mod un).§Æt d = (un+k, un). V× u1 = 31 vµ biÓu thøc un+k ≡ 3 (mod un) ®óng víi mäi n, knªn ta cã un ≡ 3 (mod 31) (lÊy n = 1, k = n − 1). Tõ ®ã suy ra un 6 ... 3 v× 3 6 ... 31.Nh thÕ d 6 ... 3. MÆt kh¸c, ta cã un+k ≡ 3 (mod un) vµ 3 6 ... un nªn suy ra

un+k = βun + 3, β ∈ Z.Do d = (un+k, un) nªn ta cã un+k = α1d, un = α2d víi α1, α2 ∈ Z. Tõ ®ã ta cã
α1d = βα2d + 3 ⇒ 3 = d(α1 − βα2).Do α1, α2, β ∈ Z nªn 3

... d. KÕt hîp víi d 6 ... 3 suy ra d = 1.Nh thÕ ta cã (un+1, un) = 1, ∀n, k ∈ N. §iÒu ®ã cã nghÜa lµ c¸c sè h¹ng cña d·y ®«imét nguyªn tè cïng nhau (®pcm).Khi ta kh«ng quan t©m ®Õn c¸c phÇn tö cña d·y sè cã chia hÕt cho mét sè chotríc nµo ®ã kh«ng. Khi ®ã dÉn ®Õn bµi to¸n chøng minh sù tån t¹i hîp sè trong d·ysè ®· cho. Chóng ta xÐt bµi to¸n sau.Bµi to¸n 14. Cho a, b, c lµ ba sè nguyªn d¬ng cho tríc. D·y {un} c¸c sè tù nhiªn
56



®îc x¸c ®Þnh nh sau:






u0 = c

un = aun−1 + b, víi mäi n = 1, 2, ...Chøng minh r»ng trong d·y ®· cho cã v« h¹n hîp sè.Lêi gi¶iTõ gi¶ thiÕt suy ra {un} lµ d·y sè ®¬n ®iÖu t¨ng vµ un > a, ∀n (cã thÓ trõ ra u0).ChØ cã hai kh¶ n¨ng x¶y ra:i) NÕu a, b kh«ng nguyªn tè cïng nhau. Khi ®ã (a, b) > 1. Nãi riªng a vµ b cãíc chung lín h¬n 1. Tõ ®ã un lµ hîp sè víi mäi n = 1, 2, ... KÕt luËn cña bµi to¸n lµhiÓn nhiªn ®óng trong trêng hîp nµy.ii) NÕu a, b nguyªn tè cïng nhau, tøc lµ (a, b) = 1. Khi ®ã (a, uk) = 1 víi mäi
k = 1, 2, ....ThËt vËy, nÕu kh«ng ph¶i thÕ th× tån t¹i up(p ≥ 1) sao cho (a, up) = d > 1,suy ra a = m1d; up = m2d, trong ®ã (m1, m2) = 1. Theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y ta cã
aup−1 + b = m2d, suy ra m1up−1d + b = m2d. Tõ ®©y suy ra b

... d vËy d lµ íc chungcña a, b do ®ã d ≥ (a, b) = 1. Ta thu ®îc m©u thuÉn (v× d > 1). NhËn xÐt ®îc chøngminh.LÊy N lµ sè nguyªn d¬ng mµ (a, N) = 1. XÐt c¸c sè sau ®©y:
u1, u2, u3, ..., uN , uN+1.Theo nguyªn lÝ Dirichlet ph¶i cã hai sè khi chia cho N cã cïng sè d. Gäi hai sè ®ãlµ up, uq (p > q). Khi ®ã up − uq

... N . Nhng theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y th×
up − uq = a(up−1 − uq−1).Do up − uq

... N vµ (a, N) = 1, nªn tõ d¼ng thøc trªn suy ra
up−1 − uq−1

... N.
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T¬ng tù ta cã
up−2 − uq−2

... N,

...

up+1−q − u1
... N.Chó ý r»ng lËp luËn trªn ®óng víi mäi sè nguyªn d¬ng N mµ (a, N) = 1.Theo chó ý trªn th× (a, uk) = 1 víi mäi k = 1, 2, ..., vËy nãi riªng chän N = uk, ta cã

u1+p−q

... 2u1. Do u1 > 1, nªn u1+p−q cã íc ch½n lín h¬n 2, nªn ch¾c ch¾n u1+p−q ph¶ilµ hîp sè. Nh thÕ trong c¸c sè u1, u2, ..., uN , uN+1 ch¾c ch¾n ph¶i cã hîp sè ch¼ngh¹n lµ uα.B©y giê l¹i xÐt d·y con uα+1, uα+2, ..., uM+α+1, ë ®©y (a, M) = 1 vµ lÆp l¹i qu¸ tr×nhnh trªn. Ta l¹i kh¼ng ®Þnh ®îc r»ng trong d·y con nµy cña d·y ®· cho l¹i t×m ®îcmét hîp sè kh¸c.Qu¸ tr×nh nµy cø tiÕp diÔn v« h¹n lÇn, vµ kÕt qu¶ lµ ta thu ®îc v« sè sè h¹ng trongd·y ®· cho lµ hîp sè (®pcm).
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Ch¬ng 4.
Sè häc víi c¸c d·y sè ®Æc biÖt
4.1. Sè häc víi cÊp sè céng vµ cÊp sè nh©nCÊp sè céng vµ cÊp sè nh©n lµ nh÷ng d·y sè ®Æc biÖt, trong cÊp sè céng {un}th× hiÖu gi÷a hai phÇn tö liªn tiÕp bÊt kú ui+1−ui = d, i = 1, 2, ... víi d lµ c«ng sai cñacÊp sè céng d 6= 0 lµ mét sè kh«ng ®æi. Trong cÊp sè nh©n {un} th× th¬ng cña haiphÇn tö liªn tiÕp bÊt kú un+1 : un = q víi q lµ c«ng béi cña cÊp sè nh©n q 6= 0, q 6= 1lµ mét sè kh«ng ®æi. Víi c¸c d·y sè lµ cÊp sè céng vµ cÊp sè nh©n, khi xÐt c¸cphÇn tö cña nã lµ sè nguyªn tè (Bµi to¸n 1vµ 2 ch¬ng 2) chóng ta cã kÕt qu¶ sau.§· t×m ®îc 9 sè nguyªn tè lËp thµnh mét cÊp sè céng víi c«ng sai d = 210 vµ ®·chøng minh ®îc kh«ng tån t¹i mét cÊp sè céng gåm 11 sè nguyªn tè víi c«ng sai
1 < d < 2310 cßn víi c¸c phÇn tö cña d·y sè lµ hîp sè ta cã kÕt qu¶ sau ®©y.Bµi to¸n 1. Cho n lµ mét sè tù nhiªn n ≥ 2. Chøng minh r»ng tån t¹i mét cÊp sècéng gåm n sè h¹ng u1, u2, ..., un sao cho mäi sè h¹ng cña nã ®Òu lµ hîp sè, vµ c¸csè h¹ng cña cÊp sè céng nµy ®«i mét nguyªn tè cïng nhau.Lêi gi¶iGäi p lµ sè nguyªn tè lín h¬n n vµ q lµ mét sè tù nhiªn sao cho:

q > p + (n − 1)n!
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Ta x©y dùng d·y sè sau ®©y:
u1 = q! + p;

u2 = q! + p + n!;

u3 = q! + p + 2n!;

...

un = q! + p + (n − 1)n!.Râ rµng {un} lµ cÊp sè céng víi sè h¹ng ®Çu u1 = q! + p vµ c«ng sai d = n!.Víi mäi k = 1, 2, ... ta cã
uk = q! + p + (k − 1)n!Râ rµng do 1 6 k 6 n ⇒ p + (k − 1)n! 6 p + (n − 1)n! < q ⇒ q!

... [p + (k − 1)n!]

⇒ uk

... [p + (k − 1)n!]. MÆt kh¸c, do 1 < p + (k − 1)n! < uk nªn uk lµ hîp sè víi mäi
k = 1, 2, ..., n. Nh vËy mäi sè h¹ng cña cÊp sè céng nãi trªn ®Òu lµ hîp sè.Cßn l¹i ta sÏ chøng minh mäi sè h¹ng cña cÊp sè nµy ®«i mét nguyªn tè cïng nhau.XÐt hai sè h¹ng bÊt kú cña nã







uk = q! + p + (k − 1)n!

um = q! + p + (m − 1)n! , víi 1 < k < m 6 n.Gi¶ thiÕt ph¶n chøng uk vµ um kh«ng nguyªn tè cïng nhau, tøc lµ uk vµ um cã métíc sè chung nguyªn tè lµ d .Nh vËy uk

... d vµ um

... d nªn um − uk

... d suy ra (m − k)n!
... d tøc lµ

1.2.3...(m − k)2...(m − k)n
... d.Do d lµ sè nguyªn tè nªn cã Ýt nhÊt mét trong c¸c sè 1,2,3,...,(m − k)2, ..., (m − k)nchia hÕt cho d. Cã hai kh¶ n¨ng s¶y ra:NÕu (m − k)2 ... d ⇒ m − k

... d ⇒ n!
... d (do m − k < n) ⇒ q!

... d. MÆt kh¸c um

... dnªn tõ um = q! + p + (m− 1)n! suy ra p
... d. Do p vµ d ®Òu lµ sè nguyªn tè nªn d = p.§ã lµ ®iÒu v« lÝ v× d 6 n mµ p > n. VËy nÕu (m − k)2 ... d sÏ dÉn ®Õn ®iÒu v« lÝ.NÕu mét trong c¸c sè 1, 2, ..., (m − k)n chia hÕt cho d th× còng lÝ luËn nh trªn.Tãm l¹i, tõ gi¶ thiÕt ph¶n chøng lµ sai suy ra hai sè h¹ng bÊt kú cña cÊp sè céng nãi60



trªn ®Òu nguyªn tè cïng nhau. Nh thÕ cÊp sè céng x©y dùng nh trªn tho¶ m·n mäiyªu cÇu ®Ò ra. §ã lµ (®pcm).Bµi to¸n 2. Cho a, b lµ hai sè nguyªn d¬ng sao cho d = (a, b). Chøng minh r»ngtrong cÊp sè céng ÷a, 2a, 3a, ..., ba sÏ chøa ®óng d sè h¹ng chia hÕt cho b.Lêi gi¶iV× (a, b) = d nªn






a = da′

b = db′,trong ®ã (a′, b′) = 1.Ta cã
ka

... b ⇔ (kda′)
... (db′) ⇔ ka′

...b′(do(a′, b′) = 1).Tõ ®ã suy ra k lÊy c¸c gi¸ trÞ b′, 2b′, ..., db′ vµ chØ c¸c gi¸ trÞ Êy mµ th«i.VËy trong cÊp sè céng ®· cho cã ®óng d sè h¹ng chia hÕt cho b ®ã lµ b′a, 2b′a, ..., db′a.§ã chÝnh lµ (®pcm).ViÖc chøng minh bµi to¸n 1 ®· kh¼ng ®Þnh r»ng tån t¹i mét cÊp sè céng gåm n sèh¹ng sao cho mäi sè h¹ng cña nã ®Òu lµ hîp sè vµ c¸c sè h¹ng cña cÊp sè céng nµy®«i mét nguyªn tè cïng nhau. B©y giê ta l¹i ®Æt vÊn ®Ò cã tån t¹i hay kh«ng mét cÊpsè céng v« h¹n mµ c¸c phÇn tö cña nã ®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng. Ta xÐt bµi to¸n sau.Bµi to¸n 3. Cã tån t¹i hay kh«ng mét d·y sè v« h¹n c¸c sè chÝnh ph¬ng lËp thµnhmét cÊp sè céng. Lêi gi¶iGi¶ thiÕt tån t¹i cÊp sè céng v« h¹n ÷a2
1, a

2
2, a

2
3, ... trong ®ã a1 < a2 < a3 < ... lµ d·yv« h¹n c¸c sè tù nhiªn.HiÓn nhiªn ta cã a2

3 − a2
2 = a2

2 − a2
1 ⇒ (a3 + a2)(a3 − a2) = (a2 + a1)(a2 − a1).61



Do a3 + a2 > a2 + a1 nªn ta suy ra a3 − a2 < a2 − a1. TiÕp tôc lÝ luËn nh vËy ta ®i®Õn d·y sè tù nhiªn sau: a2 − a1, a3 − a2, a4 − a3, ..., ak − ak−1, ... §ã lµ mét d·y sè tùnhiªn v« h¹n gi¶m dÇn, trong ®ã ak − ak−1 > 1, ∀k. §©y lµ ®iÒu v« lÝ. VËy gi¶ thiÕtph¶n chøng lµ sai, tøc lµ kh«ng tån t¹i d·y v« h¹n c¸c sè chÝnh ph¬ng lËp thµnh cÊpsè céng.B©y giê ta l¹i kh«ng quan t©m ®Õn tÝnh chia hÕt, tÝnh chÝnh ph¬ng cña c¸c phÇntö trong d·y sè mµ quan t©m ®Õn tÝnh chÊt riªng lÎ cña mçi phÇn tö trong d·y sè.Cã d·y sè mµ phÇn tö cña nã tho¶ m·n yªu cÇu nµo ®ã mµ chóng ta ®Æt ra. Ta xÐtbµi to¸n sau.Bµi to¸n 4. Sè h¹ng thø nhÊt vµ c«ng sai d cña cÊp sè céng lµ nh÷ng sè nguyªn.Chøng minh r»ng tån t¹i mét sè h¹ng cña cÊp sè céng Êy sao cho trong d¹ng thËpph©n cña nã cã ch÷ sè 9. Lêi gi¶iGäi up lµ sè h¹ng thø p cña cÊp sè céng, ta cã
up = u1 + (p − 1)d (1)ë ®©y u1 lµ sè h¹ng thø nhÊt vµ d lµ c«ng sai cña cÊp sè céng. Kh«ng gi¶m tæng qu¸tta cã thÓ cho d lµ sè nguyªn d¬ng (v× ta kh«ng quan t©m ®Õn dÊu cña c¸c sè h¹ng ).XÐt d sè cã d¹ng sau:

9, 99, 999, ..., 999...9
︸ ︷︷ ︸

d

.Râ rµng trong d sè nµy hoÆc cã sè chia hÕt cho d, hoÆc cã hai sè khi chia cho d cãcïng sè d (®iÒu nµy suy ra tõ nguyªn lÝ Drichlet). V× hiÖu cña hai sè bÊt kú trongd·y d sè trªn cã d¹ng:
99...9 0...0

︸︷︷︸

k

,ë ®©y 1 ≤ k < d. V× thÕ tõ lËp luËn trªn suy ra lu«n lu«n tån t¹i sè cã d¹ng
99...9 0...0

︸︷︷︸

k

(0 6 k < d)
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chia hÕt cho d.Gi¶ sö u1 lµ sè h¹ng ®Çu tiªn cña cÊp sè céng cã n ch÷ sè:
u1 = α1α2...αn.V×

99...9 00...0
︸ ︷︷ ︸

k

...d ⇒ 99...9 00...0
︸ ︷︷ ︸

k+n

...d.Gi¶ sö
99...9 00...0

︸ ︷︷ ︸

k+n

= md.Khi ®ã theo c«ng thøc (5) ta cã
um+1 = u1 + md = u1 + 99...9 00...0

︸ ︷︷ ︸

n+klµ sè h¹ng thø m + 1 cña cÊp sè céng. Râ rµng um+1 trong c¸ch viÕt thËp ph©n cãd¹ng:
um+1 = 99...9 00...0

︸ ︷︷ ︸

k

α1α2...αn,nghÜa lµ trong c¸ch viÕt thËp ph©n cña nã ch¾c ch¾n cã sè 9. §ã chÝnh lµ(®pcm).Bµi to¸n 5. Cho cÊp sè céng ÷− 1, 18, 37, ...(c«ng sai d = 19). H·y t×m tÊt c¶ c¸c sèh¹ng cña cÊp sè céng trªn sao cho mäi ch÷ sè cña nã toµn lµ sè 5.Lêi gi¶iTríc hÕt ta chøng minh bæ ®Ò sau:Bæ ®Ò: XÐt sè
An = 55...5

︸ ︷︷ ︸

n

+1.§Ó sè An chia hÕt cho 19 ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ n = 18k + 5, víi k = 0, 1, 2, ...Chøng minh:Víi k = 0 th× râ rµng A5 = 55555 + 1
...19.Víi n = 18k + 5, th×

An = 55...5
︸ ︷︷ ︸

18k+5

+1.
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Do ®ã
An − A5 = 55...5

︸ ︷︷ ︸

18+k

−55555 =
5

9
(1018k+5 − 105) =

5

9
.105((1018)k − 1)

=
5

9
.105(1018 − 1)(1 + a + a2 + · · ·+ ak−1), víi a = 1018.Theo ®Þnh lÝ Fermat nhá, nÕu (n, p) = 1 vµ p lµ sè nguyªn tè, th× np−1−1

... 19. Nªn ta cã
1018−1

... 9, cßn hiÓn nhiªn 1018−1
... 9 mµ (9, 19) = 1 nªn 1018−1

... 19.9 ⇒ An−A5
... 19mµ A5

...19 nªn An

...19.Nh vËy ta ®· chøng minh ®îc An

...19 nÕu n cã d¹ng n = 18k + 5, k = 0, 1, 2, ...NÕu An chia hÕt cho 19, do A5 lµ sè bÐ nhÊt trong c¸c sè An mµ chia hÕt cho 19, theotrªn víi n > 5 ta cã
An − A5 =

5

9
.(10n − 105) =

5

9
.104.9.(10 + 102 + · · ·+ 10n−5).V× An vµ A5 chia hÕt cho 19, nªn An − A5
... 19 ta l¹i cã (5.104, 19) = 1 nªn suy ra

(10 + 102 + · · · + 10n−5)
... 19. (2)Ta cã

1 ≡ 1 (mod 19),

10 ≡ 10 (mod 19),

102 ≡ 5 (mod 19),

103 ≡ 12 (mod 19),

104 ≡ 6 (mod 19),

105 ≡ 3 (mod 19),

106 ≡ 11 (mod 19),64



107 ≡ 15 (mod 19),

108 ≡ 17 (mod 19),

109 ≡ 18 (mod 19),

1010 ≡ 9 (mod 19),

1011 ≡ 14 (mod 19),

1012 ≡ 7 (mod 19),

1013 ≡ 13 (mod 19),

1014 ≡ 16 (mod 19),

1015 ≡ 8 (mod 19),

1016 ≡ 4 (mod 19),

1017 ≡ 2 (mod 19),

1018 ≡ 1 (mod 19).Ta thÊy 10m, m = 1, 2, ... chia cho 19 ta ®îc 18 sè d kh¸c nhau vµ ta l¹i cã víi
m 6= 18k, k = 1, 2, 3, ... th×

m∑

i=1

10i 6≡ 0 (mod 19).
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Nªn ®Ó cã (2) ta ph¶i cã n − 5 = 18k ⇒ n = 18k + 5.VËy bæ ®Ò ®· ®îc chøng minh.B©y giê trë l¹i bµi to¸n ®ang xÐt. Gi¶ sö sè 55...5
︸ ︷︷ ︸

n

lµ sè h¹ng cña d·y.¸p dông bæ ®Ò nªu trªn ta cã
55...5
︸ ︷︷ ︸

n

= −1 + k.19 ⇒ 55...5
︸ ︷︷ ︸

n

+1 = k.19.Do ®ã An = 55...5
︸ ︷︷ ︸

n

+1
... 19. Theo bæ ®Ò th× n = 18k + 5.Tãm l¹i sè 55...5

︸ ︷︷ ︸

n

víi n = 18k + 5, k = 0, 1, 2, ... lµ tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña cÊp sè céngnãi trªn mµ mäi ch÷ sè cña nã toµn lµ sè 5.Trong c¸c d·y sè lµ cÊp sè nh©n th× c¸c phÇn tö cña nã ®Òu lµ hîp sè chØ cã thÓngo¹i trõ sè h¹ng thø nhÊt, v× víi cÊp sè nh©n a1, a2, a3, ..., an trong ®ã an = qn−1a1víi q lµ c«ng béi ®Òu chia hÕt cho a1. Cßn khi xÐt ®Ðn tÝnh chÝnh ph¬ng cña c¸c phÇntö trong cÊp sè nh©n th× ta cã v« sè cÊp sè nh©n mµ phÇn tö cña nã ®Òu lµ sè chÝnhph¬ng. ThËt vËy, xÐt d·y sè {an} víi a1 = b2, a2 = qb2, a3 = q2b2, ..., an = qn−1b2 chØcÇn lÊy b ∈ Z, b 6= 0 vµ c«ng béi q lµ sè chÝnh ph¬ng th× tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña d·ysè ®ã ®Òu lµ sè chÝnh ph¬ng. B©y giê chóng ta ®Æt vÊn ®Ò vÒ tÝnh chÊt sè häc cñatæng hai hay nhiÒu sè h¹ng trong d·y sè .Bµi to¸n 6. Cho mét cÊp sè nh©n cã n sè h¹ng (n ≥ 3), trong ®ã mçi sè h¹ng vµc«ng béi ®Òu lµ sè tù nhiªn. Chøng minh r»ng khi ®ã tæng cña n sè h¹ng ®ã kh«ngthÓ lµ luü thõa cña 5. Lêi gi¶iGäi a lµ sè h¹ng ®Çu tiªn cña cÊp sè nh©n vµ q lµ c«ng béi cña nã. Khi ®ã ta cã d·y
a, aq, aq2, aq3, ..., aqn−1, ë ®©y n ≥ 3, q > 1, a ≥ 1.Gi¶ thiÕt ph¶n chøng Sn = a + aq + aq2 + · · ·+ aqn−1 = 5l, l ∈ N, suy ra

a(1 + q + q2 + · · ·+ qn−1) = 5l ⇒ 1 + q + q2 + · · · + qn−1 = 5k, k ∈ N. (3)Tríc hÕt ta chøng minh r»ng n lµ sè lÎ. ThËt vËy, nÕu kh«ng ph¶i nh vËy tøc lµ66



n = 2m, khi ®ã dùa vµo h»ng ®¼ng thøc:
an − bn = (a − b)(an−1 + an−2b + · · ·+ abn−2 + bn−1).Tõ (3) suy ra

5k =
qn − 1

q − 1
=

q2m − 1

q − 1
=

qm − 1

q − 1
(qm + 1).

⇒ qm ≡ 1 (mod 5) vµ qm ≡ −1 (mod 5).§©y lµ ®iÒu v« lÝ, nh vËy n ph¶i lµ sè lÎ.Gi¶ sö n = 2m+1. Khi ®ã tõ (3) ta cã k > 0 v× n ≥ 3, q > 1. Tõ ®¼ng thøc 5k =
qn − 1

q − 1suy ra qn − 1 chØ cã thÓ tËn cïng lµ 0 hoÆc 5.- NÕu qn − 1 cã tËn cïng lµ 0 th× qn ph¶i cã tËn cïng lµ 9 nªn q ph¶i cã tËn cïnglµ 3 hoÆc 9 nhng v× n lµ sè lÎ nªn q chØ cã thÓ tËn cïng lµ 9
⇒ q ≡ −1 (mod 5) ⇒ 1+ q + q2 + · · ·+ q2m ≡ 1 (mod 5) ⇒ 1+ q + q2 + · · ·+ qn−1 6 ... 5.§iÒu nµy m©u thuÉn víi (3).- NÕu qn − 1 cã tËn cïng lµ 5 th× qn ph¶i cã tËn cïng lµ 4 suy ra q ph¶i cã tËn cïnglµ 2,4,8. V× n lµ sè lÎ nªn q chØ cã thÓ cã tËn cïng lµ 4 vËy ta cã
q ≡ −1 (mod 5) ⇒ 1 + q + q2 + · · ·+ q2m ≡ 1 (mod 5) ⇒ 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 6 ... 5.§iÒu nµy m©u thuÉn víi (3). Tãm l¹i trong mäi trêng hîp ta ®Òu dÉn ®Õn ®iÒu m©uthuÉn vµ bµi to¸n ®îc chøng minh.Bµi to¸n 7. Cho mét cÊp sè nh©n víi sè h¹ng ®Çu tiªn lµ nguyªn vµ c«ng béi q lµmét sè nguyªn kh¸c ±1 vµ 0. Chøng minh r»ng tæng cña hai (hay mét sè lín h¬n)c¸c sè h¹ng tuú ý chän cña nã kh«ng thÓ b»ng sè h¹ng nµo cña cÊp sè nh©n ®· cho.Lêi gi¶iGäi u1 lµ sè h¹ng ®Çu tiªn, q lµ c«ng béi, cßn up lµ sè h¹ng thø p cña cÊp sè nh©n.Ta cã

up = u1q
p−1.Gi¶ sö tr¸i l¹i, kÕt luËn cña bµi to¸n kh«ng ®óng, tøc lµ tån t¹i c¸c sè nguyªn kh«ng©m k1, k2, ..., km+1 sao cho

u1q
k1 + u1q

k2 + · · ·+ u1q
km = u1q

km+1.
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Râ rµng u1 6= 0 nªn suy ra
qk1 + qk2 + · · ·+ qkm = qkm+1. (4)ChØ cã hai kh¶ n¨ng x¶y ra:i) NÕu km+1 = min{k1, k2, ..., km, km+1}. Khi ®ã chia c¶ hai vÕ cña (4) cho qkm+1.Ta cã

1 = qk1−km+1 + qk2−km+1 + · · ·+ qkm−km+1 .Kh«ng gi¶m tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ thiÕt k1 < k2 < · · · < km nªn ta cã
1 = qk1−km+1(1 + qk2−k1−km+1 + · · ·+ qkm−k1−km+1) (5)do q nguyªn vµ kj − k1 − km+1 > 0, ∀j = 2, 3, ..., m. Tõ (5) suy ra 1

... q ⇒ q = ±1.Ta thu ®îc m©u thuÉn v× theo gi¶ thiÕt q 6= ±1.ii) NÕu min{k1, k2, ..., km, km+1} = kα víi α ∈ {1, 2, ..., m} th× lËp luËn hoµn toµnt¬ng tù nh trªn còng dÉn ®Õn q = ±1 lµ ®iÒu v« lÝ.Tãm l¹i gi¶ thiÕt ph¶n chøng lµ sai, vËy bµi to¸n ®· ®îc chøng minh.
4.2. Sè häc víi d·y FibonacciFibonacci lµ biÖt danh cña LÐonerdo Pisano ë thµnh Pi-sa, nhµ to¸n häcthÕ kû XIII. ¤ng lµ t¸c gi¶ cña d·y sè Fibonacci. D·y sè Fibonacci cã nhiÒn øng dông®Õn nçi n¨m 1963 mét hiÖp héi Fibonacci ®uîc thµnh lËp vµ xuÊt b¶n t¹p chÝ TheFibonacci Quarterly ra 3 th¸ng mét kú. Bµi to¸n thá ®Î con dÉn ®Õn d·y Fibonaccinh sau:Cã bao nhiªu cÆp thá vµo cuèi n¨m, nÕu tõ ®Çu n¨m cã mét cÆp thá (®ùcvµ c¸i) vµ cø sau mét th¸ng th× mçi cÆp thá ®ã ( kÓ c¶ cÆp thá ban ®Çu ) l¹i sinh ramét cÆp thá con (®ùc vµ c¸i)?Trong bµi to¸n trªn sè cÆp thá sinh ra sau c¸c th¸ng chÝnh lµ c¸c phÇn tö 1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233 cña d·y Fibonacci. Trong d·y Fibonacci th× chØ sè cña c¸cphÇn tö cã mét vai trß ®Æc biÖt trong viÖc nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt sè häc cña c¸cphÇn tö trong d·y. Chóng ta xÐt mét sè bµi to¸n sau.68



Bµi to¸n 1. Cho d·y sè Fibonacci {un}, n = 1, 2, .... Chøng minh r»ng:i) (un, un+1) = 1;ii) NÕu n chia hÕt cho m th× un chia hÕt cho um;iii) NÕu un chia hÕt cho um th× n chia hÕt cho m víi m > 2;iv) (un, um) = ud víi d = (n, m);v) D·y sè Fibonacci chøa mét tËp v« h¹n nh÷ng sè ®«i mét nguyªn tè cïng nhau.Lêi gi¶iTríc hÕt ta chøng minh ®¼ng thøc:
un+m = un−1um + unum+1 (6)®óng víi sè tù nhiªn bÊt kú n > 1 vµ víi mäi m = 1, 2, ...Ta chøng minh b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc theo m.Víi m = 1 ta cã

un−1um + unum+1 = un−1 + un = un+1.VËy (6) ®óng víi m = 1Gi¶ sö víi sè m nµo ®ã c¸c ®¼ng thøc sau ®óng:
un+m = un−1um + unum+1;

un+m+1 = un−1um+1 + unum+2.
(7)Ta sÏ chøng minh ®¼ng thøc sau ®óng:

un+m+2 = un−1um+2 + unum+3.ThËt vËy céng tõng vÕ cña hai d¼ng thøc trong (7) ta ®îc:
un+m + un+m+1 = un−1(um + um+1) + un(um+1 + um+2)

⇒ un+m+2 = un−1um+2 + unum+3.Theo nguyªn lÝ quy n¹p to¸n häc th× ®¼ng thøc ®· ®îc chøng minh.i) Theo (6) ta cã
(un, un+1) = (un, un−1 + un) = (un−1, un) = · · · = (u1, u2) = 1ii) V× n chia hÕt cho m nªn ta cã thÓ viÕt n = km, k = 1, 2, .... Ta sÏ chøng minhquy n¹p theo k. 69



Víi k = 1 khi ®ã n = m nh vËy un

... um lµ hiÓn nhiªn.Gi¶ sö umk chia hÕt cho um, ta xÐt um(k+1). Theo c«ng thøc (6) ta cã
um(k+1) = umk+m = umk−1um + umkum+1.Sè h¹ng thø nhÊt chøa um nªn nã chia hÕt cho um sè h¹ng thø 2 theo gi¶ thiÕt quy n¹pchia hÕt cho um. Nh vËy tæng cña hai sè h¹ng chia hÕt cho um suy ra um(k+1)chiahÕt cho um.Theo nguyªn lÝ quy n¹p to¸n häc ta cã (®pcm).iii) Ta chøng minh theo ph¬ng ph¸p ph¶n chøng. Gi¶ sö ngîc l¹i n 6 ... mkhi ®ã ∃ q, r ∈ N∗ sao cho n = qm + r, (0 < r < m)Theo c«ng thøc (6) ta cã

un = uqm+r = uqm−1ur + uqmur+1.Theo ii) ta cã qm
... m nªn uqm

... um ⇒ umqur+1
... um.Theo gi¶ thiÕt ta cã un

... um nªn suy ra
umq−1ur

... um. (8)- NÕu (ur, um) = 1 tõ (8) suy ra uqm−1
... um. Ta cã uqm

... um vµ(uqm, uqm−1) = 1 nªn
um = 1 ⇒ m = 1, 2 ®iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.- NÕu (ur, um) = d 6= 1 tõ (8) suy ra

uqm−1
... um

d
.Theo tÝnh chÊt cña d·y Fibonacci ta cã uqm+1 = uqm−1 + uqm ⇒ uqm−1 = uqm+1 − uqmnªn uqm−1ur = (uqm+1 − uqm)ur = uqm+1ur − uqmur cã uqmur

... um ⇒ uqm+1ur

... umSuy ra
uqm+1

... um

d
.Theo c«ng thøc um+n = um−1un + umun+1 ta l¹i cã

(uqm+1, uqm−1) = (uqm−1 + uqm, uqm−1) = (uqm, uqm−1) = · · · = (u2, u1) = 1.Tõ ®ã suy ra
um

d
= 1 ⇒ um = d.70



Ta cã ur

... d ⇒ ur ≥ d = um v× m > 2 vµ m > r ⇒ um > ur. Ta ®i ®Õn m©u thuÉn.VËy trong c¸c trêng hîp ta ®Òu ®i ®Õn m©u thuÉn, tõ ®ã dÉn ®Õn gi¶ sö lµ sai.§ã lµ (®pcm).vi)- NÕu n, m ≤ 2 ta cã d = 1 hoÆc d = 2 nªn ud = 1 vµ ta cã (un, um) = 1 = ud.- NÕu n, m > 2 khi ®ã theo i) ta cã n
... d vµ m

... d ⇒ un

... ud vµ um

... ud. nÕu:






un

... ud′ ,

um

... ud′.Ta ph¶i chøng minh ud

... ud′.Theo iii) ta cã n
... d′ vµ m

... d′ nhng d = (n, m) nªn ta cã d
... d′ ⇒ ud

... ud′ ⇒ (un, um) =

ud.v) Theo ii) ta chØ cÇn xÐt d·y c¸c sè nguyªn tè s¸nh ®«i muèn vËy d·y chØ sè cãthÓ ch¼ng h¹n lµ d·y c¸c sè nguyªn tè 2, 3, 5, 7, 11, 13, ... V× tËp c¸c sè nguyªn tè lµv« h¹n nªn cã v« sè cÆp sè ®«i mét nguyªn tè cïng nhau trong d·y Fibonacci.Bµi to¸n 2. Cho d·y Fibonacci 1,1,2,3,5,8,...1)Chøng minh r»ng un

... 5k ⇔ n
... k.2)Chøng minh r»ng un

... 2 ⇔ n
... 3.3)Chøng minh r»ng un

... 22 ⇔ n
... 6.4)Chøng minh r»ng: a) un cã tËn cïng lµ 0 ⇔ n

... 15;b) un cã tËn cïng lµ hai sè 0 ⇔ n
... 150.Lêi gi¶i1) Ta ®· cã c«ng thøc cña sè h¹ng un cña d·y Fibonacci ®îc tÝnh b»ng c«ngthøc:

un =
xn

1 − xn
2√

5
víi x1 =

1 +
√

5

2
; x2 =

1 −
√

5

2
; n = 1, 2, 3, ...Ta chøng minh r»ng: u5n = 5unqn, ë ®©y qn 6 ... 5.ThËt vËy, 71



√
5u5n = x5n

1 − x5n
2 .§Æt a = xn

1 , b = xn
2 th×

√
5u5n = (a− b)[a4 + ab(a2 + b2) + a2b2 + b4] = (a− b)[(a2 + b2)2 − a2b2 + ab(a2 + b2)],trong ®ã ab = (x1x2)

n = (−1)n;
a2 + b2 = (a − b)2 + 2ab = 5u2

n + 2(−1)n.Tõ ®ã ta cã
u5n =

1√
5

√
5un[(5u2

n2(−1)n)2 − (−1)2n + (−1)n(5u2
n + 2(−1)n)] =

= 5un[5u
4
n + 5u2

n(−1)n + 1] = 5unqn víi qn = 5u4
n + 5u2

n(−1)n + 1.Râ rµng qn 6 ... 5. VËy ta ®· chøng minh ®îc u5n = 5unqn víi qn 6 ... 5.Tõ ®ã víi n = 5st, (t, 5) = 1 ta cã un = 5sutAn, trong ®ã An 6 ... 5. NÕu t 6 ... 5 th× ut 6 ... 5,do ®ã un

... 5k ⇔ s ≥ k ⇔ n
... 5k. §ã lµ (®pcm)2) Ta chøng minh khi n = 3k th× un

... 2. ThËt vËy,Khi k = 0 ta cã u0 = 0
... 2.Khi k = 1 to cã u3 = 2
... 2.Gi¶ sö ®iÒu kh¼ng ®Þnh ®· ®óng ®Õn k = p tøc lµ u3p

... 2.Khi k = p + 1, ta cã
u3(p+1) = u3p+3 = u3p+2 + u3p+1 = u3p+1 + u3p + u3p+1 = 2u3p+1 + u3p. (9)Do u3p

... 2 theo gi¶ thiÕt quy n¹p, cßn u3p+1 nguyªn nªn suy ra 2u3p+1
... 2v× thÕ tõ (9) suy ra u3(p+1)

... 2. VËy ®iÒu kh¼ng ®Þnh còng ®óng khi k = p + 1.Theo nguyªn lÝ quy n¹p suy ra un

... 2 khi n = 3k.Ta chøng minh khi n = 3k + 1 th× un 6 ... 2. ThËt vËy, khi k = 0 th× u1 = 1 6 ... 2.Gi¶ sö ®iÒu kh¼ng ®Þnh ®· ®óng ®Õn k = p tøc lµ u3p+1
... 2.XÐt khi k = p + 1 ta cã

u3(p+1)+1 = u3p+4 = u3p+3 + u3p+2 = u3p+2 + u3p+1 + u3p+2 = 2u3p+2 + u3p+1. (10)Do u3p+2 ∈ Z ⇒ 2u3p+2
... 2 cßn u3p+1 6 ... 2 (theo gi¶ thiÕt quy n¹p), v× thÕ tõ (10) suyra u3(p+1)+1 6 ... 2. 72



Theo nguyªn lÝ quy n¹p suy ra un 6 ... 2 khi n = 3k + 1.Ta chøng minh khi n = 3k + 2 th× un 6 ... 2. ThËt vËy, khi k = 0 th× u2 = 1 6 ... 2.Gi¶ sö ®iÒu kh¼ng ®Þnh ®· ®óng ®Õn k = p tøc lµ u3p+2 6
... 2.XÐt khi k = p + 2 ta cã

u3(p+1)+2 = u3p+5 = u3p+4 + u3p+3 = u3p+3 + u3p+2 + u3p+3 = 2u3p+3 + u3p+2.Tõ u3p+3 ∈ Z vµ u3p+3 6 ... 2 (theo gi¶ thiÕt quy n¹p ) suy ra u3(p+1)+2 6 ... 2. VËy ®iÒukh¼ng ®Þnh còng ®óng khi k = p + 1.Theo nguyªn lÝ quy n¹p suy ra un 6 ... 2 khi n = 3k + 2.Ta cã un

... 2 khi n + 3k ; un 6 ... 2 khi n = 3k + 1 hoÆc n = 3k + 2.§iÒu ®ã cã nghÜa lµ un

... 2 ⇔ n = 3k ⇔ n
... 3. §ã lµ (®pcm).3)Ta chøng minh r»ng khi n = 6k th× un

... 22. ThËt vËy, khi k = 0 ta cã u0 = 0
...22khi k = 1 ta cã u6 = 8

... 22.Gi¶ sö ®iÒu kh¼ng ®Þnh ®· ®óng khi k = p ≥ 1, tøc lµ u6p

... 22.XÐt khi k = p + 1 ta cã
u6(p+1) = u6p+6 = u6p+5 + u6p+4 = u6p+4 + u6p+3 + u6p+3 + u6p+2=u6p+3 + u6p+2 + 2(u6p+2 + u6p+1) + u6p+1 + u6p=u6p+2 + u6p+1 + u6p+2 + 2u6p+2 + 2u6p+1 + u6p+1 + u6p

= 4(u6p+2 + u6p+1) + u6p. (11)Do u6p+2 ∈ Z, u6p+1 ∈ Z vµ u6p

... 22 (gi¶ thiÕt quy n¹p), nªn tõ (11) suy ra u6(p+1)
... 22.VËy ®iÒu kh¼ng ®Þnh ®óng khi n = p + 1. Theo nguyªn lÝ quy n¹p suy ra un

... 22khi n = 6k.T¬ng tù nh phÇn 2) ta chøng minh ®îc un 6 ... 22 khi n = 6k + 1, n = 6k + 2,

n = 6k + 3, n = 6k + 4, n = 6k + 5. V× thÕ:
un

... 22 ⇔ n = 6k ⇔ n
... 6 (®pcm).4)a) un cã tËn cïng lµ 0 khi vµ chØ khi un chia hÕt cho 2 vµ cho 5.Theo phÇn 1) un

... 5 ⇔ n
... 5.Theo phÇn 2) un

... 2 ⇔ n
... 3.V× thÕ un chia hÕt cho 2 vµ 5⇔ n

... 15.Nh vËy un cã tËn cïng lµ 0 ⇔ n

... 15.b) un cã tËn cïng b»ng hai ch÷ sè 0 ⇔ un

... 100 ⇔ un chia hÕt cho 22 vµ chia hÕt cho73



52.Theo phÇn 1)vµ2) th× un cã tËn cïng lµ hai ch÷ sè 0⇔ n chia hÕt cho 6 vµ 25⇔ n
... 150(v× (6, 25) = 1).Qua bµi to¸n 1 vµ 2 ta thÊy trong d·y sè Fibonacci cã v« sè hîp sè, cã v« sè cãtËn cïng lµ1,2,... ch÷ sè 0. Ta ®Æt vÊn ®Ò trong h÷u h¹n phÇn tö cho tríc cña d·ycã tån t¹i sè cã tËn cïng lµ mét sè h÷u h¹n ch÷ sè 0? Bµi to¸n sau qi¶i vÊn ®Ò ®Ætra vµ trong bµi to¸n nµy ngêi ta ®· khÐo lÐo vËn dông nguyªn lÝ Drichlet ®èi víic¸c cÆp sè d trong viÖc chøng minh.Bµi to¸n 3. XÐt d·y sè Fibonacci 1,1,2,3,5,8,... Hái r»ng trong 108 + 1 sè h¹ng ®Çutiªn cña d·y u0, u1, u2, ..., u108 cã sè nµo tËn cïng b»ng 4 ch÷ sè 0 hay kh«ng?Lêi gi¶iGi¶ sö un ≡ rn (mod 104) ë ®©y 0 6 rn 6 104.XÐt d·y (r0, r1), (r1, r2), ..., (r108 , r108+1) gåm 108 + 1 cÆp sè (rj, rj+1).V× chØ cã 108 cÆp sè (a, b) kh¸c nhau víi 0 6 a < 104, 0 6 b < 104, nªn theo nguyªn lÝDirichlet ph¶i tån t¹i hai cÆp sè (ri, ri+1) vµ (rj , rj+1) trïng nhau, víi (0 6 i < j 6 108).§iÒu ®ã cã nghÜa lµ:







ri = rj

ri+1 = rj+1.Tõ ®ã Suy ra ri−1 = rj−1 = ... Cø tiÕp tôc nh thÕ ta sÏ cã r0 = rj−i,hay uj−i ≡ 0 (mod 104). Ta thÊy 0 < j − i 6 108. VËy trong d·y u0, u1, u2, ..., u108cã tån t¹i sè tËn cïng b»ng 4 ch÷ sè 0. Bµi to¸n cã c©u tr¶ lêi kh¼ng ®Þnh.ViÖc xÐt mét sè tÝnh chÊt sè häc víi c¸c phÇn tö cña d·y Fibonacci ®· cho chóngta mét sè kÕt qu¶ thó vÞ. Trong phÇn sau ®©y chóng ta xÐt mét sè bµi to¸n sè häc ®Ætra víi mét sè biÓu thøc ®¹i sè cã chøa c¸c phÇn tö cña d·y Fibonacci.
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Bµi to¸n 4. XÐt d·y Fibonacci 1,1,2,3,5,8,.... §Æt:
f(n) = 1985n2 + 1956n + 1960.a) Chøng minh r»ng tån t¹i v« h¹n sè h¹ng uk cña d·y Fibonacci, sao cho f(uk)

... 1989.b) Cã tån t¹i sè h¹ng ui nµo cña d·y Fibonacci, ®Ó cho 2 + f(ui) chia hÕt cho 1989kh«ng? Lêi gi¶ia) Ta cã 1985n2 + 1956n + 1960 ≡ 4n2 + 33n + 29 (mod 1989).§Æt h(n) = 4n2 + 33n + 29. Tõ ®ã suy ra
f(n)

... 1989 ⇔ h(n)
... 1989.XÐt d·y sè {vn}, trong ®ã







v0 = −1, v1 = 1

vn+1 = vn + vn−1, n = 1, 2, ...Ta cã d·y {vn} lµ d·y sinh ra bëi d·y Fibonacci {un} : 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... b»ng c¸chthªm vµo tríc d·y nµy ba sè h¹ng -1,1,0.Gäi ri lµ phÐp d trong phÐp chia vi cho 1989 (i = 0, 1, 2, ...). Nh vËy ta cã
0 6 ri 6 1988. XÐt d·y c¸c cÆp sè sau ®©y:

(r0, r1), (r1, r2), (r2, r3), ...V× mçi sè ri chØ nhËn mét trong 1989 gi¸ trÞ. VËy c¸c cÆp kh¸c nhau tèi ®a lµ 19892.Tõ ®ã theo nguyªn lÝ Dirichlet th× trong 19892 + 1 cÆp ®Çu tiªn th× cã Ýt nhÊt cã haicÆp trïng nhau. Gi¶ sö hai cÆp Êy lµ:
(rp, rp+1), (rp+α, rp+α+1), p, α ∈ N®iÒu Êy cã nghÜa lµ: rp = rp+α; rp+1 = rp+α+1. Theo c¸ch x¸c ®Þnh d·y, ta cã

vp−1 = vp+1 − vp

vp+α−1 = vp+α+1 − vp+α75



⇒ vp+α−1 − vp−1 = (vp+α+1 − vp+1) − (vp+α − vp) ≡

≡ (rp+α+1 − rp+1) − (rp+α − rp) (mod 1989) ≡ 0 (mod 1989).Tõ ®ã suy ra rp−1 = rp+α−1.T¬ng tù ta cã
rp−2 = rp+α−2,

...

r2 = rα+2,

r1 = rα+1,

r0 = rα.Tõ r0 = rα, r1 = rα+1 vµ vn+1 = vn + vn−1 suy ra ri = ri+α, ∀i = 0, 1, 2, ...Do vËy, r0 = rα = r2α = r3α = · · · = rkα, ∀k ≥ 1, suy ra
h(vkα) ≡ h(v0) (mod 1989) ≡ h(−1) (mod 1989) ≡ 0 (mod 1989).Râ rµng vkα, ∀k = 1, 2, 3, ... ®Òu lµ sè Fibonacci, suy ra cã v« sè sè h¹ng cña d·yFibonacci vkα mµ f(vkα)

... 1989 (®pcm).b) Ta cã thÓ chøng minh ®îc nhËn xÐt sau:NÕu n lµ sè nguyªn tè th× 4n2 + 7n + 1 6 ... 13.ThËt vËy, ta thÊy:
16(4n2 + 7n + 1) = (8n + 7)2 − 7 − 2.13.§Æt 8n + 7 = 13n ± q(0 6 q 6 6), m, q nguyªn, khi ®ã ta cã

(8n + 7)2 = 13(13m2 ± 2mq) + q2 ⇒ 16(4n2 + 7n + 1) = q2 − 7 + 13k, k ∈ Z.Râ rµng víi q = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 th× q2 − 7 6 ... 13, do ®ã
4n2 + 7n + 1 6 ... 13, ∀n ∈ Z.NhËn xÐt ®· chøng minh xong.Ta cã

f(n) + 2 = 1989(n2 + n + 1) − 26(n + 1) − (4n2 + 7n + 1).Do 1989
... 13 ⇒ f(n) + 2 6 ... 13, ∀n ⇒ f(n) + 2 6 ... 1989, ∀n. Nãi c¸ch kh¸c kh«ng tånt¹i sè h¹ng uk cña d·y Fibonacci ®Ó cho f(uk) + 2 chia hÕt cho 1989.76



Bµi to¸n 5. Cho {un} lµ d·y Fibonacci vµ k, n lµ c¸c sè tù nhiªn tuú ý. Chøng minhr»ng ph©n sè sau ®©y lµ tèi gi¶n:
kun+2 + un

kun+3 + un−1
.Lêi gi¶iGi¶ thiÕt ph¶n chøng tån t¹i c¸c sè tù nhiªn n, k sao cho:kun+2 + un vµ kun+3 + un−1cïng chia hÕt cho sè tù nhiªn d > 1. suy ra

(kun+3+un+1)−(kun+2+un)
... d ⇒ k(un+3−un+2)+(un+1−un)

... d ⇒ (kun+1+un−1)
... d.¸p dông lËp luËn trªn víi kun+1 + un−1 vµ kun+2 + un suy ra kun + un−2

... d.Qu¸ tr×nh Êy cø tiÕp diÔn vµ ta ®i ®Õn ku4 + u2
... d vµ ku3 + u1

... d. Suy ra
(ku4 + u2) − (ku3 + u1)

... d ⇒ k(u4 − u3) + u2 − u1
... d ⇒ ku2

... d.Nh vËy ta ®i ®Õn ®iÒu sau ®©y k
... d vµ 2k + 1

... d, mµ d > 1. §ã lµ ®iÒu v« lÝ.VËy gi¶ thiÕt ph¶n chøng lµ sai, tøc lµ víi sè tù nhiªn k, n cho tríc th× ph©n sè
kun+2 + un

kun+3 + un−1
lµ ph©n sè tèi gi¶n (®pcm).

Bµi to¸n 6. Gi¶ sö Fk lµ sè h¹ng thø k cña d·y Fibonacci. Chøng minh r»ng víi mäisè tù nhiªn n ≥ 3, th× sè An = 4Fn−2FnFn+2Fn+4 + 9 lµ sè chÝnh ph¬ng.Lêi gi¶iTríc hÕt ta cã nhËn xÐt sau ®©y: Víi mäi sè tù nhiªn n ≥ 3, th×
vn =| Fn+4Fn−2 − Fn+2Fn |= 3. (12)ThËt vËy,

vn =| (Fn+2 + Fn+3)Fn−2 − Fn+2Fn |=| Fn+3Fn−2 + Fn+2(Fn−2 − Fn) |=
=| Fn+3Fn−2 − Fn+2Fn−1 |=| Fn+3(Fn−1 − Fn−3) − Fn+2Fn−1 |=
=| Fn+3Fn−3 + Fn−1(Fn+3 − Fn+2) |=| Fn+3Fn−3 − Fn+1Fn−1 |= vn−1.Tõ vn = vn−1, vµ qu¸ tr×nh Êy cø lÆp l¹i, ta ®i ®Õn: vn = v3, ∀n ≥ 3.Ta cã v3 =| F7F1 − F5F3 |=| 13.1 − 5.2 |= 3 nh thÕ nhËn xÐt (12) ®îc chøng minh.77



Tõ (12) suy ra
Fn+4Fn−2 = FnFn+2 ± 3 ⇒ An = 4FnFn+2(FnFn+2 ± 3) + 9 = (2FnFn+2 ± 3)2.Do Fn nguyªn ∀n ∈ N, suy ra An lµ sè chÝnh ph¬ng víi mäi sè tù nhiªn n ≥ 3(®pcm).Bµi to¸n 7. Cho d·y sè Fibonacci {un}, n = 1, 2, ... chøng minh r»ng tån t¹i duy nhÊtbé ba c¸c sè a, b, c ∈ N ®ång thêi tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn sau ®©y:i) b < a, c < a.ii) Víi mäi n ∈ N, th× (un − nbcn)

... a.Lêi gi¶iTríc hÕt ta chøng minh bæ ®Ò sau:Bæ ®Ò. Bé ba sè a, b, c ∈ N víi b < a, c < a tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn ®· nªu khi vµ chØkhi ta cã ®ång thêi hai ®iÒu kiÖn sau ®©y:
α) bc ≡ 1 (mod a);

β) nbcn + (n − 1)bcn−1 ≡ (n + 1)bcn+1 (mod a), ∀n ∈ N.Chøng minh bæ ®Ò:1) Gi¶ sö a, b, c ∈ N tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn cña bµi to¸n. Ta sÏ chøng minh r»ng nãtho¶ m·n α), β). ThËt vËy tõ ®iÒu kiÖn
un − nbcn ... a, ∀n ∈ N. (13)Khi n = 1, ta cã 1 − bc

... a ⇒ bc ≡ 1 (mod a). VËy α) ®îc tho¶ m·n.Trong ( 13) lÊy n = 2, ta cã u2 = 2bc2 ... a hay 1 − 2bc2 ... a, suy ra 2bc2 ≡ 1 (mod a),tøc lµ bc ≡ 2bc2 (mod a) nãi kh¸c ®i β) ®óng khi n = 1.Trong (13) lÇn lît thay víi n − 1, n + 1, ta cã
un−1 ≡ (n − 1)bcn−1 (mod a);

un ≡ nbcn (mod a);

un+1 ≡ (n + 1)bcn+1 (mod a).Do {un} lµ d·y Fibonacci, nªn un+1 = un + un−1, suy ra
nbcn + (n − 1)bcn−1 ≡ (n + 1)bcn+1 (mod a).78



VËy β) ®óng khi n > 1, tøc lµ ®óng ∀n ∈ N.2) B©y giê ta chøng minh ngîc l¹i. Gi¶ sö a, b, c ∈ N(b < a, c < a) tho¶ m·n α) vµ
β), ta ph¶i chøng minh nã tho¶ m·n yªu cÇu ®Ò bµi, tøc lµ ph¶i chøng minh ∀n ∈ Nta cã

un − nbcn ... a. (14)Ta sÏ chøng minh (14) b»ng quy n¹p.Theo α) ta cã bc ≡ 1 (mod a) tøc lµ 1 − bc
... a hay u1 − 1bc1 ... a.VËy(14) ®óng khi n = 1.Theo β) ta cã bc ≡ 2bc2 (mod a) hay u2 − 2bc2 ... a vËy ( 14) ®óng khi n = 2.Gi¶ sö ( 14) ®óng ®Õn n, tøc lµ ta cã

un−1 − (n − 1)bcn−1 ... a;

un − nbcn ... a.Tõ ®ã un−1 + un ≡ (n − 1)bcn−1 + nbcn (mod a), suy ra
un+1 ≡ (n − 1)bcn−1 + nbcn (mod a).Theo ®iÒu kiÖn β) th×

nbcn + (n − 1)bcn−1 ≡ (n + 1)bcn+1 (mod a).VËy, ta suy ra
un+1 ≡ (n + 1)bcn+1 (mod a), hay un+1 − (n + 1)bcn+1 ... a.VËy ( 14) ®óng víi mäi n.Bæ ®Ò ®îc chøng minh hoµn toµn.B©y giê ta gi¶i bµi to¸n ®· cho víi ®iÒu kiÖn ban ®Çu ®îc thay b»ng hÖ ®iÒu kiÖn

α), β).Do bc ≡ 1 (mod a) nªn (b, a) = (c, a) = 1.ThËt vËy, gi¶ thiÕt ph¶n chøng (b, a) = d > 1 ⇒ b = pd; a = qd.Ta cã bc − 1 = ka ⇒ pdc − kqd = 1 ⇒ d(pc − kq) = 1. §¼ng thøc võa thu ®îc lµ v«
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lÝ do k > 1 vµ qc − kd ∈ Z vËy (b, c) = 1. T¬ng tù (c, a) = 1.Tõ ®iÒu kiÖn β) ta cã ∀n ∈ N th×
(n + 1)bcn+1 − nbcn − (n − 1)bcn−1 ... a.Do (c, a) = 1 ⇒ (cn−1, a) = 1 ⇒ b[(n + 1)c2 − nc − (n − 1)]

... a. L¹i do (b, a) = 1 nªn
(n + 1)c2 − nc − (n − 1)

... a suy ra
(n + 1)(c2 − c − 1) + (c + 2)

... a, ∀n ∈ N.V× ®iÒu Êy ®óng ∀n ∈ N, nªn ph¶i cã c2 − c − 1
... a vµ c + 2

... aSuy ra (c2 − c − 1) − (c + 2)(c − 3)
... a ⇒ 5

... a. Do a > 1 ( v× a > b, a > c) ⇒ a = 5.Do c + 2
... a ⇒ c + 2

... 5 mµ c < 5 ⇒ c = 3. Do bc ≡ 1 (mod a) nªn 3b ≡ 1 (mod 5)mµ b < 5 ⇒ b = 2. VËy tån t¹i duy nhÊt bé ba sè ph¶i t×n lµ a = 5, b = 2, c = 3. §ãchÝnh lµ (®pcm).
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KÕt luËnC¸c bµi to¸n vÒ d·y sè ®· ®îc ®Ò cËp ë hÇu hÕt c¸c tµi liÖu vÒ gi¶i tÝch, ®¹isè, nh t¸c gi¶ ®· giíi thiÖu trong phÇn më ®Çu, trong luËn v¨n nµy chØ ®Ò cËp ®ÕntÝnh chÊt sè häc cña c¸c phÇn tö trong d·y sè. LuËn v¨n ®· tr×nh bµy hÖ thèng métsè bµi to¸n tho¶ m·n tÝnh chÊt sè häc nµo ®ã ®Æt ra nh lµ tÝnh chÝnh ph¬ng, tÝnhnguyªn tè, tÝnh chia hÕt ... ®èi víi c¸c phÇn tö cña d·y sè. §ång thêi luËn v¨n còngtr×nh bµy s¬ lîc ph¬ng híng gi¶i quyÕt vÊn ®Ò nªu ra, víi c¸c d·y sè lµ cÊp sècéng vµ cÊp sè nh©n luËn v¨n còng xÐt ®Õn tÝnh chia hÕt, tÝnh chÝnh ph¬ng, tÝnhnguyªn tè ... ®èi víi c¸c phÇn tö cña nã, ®Æc biÖt lµ luËn v¨n ®· ®Ò cËp tíi mét sè bµito¸n vÒ íc chung lín nhÊt, tÝnh chia hÕt, tÝnh nguyªn tè cña c¸c phÇn tö trong d·yFibonacci vµ mèi liªn hÖ gi÷a sè thø tù cña phÇn tö trong d·y sè vµ tÝnh chia hÕt. §Ólµm ®îc nh÷ng ®iÒu nµy ngêi ta ®· kÕt hîp mét c¸ch khÐo lÐo c¸c ph¬ng ph¸pc¬ b¶n cña lÝ thuyÕt d·y víi c¸c nguyªn lÝ cña sè häc lµm cho viÖc chøng minh bµito¸n thªm phÇn hÊp dÉn, t¹o nªn sù ®a d¹ng, phong phó trong kho tµng to¸n häc cñanh©n lo¹i.
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