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PHÖÔNG PHAÙP DOÀN BIEÁN

Phan Thaønh Vieät

Noäi dung:

1. Giôùi thieäu.
2. BÑT 3 bieán vôùi cöïc trò ñaït ñöôïc ñoái xöùng.
3. Doàn bieán baèng kó thuaät haøm soá.
4. BÑT 3 bieán vôùi cöïc trò ñaït ñöôïc taïi bieân.
5. BÑT 4 bieán.
6. Doàn bieán baèng haøm loài.
7. Doàn bieán veà giaù trò trung bình.
8. Ñònh lyù doàn bieán toång quaùt.
9. Nhìn laïi.
10. Baøi taäp.

1. Giôùi thieäu.

Caùc baïn thaân meán, raát nhieàu trong soá caùc BÑT maø ta ñaõ gaëp coù daáu
ñaúng thöùc khi caùc bieán soá baèng nhau. Moät ví duï kinh ñieån laø

Ví duï 1: (BÑT Cauchy) Cho x, y, z > 0 thì x + y + z ≥ 3 3
√

xyz.

Coù theå noùi soá löôïng BÑT nhö vaäy nhieàu ñeán noãi nhieàu baïn seõ thaáy
ñieàu ñoù laø ... hieån nhieân. Taát nhieân, khoâng haún nhö vaäy. Tuy nhieân, trong
tröôøng hôïp ñaúng thöùc khoâng xaûy ra khi taát caû caùc bieán baèng nhau thì ta
laïi raát thöôøng rôi vaøo moät tröôøng hôïp khaùc, toång quaùt hôn: ñoù laø coù moät soá
(thay vì taát caû) caùc bieán baèng nhau. ÔÛ ñaây chuùng toâi daãn ra moät ví duï seõ
ñöôïc chöùng minh ôû phaàn sau.

Ví duï 2: (VMO) Cho x, y, z ∈ R, x2 + y2 + z2 = 9. Thì

2(x + y + z) − xyz ≤ 10

Trong BÑT naøy thì daáu ”=” xaûy ra khi x = y = 2, z = −1 (vaø caùc hoaùn
vò).
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Coù theå nhieàu baïn seõ ngaïc nhieân khi bieát raèng coøn coù nhöõng baát ñaúng
thöùc maø daáu ”=” xaûy ra khi caùc bieán ñeàu khaùc nhau. Ví duï sau ñaây cuõng
seõ ñöôïc chöùng minh ôû phaàn sau.

Ví duï 3: (Jackgarfukel) Cho a, b, c laø 3 soá thöïc khoâng aâm vaø coù toái ña
moät soá baèng 0. Thì ta luoân coù:

a√
a + b

+
b√

b + c
+

c√
c + a

≤ 5

4

√
a + b + c

ÔÛ ñaây, daáu ñaúng thöùc xaûy ra khi a = 3b > 0, c = 0 (vaø caùc daïng hoaùn vò).
Caùc baïn coù theå töï hoûi laø caùc giaù trò chaúng haïn nhö (3, 1, 0) coù gì ñaëc bieät
maø laøm cho ñaúng thöùc xaûy ra. Moät caùch tröïc giaùc, ta thaáy döôøng nhö ñieåm
ñaëc bieät ñoù laø do coù moät bieán baèng 0. Vì giaû thieát laø caùc bieán khoâng aâm,
neân bieán baèng 0 coøn ñöôïc goïi laø bieán coù giaù trò treân bieân.

Toùm laïi, trong caùc BÑT maø ta gaëp, coù caùc tröôøng hôïp daáu ”=” xaûy
ra raát thöôøng gaëp: ñoù laø tröôøng hôïp taát caû caùc bieán baèng nhau (ta goïi laø ”cöïc
trò ñaït ñöôïc taïi taâm”), toång quaùt hôn laø tröôøng hôïp coù moät soá caùc bieán baèng
nhau (ta goïi laø ”cöïc trò ñaït ñöôïc coù tính ñoái xöùng”), moät tröôøng hôïp khaùc
laø daáu ”=” xaûy ra khi coù moät bieán coù giaù trò treân bieân (vaø ta goïi laø ”cöïc trò
ñaït ñöôïc taïi bieân”).

Phöông phaùp doàn bieán ñöôïc ñaët ra ñeå giaûi quyeát caùc BÑT coù daïng nhö
treân. YÙ töôûng chung laø: neáu ta ñöa ñöôïc veà tröôøng hôïp coù hai bieán baèng
nhau, hoaëc laø moät bieán coù giaù trò taïi bieân, thì soá bieán seõ giaûm ñi. Do ñoù
BÑT môùi ñôn giaûn hôn BÑT ban ñaàu, ñaëc bieät neáu BÑT môùi chæ coøn moät
bieán thì baèng caùch khaûo saùt haøm moät bieán soá ta seõ chöùng minh BÑT khaù
ñôn giaûn. Chính vì tö töôûng laø giaûm daàn soá bieán neân phöông phaùp naøy ñöôïc
goïi laø phöông phaùp doàn bieán.

Baây giôø chuùng toâi seõ trình baøy caùc kó thuaät chính cuûa phöông phaùp
thoâng qua caùc baøi toaùn cuï theå. Ñoái töôïng raát quan troïng maø chuùng toâi
muoán baïn ñoïc naém baét laø caùc BÑT vôùi 3 bieán soá. Sau ñoù, caùc môû roäng cho
4 bieán seõ ñöôïc trình baøy. Cuoái cuøng, chuùng ta ñeán vôùi caùc phöông phaùp
doàn bieán toång quaùt cho n bieán soá, trong ñoù baïn ñoïc seõ cuøng chuùng toâi ñi töø
nhöõng keát quaû ”coå ñieån” tôùi nhöõng caûi tieán nhoû vaø sau ñoù laø moät keát quaû
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heát söùc toång quaùt. Tinh thaàn xuyeân suoát cuûa chuùng toâi laø muoán baïn ñoïc
caûm nhaän ñöôïc tính töï nhieân cuûa vaán ñeà. Qua ñoù, caùc baïn seõ lyù giaûi ñöôïc
”taïi sao”, ñeå roài coù theå töï mình böôùc ñi treân con ñöôøng saùng taïo.

*Ghi chuù: Chuùng toâi seõ ñaùnh daáu caùc baøi toaùn theo töøng muïc. Vì soá löôïng
caùc ñònh lyù laø raát ít neân chuùng toâi khoâng ñaùnh daáu. Chuùng toâi coá gaéng ghi
teân taùc giaû vaø nguoàn trích daãn ñoái vôùi taát caû caùc keát quaû quan troïng, ngoaïi
tröø nhöõng keát quaû cuûa chuùng toâi.

2. BÑT 3 bieán vôùi cöïc trò ñaït ñöôïc ñoái xöùng.

Xin phaùc hoïa laïi tö töôûng cuûa chuùng ta nhö sau. Baøi toaùn cuûa chuùng ta seõ
coù daïng f(x, y, z) ≥ 0 vôùi x, y, z laø caùc bieán soá thöïc thoûa maõn caùc tính chaát
naøo ñaáy. Ñieàu chuùng ta mong muoán laø seõ coù ñaùnh giaù f(x, y, z) ≥ f(t, t, z)
vôùi t laø moät ñaïi löôïng thích hôïp tuøy theo moãi lieân heä giöõa x, y, z (ta seõ
goïi ñaây laø kó thuaät doàn veà 2 bieán baèng nhau). Sau ñoù chuùng ta kieåm tra
f(t, t, z) ≥ 0 ñeå hoaøn taát chöùng minh. Löu yù raèng neáu caùc bieán ñaõ ñöôïc
chuaån hoùa thì böôùc cuoái chæ laø baøi toaùn vôùi moät bieán.
Trong muïc naøy, chuùng ta seõ chæ xem xeùt caùc ví duï cô baûn nhaát.

Baøi toaùn 1. (BÑT Cauchy) Cho x, y, z > 0, chöùng minh raèng

x + y + z ≥ 3 3
√

xyz

Lôøi giaûi:
Vì BÑT laø ñoàng baäc neân baèng caùch chuaån hoùa ta coù theå giaû söû x+y+z = 1

(*). Vieát laïi baøi toaùn döôùi daïng f(x, y, z) ≥ 0 vôùi f(x, y, z) = 1 − 27xyz. Ta
thaáy raèng khi thay x vaø y bôûi t = x+y

2
thì ñieàu kieän (*) vaãn baûo toaøn (töùc laø

vaãn coù t + t + z = 1), neân ta chæ phaûi xem xeùt söï thay ñoåi cuûa xyz.
Theo BÑT Cauchy vôùi 2 bieán (chöùng minh raát ñôn giaûn) thì xy ≤ t2,

neân xyz ≤ t2z. Vaäy f(x, y, z) ≥ f(t, t, z).
Cuoái cuøng ñeå yù laø z = 1 − 2t neân ta coù:

f(t, t, z) = 1 − 27t2z = 1 − 27t2(1 − 2t) = (1 + 6t)(1 − 3t)2 ≥ 0

vaø baøi toaùn chöùng minh xong. Ñaúng thöùc xaûy ra khi x = y vaø 3t = 1, nghóa
laø x = y = 1/3, töông ñöông vôùi x = y = z.
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*Nhaän xeùt:
1) Coù theå nhieàu baïn seõ bôõ ngôõ vôùi caùch chuaån hoùa ôû treân. Chuùng toâi xin
noùi roõ: khoâng coù gì laø bí aån ôû ñaây caû. Neáu thích, caùc baïn hoaøn toaøn coù
theå chuaån hoùa theo caùch khaùc, chaúng haïn giaû söû xyz = 1 vaø chöùng minh
f(x, y, z) ≥ 0 vôùi f(x, y, z) = x+y+ z−3. Khi ñoù böôùc doàn bieán seõ laø chöùng
minh f(x, y, z) ≥ f(t, t, z) vôùi t =

√
xy. Ñeà nghò baïn ñoïc töï lyù giaûi vì sao

trong lôøi giaûi treân thì ta xeùt t = x+y
2
coøn ôû ñaây laïi xeùt t =

√
xy, vaø sau ñoù

hoaøn thaønh chöùng minh theo caùch naøy.

2) Baïn ñoïc coù theå thaéc maéc: khoâng caàn chuaån hoùa ñöôïc khoâng? Caâu traû lôøi
laø: ñöôïc! Thaät vaäy, chuùng ta vaãn hoaøn toaøn coù theå xeùt baøi toaùn f(x, y, z) ≥ 0
vôùi f(x, y, z) = x + y + z − 3

√
xyz. Khi ñoù böôùc doàn bieán seõ laø chöùng minh

f(x, y, z) ≥ f(t, t, z) vôùi t = x+y
2
hay t =

√
xy ñeàu ñöôïc. Thöïc chaát, ñieàu naøy

hoaøn toaøn deã hieåu, noù chæ laø söï töông öùng giöõa BÑT coù ñieàu kieän vaø BÑT
khoâng ñieàu kieän (qua kó thuaät chuaån hoùa).

3) Chuùng toâi nghó laø caùc baïn seõ ñoàng yù raèng: neáu moät baøi toaùn ñaõ chuaån hoùa
(töùc laø BÑT coù ñieàu kieän) thì noù seõ ”gôïi yù” cho chuùng ta caùch doàn bieán (phaûi
ñaûm baûo ñieàu kieän), tuy nhieân, ngöôïc laïi moät baøi toaùn chöa chuaån hoùa (BÑT
khoâng ñieàu kieän) thì chuùng ta seõ coù nhieàu caùch ñeå doàn bieán hôn (noùi chung, ta
seõ choïn caùch doàn bieán sao cho baûo toaøn ñöôïc ”nhieàu” bieåu thöùc nhaát trong
BÑT - ñieàu naøy cuõng töông ñöông vôùi chuaån hoùa sao cho bieåu thöùc coù daïng
ñôn giaûn nhaát). Do ñoù, moät söï phoái hôïp toát giöõa kó thuaät chuaån hoùa vaø doàn
bieán laø moät ñieàu caàn thieát. Tuy nhieân, khi ñaõ quen vôùi nhöõng ñieàu naøy thì caùc
baïn seõ thaáy khoâng coù söï khaùc bieät ñaùng keå naøo giöõa chuùng.

Baøi toaùn 2. (BÑT Schur) Cho a, b, c ≥ 0, chöùng minh raèng:

a3 + b3 + c3 + 3abc ≥ a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b).

Lôøi giaûi:
Xeùt f(a, b, c) = a3 + b3 + c3 + 3abc− a2(b + c)− b2(c + a)− c2(a + b). Ñaët

t = b+c
2
, ta hi voïng: f(a, b, c) ≥ f(a, t, t). Xeùt

d = f(a, b, c)− f(a, t, t) =
[
b + c − 5

4
a
]
(b − c)2

Ta thaáy vôùi a, b, c laø caùc soá khoâng aâm tuøy yù thì khoâng chaéc coù d ≥ 0. Tuy
nhieân, neáu giaû söû a = min{a, b, c} thì ta vaãn coù d ≥ 0. Khi ñoù ta chæ coøn phaûi
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chöùng minh f(a, t, t) ≥ 0. Nhöng BÑT naøy töông ñöông vôùi a(a − t)2 ≥ 0
neân hieån nhieân ñuùng. Baøi toaùn chöùng minh xong.

*Nhaän xeùt: Vieäc giaû söû a = min{a, b, c} laø moät thuû thuaät raát thöôøng ñöôïc aùp
duïng ñeå doàn bieán. Nhaéc laïi laø neáu BÑT 3 bieán ñoái xöùng thì ta coù theå giaû söû
a ≤ b ≤ c (hoaëc a ≥ b ≥ c), coøn trong tröôøng hôïp BÑT 3 bieán hoaùn vò voøng
quanh thì ta coù theå giaû söû a = min{a, b, c} (hoaëc a = max{a, b, c}).

Baøi toaùn 3. Cho a, b, c laø 3 soá thöïc döông coù tích baèng 1. Chöùng minh
raèng:

1

a
+

1

b
+

1

c
+

6

a + b + c
≥ 5.

Höôùng daãn:
Neáu nhö 2 baøi toaùn ban ñaàu laø nhöõng baøi toaùn quen thuoäc, thì ñaây laø

moät baøi toaùn khoù. Vôùi kinh nghieäm thu ñöôïc töø baøi toaùn 1, chuùng ta coù theå
nghó ngay tôùi vieäc doàn bieán theo trung bình nhaân ñeå khai thaùc giaû thieát
tích ba soá baèng 1. Moät lôøi giaûi theo höôùng ñoù ñaõ ñöôïc baïn Yptsoi (Ñaøi Loan)
ñöa leân treân dieãn ñaøn Mathlinks, maø sau ñaây chuùng toâi xin daãn laïi moät caùch
vaén taét.
Ta chöùng minh ñöôïc f(a, b, c) ≥ f(a,

√
bc,

√
bc) neáu giaû söû a ≥ b ≥ c.

Tieáp theo, ta chöùng minh raèng f(a,
√

bc,
√

bc) ≥ 5, hay laø

f

(
1

x2
, x, x

)
≥ 5, vôùi x =

√
bc

BÑT naøy töông ñöông vôùi (x − 1)2(2x4 + 4x3 − 4x2 − x + 2) ≥ 0. Vì bieåu
thöùc trong ngoaëc thöù hai döông vôùi x > 0 neân chöùng minh hoaøn taát. Ñaúng
thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi a = b = c = 1.

Qua caùc ví duï treân, chuùng ta ñaõ thaáy caùch doàn bieán veà trung bình coäng
vaø trung bình nhaân thaät laø höõu duïng. Tuy nhieân, caùc caùch doàn bieán laø voâ
cuøng phong phuù vaø uyeån chuyeån. Ví duï sau ñaây minh hoïa cho ñieàu ñoù.

Baøi toaùn 4.(Iran 1996) Chöùng minh raèng vôùi a, b, c > 0 thì:

(ab + bc + ca)
( 1

(a + b)2
+

1

(b + c)2
+

1

(c + a)2

)
≥ 9

4
.

Höôùng daãn:
Ñaây laø moät baøi toaùn raát khoù. Caùc baïn coù theå thaáy ñieàu ñoù qua söï kieän
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laø daáu ”=” ñaït ñöôïc ngoaøi a = b = c coøn coù a = b, c → 0.
Caùc baïn neân thöû ñeå thaáy 2 caùch doàn bieán thoâng thöôøng laø trung bình

coäng vaø trung bình nhaân ñeàu daãn ñeán nhöõng BÑT voâ cuøng phöùc taïp. Lôøi
giaûi sau ñaây laáy töø yù cuûa thaày Traàn Nam Duõng, maø neáu nhìn kó baïn seõ thaáy
ñöôïc moái töông quan, khoâng chæ trong tính toaùn maø trong caû tö duy, cuûa caùc
kó thuaät chuaån hoùa vaø doàn bieán, maø chuùng toâi ñaõ ñeà caäp trong nhaän xeùt 3)
cuûa baøi toaùn 1.
Vì BÑT laø ñoàng baäc neân ta coù theå giaû söû ab + bc + ca = 1 (*). Baây giôø

ta hi voïng coù ñaùnh giaù f(a, b, c) ≥ 9
4
vôùi f(a, b, c) laø bieåu thöùc thöù hai cuûa

veá traùi BÑT caàn chöùng minh. ÔÛ ñaây t phaûi thoûa moãi lieân heä ôû (*), nghóa laø
t2 + 2tc = 1.
Baèng caùch giaû söû c = min{a, b, c} ta seõ chöùng minh ñöôïc f(a, b, c) ≥

f(t, t, c). Cuoái cuøng, ta kieåm tra f(t, t, c) ≥ 9
4
. ÔÛ ñaây baïn ñoïc coù theå thay

c = 1−t2

2t
vaøo BÑT ñeå thaáy:

f(t, t, c) =
(1 − t2)(1 − 3t2)2

4t2(1 + t2)
≥ 0

Baøi toaùn chöùng minh xong!

*Nhaän xeùt: ÔÛ böôùc cuoái, caùc baïn cuõng coù theå khoâng chuaån hoùa nöõa maø
quay laïi BÑT ñoàng baäc:

(t2 + 2tc)(
2

(t + c)2
+

1

4t2
) ≥ 9

4

⇔ (t2 + 2tc)(8t2 + (t + c)2) − 9(t + c)2t2 ≥ 0 ⇔ 2tc(t− c)2 ≥ 0

Cuoái cuøng chuùng ta ñeán vôùi moät ví duï maø cöïc trò khoâng ñaït taïi taâm, maëc
duø BÑT laø ñoái xöùng. Caùc baïn seõ thaáy raèng, trong con ñöôøng cuûa chuùng ta
phaàn quan troïng nhaát laø doàn veà hai bieán baèng nhau, coøn sau ñoù thì cöïc trò
ñaït taïi taâm hay khoâng khoâng phaûi laø ñieàu maáu choát.

Baøi toaùn 5. (VMO) Cho x, y, z laø caùc soá thöïc thoûa maõn: x2 + y2 + z2 = 9.
Chöùng minh raèng: 2(x + y + z) − xyz ≤ 10.
Lôøi giaûi.
Ñaët f(x, y, z) = 2(x + y + z) − xyz. Chuùng ta hi voïng seõ coù f(x, y, z) ≥

f(x, t, t), trong ñoù t2 = (y2 + z2)/2 (*) (chuùng toâi nghó raèng baây giôø baïn ñoïc
ñaõ töï lyù giaûi ñöôïc ñieàu naøy). Löu yù laø trong (*) t coù theå nhaän 2 giaù trò, ñeå
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ñònh yù ta haõy xeùt khi t ≥ 0.
Ta coù: d = f(x, y, z) − f(x, t, t) = 2(y + z − 2t) − x(yz − t2). Ta thaáy

ngay y + z − 2t ≤ 0 vaø yz − t2 ≤ 0. Do ñoù ñeå coù d ≤ 0 ta chæ caàn x ≤ 0.
Töø ñoù, ta giaû söû x = min{x, y, z}. Xeùt tröôøng hôïp x ≤ 0. Khi ñoù

ta doàn bieán nhö treân vaø chæ coøn phaûi chöùng minh f(x, t, t) ≤ 10. Thay
t =

√
(9 − x2)/2 ta coù:

g(x) = f(x, t, t) = 2x + 2
√

2(9 − x2) − x(9 − x2)/2

Ta coù:

g′(x) =
3x2

2
− 5

2
− 4x√

18 − 2x2

Giaûi ra ta thaáy phöông trình g′(x) = 0 chæ coù 1 nghieäm aâm laø x = −1. Hôn
nöõa g′ lieân tuïc vaø g′(−2) > 0 > g(0) neân suy ra g′ ñoåi daáu töø döông sang aâm
khi ñi qua ñieåm x = −1. Vaäy ∀x ≤ 0 thì g(x) ≤ g(−1) = 10 vaø ta coù ñieàu
phaûi chöùng minh. Tröôøng hôïp naøy ñaúng thöùc ñaït ñöôïc taïi x = −1, y = z = 2.
Phaàn coøn laïi ta phaûi giaûi quyeát tröôøng hôïp x > 0, töùc laø 3 soá x, y, z ñeàu

döông. Luùc naøy daáu BÑT laø thöïc söï vaø ta chæ caàn ñaùnh giaù ñôn giaûn chöù
khoâng phaûi thoâng qua doàn bieán. Neáu x ≥ 3/4 thì

f(x, y, z) = 2(x+y+z)−xyz ≤ 2
√

3(x2 + y2 + z2)−(
3

4
)3 = 2

√
27− 27

64
< 10

Neáu x ≤ 3/4 thì

f(x, y, z) = 2(x+y+z)−xyz ≤ 2(
√

2(y2 + z2)+3/4) ≤= 2(
√

18+3/4) < 10

Baøi toaùn chöùng minh xong!

3. Doàn bieán baèng kó thuaät haøm soá.

Ñaây laø moät kó thuaät raát quan troïng cuûa phöông phaùp doàn bieán. Tuy
nhieân chuùng toâi giôùi thieäu noù ngay sau phaàn cô baûn nhaát laø nhaèm trang
bò cho caùc baïn moät kó thuaät caàn thieát tröôùc khi ñi qua caùc muïc sau. Hôn
nöõa, chuùng toâi nghó raèng khi ñaõ quen vôùi noù thì caùc baïn seõ khoâng coøn phaûi
phaân bieät cöïc trò ñaït taïi taâm hay taïi bieân, vaø do ñoù muïc tieáp theo seõ nheï
nhaøng hôn.
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Trong $2 chuùng ta thaáy raèng ñeå chöùng toû f(x, y, z) ≥ f(t, t, z) ta chæ
vieäc xeùt hieäu d = f(x, y, z) − f(t, t, z) roài tìm caùch ñaùnh giaù sao cho d ≥ 0.
Tuy nhieân, ñoù laø vì daïng BÑT quaù ñôn giaûn, phuø hôïp vôùi caùc bieán ñoåi
ñaïi soá. Giaû söû ta phaûi laøm vieäc vôùi bieåu thöùc f coù daïng, chaúng haïn, nhö:
f(x, y, z) = xk + yk + zk vôùi k > 0 thì caùc caùch bieán ñoåi ñaïi soá seõ trôû neân
raát coàng keành vaø phöùc taïp.

Kó thuaät haøm soá duøng ñeå giaûi quyeát caùc tröôøng hôïp nhö vaäy. YÙ töôûng
chính theá naøy, chaúng haïn ñeå chöùng minh f(x, y, z) ≥ f(x, t, t) vôùi t =
(y + z)/2, ta xeùt haøm: g(s) = f(x, t+ s, t− s) vôùi s ≥ 0. Sau ñoù chöùng minh
g taêng vôùi s ≥ 0 (thoâng thöôøng duøng coâng cuï ñaïo haøm raát tieän lôïi), suy ra
g(s) ≥ g(0), ∀s ≥ 0, vaø ta seõ thu ñöôïc ñieàu mong muoán. Moät trong nhöõng
ví duï quen thuoäc vôùi caùc baïn laø doàn bieán baèng haøm loài, tuy nhieân döôùi ñaây
chuùng ta seõ quan saùt kó thuaät doàn bieán trong boái caûnh toång quaùt hôn, coøn
vaán ñeà veà haøm loài seõ ñöôïc trôû laïi ôû moät muïc sau trong baøi toaùn vôùi n bieán.

Chuùng toâi nhaán maïnh raèng, ñaây laø moät kó thuaät khoù, bôûi noù chöùa ñöïng
nhöõng neùt raát tinh teá cuûa phöông phaùp doàn bieán. Nhöõng ví duï sau ñaây theå
hieän raát roõ veû ñeïp vaø söùc maïnh cuûa phöông phaùp doàn bieán.

Baøi toaùn 1. Cho k > 0 vaø a, b, c laø caùc soá khoâng aâm vaø chæ coù toái ña 1
soá baèng 0. Chöùng minh raèng:

(
a

b + c
)k + (

b

c + a
)k + (

c

a + b
)k ≥ min{2, 3

2k
} (∗)

Lôøi giaûi:
Taát nhieân ta chæ caàn chöùng minh BÑT khi 2 = 3

2k ⇔ k = ln3
ln2

− 1 (caùc
baïn haõy suy nghó taïi sao BÑT ñuùng cho tröôøng hôïp naøy laïi daãn ñeán BÑT
ñuùng cho tröôøng hôïp toång quaùt). Chuù yù vôùi k nhö treân thì ñaúng thöùc xaûy
ra taïi hai choã laø a = b = c hoaëc a = b, c = 0 (vaø caùc hoaùn vò).
Khoâng maát toång quaùt coù theå giaû söû a + b + c = 1 vaø b ≥ c ≥ a. Ñaët

t = b+c
2
vaø m = b−c

2
, suy ra b = t + m, c = t − m,a = 1 − 2t . Khi ñoù veá traùi

BÑT caàn chöùng minh laø:

f(m) =

(
1 − 2t

2t

)k

+

(
t + m

1 − t − m

)k

+

(
t − m

1 + m− t

)k

Vì c ≥ a neân 3t − 1 ≥ m ≥ 0, vaø 1 ≥ b + c = 2t neân 1
2
≥ t ≥ 1

3

Ta seõ khaûo saùt f(m) treân mieàn m ∈ [0, 3t − 1] vôùi t ∈ [1
3
, 1

2
] laø haèng soá.
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Ta coù:

f ′(m) =
k(t + m)k−1

(1 − t− m)k+1
− k(t− m)k−1

(1 + m − t)k+1

f ′(m) ≥ 0 ⇔ (t + m)k−1

(1 − t − m)k+1
≥ (t − m)k−1

(1 + m− t)k+1

⇔ g(m) := [ln(t −m) − ln(t + m)] − k + 1

1 − k
[ln(1 − t− m) − ln(1 + m− t)] ≥ 0

Tieáp tuïc khaûo saùt g, ta coù:

g′(m) = −
[

1

t− m
+

1

t + m

]
+

k + 1

1 − k

[
1

1 − t− m
+

1

1 + m − t

]
≥ 0

⇔ −2t

(t −m)(t + m)
+

k + 1

1 − k
.

2(1 − t)

(1 − t− m)(1 + m − t)
≥ 0 (1)

Ñaùnh giaù k+1
1−k

≥ 2, do vaäy ñeå chöùng minh (1) ta caàn chöùng minh

⇔ −t

t2 − m2
+

2(1 − t)

(1 − t)2 − m2
≥ 0 (1)

⇔ u(m) = −t + 4t2 − 3t3 + 3tm2 − 2m2 ≥ 0

Thaät vaäy, vì u′(m) < 0 neân u(m) ≥ u(3t − 1) = 2(3t − 1)(2t − 1)2 ≥ 0

Vaäy g(m) ñoàng bieán suy ra g(m) ≥ g(0) = 0 suy ra f ′(m) ≥ 0 suy ra
f(m) ≥ f(0). Nhôù laø khi m = 0 thì b = c = t.
Cuoái cuøng, ta caàn chöùng minh h(t) := f(0) ≥ 2. Vieát laïi:

h(t) =

(
1 − 2t

2t

)k

+ 2

(
t

1 − t

)k

Ta khaûo saùt h(t) treân mieàn t ∈ [0, 1
3
]. Ta coù:

h′(t) =
2ktk−1

(1 − t)k+1
− k

2k
.
(1 − 2t)k−1

tk+1
≤ 0

⇔ 2k+1t2k ≤ [(1 − t)(1 − 2t)]k−1 (2)

Trong BÑT cuoái, veá traùi laø haøm ñoàng bieán theo t vaø veá phaûi laø haøm nghòch
bieán theo t, vaø löu yù laø t ≤ 1

3
neân ñeå chöùng minh (2) ta caàn:

2k+1

(
1

3

)2k

≤ [(1 − 1

3
)(1 − 2

3
)]k−1
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Baát ñaúng thöùc naøy ñuùng, neân h(t) nghòch bieán, suy ra

h(t) ≥ h(
1

3
) = 2

Baøi toaùn ñöôïc giaûi quyeát troïn veïn!

Nhaän xeùt: Ñeå thaáy ñöôïc neùt ñeïp cuûa baøi toaùn naøy, chuùng toâi xin daãn ra
moät soá tröôøng hôïp rieâng cuûa noù, baûn thaân chuùng ñaõ laø caùc baøi toaùn hay vaø
ñöôïc bieát ñeán moät caùch roäng raõi.

1) Tröôøng hôïp k = 1, ta thu ñöôïc BÑT Netbit:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥ 3

2

Ñaây laø moät BÑT raát noåi tieáng. Moät caùch chöùng minh ”kinh ñieån” laø:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+ 3 =

a + b + c

b + c
+

a + b + c

a + c
+

a + b + c

a + b

= (a + b + c)(
1

b + c
+

1

c + a
+

1

a + b
)

≥ (a + b + c)
9

(b + c) + (c + a) + (a + b)
=

9

2

2) Tröôøng hôïp k = 1
2
, ta thu ñöôïc BÑT sau:
√

a

b + c
+

√
b

c + a
+

√
c

a + b
≥ 2

Ñaây cuõng laø moät baøi toaùn raát ñeïp, tröôùc ñaây ñöôïc bieát ñeán nhö moät BÑT
ngöôïc chieàu vôùi BÑT Netbit. Coù moät lôøi giaûi raát ñôn gaûn, chæ duøng BÑT
Cauchy: √

a

b + c
=

2a

2
√

a(b + c)
≥ 2a

a + b + c

3) Tröôøng hôïp k ≥ 2
3
, ta coù BÑT sau:

(
a

b + c
)k + (

a

b + c
)k + (

a

b + c
)k ≥ 3

2k
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Ñaây cuõng laø moät baøi toaùn raát ñeïp ñaõ ñöôïc bieát ñeán töø tröôùc nhö laø moät
môû roäng cho BÑT Netbit (noù cuõng töøng ñöôïc ñaêng treân taïp chí THTT vôùi teân
cuûa taùc giaû laø Traàn Tuaán Anh). Töø keát quaû baøi toaùn toång quaùt, ta bieát raèng
2/3 khoâng phaûi laø soá toát nhaát ñeå coù giaù trò nhoû nhaát laø 3/2k . Tuy nhieân, noù
laø soá toát nhaát theo nghóa coù theå aùp duïng BÑT Cauchy theo caùch sau ñaây. Ñeå
ñôn giaûn chuùng toâi trình baøy vôùi tröôøng hôïp k = 2/3.

a + b + c = a +
b + c

2
+

b + c

2
≥ 3

3

√
a(

b + c

2
)2

⇒ (
2a

b + c
)

2
3 ≥ 3a

a + b + c

Cuøng vôùi baøi toaùn 1, baøi toaùn sau ñaây cuõng laø moät trong nhöõng ví duï raát
ñeïp cho kó thuaät haøm soá.

Baøi toaùn 2. Cho k > 0, a, b, c ≥ 0 vaø a + b + c = 3. Chöùng minh raèng:

(ab)k + (bc)k + (ca)k ≤ max{3, (3
2
)k} (∗)

Lôøi giaûi:

Khoâng maát toång quaùt coù theå giaû söû b ≥ c (coøn vieäc cho a = min hay
max thì tuøy theo tình huoáng, ta seõ ñieàu chænh moät caùch ”hôïp lí” khi caàn
thieát).
Ñaët t = b+c

2
vaø m = b−c

2
suy ra b = t+m, c = t−m . Khi ñoù veá traùi BÑT

caàn chöùng minh trôû thaønh:

f(m) = ak[(t + m)k + (t − m)k] + (t2 − m2)k

Ta khaûo saùt f(m) treân mieàn m ∈ [0, t]. Ta coù:

f ′(m) = kak[(t + m)k−1 − (t− m)k−1] − 2km(t2 − m2)k−1

f ′(m) ≥ 0 ⇔ g(m) := ak[(t− m)1−k − (t + m)1−k]− 2m ≥ 0

Taát nhieân ta chæ caàn xeùt khi k > 1 (khi k ≤ 1 thì baøi toaùn ñôn giaûn).
Ta coù:

g′′(m) = akk(k − 1)[(t − m)−k−1 − (t + m)−k] > 0
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⇒ g′(m) ñoàng bieán, do ñoù coù toái ña moät nghieäm treân (0, t). Vì g(0) =
0, g(t) = +∞ neân chæ coù hai khaû naêng:

g(m) > 0 hoaëc g(m) = − 0 +

Töông öùng ta coù f(m) ñi leân hoaëc f(m) ñi xuoáng roài laïi ñi leân. Trong tröôøng
hôïp naøo thì cöïc ñaïi cuõng ñaït ôû bieân do ñoù

f(m) ≤ max{f(0), f(t)}

Nhaéc laïi laø m = 0 ⇔ b = c = t vaø m = t ⇔ c = 0.
Deã thaáy khi c = 0 thì:

f(t) = 2(ab)k ≤
(

3

2

)2k

neân ta chæ coøn phaûi xeùt tröôøng hôïp coøn laïi. Ñaët:

h(t) := f(0) = 2tkak + t2k = 2tk(3 − 2t)k + t2k

Ta coù:
h′(t) = −4k(3 − 2t)k−1tk + 2k(3 − 2t)kbk−1 + 2kb2k−1

h′(t) ≥ 0 ⇔ −2

(
3 − 2t

t

)k−1

+

(
3 − 2t

t

)k

+ 1 ≥ 0

⇔ u(x) := xk − 2xk−1 + 1 ≥ 0 vôùi x =
3 − 2t

t

Ta coù: u′(x) = [kx− 2(k − 1)]xk−2. Vì u′(x) coù toái ña moät nghieäm treân R+

neân u(x) coù toái ña 2 nghieäm trong R+ , trong ñoù moät nghieäm laø x = 1.
Töø ñoù, ta seõ giaû söû a = min{a, b, c}. Khi ñoù ta chæ vieäc xeùt khi t ≥ 1 vaø

töông öùng seõ laø x ≤ 1. Vì u(x) chæ coù toái ña 1 nghieäm trong (0, 1) neân h′(t)
chæ coù toái ña 1 nghieäm trong (1, 3

2
).

Löu yù laø löu yù h′(1) = 0, h′(3
2
) > 0. Do ñoù, chæ coù hai khaû naêng hoaëc h(t)

ñoàng bieán hoaëc h(t) coù daïng −0+. Trong tröôøng hôïp naøo thì h(t) cuõng ñaït
max taïi hai bieân, suy ra:

h(t) ≤ max{f(1), f(
3

2
)} = max{3, (3

2
)2k}

vaø baøi toaùn giaûi quyeát xong!
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*Nhaän xeùt: ÔÛ ñaây chuùng toâi khoâng giaû thieát a = min{a, b, c} ngay töø ñaàu laø
muoán nhaán maïnh raèng: vieäc doàn veà 2 bieán baèng nhau luoân thöïc hieän ñöôïc
maø khoâng caàn thöù töï saép ñöôïc giöõa caùc bieán. Taän duïng ñieàu ñoù, chuùng ta
coù theå laøm caùch khaùc ñeå neù vieäc khaûo saùt baøi toaùn 1 bieán.
Thaät vaäy, nhö trong chöùng minh ñaõ chæ ra, ta luoân coù BÑT sau ñaây maø

khoâng caàn giaû thieát gì veà thöù töï cuûa a, b, c:

f(a, b, c) ≤ max{(3
2
)2k, f(a,

b + c

2
,
b + c

2
)} (∗)

Töø ñoù, vôùi moãi a, b, c coá ñònh, xeùt daõy soá sau: (a0, b0, c0) = (a, b, c), vaø
∀n ∈ Z+ thì ta ñònh nghóa baèng quy naïp:

(a2n−1, b2n−1, c2n−1) = (a2n−2,
b2n−2 + b2n−2

2
,
b2n−2 + b2n−2

2
)

vaø:
(a2n, b2n, c2n) = (

a2n−1 + b2n−1

2
,
a2n−1 + b2n−1

2
, c2n−1)

thì ta coù ngay

f(a, b, c) ≤ max{(3
2
)2k, f(an, bn, cn)},∀n ∈ Z+

Deã thaáy caùc daõy {an}, {bn}, {bn} ñeàu hoäi tuï veà 1, neân chuyeån qua giôùi haïn
ta coù ñieàu phaûi chöùng minh.
Kó thuaät chuyeån qua giôùi haïn nhö vaäy cuõng khaù töï nhieân. Noù coù theå

toång quaùt leân thaønh 2 ñònh lyù doàn bieán toång quaùt laø SMV vaø UMV maø
chuùng toâi seõ giôùi thieäu ôû phaàn sau. Cuõng söû duïng tính lieân tuïc cuûa haøm soá
nhöng vôùi kó thuaät khaùc, chuùng toâi coøn ñaït ñöôïc 1 keát quaû toång quaùt hôn.
Sau khi coù (*), coøn moät caùch khaùc ñeå ñaït ñöôïc ñieàu phaûi chöùng minh

maø chæ caàn söû duïng moät soá höõu haïn laàn thay theá. Tuy nhieân, ñeå khoûi truøng
laép chuùng toâi seõ giôùi thieäu noù trong muïc BÑT 4 bieán (vaø caùc muïc sau), khi
maø noù thöïc söï caàn thieát.
h Coøn trong tröôøng hôïp 3 bieán, chuùng toâi seõ chæ söû duïng caùch tieáp caän ñôn
giaûn nhaát (doàn veà 1 bieán roài khaûo saùt), nhaèm giöõ ñöôïc tính trong saùng cuûa
tö töôûng.

Chuùng toâi hi voïng raèng, sau khi ñoïc kó hai baøi toaùn treân, thì caùc baïn coù
theå söû duïng kó thuaät haøm soá ñeå doàn bieán theo caùch baát kì, chöù khoâng nhaát
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thieát laø doàn veà trung bình coäng. Sau ñaây laø moät ví duï cho kieåu doàn bieán
veà trung bình nhaân.

Baøi toaùn 3: (Phaïm Kim Huøng)
a) Cho caùc soá thöïc döông a, b, c coù tích baèng 1 . Chöùng minh raèng:

(i) 81(1 + a2)(1 + b2)(1 + c2) ≤ 8(a + b + c)4

(ii) 64(1 + a3)(1 + b3)(1 + c3) ≤ (a + b + c)6

Lôøi giaûi:
(i). Ñaët f(a, b, c) = 8(a + b + c)4 − 81(1 + a2)(1 + b2)(1 + c2). Ta coù theå giaû
söû a ≥ b. Xeùt haøm soá g(t) = f(ta, b/t, c) vôùi t ∈ [

√
b/a, 1]. Ta coù:

g′(t) = 32(a − b

t2
)(ta +

b

t
+ c)3 − 81(a − b

t2
)(ta +

b

t
)(1 + c2)

Vì t ∈ [
√

b/a, 1] neân g′(t) ≥ 0 neáu:

32(d + c)3 ≥ 81d(1 + c2) vôùi d = ta +
b

t

Ta coù: 32(d+c)3 > 32d(d2 +2dc+3c2) ≥ 32d(3
3
√

d4c2 +3c2) > 81d(1+c2)
(löu yù laø d2c ≥ 4)
Vaäy g′(t) ≥ 0 vôùi t ∈ [

√
b/a, 1]. Do ñoù: g(1) ≥ g(

√
b/a). Vaäy f(a, b, c) ≥

f(s, s, c) vôùi s =
√

ab. Thay s = 1/
√

c ta ñöôïc:

f(s, s, c) = f(
1√
c
,

1√
c
, c) = 8(

2√
c

+ c)4 − 81(1 +
1

c
)2(1 + c2)

= (

√
c − 1

c
)2(8c5 + 16c

9
2 + 24c4 + 96c

9
2 + 87c3 + 78c

5
2 +

+99c2 + 120c
3
2 − 21c + 94

√
c + 47)

≥ 0 (ñpcm)

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi a = b = c = 1.
(ii) Baèng caùch laøm töông töï nhö treân, baïn ñoïc coù theå töï chöùng minh BÑT
naøy. ÔÛ ñaây chuùng toâi xin löu yù raèng BÑT laø thöïc söï vaø 64 laø haèng soá toát nhaát.

Ñieàu cuoái cuøng maø chuùng toâi muoán noùi vôùi baïn ñoïc, ñoù laø töø vieäc naém
ñöôïc phöông phaùp ñeán vieäc vaän ñuïng ñöôïc noù moät caùch thaønh thaïo laø caû
moät quaù trình. Ñieàu caàn nhaát laø caùc baïn phaûi coù yù chí ñeå thöïc hieän vaán ñeà
tôùi nôi tôùi choán chöù ñöøng boû dôû nöûa chöøng, duø phaûi ñoái maët vôùi nhöõng tính
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toaùn phöùc taïp. Roài thaønh coâng tröôùc moãi baøi toaùn seõ khieán caùc baïn töï tin
hôn. Chuùng toâi daãn ra ñaây moät baøi toaùn maø coù theå lôøi giaûi cuûa noù seõ khieán
nhieàu baïn ”khieáp sôï”, tuy nhieân chuùng toâi hi voïng caùc baïn seõ bình taâm ñeå
thaáy ñöôïc veû ñeïp trong saùng cuûa noù aån ñaèng sau nhöõng kó thuaät tính toaùn
laõo luyeän.

Baøi toaùn 4. Cho a, b, c ≥ 0, a + b + c = 3. Tìm giaù trò lôùn nhaát cuûa
bieåu thöùc:

ab

3 + c2
+

bc

3 + a2
+

ca

3 + b2

Lôøi giaûi:
Lôøi giaûi sau ñaây cuûa anh Phan Thaønh Nam.
Giaû söû a ≥ b ≥ c. Ñaët a = s + t, b = s − t thì veá traùi BÑT caàn chöùng

minh laø:

f(t) :=
c(s − t)

3 + (s + t)2
+

c(s + t)

3 + (s − t)2
+

s2 − t2

3 + c2

Ta khaûo saùt f(t) treân mieàn t ∈ [0, s − c]. Ta coù:

f ′(t) =
−c

3 + (s + t)2
− 2c(s2 − t2)

(3 + (s + t)2)2
+

c

3 + (s − t)2
+

2c(s2 − t2)

(3 + (s − t)2)2
− 2t

3 + c2

=
4cst

uv
+

8cst(s2 − t2)(u + v)

u2v2
− 2t

3 + c2
< 0,∀t ∈ (0, s − c) (∗)

vôùi u = 3 + (s + t)2, v = 3 + (s − t)2 (BÑT (*) seõ chöùng minh sau).
Vaäy ∀t ∈ [0, s− c] thì:

f(t) ≤ f(0) =
2cs

3 + s2
+

s2

3 + c2
=

2s(3 − 2s)

3 + s2
+

s2

3 + (3 − 2s)2
=: g(s) (1)

Xeùt g(s) vôùi s ∈ [1, 3
2
]. Ta coù:

g′(s) =
24s − 12s2

(3 + (3 − 2s)2)2
+

18 − 24s − 6s2

(3 + s2)2
=

108(s2 − 3s + 4)(s − 1)2(−s2 − 3s + 6)

[3 + (3 − 2s)2]2[3 + s2]2

Deã thaáy s2 − 3s + 4 > 0 vaø −s2 − 3s + 6 = (
√

33−3
2

− s)(s +
√

33+3
2

) neân g′(s)

döông treân (1, s0) vaø aâm treân (s0,
3
2
) vôùi s0 :=

√
33−3
2

= 1, 372281323...
Vaäy ∀s ∈ [1, 3

2
] thì:

g(s) ≤ g(s0) =
11
√

33 − 45

24
(2)
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Trong (1) vaø (2), daáu ”=” xaûy ra ñoàng thôøi taïi t = 0 vaø s = s0, töùc laø
a = b = s0 vaø c = 3 − 2s0.
Vaäy giaù trò lôùn nhaát caàn tìm laø 11

√
33−45
24

= 0, 757924546..., ñaït ñöôïc khi
a = b =

√
33−3
2

= 1, 372281323...…, c = 6 −
√

33 = 0, 255437353...
Ñeå keát thuùc, ta chöùng minh BÑT (*). Ñaây laø 1 BÑT khaù chaët. Ta seõ chæ

ra vôùi t ∈ (0, s − c) thì:

4cs

uv
<

1

3 + c2
(3) vaø

8cs(s2 − t2)(u + v)

u2v2
≤ 1

3 + c2
(4)

laø xong!
Chöùng minh (3): Vì c + 2s = 1 vaø s > 1 neân cs < 1. Hôn nöõa u =

3 + (s + t)2 > 4, v = 3 + (s − t)2 > 3 + c2. Töø ñoù suy ra (3).
Chöùng minh (4): Duøng BÑT Cauchy ta coù:

u2v2 = [[3 + (s + t)]2[3 + (s - t)]2]2 ≥ 16(s2 − t2),vaø

2cs(u+ v)(3+ c2) = 4cs(3+ s2 + t2)(3+ c2) ≤
(

4cs + 3 + s2 + t2 + 3 + c2

3

)3

Thay c = 3 − 2s vaøo, löu yù laø t ≤ s − c = 3s − 3, ta coù:

4cs + 3 + s2 + t2 + 3 + c2 ≤ 4(3 − 2s)s + 6 + s2 + (3s − 3)2 + (3 − 2s)2

= 12 + 6(s − 1)(s − 2) ≤ 12

suy ra 2cs(u + v)(3 + c2) < 43. Vaäy:

8cs(s2 − t2)(u + v)

u2v2
= 4.

s2 − t2

u2v2
.
2cs(u + v)(3 + c2)

3 + c2
≤ 4.

1

44
.

43

3 + c2
=

1

3 + c2

vaø baøi toaùn giaûi quyeát xong!

4. BÑT 3 bieán vôùi cöïc trò ñaït ñöôïc taïi bieân.

Neáu nhö trong phaàn tröôùc chuùng ta coù theå hieåu ”doàn bieán” laø ”ñaåy
hai bieán laïi gaàn nhau”, thì trong tröôøng hôïp naøy ta phaûi hieåu ”doàn bieán”
nghóa laø ”ñaåy 1 bieán ra bieân”. Chaúng haïn nhö xeùt BÑT f(x, y, z) ≥ 0
vôùi x, y, z ≥ 0, ta coù theå hi voïng vaøo ñaùnh giaù f(x, y, z) ≥ f(0, s, t), trong
ñoù s, t laø caùc ñaïi löôïng thích hôïp sinh ra töø caùc bieán a, b, c (ta seõ goïi ñaây
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laø kó thuaät doàn 1 bieán ra bieân). Taát nhieân ta seõ choïn s, t sao cho hieäu
d = f(x, y, z) ≥ f(0, s, t) laø ñôn giaûn vaø coù theå ñaùnh giaù thuaän lôïi. Cuoái
cuøng ta chæ vieäc kieåm chöùng f(0, s, t) ≥ 0.

Tröôùc heát, ñeå caùc baïn laøm quen vôùi caùch doàn bieán ”môùi meû” naøy, chuùng
toâi xin trôû laïi moät ví duï ôû phaàn tröôùc.

Baøi toaùn 1: (BÑT Schur) Cho a, b, c ≥ 0. Chöùng minh raèng:

a3 + b3 + c3 + 3abc ≥ a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b).

Lôøi giaûi:
Trong $2, baøi naøy ñaõ ñöôïc giaûi baèng caùch doàn 2 bieán veà baèng nhau. Tuy

nhieân nhaän xeùt laø ngoaøi ñieåm a = b = c, ñaúng thöùc coøn ñaït taïi a = b, c = 0
(vaø caùc hoaùn vò). Do ñoù, kó thuaät doàn bieán ra bieân vaãn coù khaû naêng thaønh
coâng!
Ñaët f(a, b, c) = a3 + b3 + c3 + 3abc − a2(b + c) − b2(c + a) − c2(a + b).
Ta hi voïng seõ coù f(a, b, c) ≥ f(0, a + b, c). Xeùt hieäu:

d = f(a, b, c)− f(0, a + b, c) = ab(5c − 4a − 4b)

Nhö vaäy laø ta khoâng theå coù d ≥ 0, cho duø taän duïng söï kieän laø a, b, c coù
theå ñöôïc saép.
Thaät ñaùng tieác! Tuy nhieân, neáu caùc baïn döøng laïi ôû ñaây thì coøn ñaùng

tieác hôn. Thay vì boû dôõ, ta haõy xem laïi vì sao khoâng theå coù d ≥ 0. Neáu
tinh yù, caùc baïn coù theå thaáy laø f(a, b, c) seõ nhoû ñi khi hai bieán tieán laïi gaàn
nhau (ñoù chính laø lyù do maø ta coù theå doàn veà hai bieán baèng nhau nhö trong
$2), coøn ôû ñaây khi thay boä (a, b, c) bôûi (0, a+ b, c) thì ”döôøng nhö” caùc bieán
caøng caùch xa nhau. Ñoù chính laø lyù do caùch doàn bieán ôû treân thaát baïi.
Töø ñoù, ta naûy ra yù laø thay (a, b, c) bôûi (0, b + a/2, c + a/2). Xeùt hieäu:

da = f(a, b, c) − f(0, b + a/2, c + a/2) = a(a + b− 2c)(a + c − 2b)

Ñieàu thuù vò laø ta coù theå giaû söû da ≥ 0. Thaät vaäy, ñieàu naøy cuõng nhôø vieäc saép
thöù töï nhöng khoâng phaûi laø giöõa caùc bieán a, b, c maø laø giöõa caùc hieäu da, db, dc

(trong ñoù db, dc laø hai hieäu töông töï nhö da). Vì tính ñoái xöùng neân ta coù theå
giaû söû da = max{da, db, dc}. Khi ñoù neáu da < 0 thì

0 > dadbdc = abc(b + c − 2a)2(c + a − 2b)2(a + b − 2c)2
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vaø maâu thuaãn!
Vaäy da ≥ 0 neân f(a, b, c) ≥ f(0, s, t) vôùi s = b + a/2, t = c + a/2. Cuoái

cuøng, ta thaáy

f(0, s, t) = t3 + s3 − t2s − ts2 = (t + s)(t− s)2 ≥ 0

vaø chöùng minh ñöôïc hoaøn taát.

*Nhaän xeùt: Maëc duø BÑT Schur quaù quen thuoäc, nhöng caùch chöùng minh
baèng doàn bieán môùi chæ ñöôïc chuù yù gaàn ñaây. Tuy nhieân, neáu nhö caùch doàn
veà hai bieán baèng nhau coù veû khaù ”hôïp lyù”, thì caùch doàn moät bieán ra bieân laø
moät keát quaû thöïc söï baát ngôø. Taát nhieân, chöùng minh treân khoâng phaûi laø caùch
ngaén goïn nhaát, nhöng ôû ñaây chuùng toâi muoán nhaán maïnh ñeán söï töï nhieân cuûa noù.

Neáu nhö trong baøi toaùn 1 vieäc aùp duïng kó thuaät doàn bieán ra bieân gaây
baát ngôø, thì trong baøi toaùn sau noù laø moät con ñöôøng taát yeáu.

Baøi toaùn 2: (Hojoo Lee) Cho a, b, c ≥ 0, ab + bc + ca = 1 (*). Chöùng
minh raèng:

1

a + b
+

1

b + c
+

1

c + a
≥ 5

2

Lôøi giaûi:
Baøi naøy ñaúng thöùc khoâng xaûy ra taïi taâm, maø taïi a = b = 1, c = 0 vaø caùc

hoaùn vò. Xeùt moät tröôøng hôïp rieâng khi c = 0, thì baøi toaùn trôû thaønh:

”Chöùng minh raèng:
1

a
+

1

b
+

1

a + b
≥ 5

2
, vôùi ab = 1.”

Ñaët s = a+b thì ñieàu treân töông ñöông vôùi s+ 1
s
≥ 5

2
, hay (2s−1)(s−2) ≥

0. BÑT cuoái laø hieån nhieân vì s = a + b ≥ 2
√

ab = 2.
Vaäy baây giôø ta chæ caàn doàn moät bieán veà 0 nöõa laø xong. Caùch laøm sau

ñaây laáy töø yù cuûa anh Phaïm Kim Huøng treân Dieãn Ñaøn Toaùn Hoïc.
Ñaët f(a, b, c) laø veá traùi BÑT caàn chöùng minh. Ta hi voïng f(a, b, c) ≥

f(a + b, 1
a+b

, 0) (chuù yù laø caùch laáy naøy nhaèm ñaûm baûo ñieàu kieän (∗)). Xeùt
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hieäu:

d = f(a, b, c)− f(a + b,
1

a + b
, 0)

=

(
1

a + b
+

1

a + 1−ab
a+b

+
1

b + 1−ab
a+b

)
−
(

1

a + b
+ a + b +

1

a + b + 1
a+b

)
.

=
1

1 + a2
+

1

1 + b2
− 1 − 1

1 + (a + b)2

Töø ñoù quy ñoàng leân ta thaáy d ≥ 0 neáu 2(1 − ab) ≥ ab(a + b)2. Neáu giaû söû
c = max{a, b, c} thì 2(1 − ab) = 2c(a + b) ≥ ab(a + b)2. Vaäy luùc naøy d ≥ 0
vaø baøi toaùn chöùng minh xong!

*Nhaän xeùt:
1) Lôøi giaûi ñaày tieân ñöôïc ñöa ra treân Dieãn Ñaøn Toaùn Hoïc laø cuûa anh Phan
Thaønh Nam, moät caùch chöùng minh raát ngaén goïn. Ñaët x = a + b + c.
Neáu x ≥ 2 thì:

1

a + b
= c +

ab

a + b
≥ c +

ab

a + b + c
⇒ f(a, b, c) ≥ x +

1

x
≥ 5

2

Neáu x ≤ 2 thì giaû söû a = max{a, b, c} ta coù:

f(a, b, c) = (c +
ab

a + b
) + (b +

ac

a + c
) +

1

b + c

= (b + c +
1

b + c
) +

a(1 + bc)

ax + bc
≥ 2 +

1

2
=

5

2

(löu yù laø 2a(1 + bc) = 2a + 2abc ≥ ax + bc, vì x ≤ 2 vaø 2a ≥ 1 .)
Tuy nhieân, nhöõng lôøi giaûi nhö vaäy khoâng phaûi deã daøng nghó ra. Veà lôøi giaûi

baèng doàn bieán ôû treân, moät laàn nöõa chuùng toâi nhaán maïnh ñeán tính töï nhieân cuûa
noù.

2) Baøi toaùn 2 laø moät baøi toaùn hay vaø thu ñöôïc söï quan taâm cuûa nhieàu baïn.
Tuy nhieân, caùc baïn seõ baát ngôø khi noù chæ laø moät heä quaû ...ñôn giaûn cuûa moät
BÑT quen thuoäc khaùc. Ñoù chính laø BÑT Iran 1996. Thaät vaäy, vôùi giaû thieát
ab + bc + ca = 1 thì töø keát quaû cuûa BÑT Iran 1996 ta coù ngay:

(
1

a + b
+

1

b + c
+

1

c + a
)2

=
1

(a + b)2
+

1

(b + c)2
+

1

(c + a)2
+

4(a + b + c)

(a + b)(b + c)(c + a)
≥ 9

4
+ 4 =

25

4
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(löu yù laø a + b + c = (a + b + c)(ab + bc + ca) ≥ (a + b)(b + c)(c + a))
Töø nhaän xeùt treân, ta nhôù laïi laø trong $2, BÑT Iran 1996 ñaõ ñöôïc giaûi baèng

kó thuaät doàn veà hai bieán baèng nhau. Töø ñoù coù hai caâu hoûi raát töï nhieân laø, thöù
nhaát: baøi toaùn 2 ôû treân coù theå giaûi baèng caùch doàn hai bieán baèng nhau khoâng,
thöù hai: BÑT Iran 1996 coù theå giaûi baèng caùch doàn 1 bieán ra bieân khoâng?
Chuùng toâi ñeà nghò caùc baïn töï giaûi ñaùp hai caâu hoûi ñoù.

3) Baøi toaùn 2 laïi daãn ñeán keát quaû thuù vò sau ñaây, maø taùc giaû laø baïn Zhao bin
(Trung Quoác)
”Cho x, y, z laø caùc soá thöïc khoâng aâm vaø chæ coù toái ña 1 soá baèng 0. Chöùng
minh raèng:

1

x2 + y2
+

1

y2 + z2
+

1

z2 + x2
≥ 10

(x + y + z)2
.”

Baèng hai baøi toaùn ”cuõ” ôû treân, chuùng toâi muoán baïn ñoïc coù moät caûm
giaùc deã daøng ñoái vôùi kó thuaät doàn bieán veà bieân. Tuy nhieân, trong hai baøi
naøy thì kó thuaät doàn bai bieán baèng nhau vaãn phaùt huy taùc duïng, do ñoù
khoâng khoûi khoù khaên trong vieäc thuyeát phuïc baïn ñoïc veà söùc maïnh cuûa kó
thuaät doàn bieán ra bieân. Do ñoù, chuùng toâi daãn ra baøi toaùn sau ñaây, caùc baïn
seõ thaáy kó thuaät doàn veà hai bieán baèng nhau hoaøn toaøn beá taéc, ñôn giaûn vì
ñaúng thöùc ñaït ñöôïc khi ... caùc bieán ñoâi moät khaùc nhau. Ñaây cuõng laø moät
trong nhöõng ví duï quan troïng nhaát cuûa kó thuaät doàn bieán ra bieân maø chuùng
toâi muoán trình baøy vôùi caùc baïn.

Baøi toaùn 3: (Jackgarfukel) Cho a, b, c laø 3 soá thöïc khoâng aâm vaø coù toái
ña moät soá baèng 0. Chöùng minh raèng:

a√
a + b

+
b√

b + c
+

c√
c + a

≤ 5

4

√
a + b + c (∗)

Lôøi giaûi:
Tröôùc khi taán coâng baøi naøy, ta caàn xem khi naøo tröôøng hôïp daáu baèng

xaûy ra: deã thaáy a = b = c khoâng thoûa, do ñoù moät caùch töï nhieân ta nghó ñeán
tröôøng hôïp bieân: c = 0. Vôùi c = 0 thì BÑT(*) trôû thaønh

a√
a + b

+
√

b ≤ 5

4

√
a + b (1)
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Chuaån hoùa a + b = 1. Ta coù

(1) ⇔ 1 − b +
√

b ≤ 5

4
⇔ (

√
b − 1/2)2 ≥ 0 (ñuùng!)

Vaäy ñaúng thöùc xaûy ra khi a = 3b, c = 0 (vaø caùc hoaùn vò).
Nhö vaäy tröôøng hôïp daáu baèng xaûy ra khi caû ba bieán rôøi nhau, do ñoù caùc

phöông phaùp doàn veà hai bieán baèng nhau xem nhö khoâng coøn taùc duïng. Do
ñoù, doàn moät bieán veà bieân coù theå xem laø con ñöôøng taát yeáu.
Khoâng maát toång quaùt coù theå giaû söû a = max{a, b, c} vaø a + b + c = 1.

Ñaët t = a+c
2
vaø s = a−c

2
, suy ra a = t + s, c = t − s, b = 1 − 2t. Ta coù

(∗) ⇔ t + s√
s + 1 − t

+
1 − 2t√
1 − t− s

+
t − s√

2t
≤ 5

4
(1)

Ñaët f(s) = V T (1) vôùi s ∈ [0, t], ta seõ chöùng minh f(s) ≤ max(f(0), f(t)).
Ta coù :

f ′(s) =
1√

s + 1 − t
− t + s

2(s + 1 − t)3/2
+

1 − 2t

2(1 − t − s)3/2
− 1√

2t

Vì chöa xaùc ñònh ñöôïc daáu cuûa f ′(s) neân ta ñaïo haøm tieáp

f ′′(s) = − 1

(s + 1 − t)3/2
+

3(t + s)

4(s + 1 − t)5/2
+

3(1 − 2t)

4(1 − t − s)5/2

f ′′′(s) =
9

4(s + 1 − t)5/2
− 15(t + s)

8(s + 1 − t)7/2
+

15(1 − 2t)

8(1 − t − s)7/2

=
18 + 3s − 33t

(1 − t − s)7/2
+

15(1 − 2t)

8(1 − t − s)7/2
> 0, vì b = 1 − 2t ≥ 0

Vaäy f ′′′(s) > 0 vôùi moïi s ∈ [0, t] neân theo ñònh lí Rolle ruy ra f ′(s) coù
toái ña ña hai nghieäm treân [0, t]. Maët khaùc deã daøng chöùng minh f ′(0) ≤ 0
vaø f ′(t) ≥ 0 do ñoù f ′(s) chæ coù theå ñoåi daáu toái ña moät laàn treân (0, t), hôn
nöõa f ′(s) chæ coù theå coù moät trong caùc daïng sau: f ′(s) > 0,∀s ∈ (0, t) hoaëc
f ′(s) < 0,∀s ∈ (0, t) hoaëc f ′(s) coù daïng − 0 + treân (0, t). Tuy nhieân trong
tröôøng hôïp naøo thì f(s) cuõng chæ coù theå ñaït cöïc ñaïi taïi bieân.
Vaäy f(s) ≤ max(f(0), f(t)) vôùi moïi s ∈ [0, t] neân ta chæ caàn chöùng minh

BÑT sau nöõa laø xong:
max(f(0), f(t)) ≤ 5/4
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Muoán vaäy ta chöùng minh laàn löôït caùc BÑT f(0) ≤ 5/4 vaø f(t) ≤ 5/4.
Vieäc chöùng minh hai BÑT naøy ñeàu raát deã daøng, neân chuùng toâi ñeà nghò baïn
ñoïc töï kieåm chöùng.

Haún nhieân caùc baïn ñeàu ñoàng yù veà söï caàn thieát cuûa phöông phaùp doàn
bieán ra bieân ñoái vôùi baøi toaùn 3. Tuy nhieân, coù theå nhieàu baïn seõ cho raèng:
vì baøi toaùn 3 khoâng ñoái xöùng neân môùi khoâng xaûy ra tröôøng hôïp daáu ”=” khi
coù hai bieán baèng nhau. Ñeå phuû ñònh nhaän xeùt ñoù, chuùng toâi keát thuùc muïc
naøy baèng caùch daãn ra moät baøi toaùn cuûa anh Phaïm Kim Huøng treân THTT:

Baøi toaùn 4. Cho a, b, c ≥ 0, a + b + c = 3. Chöùng minh raèng:

(a3 + b3 + c3)(a3b3 + b3c3 + c3a3) ≤ 36(ab + bc + ca)

Lôøi giaûi:

Khoâng maát toång quaùt coù theå giaû söû a ≥ b ≥ c. Ñaët

f(a, b, c) = 36(ab + bc + ca) − (a3 + b3 + c3)(a3b3 + b3 + c3 + c3a3)

Khi ñoù f(a, b + c, 0) = 36a(b + c) − (a3 + (b + c)3)a3(b + c)3.
Ta seõ chöùng minh raèng f(a, b, c) ≥ f(a, b + c, 0). Thaät vaäy, chuù yù raèng:

36(ab + bc + ca) ≥ 36a(b + c)

vaø
(a3 + b3 + c3)(a3b3 + b3c3 + c3a3) ≤ [a3 + (b + c)3]a3(b + c)3

(vì ta coù a3 + b3 + c3 ≤ a3 + (b + c)3 vaø a3b3 + b3c3 + c3a3 ≤ a3(b + c)3)

Do ñoù ta chæ caàn chöùng minh baøi toaùn trong tröôøng hôïp c = 0, hay

36ab ≥ a3b3(a3 + b3) ⇔ 36 ≥ a2b2(a3 + b3)

Ñaët t = ab, baát ñaúng thöùc coù theå vieát laïi döôùi daïng t2(27 − 9t) ≤ 36 ⇔
t3 + 4 ≥ 3t2. Nhöng ñaây laïi laø BÑT Cauchy cuûa ba soá t3/2, t3/2, 4. Ñaúng
thöùc xaûy ra khi c = 0 vaø a + b = 3, ab = 2 hay a = 2, b = 1, c = 0 (vaø caùc
hoaùn vò).
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*Nhaän xeùt: Moät ví duï nöõa, ñôn giaûn hôn, cuûa cuøng taùc giaû treân Dieãn Ñaøn
Toaùn Hoïc:
” Cho a, b, c ≥ 0, a + b + c = 2. Tìm giaù trò lôùn nhaát cuûa:

(a2 − ab + b2)(b2 − bc + c2)(c2 − ca + a2).”

Baøi toaùn naøy khoâng khoù vaø ñeà nghò baïn ñoïc töï giaûi quyeát.

5. BÑT 4 bieán.

Sau khi naém vöõng kó thuaät doàn bieán vôùi 3 soá thì caùc baïn coù theå ñoïc muïc
naøy moät caùch nhanh choùng. Chuùng toâi chæ xin löu yù ñaëc thuø cuûa tröôøng
hôïp 4 bieán: Khi coù 4 bieán thì ta coù theå doàn bieán theo töøng caëp, vaø coù theå
chöùng minh ñöôïc ngay baøi toaùn (chaúng haïn nhö BÑT Cauchy). Tuy nhieân,
thuaän lôïi naøy thöôøng chæ xuaát hieän trong caùc baøi toaùn khaù ñôn giaûn. Ñoái
vôùi caùc baøi phöùc taïp thì thöôøng ta chæ doàn ñöôïc 1 caëp nhôø thöù töï saép ñöôïc
giöõa caùc bieán. Sau khi doàn ñöôïc hai bieán baèng nhau (hoaëc doàn ñöôïc moät
bieán ra bieân) thì ta chöa coù ngay BÑT vôùi 1 bieán, maø phaûi qua moät BÑT
trung gian (2 hay 3 bieán). Tuy nhieân thöôøng thì caùc BÑT trung gian naøy
khaù deã ñeå coù theå chöùng minh tröïc tieáp hoaëc ñaùnh giaù ñeå quy veà 1 bieán. Noùi
chung, chuùng toâi nhaán maïnh ñieàu caàn thieát ôû ñaây laø caùc baïn caàn quan saùt
thaät kó moái lieân heä giöõa 4 bieán ñeå coù caùch xöû lyù thích hôïp.

Chuùng ta baét ñaàu vôùi moät ví duï ”kinh ñieån” cho kó thuaät doàn bieán
vôùi BÑT 4 bieán.

Baøi toaùn 1. (IMO SL, Vieät Nam ñeà nghò) Cho a, b, c, d ≥ 0, a+ b+ c+d = 1.
Chöùng minh raèng:

abc + bcd + cda + dab ≤ 1

27
+

176

27
abcd

Lôøi giaûi:
Baøi naøy ñaúng thöùc xaûy ra khi a = b = c = d = 1/4 hoaëc a = b = c =

1/3, c = 0. Do ñoù, nhöõng ñaùnh giaù thoâng thöôøng raát deã rôi vaøo beá taéc.
Ñaët f(a, b, c, d) = abc + bcd + cda + dab − kabcd vôùi k = 176

27
. Ta coù:

f(a, b, c, d) = ab(c + d − kcd) + cd(a + b)
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Töø ñoù, ta hi voïng coù f(a, b, c, d) ≤ f(t, t, c, d) vôùi t = a+b
2
. Vì 0 ≤ ab ≤ t2

neân ñeå coù ñieàu naøy ta caàn c + d − kcd ≥ 0. ÔÛ ñaây raát may maén laø neáu coù
ñieàu naøy coù ñieàu ngöôïc laïi, nghóa laø c + d− kcd < 0, thì BÑT ban ñaàu hieån
nhieân ñuùng vì:

f(a, b, c, d) = ab(c+d−kcd)+cd(a+b) ≤ cd(a+b) ≤ (
c + d + (a + b)

3
)3 =

1

27

Vaäy ta coù theå giaû söû laø luoân coù f(a, b, c, d) ≤ f(a+b
2

, a+b
2

, c, d). Löu yù laø ta
ñaõ thöïc hieän ñöôïc vieäc doàn bieán nhö treân maø khoâng caàn baát cöù giaû thieát
phuï naøo aùp ñaët leân 2 bieán a, b. Do ñoù nhôø tính ñoái xöùng ta coù theå doàn 2
bieán baát kì trong 4 bieán veà baèng nhau.
Töø ñoù, ñaët theâm s = c+d

2
ta coù:

f(a, b, c, d) ≤ f(t, t, c, d) ≤ f(t, t, s, s) = f(t, s, t, s)

≤ f(
t + s

2
,
t + s

2
, t, s) ≤ f(

t + s

2
,
t + s

2
,
t + s

2
,
t + s

2
) = f(

1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
) =

1

27

vaø baøi toaùn chöùng minh xong!

*Nhaän xeùt:
1) Trong lôøi giaûi treân, thöïc chaát laø cöù moãi böôùc ta laïi phaân ra 2 tröôøng hôïp:
coù moät tröôøng hôïp thì doàn bieán ñöôïc vaø moät tröôøng hôïp maø BÑT hieån nhieân
ñuùng. Do ñoù, lôøi giaûi khoâng khoûi coù phaàn roái raém. Baïn ñoïc neân trình baøy laïi
baèng caùch phaûn chöùng (giaû söû coù (a0, b0, c0, d0) sao cho f(a0, b0, c0, d0) > 1

27
)

seõ goïn gaøng vaø chaët cheõ hôn. Moät caùch khaùc laø goäp caû hai tröôøng hôïp laïi:

f(a, b, c, d) ≤ max{ 1

27
, f(

a + b

2
,
a + b

2
, c, d)} (1)

2) ÔÛ ñaây coøn coù moät caùch nhìn nöõa, thoaït nhìn thì khoâng khaùc maáy yù ôû treân
(thaäm chí coù veû daøi doøng hôn), tuy nhieân ñaây laø moät kó thuaät raát coù ích. YÙ
töôûng naøy laáy töø anh Phan Thaønh Nam vaø anh Phaïm Kim Huøng treân Dieãn Ñaøn
Mathlinks.
Nhaéc laïi laø f(a, b, c, d) = ab(c + d − kcd) + cd(a + b). Ñaët g(x) = ab(c +

d − kcd) + cd(a + b) thì g laø haøm tuyeán tính, vaø ab ∈ [0, t2] (vôùi t = a+b
2
) neân

g(ab) ≤ max{g(0), g(t2)}. Chuù yù g(0) = f(0, a + b, c, d). Vaäy ta coù:

f(a, b, c, d) ≤ max{f(0, a + b, c, d), f(t, t, c, d)} (2)
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Vôùi caùch vieát trong BÑT (2) ôû treân thì vieäc cöïc trò ñaït taïi taâm hoaëc taïi bieân
laø raát roõ raøng. Thaät ra, trong baøi toaùn naøy ta coù ngay f(0, a + b, c, d) ≤ 1

27

vaø coù theå chuyeån (2) veà (1). Tuy nhieân, vôùi caùc baøi phöùc taïp thì daïng (2) seõ
toû ra raát coù ích, ñaëc bieät laø trong kó thuaät doàn bieán toång quaùt cho n soá maø
chuùng toâi seõ trình baøy ôû phaàn sau.

3) Caùc baïn haõy töï giaûi quyeát baøi toaùn töông töï sau ñaây cuûa Nguyeãn Anh
Cöôøng.
”Giaû söû x, y, z, t laø caùc soá thöïc khoâng aâm thoûa maõn x + y + z + t = 4,

chöùng minh raèng:

3(x2 + y2 + z2 + t2) + 4xyzt ≥ 16 ”.

Chuùng ta tieáp tuïc vôùi 1 baøi toaùn maø trong ñoù caùc kó thuaät doàn 2 bieán
baèng nhau laø thöïc söï roõ raøng.

Baøi toaùn 2. (Phan Thaønh Nam) Cho a, b, c, d laø caùc soá thöïc khoâng aâm
coù toång baèng 4. Chöùng minh baèng:

abc + bcd + cda + dab + (abc)2 + (bcd)2 + (cda)2 + (dab)2 ≤ 8

Lôøi giaûi:
Lôøi giaûi sau ñaây cuûa taùc giaû baøi toaùn. Ñaët f(a, b, c, d) laø V T BÑT caàn

chöùng minh. Ta coù:

f(
a + b

2
,
a + b

2
, c, d) − f(a, b, c, d)

= (
a − b

2
)2(c + d) + (

a − b

2
)2[(

a + b

2
)2 + ab](c2 + d2) − (a − b)2

2
c2d2

≥ (
a− b

2
)2(c + d + 4abcd − 2c2d2)

Vaäy neáu c + d + 4abcd ≥ 2c2d2 thì f(a+b
2

, a+b
2

, c, d) ≥ f(a, b, c, d).
Ta giaû söû a ≥ b ≥ c ≥ d thì theo treân ta coù: f(x, x, c, d) ≥ f(a, b, c, d) vôùi

x = a+b
2
. Töông töï, ta xeùt: f(x, x, c+d

2
, c+d

2
) − f(x, x, c, d).

Neáu 2x + 4x2cd ≥ 2x4 thì f(x, x, c+d
2

, c+d
2

) ≥ f(x, x, c, d). Vaø ta chæ caàn
chöùng minh f(x, x, y, y) ≤ 8 vôùi x + y = 2. Ñieàu naøy ñôn giaûn.
Neáu 2x + 4x2cd < 2x4 thì ta ñaùnh giaù tieáp: 2xcd + 2x2c2d2 <= 2x4 neân:

f(x, x, c, d) = x2(c+d)+2xcd+2x2c2d2 +x4(c2 +d2) ≥ x2(c+d)+x4(c+d)2
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vaø do x2(c + d) ≤ (4/3)3 neân f(x, x, c, d) <= (4/3)3 + (4/3)6 < 8. Baøi
toaùn chöùng minh xong!

*Nhaän xeùt:
1) Veà ñieàu kieän c + d + 4abcd ≥ 2c2d2 ñeå doàn hai bieán a, b baèng nhau, ta
thaáy chæ caàn ab ≥ cd laø ñuû. Ñieàu ñoù coù nghóa laø neáu giaû söû a ≥ b ≥ c ≥ d
thì ta coù theå doàn hai bieán baát kì trong 3 bieán a, b, c veà baèng nhau (hôn nöõa
neáu 2 bieán chöa baèng nhau thì BÑT ôû ñaây laø thöïc söï, nghóa laø sau khi doàn
bieán thì haøm f seõ taêng leân moät ñaïi löôïng > 0). Lieäu ñieàu ñoù coù daãn ñeán:
f(a, b, c, d) ≤ f(t, t, t, c) vôùi t = a+b+c

3
hay khoâng?

Roõ raøng, neáu giaû söû f ñaït cöïc ñaïi taïi (a, b, c, d) thì theo ñoù ta phaûi coù
a = b = c. Treân Dieãn Ñaøn Mathlinks baïn Zhao Bin ñaõ coù moät lôøi giaûi vôùi yù
töôûng ñoù. Tuy nhieân, vieäc toàn taïi cöïc ñaïi cuûa haøm f (vôùi 4 bieán) khoâng phaûi
laø chuyeän hieån nhieân (maëc duø noù raát roõ raøng veà maëc tröïc giaùc).
Moät yù nöõa, laø baèng caùch doàn bieán lieân tieáp giöõa 3 bieán a, b, c ta coù theå

duøng daõy soá ñeå chuyeån qua giôùi haïn vaø ñöa veà 3 bieán baèng nhau. Nhöng moät
laàn nöõa, maëc duø roõ raøng veà maëc tröïc giaùc nhöng caùch laøm treân khoâng phuø
hôïp vôùi caùch tieáp caän sô caáp.
Tuy nhieân, trong baøi toaùn 3 ngay beân döôùi ñaây chuùng toâi seõ cung caáp cho

caùc baïn moät caùch laøm heát söùc thuù vò ñeå chuyeån veà 3 bieán baèng nhau trong
nhöõng tröôøng hôïp nhö vaäy.
2) Noùi theâm veà baøi toaùn 2. Baøi naøy khoâng khoù vaø theo lôøi taùc giaû baøi toaùn
thì noù ñöôïc ñaët ra ñeå giaûi quyeát baøi toaùn sau ñaây cuûa anh Phaïm Kim Huøng:
”Chöùng minh raèng vôùi 4 soá khoâng aâm a, b, c, d coù toång baèng 4 thì:

1

5 − abc
+

1

5 − bcd
+

1

5 − cda
+

1

5 − dab
≤ 1.”

baèng caùch söû duïng boå ñeà sau ñaây:
”Cho 4 soá xi ≥ 0 thoûa maõn:

∑4
i=1(xi + x2

i ) ≤ 8 vaø xi + xj ≤ 3 ,∀i 6= j. Thì:

1

5 − x1
+

1

5 − x2
+

1

5 − x3
+

1

5 − x4
≤ 1.”

Boå ñeà naøy raát thuù vò nhöng noù khoâng naèm trong phaïm vi doàn bieán cuûa
chuùng ta. Tuy nhieân, coù moät caâu hoûi laø lieäu coù theå giaûi quyeát baøi toaùn cuûa
anh Phaïm Kim Huøng baèng caùch doàn bieán hay khoâng? Ñoù laø moät vaán ñeà hay
maø chuùng toâi muoán caùch baïn töï mình suy nghó.
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Trong baøi toaùn sau, caâu a) laø cuûa anh Phaïm Kim Huøng, coøn caâu b)
laø moät keát quaû maïnh maø chuùng toâi tìm ñöôïc.

Baøi toaùn 3. Cho a, b, c, d ≥ 0, a+b+c+d = 4. Ñaët Fk = (1+ak)(1+bk)(1+
ck)(1 + dk). Chöùng minh raèng:
a) F4 ≥ F3

b) F2 ≥ F1.
Lôøi giaûi:
a) Ta seõ chöùng minh BÑT naøy baèng phaûn chöùng. Giaû söû ngöôïc laïi töùc
toàn taïi boä boán soá (a, b, c, d) thoûa maõn: a, b, c, d ≥ 0, a + b + c + d = 4 vaø
F4 ≤ F3 (1).
Theo BÑT Bunhacoâpski ta coù: F4.F2 ≥ F 2

3 , F3.F1 ≥ F 2
2 , F2.F0 ≥

F 2
1 (2). Töø (1) vaø (2) suy ra F4 < F3 < F2 < F1 < F0 = 16 (3). Töø (3) ta
coù F4 < 16 suy ra max(a, b, c, d) < 2.
Ñeå daãn tôùi maâu thuaãn vôùi (3), ta seõ chöùng minh F3 ≥ F1 (4). Thaät

vaäy:

(4) ⇔ (1 − a + a2)(1 − b + b2)(1 − c + c2)(1 − d + d2) ≥ 1

⇔ (
3

4
+

(2a − 1)2

4
)(

3

4
+

(2b − 1)2

4
)(

3

4
+

(2c − 1)2

4
)(

3

4
+

(2d − 1)2

4
) ≥ 1

⇔ (1 +
(2a − 1)2

3
)(1 +

(2b − 1)2

3
)(1 +

(2c − 1)2

3
)(1 +

(2d − 1)2

3
) ≥

(
4

3

)4

⇔ (1 + x2)(1 + y2)(1 + z2)(1 + t2) ≥
[
1 +

(
x + y + z + t

4

)2
]4

(5)

(Trong ñoù x = 2a−1√
3
, y = 2b−1√

3
, z = 2c−1√

3
, t = 2d−1√

3
)

Töø ñoù xeùt BÑT

(1 + A2)(1 + B2) ≥
[
1 +

(
A + B

2

)2
]2

(6)

⇔ 1

8
(A −B)2(8 − A2 − 6AB − B2) ≥ 0

Ta thaáy neáu A + B ≤ 2 thì BÑT naøy ñuùng.
Khoâng maát toång quaùt coù theå giaû söû a ≤ b ≤ c ≤ d. Keát hôïp vôùi a + b +

c + d = 4 ta deã daøng chöùng minh: x + t < 2 vaø y + z < 2. Do vaäy theo

27



BÑT(6) ta coù:

(1 + x2)(1 + t2) ≥
[
1 +

(
x + t

2

)2
]2

(7)

(1 + y2)(1 + z2) ≥
[
1 +

(
y + z

2

)2
]2

(8)

nhaân (7) vaø (8) veá theo veá suy ra:

(1 + x2)(1 + t2)(1 + y2)(1 + z2) ≥
[(

1 + (
x + t

2
)2

)(
1 + (

y + z

2
)2

)]2

(9)

Töø x + t < 2 vaø y + z < 2 suy ra: x+t
2

+ y+z
2

< 2. Do ñoù laïi aùp duïng
BÑT(6) ta ñöôïc:

[
1 + (

x + t

2
)2

] [
1 + (

y + z

2
)2

]
≥
[
1 +

(
x + y + z + t

4

)2
]2

(10)

Töø (9) vaø (10) suy ra:

(1 + x2)(1 + y2)(1 + z2)(1 + t2) ≥
[
1 +

(
x + y + z + t

4

)2
]4

Vaäy (5) ñuùng suy ra (4) ñuùng (maâu thuaãn vôùi (3)). Ñieàu ñoù coù nghóa vieäc
giaû söû ôû (1) laø sai töùc ta coù BÑT ngöôïc laïi laø F4 ≥ F3 (ñpcm).

b) Caâu naøy maïnh hôn caâu a) do ñoù duøng ”maùnh lôùi” nhö caâu a thì khoâng
oån, tuy nhieân neáu ” ñöôøng lôùn tieán coâng” thì khoâng gaëp vaán ñeà gì:
Ñaët f(a, b, c, d) = V T − V P ta caàn chöùng minh f(a, b, c, d) ≥ 0. Muoán

vaäy, tröôùc heát ta chöùng minh meänh ñeà sau:
Meänh ñeà: Neáu a + b ≤ 2 vaø a ≥ x ≥ b thì
f(a, b, c, d)− f(x, a + b − x, c, d) ≥ 0
Thaät vaäy:
f(a, b, c, d)− f(x, a + b − x, c, d)
= (a− x)(x − b) [(d + 1)(c + 1) − (d2 + 1)(c2 + 1)(ab − x2 + ax + bx− 2)]
töø ñoù söû duïng giaû thieát deã daøng suy ra ñieàu chöùng minh.
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Trôû laïi baøi toaùn ta coù theå giaû söû a ≤ b ≤ c ≤ d. Ñaët x = a+b+c
3

thì: Chuù
yù a + c ≤ 2 vaø c ≥ x ≥ a neân aùp duïng meänh ñeà ta coù:

f(a, b, c, d) ≥ f(a + c − x, b, x, d) (1)

Chuù yù laø x = (a+c−x)+b+x
3

neân neáu x = min{x, b, a + c − x} hoaëc x =
max{x, b, a+c−x} thì a+c−x = b = x neân f(a+c−x, b, x, d) = f(x, x, x, d)
vaø baøi toaùn chæ coøn 1 bieán.
Giaû söû ngöôïc laïi, khi ñoù coù hai tröôøng hôïp:

b < x < a + c − x (2) hoaëc a + c − x < x < b (3)
Laïi söû duïng meänh ñeà cho ta:
(2) :f(a + c − x, b, x, d) ≥ f(x, a + b + c − 2x, x, d) = f(x, x, x, d) hoaëc
(3) :f(a + c − x, b, x, d) ≥ f(a + b + c − 2x, x, x, d) = f(x, x, x, d)
Noùi chung trong tröôøng hôïp naøo ta cuõng coù

f(x, b, a + c − x, d) ≥ f(x, x, x, d) (2)

Töø (1) vaø (2) suy ra f(a, b, c, d) ≥ f(x, x, x, d). Ñeå giaûi quyeát baøi toaùn 1 bieán,
ta thay x = x+y+z

3
= 4−d

3
vaø chöùng minh:

f(
4 − d

3
,
4 − d

3
,
4 − d

3
, d) ≥ 0 (4)

Thaät vaäy:

(4) ⇔ 1

729
(d6 − 22d5 + 223d4 − 1268d3 + 4210d2 − 7564d + 6364)(d − 1)2 ≥ 0

Baát ñaúng thöùc cuoái ñuùng neân ta coù ñieàu phaûi chöùng minh.

*Nhaän xeùt: Vieäc ñoåi bieán tröôùc khi doàn bieán cuûa caâu a) laø khaù kì laï vaø
ñem laïi hieäu quaû khoâng ngôø. Kó thuaät doàn veà 3 bieán baèng nhau cuûa caâu b)
laø raát maïnh, vaø hoaøn toaøn sô caáp (bôûi soá böôùc doàn bieán chæ laø höõu haïn). Kó
thuaät naøy coù theå öùng duïng cöïc toát cho caùc baøi 4 bieán. Hôn theá, ôû phaàn sau
noù seõ ñöôïc môû roäng ñeå giaûi quyeát baøi toaùn vôùi n bieán.

Cuoái cuøng, chuùng ta ñeán vôùi moät ví duï cho tröôøng hôïp doàn bieán ra
bieân. Ñaây cuõng laø moät baøi toaùn cuûa anh Phaïm Kim Huøng.

Baøi toaùn 4. Cho a, b, c, d ≥ 0 . Chöùng minh raèng:

a

b2 + c2 + d2
+

b

a2 + c2 + d2
+

c

a2 + b2 + d2
+

d

a2 + b2 + c2
≥ 4

a + b + c + d
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Lôøi giaûi: Xeùt

f(a, b, c, d) =
∑

4

a

b2 + c2 + d2
− 4

a + b + c + d

Giaû söû a ≥ b ≥ c ≥ d. Ta coù:

f(a, b, c, d) − f(a, b,
√

a2 + b2, 0)

=
c

a2 + b2 + d2
+

d

a2 + b2 + c2
− 4

a + b + c + d

−(

√
c2 + d2

a2 + b2
− 4

a + b +
√

a2 + b2
)

(do a2 + b2 ≥ c2 + d2 neân deã thaáy BÑT treân ñuùng)

Vaäy vaán ñeà coøn laïi laø chöùng minh f(a, b,
√

c2 + d2, 0) ≥ 0. BÑT cuoái chöùng
minh khoâng khoù neân xin nhöôøng laïi cho baïn ñoïc.

*Nhaän xeùt: Caùch doàn bieán ôû treân nhaèm baûo toaøn toång a2 + b2 + c2 + d2.
Taát nhieân, vieäc naøy cuõng khoâng phaûi laø ñieàu quaù quan troïng, bôûi neáu thích caùc
baïn cuõng coù theå baûo toaøn a + b + c + d baèng caùch chöùng minh f(a, b, c, d) ≥
f(a+b

2
+ a+b

2
, c, d), sau ñoù ñaùnh giaù

f(t, t, c, d) ≥ 2t

t2 + (c + d)2
+

c + d

( c+d
2

)2 + 2t2
− 4

2t + c + d

=
x

x2/4 + y2
+

y

y2/4 + x2/2
− 4

x + y
(trong ñoù x = 2t, y = c + d)

Böôùc cuoái cuøng laø f(x, y) ≥ 0 (chöùng minh caùi naøy khoâng khoù caùc baïn coù theå
giaû söû x + y = 1 cho goïn)

Ñeán ñaây chuùng ta taïm keát thuùc phaàn doàn bieán cho BÑT ”cuï theå” (coù
3 hoaëc 4 bieán) ñeå böôùc sang phaàn doàn bieán cho BÑT n bieán. Nhö chuùng
ta seõ thaáy, ñaây laø moät lónh vöïc khoù hôn haún. Tuy nhieân caùc kó thuaät chính
ñeàu ñaët neàn taûng thoâng qua vieäc khaûo saùt BÑT ”cuï theå”, maø ñaëc bieät laø
nhöõng tö töôûng manh nha khi khaûo saùt BÑT 4 bieán.
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6. Doàn bieán baèng haøm loài.

Caùc baïn thaân meán, phöông phaùp doàn bieán maø chuùng ta ñaõ tìm hieåu
trong caùc muïc tröôùc khoâng phaûi laø töø treân trôøi rôi xuoáng. Thaät ra yù töôûng
doàn bieán ñaõ theå hieän raát roõ ngay trong caùc BÑT coå ñieån. Do ñoù neáu xeáp
theo doøng chaûy thôøi gian thì leõ ra muïc naøy phaûi ñöôïc neâu ra ngay töø ñaàu.
Tuy nhieân, chuùng toâi nghó laø seõ thuù vò hôn neáu chuùng ta trôû laïi goác reã sau
khi caùc baïn ñaõ caûm nhaän doàn bieán nhö laø moät phöông phaùp ”hieän ñaïi”.
Moät trong nhöõng coâng cuï chính ñeå doàn bieán trong caùc BÑT ”daïng coå

ñieån” laø haøm loài. Ñaây laø moät khaùi nieäm quen thuoäc, tuy nhieân ñeå tieän lôïi
cho baïn ñoïc chuùng toâi xin nhaéc laïi.

Ñònh nghóa: Moät haøm soá f : [a, b] → R ñöôïc goïi laø loài neáu:

f(tx + (1 − ty)) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y),∀x, y ∈ [a, b],∀t ∈ [0, 1]

*Nhaän xeùt:
1) Neáu f khaû vi 2 laàn thì moät tieâu chuaån raát quan troïng ñeå kieåm tra tính loài
laø f ′′(x) ≥ 0,∀x ∈ (a, b).
2) Neáu f loài thì f lieân tuïc. Ngöôïc laïi, neáu f lieân tuïc thì tính loài cuûa f laø
töông ñöông vôùi ñieàu coù veû ”yeáu hôn” laø: f(x+y

2
) ≤ f(x)+f(y)

2
.

Caùc baïn coù theå thaáy, ñònh nghóa haøm loài ñaõ ñaùnh ngay vaøo muïc tieâu
doàn bieán. Chuùng ta coù ngay keát quaû quen thuoäc sau:

Ñònh lyù: (BÑT Jensen) Cho f laø haøm soá loài [a, b] → R.
(i) Vôùi xi laø n soá thuoäc [a, b] ta coù:

f(
x1 + x2 + ... + xn

n
) ≤ f(x1) + f(x2) + ... + f(xn)

n

(ii) Vôùi xi laø n soá thuoäc A vaø λi laø n soá khoâng aâm coù toång baèng 1 ta coù:

f(λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + ... + λ1f(xn)

Nhöõng keát quaû treân laø quen thuoäc vaø chuùng toâi boû qua chöùng minh.
Thay vaøo ñoù chuùng toâi daãn ra ñaây moät chöùng minh cho BÑT Cauchy baèng
caùch duøng haøm loài. Nhaéc laïi:
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Baøi toaùn 1. (BÑT Cauchy) Cho n soá thöïc döông xi. Chöùng minh raèng:

x1 + x2 + ... + xn

n
≥ n

√
x1x2...xn

Lôøi giaûi:
Laáy logarit 2 veá, ta chuyeån veà daïng:

ln(
x1 + x2 + ... + xn

n
) ≥ ln(x1) + ln(x2) + ... + ln(xn)

n

Haøm soá f(x) = ln(x) ñi töø R+ → R khaû vi 2 laàn vaø f ′′(x) = −x−2 < 0,∀x >
0. Do vaäy haøm g(x) = −f(x) seõ thoûa g′′(x) > 0,∀x > 0. Vaäy g loài. Töø ñoù,
aùp duïng BÑT Jensen ta coù ngay ñieàu phaûi chöùng minh.

*Nhaän xeùt: Moät caùch khaùc raát thoâng duïng duøng ñeå chöùng minh BÑT Cauchy,
ñoù laø chöùng minh quy naïp theo n. Caùch laøm ñoù raát hay, ñeán noãi ta coù caûm
giaùc laø ”caùi gì ñuùng cho n = 2 thì cuõng ñuùng cho n tuøy yù”. Caùc baïn haõy
quan saùt kó caùch chöùng minh ñoù, roài chöùng minh laïi BÑT Jensen, caùc baïn seõ
thaáy haøm loài laø moät toång quaùt noùi leân baûn chaát cuûa vaán ñeà.

Haøm loài coù theå öùng duïng trong raát nhieàu BÑT coå ñieån, vaø nhöõng BÑT
coå dieån naøy laïi giaûi quyeát ñöôïc raát nhieàu baøi toaùn khaùc. Taát nhieân, noù
khoâng phaûi laø moät coâng cuï ”vaïn naêng”, tuy nhieân neáu bieát söû duïng kheùo
leùo thì söùc maïnh cuûa noù khoâng nhoû. Chuùng toâi daãn ra ñaây moät ví duï cho
thaáy chuùng ta khoâng theå aùp duïng haøm loài ñeå cho ngay keát quaû, song noù
giuùp giaûi quyeát ñöôïc moät tröôøng hôïp quan troïng maø caùc tröôøng hôïp coøn laïi
coù theå chöùng minh ñôn giaûn baèng caùch naøy hay caùch khaùc.

Baøi toaùn 2. Cho caùc soá thöïc x, y, z coù toång baèng 1. Chöùng minh raèng:

x

1 + x2
+

y

1 + y2
+

z

1 + z2
≤ 9

10

Lôøi giaûi:
Xeùt f(t) = t

1+t2
thì BÑT caàn chöùng minh töông ñöông:

f(x) + f(y) + f(z) ≤ 3f(
x + y + z

3
)
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Do ñoù, neáu −f laø haøm loài thì coi nhö baøi toaùn ñöôïc giaûi quyeát.
Ta coù:

−f ′′(t) =
2t(3 − t2)

(1 + t2)3

neân −f ′′(t) ≥ 0,∀t ∈ [0,
√

3]. Vaäy neáu x, y, z ∈ [0,
√

3] thì baøi toaùn ñöôïc giaûi
quyeát.
Trong tröôøng hôïp coøn laïi thì chaéc chaén ta seõ coù daáu BÑT thöïc söï. Do

vaäy cöù vieäc chia thaønh nhieàu tröôøng hôïp con ñeå xeùt.
Coù theå giaû söû x ≥ y ≥ z löu yù x + y + z = 1 vaø x, y, z /∈ [0, 1] neân z phaûi

aâm suy ra f(z) < 0
*Neáu y aâm suy ra x döông vaø f(y) < 0, ta coù f(x) + f(y) + f(z) < f(x) <
1/2 < 9/10
*Neáu y döông suy ra x döông vaø löu yù f(y), f(x) nghòch bieán treân [

√
3,+∞]

do ñoù f(x) + f(y) + f(z) < f(x) + f(y) < f(
√

3) + f(
√

3) < 9/10
Baøi toaùn chöùng minh xong.

*Nhaän xeùt: Taát nhieân lôøi giaûi treân chöa phaûi laø ngaén goïn so vôùi nhieàu
lôøi giaûi khaùc cho baøi toaùn naøy maø chuùng toâi ñöôïc bieát. Tuy nhieân tö töôûng
cuûa noù hoaøn toaøn trong saùng. ÔÛ ñaây, neáu thay vì mong muoán doàn bieán toaøn
cuïc (doàn 1 laàn 3 bieán) baèng vieäc hi voïng hôïp lyù hôn laø doàn ñöôïc 2 bieán veà
baèng nhau thì lôøi giaûi seõ ngaén hôn. Thaät vaäy, neáu coù 2 trong 3 bieán x, y, z
thuoäc ñoaïn [0,

√
3] thì duøng haøm loài ta doàn ñöôïc 2 bieán naøy veà baèng nhau, vaø

baøi toaùn chæ coøn 1 bieán, xem nhö giaûi quyeát xong. Trong phaàn coøn laïi thì vieäc
chia tröôøng hôïp seõ ñôn giaûn hôn. Nhö vaäy, chuùng ta coù theâm moät kó thuaät ñeå
doàn 2 bieán veà baèng nhau laø söû duïng haøm loài.
Maëc duø ñaây laø moät coâng cuï toát, nhöng moät ñieåm yeáu raát deã nhaän ra laø

trong BÑT, caùc bieán phaûi naèm trong caùc bieåu thöùc ñoäc laäp nhau (ñeå coù theå
vieát thaønh daïng f(x1) + ... + f(xn)). Trong khi ñoù, nhöõng BÑT maø ta ñaõ gaëp
phaàn lôùn khoâng coù ñieàu ñoù, vaø ta seõ phaûi laøm vieäc vôùi daïng toång quaùt hôn
laø f(x1, ..., xn). Chuùng ta seõ phaûi thieát laäp caùc keát quaû veà doàn bieán cho daïng
toång quaùt naøy ôû muïc sau.

Nhö ñaõ noùi ôû treân, vôùi haøm loài thì yù töôûng doàn caùc bieán veà baèng nhau
theå hieän ngay töø ñònh nghóa. Tuy nhieân, ñieàu baát ngôø laø kó thuaät doàn bieán
ra bieân cuõng coù theå thöïc hieän thoâng qua haøm loài. Caùc baïn coù theå thaáy ngay
ñieàu ñoù qua keát quaû sau ñaây:
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Ñònh lyù: Cho f : [a, b] → R laø moät haøm loài. Khi ñoù:

f(x) ≤ max{f(a), f(b)},∀x ∈ [a, b]

Chöùng minh:
Vì f lieân tuïc neân f ñaït giaù trò lôùn nhaát taïi x0 ∈ [a, b]. Xeùt khi |x0− a| ≤

|x0 − b| (nghóa laø x0 gaàn a hôn b). Thì x1 = 2x0 − a ∈ [a, b]. Khi ñoù theo
ñònh nghóa haøm loài ta coù:

f(a) + f(x1) ≥ 2f(
a + x1

2
) = 2f(x0)

suy ra f(a) = f(x0). Vôùi x0 gaàn b hôn a thì chöùng minh töông töï.

*Nhaän xeùt: Ñeå caùc baïn coù theå caûm nhaän ”caùi ñuùng” cuûa ñònh lyù treân chuùng
toâi seõ neâu ra moät hình aûnh khi f ′′(x) > 0,∀x ∈ (a, b). Khi ñoù, f ′ ñoàng bieán
neân chæ coù toái ña 1 nghieäm treân (a, b), noùi caùch khaùc laø chæ ñoåi daáu toái ña 1
laàn. Do ñoù f seõ rôi vaøo caùc tröôøng hôïp sau ñaây: ñoàng bieán, nghòch bieán, ”ñi
leân roài ñi xuoáng”, hoaëc ”ñi xuoáng roài ñi leân”. Vaø trong tröôøng hôïp naøo ta
cuõng thu ñöôïc keát quaû caàn thieát. (Moät chöùng minh khaùc trong tröôøng hôïp naøy
laø giaû söû f ñaït cöïc ñaïi taïi x0 ∈ (a, b) thì f ′′(x0) ≤ 0, maâu thuaãn.)

Chuùng toâi seõ daãn ra ñaây 2 baøi toaùn maø chuùng thöïc söï laø caùc baøi toaùn
khoù cho duø giaûi baèng bieán ñoåi ñaïi soá hay quy naïp.

Baøi toaùn 3. Cho 0 < p < q, vaø n soá thöïc xi ∈ [p, q]. Chöùng minh raèng:

(x1 + x2 + ... + xn)(
1

x1
+

1

x2
+ ... +

1

xn
) ≤ n2 +

[
n2

4

]
(p − q)2

pq

trong ñoù kí hieäu [x] laø chæ phaàn nghuyeân cuûa x

(*Ghi chuù: Ñaây laø moät baøi toång quaùt, trong ñoù tröôøng hôïp n = 5 laø baøi
USAMO 77, coøn n = 3 laø ñeà thi Olympic 30 − 4 naêm 2001 )

Lôøi giaûi:
Töø giaû thieát xi ∈ [p, q], ta deã daøng ñoaùn raèng: GTLN seõ ñaït ñöôïc khi

xi ∈ [p.q] vôùi moïi i. Khi ñoù, g/s trong n soá xi coù k soá p vaø n − k soá q thì:

V T = (kp + (n − k)q)(
k

q
+

n − k

q
) = k2 + (n − k)2 + k(n − k)(

p

q
+

q

p
)
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= n2 + k(n − k)
(p − q)2

pq
= n2 +

1

4

[
n2 − (n − 2k)2

] (p − q)2

pq

Vì k nguyeân neân n2−(n−2k)2 ≤ n2 (khi n chaún) vaø n2−(n−2k)2 ≤ n2−1
(khi n leû). Töø ñoù, ta thu ñöôïc BÑT ban ñaàu ñoàng thôøi chæ ra luoân tröôøng
hôïp daáu baèng xaûy ra.
Ñeán ñaây, ta chôït nhaän ra: maáu choát cuûa vaán ñeà chæ laø nhaän xeùt: ”GTLN

seõ ñaït ñöôïc khi xi = p hoaëc xi = q vôùi moïi i”. Vaø thaät baát ngôø, nhaän xeùt
naøy chöùng minh raát deã.
Vôùi moïi i, ta xem veá traùi laø moät haøm theo xi, ta seõ chöùng toû: f(xi) ≤

max{f(p), f(q)} , vaø daáu baèng xaûy ra khi vaø chæ khi xi ∈ {p, q}.
Ta coù: f(x) = Ax+ B

x
+C . Coù theå khaûo saùt haøm ñeå ra ngay keát quaû (suy

ra luoân daáu baèng xaûy ra khi xi ∈ {p, q}). Song ôû ñaây trình baøy moät caùch sô
caáp hôn. Ñeå yù:

f(xi) − f(p) = (xi − p)(A − B

xip
)

f(xi) − f(q) = (xi − q)(A− B

xiq
)

Töø ñoù neáu f(xi) > max{f(p), f(q)} thì roõ raøng xi /∈ {p, q} vaø:

A − B

xip
> 0, A − B

xiq
⇒ B

xip
< A <

B

xiq

maâu thuaãn p < q. Vaäy f(xi) ≤ max{f(p), f(q)}.
Caàn noùi theâm veà tröôøng hôïp daáu baèng: g/s f(xi) = max{f(p), f(q)} maø

xi /∈ {p, q}. Neáu f(xi) = f(p) thì A = B
xip

> B
xip
, khi ñoù f(xi) − f(p) < 0

(maâu thuaãn). Töông töï, neáu f(xi) = f(q) cuõng maâu thuaãn. Vaäy f(xi) =
max{f(p), f(q)} töông ñöông vôùi xi ∈ {p, q}

*Nhaän xeùt: Ta coù baøi toaùn môû roäng sau:
”Cho ai ∈ [a,A], bi ∈ [b,B] vôùi 0 < a ≤ A vaø 0 < b ≤ B. Tìm giaù trò lôùn

nhaát cuûa

T =
(a2

1 + ... + a2
n)(b

2
1 + ... + b2

n)

a1b1 + ... + anbn
.”

Nhaø toaùn hoïc Polya ñaõ cho moät chaën treân laø: 1
4

(√
AB
ab

+
√

ab
AB

)2

Baøi toaùn treân mang yù nghóa laø tìm chaën treân cuûa BÑT Bunhacoâpski,

35



moät ñieàu raát töï nhieân ñöôïc ñaët ra laø chaën treân cuûa BÑT Coâsi laø gì ? Neáu
baïn toø moø thì haõy xem tieáp baøi toaùn sau ñaây:

Baøi toaùn 4. (Phan Thaønh Nam) Cho 0 < a < b, vaø n soá thöïc xi ∈ [p, q].
Chöùng minh raèng:

T =
x1

x2
+

x2

x3
+ ... +

xn

x1
≤ n +

[n
2

] (p − q)2

pq

Lôøi giaûi:
Vôùi moïi i, thay xi bôûi p hay q thì ít nhaát moät tröôøng hôïp T phaûi taêng

leân, vaø neáu T khoâng taêng thì buoät xi ∈ {p, q}.

Cho i chaïy töø 1 tôùi n, vôùi moãi i ta thay xi bôûi p hay q sao cho T taêng
leân (hoaëc giöõ nguyeân neáu hai tröôøng hôïp ñeàu khoâng taêng)

Sau böôùc bieán ñoåi treân ta ñaõ coù xi ∈ [p, q] vôùi moïi i. Neáu xi = q vôùi moïi
i thì T = n, khoâng phaûi GTLN, do ñoù chæ caàn xeùt khi ∃xi = p.Do hoaùn vò
voøng quanh neân coù theå giaû söû x1 = p. Khi ñoù baát keå x3 = p hay q ta thay
x2 bôûi q thì T vaãn khoâng giaûm. Sau khi thay x2 bôûi q ta laïi thay x3 bôûi p
thì T vaãn khoâng giaûm ... Cöù nhö vaäy ta xen keõ p, q cho tôùi soá xn thì T vaãn
khoâng giaûm. Sau khi thöïc hieän quaù trình nhö treân luùc naøy ta coù

T =
n

2
(
p

q
+

q

p
) (neáu n chaün) vaø T =

n − 1

2
(
p

q
+

q

p
) + 1 (neáu n leû)

Ta vieát laïi 2 tröôøng hôïp döôùi daïng:

T = n +
[n
2

] (p − q)2

pq
,∀n

vaø ñaây chính laø veá phaûi BÑT caàn chöùng minh. Ñaúng thöùc xaûy ra khi
xi ∈ {p, q} vaø xen keõ keå töø x1 tôùi xn (khoâng keå voøng xn, x1). Baøi toaùn ñeán
ñaây ñöôïc giaûi quyeát troïn veïn !

Nhö vaäy, chuùng ta coù theå thaáy yù töôûng doàn bieán ñaõ xuaát hieän raát sôùm
ngay trong caùch tieáp caän coå ñieån. Chuùng ta ñaõ gaëp laïi 2 kó thuaät doàn bieán
quan troïng ôû caùc muïc tröôùc laø: doàn bieán veà taâm vaø doàn bieán ra bieân. Ñaëc
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bieät trong tröôøng hôïp cöïc trò ñaït ñöôïc taïi taâm, haøm loài coøn cho ta moät kieåu
doàn bieán nöõa raát thuù vò maø chuùng ta seõ tìm hieåu ôû muïc sau. Maëc duø vôùi
moät loaït caùc baøi BÑT xuaát hieän gaàn ñaây thì coù veû nhö coâng cuï coå ñieån laø
khoâng ñuû (hoaëc raát khoù khaên), nhöng moät laàn nöõa, chuùng toâi nhaán maïnh
taàm quan troïng cuûa nhöõng yù töôûng ”coå ñieån”, maø döïa vaøo ñoù chuùng ta môùi
coù theå ”ñöùng treân vai nhöõng ngöôøi khoång loà”.

7. Doàn bieán veà giaù trò trung bình.

Cho ñeán baây giôø, trong phöông phaùp doàn bieán cuûa chuùng ta, soá laàn
thöïc hieän thao taùc doàn bieán luoân laø höõu haïn, nhôø ñoù lôøi giaûi laø roõ raøng vaø
hoaøn toaøn sô caáp. Ñaây laø moät ñieàu raát toát maø chuùng toâi muoán duy trì tieáp
tuïc trong muïc naøy.
Tröôùc heát, chuùng toâi giôùi thieäu theâm moät caùch doàn bieán nöõa daønh cho

haøm loài. Ta seõ goïi ñaây laø kó thuaät doàn bieán veà giaù trò trung bình, maø caùc
baïn seõ thaáy roõ ñieàu ñoù qua keát quaû sau:

Ñònh lyù: Cho f laø haøm loài [a, b] → R. Ta coù:

f(a) + f(b) ≥ f(x) + f(a + b − x),∀x ∈ [a, b]

Chöùng minh:
Vì x ∈ [a, b] neân: x = ta + (1 − t)b vôùi t ∈ [0, 1]. Khi ñoù: a + b − x =

(1 − t)a + tb. AÙp duïng ñònh nghóa haøm loài, ta coù:

f(x) + f(a + b − x) = f(ta + (1 − t)b) + f((1 − t)a + tb)

≤ [tf(a) + (1 − t)f(b)] + [(1 − t)f(a) + tf(b)] = f(a) + f(b)

ÖÙng duïng keát quaû naøy, ta coù ngay chöùng minh cho BÑT Jensen. Nhaéc laïi:

Ñònh lyù: (BÑT Jensen) Cho f laø haøm soá loài [a, b] → R. Thì vôùi xi ∈ [a, b]
laø n soá coù trung bình coäng baèng T, ta coù:

f(x1) + f(x2) + ... + f(xn) ≥ nf(T )

Chöùng minh:
Ta cho thöïc hieän thuaät toaùn sau:

*Böôùc 1: Neáu xi = T,∀i thì döøng laïi. Neáu khoâng thì qua böôùc 2.

37



*Böôùc 2: Vì khoâng coù xi = T,∀i neân phaûi coù 1 bieán lôùn hôn hôn T vaø
1 bieán nhoû hôn T, maø ta coù theå giaû söû laø x1 > T > x2. Khi ñoù thay boä
(x1, x2, ..., xn) bôûi boä (T, x1 + x2 − T, ..., xn). Sau ñoù trôû laïi böôùc 1.
Nhö vaäy moãi laàn thöïc hieän böôùc 2 thì boä môùi cuõng coù trung bình coäng

laø T, tuy nhieân noù laøm cho bieåu thöùc f taêng leân. Maët khaùc moãi laàn thöïc
hieän böôùc 2 thì soá bieán baèng T taêng leân ít nhaát laø 1, do ñoù sau höõu haïn (coù
theå laáy laø n − 1) laàn thöïc hieän böôùc 2, ta seõ phaûi döøng laïi ôû böôùc 1. Chuù yù
laø trong quaù trình thay theá thì bieåu thöùc f taêng leân, do vaäy ta coù ñieàu phaûi
chöùng minh.

Vaäy laø chuùng ta coù theâm moät caùch doàn bieán môùi. Sôõ dó chuùng toâi
khoâng döa caùch doàn bieán naøy ra ôû caùc muïc tröôùc, laø vì noù chæ coù giaù trò khi
doàn bieán veà taâm, maø khi ñoù vôùi n = 3 thì kó thuaät doàn 2 bieán veà baèng
nhau ñaõ ñuû söû duïng. Tuy nhieân, kó thuaät naøy seõ phaùt huy taùc duïng khi soá
bieán taêng leân, cuï theå laø vôùi tröôøng hôïp n bieán toång quaùt. Lyù do khaù ñôn
giaûn: trong BÑT vôùi n bieán, cho duø ta doàn ñöôïc 2 bieán veà baèng nhau thì
cuõng chöa thu ñöôïc gì ñaùng keå, vaø trong tröôøng hôïp ñoù thì sau höõu haïn laàn
doàn bieán vaãn khoâng theå ñöa ñöôïc veà tröôøng hôïp 1 bieán (chöù chöa noùi laø
ñöa ñöôïc veà tröôøng hôïp caùc bieán baèng nhau). Tuy nhieân, neáu söû duïng kó
thuaät doàn bieán ra bieân hoaëc doàn bieán veà giaù trò trung bình thì tình hình
laïi khaùc: sau moãi laàn doàn bieán thì soá löôïng bieán coù giaù trò coá ñònh taêng leân
(laø giaù trò taïi bieân hoaëc giaù trò trung bình), do ñoù chæ caàn höõu haïn laàn doàn
bieán ta seõ ñöa ñöôïc taát caû caùc bieán veà caùc giaù trò coá ñònh vaø baøi toaùn xem
nhö giaûi quyeát xong.
Taát nhieân, khaû naêng ñeå coù theå doàn 1 bieán baát kì veà bieân hoaëc giaù trò

trung bình laø khoâng cao. Tuy nhieân, caùi quan troïng laø tinh thaàn cuûa noù:
doàn 1 bieán veà giaù trò coá ñònh. Baïn ñoïc coù theå thaáy yù töôûng naøy cöïc kì hieäu
quaû trong tröôøng hôïp 4 bieán (xem caâu c), Baøi toaùn 3, $5). Trong muïc naøy,
chuùng toâi tieáp tuïc giôùi thieäu 2 baøi toaùn khaùc, maø trong ñoù yù töôûng doàn bieán
veà giaù trò trung bình ñaõ cho lôøi giaûi baát ngôø. Ñaây laø 2 baøi toaùn ñaëc saéc cuûa
anh Phaïm Kim Huøng, maø vieäc giaûi quyeát chuùng ñaõ ñem laïi cho chuùng toâi
nhieàu yù töôûng môùi cho phöông phaùp doàn bieán.
Baøi toaùn 1. Cho n soá thöïc döông a1, a2, ..., an coù tích baèng 1 . Chöùng minh
raèng vôùi k = 4(n − 1) ta luoân coù:

1

a1

+
1

a2

+ ... +
1

an

+
k

a1 + a1 + ... + an

≥ n +
k

n
(1)

Lôøi giaûi:
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Vôùi n = 1, n = 2 thì baøi toaùn ñôn giaûn, neân döôùi ñaây ta xeùt khi n ≥ 3.
Tröôùc heát, ta khaûo saùt caùc tröôøng hôïp coù theå doàn bieán vaø ruùt ra:

Meänh ñeà 1: Kí hieäu f(a1, a2, ..., an) laø bieåu thöùc veá traùi BÑT caàn chöùng
minh.
(i) Neáu a1 ≤ x ≤ a2 vaø a1a2 ≤ 1 thì

f(a1, a2, ..., an) ≥ f(x,
a1a2

x
, a3, ..., an)

(ii) Neáu (1 − a1)(1 − a2)[ka1a2 − (
∑n

i=1 ai)(
∑n

i=3 ai + a1a2 + 1)] ≥ 0 thì

f(a1, a2, ..., an) ≥ f(1, a1a2, a3, ..., an)

(iii) Neáu a1, a2 ≥ 1 ≥ a3 thì:

f(a1, a2, ..., an) ≥ min{f(1, a1a2, a3, ..., an), f(1, a2, a1a3, a1ai, ..., an)}

Chöùng minh meänh ñeà 1:
Ñeå vieát cho goïn ta ñaët A =

∑n
i=3 ai.

(i) Ta coù:

f(a1, a2, ..., an) − f(x,
a1a2

x
, a3, ..., an)

=
1

a1
+

1

a2
− 1

x
− x

a1a2
+

k

A + a1 + a2
− k

A + x + a1a2

x

=
(x − a1)(a2 − x)[(A + a1 + a2)(A + x + a1a2

x
) − ka1a2]

a1a2(A + a1 + a2)(A + x + a1a2

x
)

Theo BÑT Cauchy:

(A + a1 + a2)(A + x +
a1a2

x
)) ≥ n2 ≥ 4(n − 1) = k ≥ ka1a2

vaø ta coù ñpcm.
(ii) Cuõng töø ñaúng thöùc ôû treân cho x = 1 ta coù:

f(a1, a2, ..., an) − f(1, a1a2, a3, ..., an)

=
(1 − a1)(1 − a2)[ka1a2 − (A + a1 + a2)(A + a1a2 + 1)]

a1a2(A + a1 + a2)(A + a1a2 + 1

vaø ta coù ñpcm.
(iii) Xeùt hai tröôøng hôïp:
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Tröôøng hôïp 1: Neáu ka1a2 ≥ (
∑n

i=1 ai)((
∑n

i=3 ai + a1a2 +1)]) thì duøng (ii) ta
coù f(a1, a2, ..., an) ≥ f(1, a1a2, a3, ..., an).
Tröôøng hôïp 2: Neáu ka1a2 ≤ (

∑n
i=1 ai)((

∑n
i=3 ai+a1a2+1)]) thì vì a3 ≤ 1 ≤ a2

neân:

ka1a3 ≤ (
n∑

i=1

ai)(
∑

i 6=1,3

ai + a1a3 + 1)

(thaät vaäy:
∑

i 6=1,3 ai + a1a3 + 1

a1a3
=

∑n
i=1 ai − a1 − a3 + 1

a1a3
+ 1

≥
∑n

i=1 ai − a1 − a2 + 1

a1a2
+ 1 =

∑n
i=3 ai + a1a2 + 1

a1a2
)

Do ñoù, duøng (ii) ta coù: f(a1, a2, ..., ai, ..., an) ≥ f(1, a2, ..., a1ai, ..., an).
Meänh ñeà 1 chöùng minh xong! Noù seõ cho pheùp ta ñöa baøi toaùn veà 1 bieán.

Meänh ñeà 2: Ta seõ luoân ñöa ñöôïc baøi toaùn veà tröôøng hôïp coù n − 1 bieán
baèng nhau vaø ≤ 1.
Chöùng minh meänh ñeà 2:
*Böôùc 1: Ñöa veà tröôøng hôïp coù n − 1 bieán ≤ 1.
Giaû söû coøn coù nhieàu hôn 1 bieán lôùn hôn 1, maø ta coù theå giaû söû laø a1, a2.

Thì söû duïng meänh ñeà 1 (iii) ta luoân coù theå thay boä (a1, ..., an) bôûi 1 boä khaùc,
vaãn coù tích baèng 1, laøm cho f khoâng taêng, vaø hôn nöõa coù soá bieán baèng 1
taêng leân ít nhaát laø 1. Do ñoù sau höõu haïn laàn thay (khoâng quaù n − 1) ta seõ
coù ñöôïc n − 1 bieán ≤ 1.
*Böôùc 2: Ñöa n − 1 bieán ≤ 1 veà baèng nhau.
Giaû söû a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an−1 ≤ 1 laø n − 1 bieán coù trung bình nhaân laø

x. Neáu n − 1 bieán naøy chöa baèng nhau thì a1 < x < an−1 vaø duøng meänh
ñeà 1 (i) ta coù theå thay boä (a1, a2, ..., an−1, an) bôûi (x, a2, ...,

a1an−1

x
, an). Khi

ñoù f khoân giaûm vaø soá bieán baèng x taêng leân ít nhaát laø 1. Ta cuõng löu yù laø
a1an−1

x
≤ a1

x
≤ 1 (vì a1 laø soá nhoû nhaát trong n− 1 soá a1, ..., an−1 neân a1 ≤ x),

do ñoù vieäc thay theá naøy vaãn ñaûm baûo n−1 bieán ñeàu ≤ 1, ñieàu ñoù cho pheùp
vieäc thay theá coù theå thöïc hieän lieân tieáp. Vaäy sau höõu haïn (khoâng quaù n−1)
laàn thay theá ta seõ coù n − 1 bieán ≤ 1 ñeàu baèng nhau.

Cuoái cuøng, ta giaûi quyeát baøi toaùn 1 bieán, töùc laø chöùng minh:

f(x, x, ..., x,
1

xn−1
) ≥ f(1, 1, ..., 1) vôùi x ≤ 1
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Ñaët:

g(x) := f(x, x, ..., x,
1

xn−1
) =

n − 1

x
+ xn−1 +

k

(n − 1)x + 1
xn−1

vôùi x ∈ (0, 1].
Ta coù:

g′(x) = −n − 1

x2
+ (n − 1)xn−2 −

k[n − 1 − n−1
xn ]

((n − 1)x + 1
xn−1 )2

= (n − 1)
xn − 1

x2

(
(n − 1)xn − 1

(n − 1)xn + 1

)2

löu yù laø k = 4(n − 1)

Ta thaáy ngay g(x) ≤ 0 vôùi x ∈ (0, 1], neân g(x) ≥ g(1) vaø ta coù ñpcm.
Baøi toaùn chöùng minh xong!

*Ghi chuù: Baøi toaùn ban ñaàu cuûa anh Phaïm Kim Huøng laø vôùi k = 3n, n ≥ 4.
Keát quaû ôû ñaây maïnh hôn, vaø nhö caùc baïn thaáy trong chöùng minh cho tröôøng
hôïp 1 bieán thì soù k = 4(n − 1) ”hôïp lyù” hôn.

Baøi toaùn 2. Cho n soá thöïc döông a1, a2, ..., an coù tích baèng 1. Chöùng minh
raèng:

(1 + a2
1)(1 + a2

2)...(1 + a2
n) ≤

2n

n2n−2
(a1 + a2 + ... + an)

2n−2

Lôøi giaûi:
Vôùi n = 1, n = 2 thì ñôn giaûn neân ta chöùng minh cho n ≥ 3. Ta

thaáy baøi toaùn töông ñöông vôùi f(a1, a2, ..., an) ≥ 0 vaø cuõng töông ñöong vôùi
g(a1, a2, ..., an) ≥ 0, trong ñoù:

f(a1, a2, ..., an) = k(a1 + a2 + ... + an)
2n−2 − (1 + a2

1)(1 + a2
2)...(1 + a2

n)

g(a1, a2, ..., an) = ln(k) + (2n − 2) ln(a1 + a2 + ... + an)+

− ln(1 + a2
1) − ln(1 + a2

2) − ...− ln(1 + a2
n)

(veà vieäc taïi sao phaûi xeùt caû f vaø g seõ bình luaän ôû sau)
Khaûo saùt sô boä caùc tröôøng hôïp coù theå doàn bieán, ta coù:

•Meänh ñeà 1:
(i) Neáu a1 ≥ 1 ≥ a2, a3 thì:

f(a1, a2, ..., an) ≥ min{f(1, a1a2, a3, ..., an), f(a1, 1, a2a3, ..., an)}
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(ii) Neáu a1 = max{ai}n
i=1 vaø a1 ≥ x ≥ a2 ≥ 1 thì:

g(a1, a2, ..., an) ≥ g(x,
a1a2

x
, a3, ..., an)

Chöùng minh meänh ñeà 1:
(i) Xeùt caùc hieäu

f(a1, a2, ..., an) − f(1, a1a2, a3, ..., an)

= ks2n−2 − ku2n−2 + [2(1 + a2
1a

2
2) − (1 + a2

1)(1 + a2
2)](1 + a2

3)...(1 + a2
n)

(vôùi s = a1 + a2 + ... + an, u = 1 + a1a2 + ... + an)

= k(a1 + a2 − 1 − a1a2)(s
2n−3 + s2n−4u + ... + u2n−3)+

+(1 − a2
1)(1 − a2

2)(1 + a2
3)...(1 + a2

n)

= −(1 − a1)(1 − a2)[k(s2n−3 + ... + u2n−3)+

−(1 + a1)(1 + a2)(1 + a2
3)...(1 + a2

n)]

Söû duïng laïi ñaúng thöùc ôû treân vôùi a3 ñoåi choã cho a1, ta coù:

f(a1, a2, ..., an) − f(a1, 1, a2a3, ..., an)

= −(1 − a2)(1 − a3)[k(s2n−3 + ... + v2n−3)+

−(1 + a2)(1 + a3)(1 + a2
1)(1 + a2

4)...(1 + a2
n)]

(vôùi v = 1 + a2a3 + a1 + a4 + ... + an)

Töø 2 ñaúng thöùc ôû treân, ta thaáy:
∗ neáu k(s2n−3 + ... + u2n−3) − (1 + a1)(1 + a2)(1 + a2

3)...(1 + a2
n) ≥ 0 (2)

Thì f(a1, a2, ..., an) ≥ f(1, a1a2, a3, ..., an)
∗ neáu k(s2n−3+...+v2n−3)−(1+a2)(1+a3)(1+a2

1)(1+a2
4)...(1+a2

n) ≤ 0 (3)
Thì f(a1, a2, ..., an) ≥ f(1, a1a2, a3, ..., an)
Do ñoù, ta chæ caàn chöùng minh trong 2 BÑT (2) vaø (3) coù ít nhaát moät caùi
ñuùng laø xong! Chaúng haïn, ta giaû söû (2) sai, vaø seõ chöùng minh (3) ñuùng.
Muoán vaäy, ta chæ caàn chöùng minh: u ≥ v vaø (1+a1)(1+a2

3) ≤ (1+a3)(1+a2
1)

laø xong! Ñieàu naøy coù ñöôïc töø vieäc tính toaùn ñôn giaûn:

u − v = a3 + a1a2 − a1 − a2a3 = (1 − a2)(a1 − a3) ≥ 0

(1 + a1)(1 + a2
3) − (1 + a3)(1 + a2

1) = (a3 − a1)(a1a3 + a1 + a3 − 1) ≤ 0

Vaäy meänh ñeà (i) chöùng minh xong!
(ii) Vôùi vieäc xuaát hieän haøm ln ta khoâng theå xeùt hieäu roài bieán ñoåi, maø thay
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vaøo ñoù ta duøng ñaïo haøm.
Xeùt:

g(t) = ln(k) + 2(n − 1) ln(ta1 +
a2

t
+ a3 + ... + an)+

− ln(1 + t2a2
1) − ln(1 +

a2
2

t2
) − ln(1 + a2

3) − ...− ln(1 + a2
n)

vôùi t ∈ [
√

a2/a1, 1].
Ta coù:

g′(t) =
2(n − 1)(a1 − a2

t2
)

ta1 + a2

t
+ a3 + ... + an

−
2ta2

1 −
2a2

2

t3

(1 + t2a2
1)(1 +

a2
2

t2
)

= 2(a1 −
a2

t2
)[

(n − 1)

ta1 + a2

t
+ a3 + ... + an

−
ta1 + a2

t

(1 + t2a2
1)(1 +

a2
2

t2
)
]

Vì t ∈ [
√

a2/a1, 1] neân a1 − a2

t
≥ 0. Do ñoù, goïi T laø thöøa soá coøn laïi, ta chæ

caàn chöùng minh T ≥ 0 laø coù theå suy ra g ñoàng bieán (treân [
√

a2/a1, 1]).
Ñeå vieát cho goïn, ta ñaët

c =

√
(1 + t2a2

1)(1 +
a2

2

t2
), d = ta1 +

a2

t

Ta coù:

T ≥ 0 ⇔ n − 1

d + a3 + ... + an

≥ d

c2
⇔ (n − 1)c2 ≥ d2 + d(a3 + ... + an)

Vì c ≥ d (BÑT Bunhiacopski) neân ñeå coù BÑT treân ta chæ caàn:

(n − 2)c ≥ a3 + ... + an

Ñieàu naøy ñuùng vì c > a1a2 ≥ a1 ≥ max{a3, ..., an}.
Laáy t0 = max{x, a1a2

x
}/a1, thì

t0 ∈ [

√
a2

a1
, 1], t0a1 = max{x,

a1a2

x
}, a2

t0
= min{x,

a1a2

x
}

Vì g ñoàng bieán treân [
√

a2/a1, 1] neân g(1) ≥ g(t0) vaø ta coù ñpcm.
Vaäy meänh ñeà (ii) chöùng minh xong! Meänh ñeà 1 chöùng minh xong!
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Trôû laïi baøi toaùn, ta seõ noùi laø boä (a1, a2, ..., an) ñöôïc thay theá bôûi boä
(b1, b2, ..., bn)) neáu f(a1, a2, ..., an) ≥ f(b1, b2, ..., bn) hoaëc g(a1, a2, ..., an) ≥
g(b1, b2, ..., bn).

Meänh ñeà 2: Luoân ñöa ñöôïc veà tröôøng hôïp coù n − 1 bieán baèng nhau ≥ 1.
Chöùng minh meänh ñeà 2:
*Böôùc 1: Ñöa veà tröôøng hôïp coù n − 1 bieán ≥ 1.
Giaû söû coøn coù 2 bieán a2, a3 < 1. Khi ñoù phaûi coù 1 bieán > 1, maø ta coù theå

giaû söû laø a1. Söû duïng meänh ñeà 1 (i), ta coù theå thay boä (a1, a2, ..., an) bôûi boä
(1, a1a2, a3, ..., an) hoaëc boä (a1, 1, a2a3, ..., an). Chuù yù laø cho duø thay bôûi boä
naøo, thì soá caùc bieán baèng 1 cuõng taêng leân ít nhaát laø 1. Do ñoù, ñoäng taùc thay
theá naøy seõ phaûi döøng laïi sau khoâng quaù n − 1 laàn. Khi ñoù, ta seõ coù n − 1
bieán ≥ 1.
*Böôùc 2: Ta chöùng minh luoân coù theå thay n − 1 bieán ≥ 1 bôûi trung bình
nhaân cuûa chuùng. Thaät vaäy, giaû söû a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an−1 ≥ 1 ≥ an vaø
ñaët x = n−1

√
a1, a2, ..., an−1 ≥ 1. Neáu trong n − 1 bieán ñaàu tieân vaãn coøn

bieán khaùc x thì a1 > x > an−1. Söû duïng meänh ñeà (ii) ta coù theå thay boä
(a1, a2, ..., an−1, an) bôûi boä (x, a3, ...,

a1a2

x
, an). Chuù yù laø a1an−1

x
≥ an−1 ≥ 1

(vì a1 laø soá lôùn nhaát trong caùc soá {ai}n−1
i=1 neân a1 ≥ x) cho neân vieäc thay

theá naøy vaãn ñaûm baûo n − 1 bieán ñaàu tieân ≥ 1 (ñeå coù theå thay theá lieân
tieáp). Chuù yù raèng sau khi thay theá thì soá bieán baèng x taêng leân ít nhaát laø 1.
Do ñoù, sau khoâng quaù n−1 laàn thay theá thì caû n−1 bieán ñaàu tieân ñeàu baèng x.

Cuoái cuøng ta giaûi quyeát baøi toaùn 1 bieán.
Xeùt haøm soá h(x) := g(x, x, ..., x, 1

xn−1 )

= ln(k) + 2(n − 1) ln((n − 1)x +
1

xn−1
) − (n − 1) ln(1 + x2) − ln(1 +

1

x2n−2
)

vôùi x ≥ 1.
Ta coù:

h′(x) = 2(n − 1)
n − 1 − n−1

xn

(n − 1)x + 1
xn−1

− 2(n − 1)x

1 + x2
−

−2(n−1)
x2n−1

1 + 1
x2n−2

=
2(n − 1)

x

(
(n − 1)(xn − 1)

(n − 1)xn + 1
− x2

1 + x2
+

1

1 + x2n−2

)

=
2(n − 1)

x

(
(n − 1)(xn − 1)

(n − 1)xn + 1
− x2n − 1

(1 + x2)(1 + x2n−2)

)
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Chuù yù laø x ≥ 1 neân ñeå coù h′(x) ≥ 0 ta chæ caàn:

n − 1

(n − 1)xn + 1
≥ xn + 1

(1 + x2)(1 + x2n−2)

Ta ñaït ñöôïc ñieàu naøy baèng ñaùnh giaù ñôn giaûn:

n − 1

(n − 1)xn + 1
≥ 1

xn + 1
≥ xn + 1

(1 + x2)(1 + x2n−2)

(Coù daáu ≥ thöù hai laø do BÑT Bunhiacopski )
Vaäy vôùi x ≥ 1 thì h′(x) ≥ 0 neân h(x) ñoàng bieán, suy ra h(x) ≥ h(1) = 0 vaø
ta coù ñpcm.
Vaäy baøi toaùn chöùng minh xong! Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi a1 = a2 =
... = an = 1 vôùi n ≥ 3 (coøn vôùi n = 1, n = 2 thì coù ñaúng thöùc).

*Nhaän xeùt:
1) Baøi toaùn naøy do anh Phaïm Kim Huøng ñaët ra döôùi daïng baøi toaùn môû vaø
chöùng minh treân ñaây cuûa chuùng toâi laø chöùng minh ñaàu tieân cho noù.
2) ÔÛ ñaây vieäc xeùt ñoàng thôøi 2 haøm f, g cho pheùp ta môû roäng khaû naêng doàn
bieán: khi thì xeùt f ñôn giaûn hôn, khi thì xeùt g ñôn giaûn hôn. Trong baøi toaùn
1 thì vì vaán ñeà ñôn giaûn hôn neân chæ caàn moät haøm f laø ñuû.

8. Ñònh lyù doàn bieán toång quaùt.

Caùc baïn thaân meán, noùi veà caùc ñònh lyù doàn bieán phaûi nhaéc tôùi 2 keát
quaû ñaàu tieân heát söùc aán töôïng, laø ñònh lyù doàn bieán maïnh (SMV) cuûa anh
Phaïm Kim Huøng vaø ñònh lyù doàn bieán khoâng xaùc ñònh (UMV) cuûa baïn Ñinh
Ngoïc An. Trong ñoù, ”xöông soáng” cuûa caùc ñònh lyù naøy laø boå ñeà daõy soá, moät
keát quaû cho ta caûm giaùc roõ raøng theá naøo laø doàn bieán.
Trong muïc naøy, chuùng toâi seõ cung caáp cho caùc baïn moät ñònh lyù doàn

bieán raát toång quaùt − ñònh lyù GMV cuûa anh Phan Thaønh Nam − vôùi moät
caùch tieáp caän môùi. Coù theå trình baøy ngaén goïn baèng caùch daãn ra ñònh lyù vaø
chöùng minh noù, tuy nhieân chuùng toâi khoâng laøm nhö vaäy vì muoán chia seõ
vôùi caùc baïn caû con ñöôøng (trong tö duy) ñeå xaây döïng noù. Hi voïng laø sau khi
xem xong, caùc baïn seõ coù caûm giaùc laø coù voâ soá ñònh lyù doàn bieán.
Chuùng ta baét ñaàu baèng moät soá ñònh nghóa trong khoâng gian Rn .
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Ñònh nghóa 1:
• Khoâng gian Rn laø taäp hôïp caùc boä thöù töï x = (x1, x2, ..., xn) vôùi xi ∈ R,∀i.
• Moät daõy {xm = (x1,m, ..., xn,m)} trong Rn goïi laø hoäi tuï veà z = (z1, ..., zn) ∈
Rn neáu töøng daõy xi,m hoäi tuï veà zi khi m → ∞, ∀i = 1, 2, ..., n.
• Cho D ⊂ Rn . Moät haøm soá f : D → R goïi laø lieân tuïc treân D neáu: vôùi moïi
daõy {xm} ⊂ D vaø vôùi moïi z ∈ D sao cho {xm} hoäi tuï veà z, thì ta ñeàu coù:
f(xm) hoäi tuïveà f(z).

Ñònh nghóa 2: Cho D ⊂ Rn . Ta noùi:
• D ñoùng neáu vôùi moïi daõy {xm} ⊂ D vaø vôùi moïi z ∈ Rn sao cho {xm} hoäi
tuï veà z, thì ta ñeàu coù z ∈ D.
• D bò chaën neáu toàn taïi soá thöïc M sao cho: ∀x = (x1, ..., xn) ∈ D}, thì
|xi| ≤ M,∀i = 1, 2, ..., n.
Ví duï nhö moät taäp hôïp höõu haïn thì ñoùng vaø bò chaën.
Xuaát phaùt ñieåm cuûa chuùng ta laø keát quaû tuyeät ñeïp sau ñaây:

Ñònh lyù 1: Cho D ñoùng vaø bò chaën trong Rn , vaø f : D → R lieân tuïc.
Thì f ñaït giaù trò nhoû nhaát treân D, nghóa laø toàn taïi x0 ∈ D sao cho:
f(x0) ≤ f(x),∀x ∈ R.

Ñaây laø moät keát quaû cô baûn vaø coù trong chöông trình phoå thoâng ôû caùc
nöôùc, tuy nhieân ôû nöôùc ta thì noù ñöôïc xem laø thuoäc ”Toaùn cao caáp”. Tuy
nhieân, ñeå tieän lôïi cho baïn ñoïc chuùng toâi daãn ra ñaây moät chöùng minh maø
caùc baïn hoaøn toaøn coù theå hieåu ñöôïc vôùi kieán thöùc phoå thoâng.
Chuùng toâi nhaéc laïi moät keát quaû coù trong SGK: ” moïi daõy soá thöïc ñôn

ñieäu vaø bò chaën thì hoäi tuï”. ”Tieân ñeà” naøy seõ ñöôïc söû duïng ñeå chöùng minh
moät keát quaû veà daõy con.

Ñònh nghóa 2: Cho 1 daõy soá {am}∞m=1 (trong R hoaëc trong Rn). Moät daõy
{amk

}∞k=1 ñöôïc goïi laø moät daõy con cuûa daõy {am}∞m=1 neáu {mk}∞k=1 laø moät daõy
taêng ngaët caùc soá nguyeân döông.
*Ví duï: {a2m}∞m=1 laø moät daõy con cuûa daõy {am}∞m=1. Döôùi ñaây caùc caän

cuûa chæ soá seõ ñöôïc boû qua neáu khoâng gaây hieåu laàm.

Boå ñeà 1: (Weierstrass) Moãi daõy am bò chaën trong R thì coù 1 daõy con hoäi tuï.
Chöùng minh:
Ta chöùng minh coù moät daõy con ñôn ñieäu laø xong.
Xeùt taäp T := {m ∈ Z+|∃m

′
> m sao cho am′ ≥ am}. Neáu T höõu haïn thì
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daõy {am} seõ giaûm keå töø 1 chæ soá naøo ñoù. Neáu T voâ haïn thì ta seõ trích ñöôïc
1 daõy con taêng. Trong caû hai tröôøng hôïp thì ta luoân coù 1 daõy con ñôn ñieäu.

Boå ñeà 2: (Weierstrass) Moãi daõy am bò chaën trong Rn thì coù 1 daõy con hoäi tuï.
Chöùng minh:
Xeùt {am = (x1,m, ..., xn,m)} laø moät daõy bò chaën trong Rn . Khi ñoù daõy

{x1,m} bò chaën trong R neân coù 1 daõy con {x1,mk1
} hoäi tuï. Daõy {x2,mk1

}
cuõng bò chaën trong R neân coù 1 daõy con {x2,mk2

} hoäi tuï. Baèng caùch laáy
”daõy con cuûa daõy con” lieân tieáp nhö vaäy, cuoái cuøng ta thu ñöôïc daõy con
{amk

= (x1,mk
, ..., xn,mk

} maø ∀i = 1, 2, ..., n, ta coù daõy {xi,mk
} hoäi tuï trong R.

Ñieàu ñoù cuõng coù nghóa laø daõy {amk
} hoäi tuï trong Rn .

Boå ñeà 3: (Tính ñaày ñuû cuûa R) Cho A laø 1 taäp bò chaën trong R. Thì toàn taïi
M ∈ R sao cho: M ≤ A (nghóa laø M ≤ a,∀a ∈ A) vaø coù 1 daõy {ak} trong A
hoäi tuï veà M. Ta seõ kí hieäu M = infA.
Chöùng minh:
Ta chöùng minh raèng ∀ε > 0, ∃a ∈ A, a − ε ≤ A. Giaû söû ngöôïc laïi. Khi

ñoù laáy x1 ∈ A tuøy yù, baèng quy naïp ta xaây döïng ñöôïc daõy {xm} trong A sao
cho xm+1 ≤ xm − ε, ∀m ∈ Z+ . Khi ñoù ta coù: xm ≤ x1 − (m − 1)ε, ∀m ∈ Z+

vaø ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi A bò chaän döôùi.
Nhö vaäy, ∀m ∈ Z+ , toàn taïi am ∈ A sao cho am − 1

m
≤ A. Vì daõy {am} bò

chaën neân coù daõy con {amk
} hoäi tuï veà M trong R. Ta chöùng minh M ≤ A

nöõa laø xong. Thaät vaäy, laáy a ∈ A baát kì thì amk
− 1

mk
≤ a, ∀k ∈ Z+, neân

cho k → ∞ suy ra M ≤ a.

Chöùng minh ñònh lyù 1: Xeùt A = f(D). Ta chöùng minh A coù phaàn töû
nhoû nhaát.
Ta seõ chæ ra A coù tính chaát sau: neáu daõy {am} chöùa trong A vaø am → α

thì α ∈ A. Thaät vaäy, theo ñònh nghóa ta coù xm ∈ D sao cho f(xm) = am → α.
Vì daõy {xm} bò chaën (chöùa trong D) neân coù daõy con {xmk

} hoäi tuï veà c trong
Rn . Vì D ñoùng neân c ∈ D. Vì f(xm) → α neân Vì f(xmk

) → α. Maët khaùc,
vì {xmk

} → c vaø f lieân tuïc neân f(xmk
) → f(c). Vì giôùi haïn laø duy nhaát

neân f(c) = α.
Baây giôø, ta thaáy A bò chaën döôùi (vì töø laäp luaän treân vôùi α = −∞ ta seõ

gaëp maâu thuaãn). Do ñoù toàn taïi M = infA. Do ñònh nghóa inf vaø tính chaát
cuûa A vöøa chæ ra ôû treân, suy ra M ∈ A. Vaäy A coù phaàn töû nhoû nhaát laø M.
Ñònh lyù chöùng minh xong!
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Ñònh lyù 1 laø moät môû roäng cuûa moät keát quaû quen thuoäc coù trong SGK:
”Cho [a, b] laø 1 khoaûng ñoùng trong R vaø f : [a, b] → R lieân tuïc, thì f coù giaù
trò nhoû nhaát treân [a, b]”. Do ñoù, veà maët tröïc giaùc thì ñònh lyù 1 khaù roõ raøng.
Tuy nhieân, coù theå caùc baïn seõ khoù hình dung laø ñònh lyù naøy thì lieân quan
gì ñeán vaán ñeà doàn bieán? Heä quaû sau ñaây cuûa ñònh lyù 1 seõ laø ”chìa khoùa”
cho caùc ñònh lyù doàn bieán cuûa chuùng ta. Löu yù raèng taát caû caùc keát quaû trong
muïc naøy khoâng caàn ñieàu kieän f ñoái xöùng.

Ñònh lyù 2: Cho:
• D laø 1 taäp ñoùng, bò chaän trong Rn , vaø Λ laø 1 taäp con ñoùng cuûa D.
• T : D → D laø moät pheùp bieán ñoåi baát kì.
• f : D → R laø moät haøm soá lieân tuïc thoûa maõn f(x) > f(T (x)),∀x ∈ D\Λ.
Thì ta coù GTNN cuûa f ñaït ñöôïc treân Λ, nghóa laø:

f(x) > min
y∈Λ

{f(y)},∀x ∈ D\Λ.

Chöùng minh:
Do ñònh lyù 1, toàn taïi x0 ∈ D sao cho f(x0) ≤ f(x),∀x ∈ D. Neáu x0

khoâng thuoäc Λ thì f(x0) > f(T (x0)), maâu thuaãn. Vaäy x0 ∈ Λ vaø ta coù ñieàu
phaûi chöùng minh.
*Ghi chuù: Ta thaáy pheùp bieán ñoåi T : D → D nhöng thöïc ra trong ñònh lyù
treân chæ ñoøi hoûi tính chaát cuûa T treân D\Λ. Do ñoù vôùi x ∈ Λ thì T (x) coù
theå laáy giaù trò tuøy yù vaø ta coù theå xem nhö T (x) = x. Quy öôùc naøy seõ ñöôïc
söû duïng trong phaàn coøn laïi, nghóa laø T (x) = x,∀x ∈ Λ vaø ta chæ quan taâm
giaù trò cuûa T treân D\Λ.
Ñaây laø moät heä quaû quaù ñôn giaûn phaûi khoâng caùc baïn, tuy nhieân yù töôûng

doàn bieán cuûa noù ñaõ loä roõ. Ñeå minh hoïa, chuùng toâi daãn ra ñaây moät chöùng
minh cho BÑT Cauchy.
Baøi toaùn 1: (BÑT Cauchy) Cho n soá thöïc khoâng aâm x1, ..., xn. Chöùng minh
raèng:

x1 + ... + xn ≥ n n
√

x1...xn

Chöùng minh:
Baèng caùch chuaån hoùa, ta coù theå giaû söû x1...xn = 1 vaø chöùng minh

x1 + ... + xn ≥ n. Taát nhieân ta chæ caàn xeùt khi xi ≤ n,∀i.
Xeùt: D = {x = (x1, ..., xn)|xi ∈ [0, n], x1...xn = 1} thì deã thaáy D ñoùng vaø

bò chaën. Xeùt Λ = {x0 = (1, 1, 1, ..., 1)}.
Xeùt f : D → R lieân tuïc nhö sau: vôùi moãi x = (x1, ..., xn) ∈ D
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thì f(x) = x1 + ... + xn. Xeùt T : D\Λ → D nhö sau: Vôùi moãi x =
(x1, ..., xn) ∈ D\Λ, thì toàn taïi xi 6= xj vaø ta ñaët T (x) laø boä thu ñöôïc töø
x sau khi thay xi vaø xj bôûi trung bình nhaân cuûa chuùng, khi ñoù deã thaáy
f(x) − f(T (x)) = (

√
xi −

√
xj)

2 > 0.
Vaäy ta coù theå aùp duïng ñònh lí 2 ñeå suy ra f(x) ≥ f(x0),∀x ∈ D, hôn nöõa

daáu ” = ” chæ xaûy ra khi x = x0.

Trong nhieàu tröôøng hôïp, coù theå haøm f seõ khoâng ñuû toát vaø ta seõ chæ
coù coù ñieàu kieän f(x) ≥ f(T (x)). Taát nhieân khi ñoù ta khoâng theå aùp duïng
ñònh lyù 1. Moät ñoøi hoûi hôïp lyù laø pheùp bieán ñoåi T phaûi ñuû toát ñeå buø laïi (nhôù
laø pheùp bieán ñoåi T laø do ta choïn). Ñieàu naøy ñöa ñeán:

Ñònh lyù 3: Cho:
• D laø 1 taäp ñoùng, bò chaän trong Rn , vaø Λ laø 1 taäp con ñoùng cuûa D.
• T : D → D laø 1 pheùp bieán ñoåi sao cho toàn taïi moät haøm soá h lieân tuïc
D → R thoûa maõn: h(T (x)) < h(x),∀x ∈ D\Λ.
• f : D → R laø moät haøm soá lieân tuïc thoûa maõn f(x) ≥ f(T (x))∀x ∈ D.
Thì ta coù GTNN cuûa f treân D cuõng laø GTNN cuûa f treân Λ, nghóa laø:

f(x) ≥ min
y∈Λ

{f(y)},∀x ∈ D.

Maëc duø laø tröôøng hôïp rieâng cuûa moät ñònh lyù toång quaùt hôn ôû cuoái baøi,
nhöng vì taàm quan troïng cuûa ñònh lyù naøy neân chuùng toâi vaãn daãn ra ñaây
moät chöùng minh cho noù.
Chöùng minh:
Laáy y0 ∈ Λ sao cho f(y0) = min

y∈Λ
{f(y)}. Giaû söû phaûn chöùng raèng toàn taïi

z ∈ D sao cho f(z) < f(y0). Taát nhieân ta coù theå giaû söû h(x) ≥ 0,∀x ∈ D
(neáu khoâng chæ vieäc thay h bôûi h′ = h−M , vôùi M laø GTNN cuûa h treân D).
Choïn ε > 0 ñuû nhoû ta coù: f(z) + εh(z) < f(y0). Ñaët g(x) := f(x) + εh(x),
∀x ∈ D. Thì g : D → R lieân tuïc, g(x) > g(T (x))∀x ∈ D\Λ vaø g(z) <
f(y0) ≤ min

y∈Λ
{g(y)}. Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi ñònh lyù 2.

Sau ñaây laø moät heä quaû aán töôïng cuûa ñònh lyù 3.
Heä quaû 1: (SMV-Strongly Mixing Variables) Cho:
• D ∈ Rn , D = {x = (x1, ..., xn)|xi ≥ α,

∑
xi = ns = const} vaø s0 :=

(s, s, ..., s) ∈ D.
• Pheùp bieán ñoåi T : D → D nhö sau: vôùi moãi phaàn töû a = (a1, .., an) ∈ D,
a 6= s0, ta choïn ra 2 chæ soá i 6= j naøo ñoù (tuøy theo haøm f beân döôùi) sao cho
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ai 6= aj , roài thay ai, aj bôùi trung bình coäng cuûa chuùng.
• f : D → R laø haøm soá lieân tuïc thoûa maõn: f(a) ≥ f(T (a)),∀a ∈ D.
Khi ñoù: f(a) ≥ f(s0),∀a ∈ D.

Chöùng minh: Vôùi pheùp bieán ñoåi T nhö vaäy, ta choïn h(x) =
∑n

i=1 x2
i ,∀x =

(x1, ..., xn) ∈ D. AÙp duïng ñònh lyù 3 (ôû ñaây Λ = {s0}).
*Nhaän xeùt: Thoâng thöôøng, trong aùp duïng ta seõ laáy ai, aj laø min vaø max cuûa
{a1, ..., an}. Khi ñoù, coù theå chöùng minh töø 1 phaàn töû baát kì cuûa D, sau voâ
haïn laàn laëp T seõ thu ñöôïc (s, s, ..., s), vaø söû duïng tính lieân tuïc cuûa f ta cuõng
thu ñöôïc keát luaän.
Rieâng trong tröôøng hôïp naøy (min vaø max) thì khoâng nhaát thieát thay

ai, aj bôûi trung bình coäng maø coù theå toång quaùt hôn:
Heä quaû 2: Cho:
• D ∈ Rn ñoùng vaø bò chaën. Goïi Λ laø taäp hôïp caùc phaàn töû trong D coù daïng
(s, s, ..., s), vaø giaû söû Λ khaùc roãng.
• Pheùp bieán ñoåi T : D → D nhö sau: vôùi moãi phaàn töû a = (a1, .., an) ∈ D\Λ,
ta choïn ra 2 chæ soá i 6= j sao cho ai, aj laø min vaø max cuûa {a1, ..., an}, sau
ñoù thay ai, aj bôûi α, β ∈ (ai, aj).
• f : D → R laø haøm soá lieân tuïc thoûa maõn: f(a) ≥ f(T (a)), ∀a ∈ D.
Khi ñoù:

f(x) ≥ min
y∈Λ

{f(y)},∀x ∈ D.

Chöùng minh: Moät caùch töï nhieân, ta hi voïng vaøo haøm

h(a) = max{a1, ..., an} − min{a1, ..., an},∀a = (a1, ..., an) ∈ D

Tuy nhieân, ta khoâng coù ngay h(a) > h(T (a)), ∀a ∈ D\Λ. Ñoù laø vì trong
n soá a1, ..., an coù theå coù nhieàu soá baèng nhau vaø baèng max hay min cuûa
{a1, ..., an}. Nhöng ta chæ vieäc thay T bôûi T ∗ = T n (T k nghóa laø laëp laïi T
vôùi k laàn) thì h(a) > h(T ∗(a)),∀a ∈ D\Λ vaø ta coù theå aùp duïng ñònh lyù 3.

Tuy nhieân, ñoâi khi chæ 1 pheùp bieán ñoåi T seõ khoâng ñuû, ví duï nhö khi ta
chöa bieát chính xaùc laø doàn bieán veà bieân hay veà taâm. Do ñoù, ñònh lyù 3 ñöôïc
môû roäng thaønh ñònh lyù doàn bieán toång quaùt sau ñaây.

Ñònh lyù 4: (GMV − General Mixing Variables) Cho:
• D laø 1 taäp ñoùng, bò chaän trong Rn , vaø Λ laø 1 taäp con ñoùng cuûa D.
• Tj : D → D laø caùc pheùp bieán ñoåi sao cho toàn taïi caùc haøm soá hj lieân tuïc
D → R thoûa maõn: h(Tj(x)) < hj(x),∀x ∈ D\Λ, ∀j ∈ {1, ..., k}.
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• f : D → R lieân tuïc thoûa maõn f(x) ≥ min
j∈{1,...,k}

{f(Tj(x))},∀x ∈ D.

Thì f(x) ≥ min
y∈Λ

{f(y)},∀x ∈ D.

Ta söû duïng laïi chöùng minh cuûa ñònh lyù 3 cuøng vôùi 1 caûi tieán nhoû.
Chöùng minh:
Laáy y0 ∈ Λ sao cho f(y0) = min

y∈Λ
{f(y)}. Giaû söû phaûn chöùng raèng toàn taïi

z ∈ D sao cho f(z) < f(y0). Taát nhieân ta coù theå giaû söû hj(x) ≥ 0,∀x ∈
D,∀j = 1, ..., k. Choïn ε > 0 ñuû nhoû ta coù: f(z)+εhj(z) < f(y0),∀j = 1, ..., k.
Ñaët gj(x) := f(x) + εhj(x), ∀x ∈ D,∀j = 1, ..., k.
Ñaët g(x) = min{g1(x), ..., gk(x)},∀x ∈ D. Thì g : D → R lieân tuïc,

g(x) > g(T (x))∀x ∈ D\Λ vaø g(z) < f(y0) ≤ min
y∈Λ

{g(y)}. Ñieàu naøy maâu

thuaãn vôùi ñònh lyù 2.
*Chi chuù: Ta ñaõ söû duïng keát quaû laø neáu gj laø caùc haøm lieân tuïc thì g =
min{g1, ..., gk} cuõng laø haøm lieân tuïc. Taát nhieân ta chæ caàn chöùng minh
vôùi k = 2, vaø trong tröôøng hôïp naøy thì chæ caàn ñeå yù laø min{g1, g2} =
1
2
(g1 + g2− |g1− g2|). Coøn söï kieän g(x) > g(T (x)),∀x ∈ D\Λ thì raát roõ raøng,
vì neáu uj > vj,∀j = 1, ..., k thì min{u1, ..., uk} > min{u1, ..., uk}.

Caùc baïn thaân meán, tuy hình thöùc phaùt bieåu ngaén goïn nhöng GMV
coù taàm öùng duïng cöïc kì roäng raõi. Cöù moãi moät (hay moät vaøi) pheùp bieán ñoåi
T thích hôïp laø ta laïi coù moät ñònh lyù doàn bieán môùi. Chuùng toâi keát thuùc muïc
naøy baèng moät heä quaû cuûa GMV, maø coù theå xem laø söï môû roäng cuûa SMV
ôû Heä quaû 2. Cuõng xin löu yù raèng caùc keát quaû coù teân SMV vaø UMV ôû ñaây
toång quaùt hôn so vôùi caùc ñònh lyù cuøng teân maø chuùng toâi ñaõ daãn ra ban ñaàu.

Heä quaû 3: (UMV − Undefined Mixing Variables) Cho:
• D ⊂ {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn|xi ≥ 0,∀i = 1, ..., n}, D ñoùng vaø bò chaën. Goïi
Λ laø taäp hôïp caùc phaàn töû trong D coù t thaønh phaàn baèng 0 vaø n − t thaønh
phaàn baèng nhau (t ≥ 0).
• 2 pheùp bieán ñoåi T1, T2 : D → D nhö sau: vôùi moãi phaàn töû a = (a1, .., an) ∈
D\Λ, choïn ra 2 chæ soá i 6= j sao cho ai = min{at > 0, t = 1, ..., n} vaø
aj = max{a1, ..., an}, sau ñoù thay ai, aj bôùi α, β ∈ (ai, aj) (öùng vôùi T1) vaø
α′ < ai < aj < β ′ (öùng vôùi T2).
• f : D → R lieân tuïc thoûa maõn: f(a) ≥ min{f(T1(a)), f(T1(a))}, ∀a ∈ D.
Thì

f(x) ≥ min
y∈Λ

{f(y)},∀x ∈ D.
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Chöùng minh:
Choïn h1(a) = max{a1, ..., an} − min{a1, ..., an} vaø h2(a) = −h1(a),

∀a = (a1, ..., an) ∈ D. Töông töï nhö heä quaû 2, ta thay T1 bôûi T ∗
1 = T n

1 vaø
T ∗

2 = T n
2 ñeå coù: h1(a) > h1(T

∗
1 (a)), h2(a) > h2(T

∗
2 (a)), ∀a = (a1, ..., an) ∈ D.

AÙp duïng GMV ta coù ñieàu phaûi chöùng minh.

9. Nhìn laïi.

Caùc baïn thaân meán, coù leõ baây giôø laø luùc taïm döøng ñeå nhìn laïi haønh
trình vöøa qua. Nhö chuùng toâi ñaõ noùi trong $6, doàn bieán ñaõ ñöôïc bieát ñeán töø
raát sôùm thoâng qua haøm loài vaø daãn ñeán caùc keát quaû tuyeät ñeïp. BÑT Jensen
coù theå xem nhö moät tieâu chuaån ñeå doàn bieán veà taâm moät caùch toaøn cuïc. Veà
caùc keát quaû naøy, caùc baïn coù theå tìm ñoïc moät caùch raát ñaày ñuû trong cuoán
”Baát ñaúng thöùc” noåi tieáng cuûa 3 nhaø toaùn hoïc Hardy −Polya−Littewood.
Trong tröôøng hôïp 3 bieán, coù leõ quen thuoäc nhaát vôùi baïn ñoïc laø nhöõng

BÑT löôïng giaùc, chaúng haïn nhö:

sinA + sinB + sinC ≤ 3
√

3

2
(1)

cosA + cosB + cosC ≤ 3

2
(2)

vôùi A,B,C laø 3 caïnh 1 tam giaùc.
BÑT (1) coù theå thu ñöôïc ngay baèng caùch aùp duïng BÑT Jensen cho haøm

loài. BÑT (2) thì tinh teá hôn, haøm f(x) = −cosx coù f ′′(x) = cosx neân chæ
loài treân [0, π]. Do ñoù ta khoâng theå aùp duïng ngay BÑT Jensen cho 3 bieán
A,B,C. Tuy nhieân, ta coù theå giaû söû A ≤ B ≤ C vaø khi ñoù thì A,B ∈ [0, π]
neân ta coù theå doàn 2 bieán A,B veà baèng nhau. Sau ñoù baøi toaùn chæ coøn moät
bieán vaø trôû neân ñôn giaûn.
Nhö vaäy, tö töôûng doàn bieán ñaõ daàn loä roõ. Thay vì mong muoán coù ngay

moät caùch doàn bieán toaøn cuïc, chuùng ta hi voïng coù theå töøng böôùc ñôn giaûn baøi
toaùn baèng caùch giaûm daàn soá bieán. Ñaây chính laø tö töôûng chính cuûa phöông
phaùp doàn bieán. Trong tröôøng hôïp 3 bieán, sau khi thöïc hieän ñöôïc ñoäng taùc
doàn bieán (baát keå laø veà 2 bieán baèng nhau, hay doàn 1 bieán ra bieân, hay doàn 1
bieán veà giaù trò trung bình) thì gaàn nhö baøi toaùn chæ coøn 1 bieán vaø xem nhö
giaûi quyeát ñôn giaûn. Do ñoù, pheùp doàn bieán khoâng caàn taùc duïng vôùi 2 bieán
baát kì maø coù theå taän duïng thöù töï saép ñöôïc giöõa caùc bieán neáu BÑT laø ñoái
xöùng.
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Caùc baïn thaân meán, chuùng toâi daønh ra 3 muïc ñeå khaûo saùt vaán ñeà doàn
bieán cho BÑT 3 bieán cuõng chæ laø ñeå caùc baïn naém ñöôïc tö töôûng cuûa phöông
phaùp, chöù khoâng phaûi lieät keâ taát caû caùc kó thuaät caàn thieát. Chaúng haïn nhö
doàn bieán trong BÑT löôïng giaùc vôùi caùc BÑT tuyeät ñeïp cuûa Jackgarfulkel
(xem phaàn baøi taäp) cuõng khaù thuù vò. Tuy nhieân chuùng toâi nghó raèng trình
baøy taát caû seõ nhaøm chaùn vaø voâ vò, vì moät khi naém ñöôïc tö töôûng chính thì
caùc baïn coù theå aùp duïng trong voâ vaøn tröôøng hôïp khaùc nhau.
Ñoïc xong phaàn BÑT 3 bieán, coù leõ baïn ñoïc seõ coù caûm giaùc laø hình nhö

moïi BÑT ñeàu coù theå chuyeån veà tröôøng hôïp 2 bieán baèng nhau hoaëc 1 bieán
ñaït giaù trò taïi bieân. Phaûi noùi raèng ñieàu naøy ñuùng cho haàu heát caùc BÑT maø
chuùng ta ñaõ gaëp. Tuy nhieân, ngay sau ñaây chuùng toâi seõ cung caáp cho caùc
baïn moät ví duï naèm ngoaøi ”thoâng leä” ñoù. Trong ví duï naøy, thaäm chí BÑT
ñang xeùt laø ña thöùc ñoái xöùng thuaàn nhaát 3 bieán. Ví duï naøy laáy töø yù töôûng
cuûa anh Buøi Vieät Anh.

Baøi toaùn 1. Cho a, b, c ≥ 0. Khi ñoù BÑT:

(a3 + b3 + c3 − 6abc)2 + ((a + b + c)3 − 36abc)2 ≥ 0

chæ xaûy ra daáu ”=” trong tröôøng hôïp (a, b, c) = (t, 2t, 3t), t ≥ 0 (vaø caùc hoaùn
vò).
Baïn ñoïc töï kieåm tra ñieàu ñoù.
Nhö vaäy, caùc baïn coù theå yeân taâm laø phöông phaùp doàn bieán coù yù nghóa.

Vôùi baøi toaùn 4 bieán thì thoâng thöôøng chuùng ta phaûi thöïc hieän hôn 1
laàn ñoäng taùc doàn bieán neân seõ phöùc taïp hôn. Trong tröôøng hôïp n bieán toång
quaùt thì vieäc doàn bieán trôû neân cöïc kì khoù khaên. Ngoaøi BÑT Jensen cho
pheùp doàn 1 luùc caû n bieán (nhöng ñaùng tieác, noù chæ giaûi quyeát ñöôïc 1 löôïng
khaù nhoû caùc BÑT) thì gaàn nhö ta khoâng coù coâng cuï naøo khaùc. Trong tröôøng
hôïp naøy, thoâng thöôøng quy naïp cuõng laø moät yù hay. Chuùng toâi daãn ra ñaây
moät ví duï cho thaáy söï tinh teá cuûa chöùng minh quy naïp trong BÑT.

Baøi toaùn 2. (Phaïm Kim Huøng) Cho n soá thöïc döông a1, a2, ..., an coù tích
baèng 1. Chöùng minh raèng vôùi moïi k > 0 thì:

1

(1 + a1)k
+

1

(1 + a2)k
+ ... +

1

(1 + an)k
≥ min{1, n

2k
}

Baøi toaùn naøy ñaõ ñöôïc ñöa leân Dieãn Ñaøn Toaùn Hoïc vôùi teân goïi laø Thaùch
Thöùc 1, vaø laø moät baøi raát khoù. Tuy nhieân, noù seõ voâ cuøng ñôn giaûn neáu ta
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laøm vieäc vôùi baøi toaùn toång quaùt hôn:
”Cho n soá thöïc döông a1, a2, ..., an coù tích baèng s ≥ 1. Chöùng minh raèng vôùi
moïi k > 0 thì:

1

(1 + a1)k
+

1

(1 + a2)k
+ ... +

1

(1 + an)k
≥ min{1, n

1 + n
√

s
}.”

Vôùi baøi toaùn toång quaùt hôn naøy thì laïi coù theå chöùng minh baèng quy naïp.
Thaät vaäy, xeùt baøi toaùn vôùi n soá, ta coù theå giaû söû an = min{a1, ..., an}. Khi
ñoù aùp duïng giaû thieát quy naïp cho (n − 1) soá a1, a2, ..., an−1 coù tích ≥ 1, ta
ñöa ñöôïc ngay baøi toaùn veà 1 bieán. Coâng vieäc coøn laïi chæ laø khaûo saùt haøm
moät bieán.

Moät kó thuaät khaùc ñeå ñöa caùc BÑT n bieán veà 1 bieán laø doàn bieán veà
giaù trò trung binh trong $7. Nhö chuùng toâi ñaõ chæ ra, yù töôûng caùch doàn naøy
döïa treân caùch doàn bieán veà giaù trò trung bình cho haøm loài. Ñaây laø caùch doàn
bieán raát toát vì noù coù tính höõu haïn. Tuy nhieân, noù chæ aùp duïng ñöôïc cho
caùc baøi cöïc trò ñaït ñöôïc taïi taâm.

Baây giôø ta phaûi ñoái maët vôùi khaû naêng cöïc trò ñaït taïi caû taâm vaø bieân.
Roõ raøng khaû naêng doàn veà moät bieán laø khoâng cao. Do ñoù chuùng ta hi voïng
vaøo ñieàu toát nhaát laø coù moät caùch doàn bieán toaøn cuïc, ñaïi loaïi nhö BÑT
Jensen. Vôùi muïc tieâu ñoù, 2 ñònh lyù tuyeät ñeïp phaûi keå ñeán laø ñònh lyù SMV
(doàn bieán maïnh) vaø UMV (doàn bieán khoâng xaùc ñònh). Hai ñònh lyù naøy coù
theå noùi laø ”anh em song sinh”. SMV duøng ñeå ”chuyeân trò” caùc BÑT cöïc trò
ñaït ñöôïc taïi taâm, trong ñoù caûi tieán ñaùng keå nhaát laø khoâng caàn doàn ñöôïc 2
bieán baát kì veà baèng nhau maø chæ caàn doàn bieán lôùn nhaát vaø bieán nhoû nhaát.
UMV thì ñoøi hoûi giaû thieát ñaët leân 2 bieán baát kì, tuy nhieân noù cho pheùp ta
dung hoøa caû 2 tröôøng hôïp cöïc trò ñaït ñöôïc taïi taâm vaø taïi bieân döôùi moät daïng
toång quaùt. Ñeå cho hình thöùc ñôn giaûn, 2 ñònh lyù naøy ñeàu chæ xeùt cho haøm
ñoái xöùng.
Chuùng toâi ñaõ quan saùt 2 keát quaû treân vaø nhaän thaáy söï khoâng caàn thieát

cuûa vieäc taùch rôøi 2 tröôøng hôïp, vaø ñaõ tìm ra moät keát quaû hoäi tuï ñaày ñuû öu
ñieåm cuûa 2 ñònh lyù treân. Tuy nhieân noù chæ laø moät tröôøng hôïp rieâng cuûa Heä
quaû 3 trong $8. Ñònh lyù GMV khoâng chæ ñôn thuaàn laø toång quaùt 2 ñònh lyù
keå treân, maø noù môû ra moät chaân trôøi môùi vôùi voâ vaøn caùc kieåu doàn bieán . Moät
ñieàu kì laï laø ôû ñaây chæ ñoøi hoûi: neáu boä x = (x1, x2, ..., xn) chöa rôi vaøo caùc
tröôøng hôïp ”tôùi haïn” (töùc laø thuoäc Λ), thì luoân coù theå thay theá baèng 1 boä
(laø T (x)). Neáu nhö trong SMV (”coå ñieån”), söï kieän doàn 2 bieán, lôùn nhaát vaø
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nhoû nhaát, veà baèng nhau coù theå daãn ñeán moät caûm nhaän roõ raøng laø n bieán
seõ tieán veà giaù trò trung bình, thì trong tröôøng hôïp naøy boå ñeà daõy soá khoâng
coøn taùc duïng. Tuy nhieân, keát quaû vaãn ñöôïc chæ ra.

Caùc baïn thaân meán, caùc baïn ñaõ cuøng chuùng toâi ñi treân moät haønh trình,
maø chuùng toâi choïn vì noù toát nhaát chöù khoâng phaûi laø ñaày ñuû nhaát. Coù
nhieàu vaán ñeà chuùng toâi khoâng ñöa ra, hoaëc khoâng trình baøy kó, vì chuùng
toâi khoâng coi troïng söï ñaày ñuû. Caùi maø chuùng toâi coi troïng laø coá gaéng ñeå caùc
baïn thaáy ñöôïc vaán ñeà moät caùch nhanh choùng, roõ raøng vaø hôïp lyù. Hi voïng
vôùi nhöõng tö töôûng maø chuùng toâi ñaõ khôi gôïi caùc baïn seõ ñuû caûm höùng vaø
khaû naêng ñeå tieáp böôùc treân con ñöôøng saùng taïo.

Cuoái cuøng, chuùng toâi muoán göûi lôøi caûm ôn ñaëc bieät tôùi anh Phan Thaønh
Nam vaø anh Phaïm Kim Huøng, nhöõng ngöôøi ñaõ coù raát nhieàu keát quaû vaø yù
töôûng ñöôïc söû duïng. Chuùng toâi cuõng xin chaân thaønh caûm ôn taát caû taùc giaû
caùc baøi toaùn, caùc nguoàn trích daãn, trong ñoù coù thaày Phaïm Vaên Thuaän −
ngöôøi ñaõ cung caáp cho chuùng toâi moät taøi lieäu veà doàn bieán coù giaù trò.

10. Baøi taäp.

Sau ñaây laø moät soá baøi taäp daønh cho baïn ñoïc. Hi voïng caùc baïn seõ tìm
ñöôïc nhieàu nieàm vui khi thöû söùc vôùi chuùng. (ghi chuù: Θ baøi deã, Φ baøi trung
bình, Ξ baøi khoù, Ψ baøi cöïc khoù)

Θ Baøi taäp 1: (Asian Pacific Math.2004) Giaû söû a, b, c laø caùc soá döông tuøy yù.
Chöùng minh BÑT

(a2 + 2)(b2 + 2)(c2 + 2) ≥ 9(ab + bc + ca)

Θ Baøi taäp 2: (MOSP 2001) Chöùng minh raèng neáu a, b, c laø caùc soá döông coù
tích baèng 1 thì ta coù BÑT

(a + b)(b + c)(c + a) ≥ 4(a + b + c − 1)

Θ Baøi taäp 3: Cho a, b, c khoâng aâm thoûa maõn a2 + b2 + c2 = 3. Chöùng minh
raèng

a + b + c ≥ a2b2 + b2c2 + c2a2
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Θ Baøi taäp 4: (Huyønh Taán Chaâu) Cho x, y, z ≥ 0 vaø x + y + z = 1.Chöùng
minh raèng:

x3 + y3 + z3 + 6xyz ≥ 1

4

Θ Baøi taäp 5: Chöùng minh raèng neáu x, y, z laø caùc soá thöïc khoâng aâm thoûa
maõn ñieàu kieän x2 + y2 + z2 = 3 thì ta coù BÑT:

7(xy + yz + zx) ≤ 12 + 9xyz

Φ Baøi taäp 6: (Choïn ñoäi tuyeån Vieät Nam 1996) Cho a, b, c laø caùc soá thöïc baát
kì, chöùng minh raèng:

F (a, b, c) = (a + b)4 + (b + c)4 + (c + a)4 − 4

7
(a4 + b4 + c4) ≥ 0

Φ Baøi taäp 7: (Phaïm Vaên Thuaän−Zhao Bin). Giaû söû x, y, z laø ba soá thöïc
khoâng aâm nhöng chæ coù nhieàu nhaát moät soá baèng 0. Chöùng minh raèng

1

x3 + y3
+

1

y3 + z3
+

1

z3 + x3
≥ 20

(a + b + c)3

Φ Baøi taäp 8 (Phaïm Kim Huøng). Chöùng minh raèng vôùi moïi soá thöïc a, b, c
khoâng aâm ta luoân coù BÑT:

1√
4a2 + bc

+
1√

4b2 + ca
+

1√
4c2 + ab

≥ 4

a + b + c

Φ Baøi taäp 9: (Murray Klamkin) Chöùng minh raèng vôùi caùc soá thöïc khoâng
aâm a, b, c coù toång baèng 2, thì

(a2 + ab + b2)(b2 + bc + c2)(c2 + ca + a2) ≤ 3

Ξ Baøi taäp 10: (Toång quaùt RMO2000) Cho a, b, c ≥ 0 vaø a + b + c = 3. Tìm
haèng soá k > 0 nhoû nhaát sao cho BÑT sau luoân ñuùng:

ak + bk + ck ≥ ab + bc + ca

Ξ Baøi taäp 11: (Trung Quoác 2005) Cho a, b, c > 0 vaø ab + bc + ca = 1/3.
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Chöùng minh raèng:

1

a2 − bc + 1
+

1

b2 − ca + 1
+

1

c2 − ab + 1
≤ 3

Ξ Baøi taäp 12: (mathlinks) Cho a, b, c ≥ 0 vaø ab + bc + ca = 1. Chöùng minh
raèng:

1 + a2b2

(a + b)2
+

1 + b2c2

(b + c)2
+

1 + c2a2

(c + a)2
≥ 5

2

Ξ Baøi toaùn 13 Cho a, b, c ∈ [p, q] vôùi 0 < p ≤ q. Tìm giaù trò lôùn nhaát cuûa:

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

Baøi toaùn 14.(Jackgarfulkel) Cho tam giaùc nhoïn ABC. Chöùng minh raèng:
Φ a)

sin
A

2
+ sin

B

2
+ sin

C

2
≥ 4

3
(1 + sin

A

2
sin

B

2
sin

C

2
)

Φ b)

cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
≥ 4√

3
(1 + cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2
)

Φ Baøi toaùn 15.(Jackgarfulkel) Cho tam giaùc ABC. Chöùng minh raèng:

cos(
A − B

2
) + cos(

B − C

2
) + cos(

C − A

2
) ≥ 2√

3
(sinA + sinB + sinC)

Ξ Baøi toaùn 16 (Phan Thaønh Nam) Cho ba soã thöïc x, y, z khoâng aâm coù toång
baèng 1. Chöùng minh raèng

√
x + y2 +

√
y + z2 +

√
z + x2 ≥ 2

Ξ Baøi taäp 17 (Vasile Cirtoaje) Xeùt ba soá thöïc khoâng aâm a, b, c thoûa ñieàu
kieän a2 + b2 + c2 = 1. Chöùng minh raèng:

1

1 − ab
+

1

1 − bc
+

1

1 − ca
≤ 9

2

57



Ξ Baøi taäp 18: (Phan Thaønh Nam) Cho a, b, c ≥ 0 vaø thoûa maõn a+ b+ c = 1.
Chöùng minh raèng:
a) (VMEO1)

√
a +

(b − c)2

12
+

√
b +

(c − a)2

12
+

√
c +

(a − b)2

12
≤

√
3

b) √
a + k(b − c)2 +

√
a + k(b − c)2 +

√
a + k(b − c)2 ≤

√
3

Trong ñoù k = 1 −
√

3
2

Ξ Baøi toaùn 19 (Phan Thaønh Vieät) Cho tam giaùc ABC coù ñoä daøi 3 caïnh laø
BC = a,CA = b,AB = c . Goïi p laø nöûa chu vi cuûa tam giaùc vaø ma,mb,mc

laø ñoä daøi ba ñöôøng trung tuyeán töông öùng haï töø A,B,C xuoáng caùc caïnh ñoái
dieän. Chöùng minh raèng:

ma + mb + mc ≤
√

3p2 +
1

2
[(a− b)2 + (b− c)2 + (c − a)2]

Baøi taäp 20: (Phan Thaønh Nam) Cho x, y, z ∈ [−1, 1] vaø x + y + z = 0.
Chöùng minh raèng
Ξ a) √

1 + x + y2 +
√

1 + y + z2 +
√

1 + z + x2 ≥ 3

Ψ b) √
1 + x +

7

9
y2 +

√
1 + y +

7

9
z2 +

√
1 + z +

7

9
x2 ≥ 3

Φ Baøi taäp 21 (Phaïm Kim Huøng) Cho x, y, z, t ≥ 0 vaø x + y + z + t = 4.
Chöùng minh raèng:

(1 + 3x)(1 + 3y)(1 + 3z)(1 + 3t) ≤ 125 + 131xyzt

Φ Baøi taäp 22 (Baát ñaúng thöùc Tukervici) Vôùi moïi soá thöïc döông a, b, c, d thì

a4 + b4 + c4 + d4 + 2abcd ≥ a2b2 + b2c2 + c2d2 + d2a2 + a2c2 + b2d2
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Φ Baøi taäp 23 (Phaïm Vaên Thuaän− Nguyeãn Anh Tuaán) Xeùt 4 soá thöïc a, b, c, d
thoûa maõn a2 + b2 + c2 + d2 = 1.Chöùng minh raèng

1

1 − ab
+

1

1 − bc
+

1

1 − cd
+

1

1 − da
+

1

1 − db
+

1

1 − ca
≤ 8

Ξ Baøi taäp 24 (Phaïm Kim Huøng) Cho caùc soá thöïc khoâng aâm a, b, c, d, k coù
toång baèng 4. Chöùng minh raèng

(abc)k + (bcd)k + (cda)k + (dab)k ≤ max{4, (4
3
)3k}

Ξ Baøi taäp 25 (Phan Thaønh Nam)
Cho caùc soá thöïc x, y, z, t thoûa: max{xy, yz, zt, tx} ≥ 1. Chöùng minh raèng

√
1 − xy + y2 +

√
1 − yz + z2 +

√
1 − zt + t2 +

√
1 − tx + x2

≥
√

16 + (x − y + z − t)2

Ψ Baøi taäp 26 (Phan Thaønh Nam) Cho caùc soá thöïc x, y, z, t ∈ [−1, 1] thoûa
maõn x + y + z + t = 0. Chöùng minh raèng

√
1 + x + y2 +

√
1 + y + z2 +

√
1 + z + t2 +

√
1 + t + x2 ≥ 4

(*Ghi chuù: Baøi naøy xuaát phaùt töø tröôøng hôïp ba soá trong baøi 20a, dó nhieân
seõ khoù hôn raát nhieàu. BÑT töông töï vôùi 5 soá khoâng coøn ñuùng nöõa)

Φ Baøi taäp 27 (Vasile Cirtoaje) Chöùng minh raèng neáu a1, a2, ..., an khoâng
aâm vaø coù toång baèng n thì

(n − 1)(a2
1 + a2

2 + ... + a2
n) + na1a2...an ≥ n2

Ξ Baøi taäp 28: (Phaïm Kim Huøng) Giaû söû a1, a2, ..., an laø caùc soá thöïc khoâng
aâm coù toång baèng n. Tìm gtnn cuûa bieåu thöùc

S = a2
1 + a2

2 + ... + a2
n + a1a2...an(

1

a1
+

1

a2
+ ... +

1

an
)
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Ξ baøi taäp 29 Tìm haèng soá döông km toát nhaát ñeå BÑT sau luoân ñuùng vôùi
moïi daõy soá thöïc khoâng aâm x1, x2, ..., xn coù toång baèng n

(1 + mx1)(1 + mx2)...(1 + mxn) ≤ (m + 1)n + km(x1x2...xn − 1)

trong ñoù m laø haèng soá döông baát kì.

Baøi toaùn 30 (Phan Thaønh Vieät) Cho a1, a2, ..., an, s, k laø caùc soá thöïc döông
thoûa maõn: a1a2...an = sn vaø n − 1 = n

(1+s)k . Xeùt BÑT:

1

(1 + a1)k
+

1

(1 + a2)k
+ ... +

1

(1 + an)k
≤ n − 1

Θ a) Chöùng minh raèng BÑT treân noùi chung khoâng ñuùng.
Φ b) (VMO 1999) Chöùng minh BÑT treân ñuùng trong tröôøng hôïp k = 1.
Ψ c) Tìm taát caû caùc giaù trò k (tuøy thuoäc n) ñeå BÑT treân ñuùng.
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---NGUYỄN ANH CƯỜNG --- 
A. Lời giới thiệu 
Một lần nữa tôi lại có dịp gặp lại các bạn với một phương pháp chứng minh bất đẳng thức mới. Nếu như 
phương pháp chính phương hoá đã khơi dậy trong ta bao nhiêu sự thích thú và thỏa thuê khi hàng trăm bài 
bất đẳng thức khó đã ngã rạp trước sức mạnh của nó thì tôi tin chắc các bạn sẽ còn hạnh phúc hơn với 
phương pháp này. Các bạn có thể tin được không, khi trước đây chúng ta phải cực khổ lấy giấy nháp ra và 
biến đối thì bây giờ chúng ta sẽ có thể giải bài toán chỉ với cái lướt nhìn đầu tiên. Nào chúng ta hãy cùng 
nhau thưởng thức viên kim cương này sẽ cắt bánh chưng ra sao nhé J. 
B. Phương pháp ABC 
Tôi xin mở đầu phương pháp này bằng việc xét một số bài toán sau: 
 
Bài 1: 
Cho 1=++ cabcab  và  
i) [ ] [ ]+∞∪−∞−∈=++ ,33,,mmcba . Tìm điều kiện của abc  sao cho cba ,,  là các số thực. 
ii) [ ] 0,,,,3 ≥+∞∈++ cbacba . Tìm điều kiện abc  sao cho cba ,,  là các số thực không âm. 

Giải:  
Chúng ta đã có hai đại lượng trung bình của cba ,, . Sự xuất hiện của abc  khiến chúng ta liên tưởng tới định 
lý Viete, vì vậy ta nghĩ tới việc xét phương trình; 

(*)023 =−+− abcXmXX  
Yêu cầu của đề bài tương đương với việc, tìm điều kiện của abc  để 
i) Phương trình (*) có ba nghiệm thực. 
ii) Phương trình (*) có ba nghiệm không âm. 
Đặt abcXmXXXf −+−= 23)(  
Ta có: ( ) 123 2' +−= mXXXf .Phương trình có hai nghiệm  

3
3;

3
3 2

2

2

1
−−

=
−+

=
mmXmmX  

 
    X              ∞−                2X                  1X                    ∞+  
 
   ( )Xf '                    +          0         -          0           + 
 
   ( )Xf         
 
 
Phương trình có ba nghiệm khi và chỉ khi ( ) 02 ≥Xf , ( ) 01 ≤Xf  

Từ đây suy ra: 
( )

)1(
9

26
9
)26( 1

2
2

2 mXmabcmXm −+
≤≤

−+
 

Đây cũng chính là đáp số của câu i). 



Câu ii) , nhận xét rằng để cba ,, là các số thực dương thì ngoài việc phải thoả mãn ( )1 , abc  còn chịu thêm 
ràng buột abc≤0 , và ngược lại với 0,0,0),1( ≥++≥++≥ cabcabcbaabc  thì 0,, ≥cba . Vậy nên đáp 
số sẽ là: 

( )
)2(

9
26

9
)26(

,0max 1
2

2
2 mXmabcmXm −+

≤≤






 −+

 

Như vậy là ta đã hoàn thành hai câu hỏi được nêu ra của bài toán. 
              -------------------------------------------------------------------------------------- 
Bài tóan trên giúp ta rút ra hai nhận xét sau: 
Nhận xét i)  
Ø Điều kiện cần và đủ để tồn tại các số thực cba ,,  khi đã biết trước các giá trị 1=++ cabcab  và 

[ ] [ ]+∞∪−∞−∈=++ ,33,,mmcba  là 
( )

9
26

9
)26( 1

2
2

2 mXmabcmXm −+
≤≤

−+
. 

Ø Điều kiện cần và đủ để tồn tại các số thực không âm cba ,,  khi đã biết trước các giá trị 

1=++ cabcab  và [ ]+∞∈++ ,3cba  là 
( )

9
26

9
)26(

,0max 1
2

2
2 mXmabcmXm −+

≤≤






 −+

. 

o Nhận xét 1 được suy ta trực tiếp từ bài toán đã nêu, chú ý rằng tại sao cba ++ lại bị ràng 
buộc chạy trong các đoạn như trên. Có hai cách giải thích sau: 

• ( ) 3)(32 =++≥++ cabcabcba  
• 123)(' 2 +−= mXXXf  buộc phải không hoàn toàn dương, hay nói cách khác là 

phương trình 0)(' =Xf phải có nghiệm, tức 032' ≥−=∆ m  
o Nhận xét 1 còn cho ta thêm điều gì, thay vì phải sử dụng một bộ ( )cba ,,  với Rcba ∈,,  để 

biễu diễn tất cả các phần tử của tập 3R  thõa 1=++ cabcab , ta có thể sử dụng bộ 
( )abccabcabcba ,, ++++  với sự ràng buộc của cba ++  và abc  như đã nêu. Cũng hoàn 

toàn tương tự khi ta muốn biễu diễn tất cả các phần tử của tập 
3+R  thoã .1=++ cabcab  

 
Nhận xét ii)  
Ø a.Với mỗi bộ số thực ( )000 ,, cba  đều tìm được hai bộ ( ) ( )000000 ,,;,, tzzyxx  sao cho 

 

000000000

000000000000000000

000000000

*
*
*

tzzcbayxx
zttzzzxyyxxxaccbba

tzzyxxcba

≤≤
++=++=++

++=++=++
 

 Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng nhau. 
Ø b.Với mỗi bộ số thực không âm ( )000 ,, cba  ta đều tìm được một trong hai bộ ( ) ( )000000 ,,;,, tzzyxx  

hoặc ( ) ( )00000 ,,;,,0 tzzyx  thõa mãn điều kiện sau 

000000000

000000000000000000

000000000

*
*
*

tzzcbayxx
zttzzzxyyxxxaccbba

tzzyxxcba

≤≤
++=++=++

++=++=++
 

Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng nhau. 
Hay 

000000

00000000000000

00000000

0*
*

0*

tzzcba
zttzzzyxaccbba

tzzyxcba

≤≤
++==++

++=++=++
 



Đẳng thức xảy ra khi một trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng 0. 
 

o Nhận xét hai là không hiển nhiên và nó cũng chính là nguồn gốc của phương pháp này. Nhận 
xét 2 này có điều gì thú vị, chú ý rằng mọi biểu thức đối xứng ( )cbaf ,,  theo ba biến cba ,,  
đều có thể biễu diễn thành ( )CBAg ,,  thông qua 3 dại lượng trung bình 
§ cbaA ++=  
§ cabcabB ++=  
§ abcC =  

Do đó theo một lẽ thông thường với suy nghĩ giảm số biến, ta sẽ cố định BA,  và cho C chạy. 
Ta mong đợi hàm g  đạt cực trị khi C  đạt các giá trị biên. Tuy nhiên ta không cần biết một 
cách cụ thể C  sẽ đạt gía trị biên khi nào, ta chỉ cần biết một cách trừu tượng khi C đạt giá trị 
biên thì cba ,,  sẽ có hình thù ra sao, và nhận xét 2 sẽ cho ta  lời giải cho câu hỏi này. 
 

o Bây giờ chúng ta sẽ đi vào việc chứng minh chi tiết nhận xét 2: 
a) Trước hết ta sẽ chứng minh bài toán với các bộ số thực ( )000 ,, cba  thỏa mãn: mcba =++ 000  và 

1000000 =++ accbba . Thông qua bài toán 1, với các ký hiệu 21 , XX  được giữ nguyên, ta có: 
( ) MaxmXmcbamXmMin =

−+
≤≤

−+
=

9
26

9
)26( 1

2

000
2

2

 

 Bây giờ chúng ta sẽ xét thử xem khi 000 cba  đạt giá trị biên thì hình thù của 000 ,, cba  sẽ ra sao. 
Xét phương trình ( ) (*)023 =−+−= MinXmXXXf . Ta có: 

( ) 123' 2 +−= mXXXf  có hai nghiệm là 
3

3;
3

3 2

2

2

1
−−

=
−+

=
mmXmmX  như đã nêu lên ở 

bài toán 1. Hơn thế nữa ( ) 02 =Xf , hay nói cách khác ( ) 0=xf  và ( ) 0' =xf  có cùng một nghiệm là 2X . 
Vậy nên phương trình ( ) 0=Xf  phải có nghiệm kép, giả sử nghiệm kép đó là 00 , xx  và nghiệm còn lại là 

0y . Như vậy theo định lý Viet ta sẽ có : 

000000

000000000000

000000

*
1*

*

cbaMinyxx
accbbaxyyxxx

cbamyxx

≤=
++==++

++==++
 

Chứng minh hoàn toàn tương tự với sự tồn tại của ( )000 ,, tzz  
Như vậy là ta đã chứng minh được bài toán đã nêu trong trường hợp mcba =++ 000  và 

1000000 =++ accbba . Với một tư tưởng hoàn toàn tương tự, bạn đọc hãy chứng minh sự tồn tại cho trường 
hợp: mcba =++ 000  và 1000000 −=++ accbba  

 Bây giờ giả sử Mcba =++ 000  và Naccbba ±=++ 000000  thì liệu các bộ ( )000 ,, yxx   và 

( )000 ,, tzz  có tồn tại không. Câu trả lời là có, thực vậy, xét các số 












=

N
c

N
b

N
a

cba 000
111 ,,),,(  thỏa 

mãn điều kiện: 

N
Mcba =++ 111 , 1111111 ±=++ accbba . Như vậy theo chứng minh trên thì các bộ 

( ) ( )111111 ,,,,, tzzyxx  là tồn tại. Nhận xét rằng ta có thể xây dựng các bộ ( )000 ,, yxx  và ( )000 ,, tzz  như sau: 

( ) ( )111000 ,,,, zNxNxNyxx =   và ( ) ( )111000 ,,,, tNzNzNtzz = . Thực vậy: 



( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) 000111

3

111

3

000111

3

111

3

000

111111000000111111000000

000000111111000

*

)(*

)(*

tzztzzNcbaNcbacbaNyxxNyxx

NNzttzzzNzttzzzxyyxxxNxyyxxx

cbaM
N

MNtzztzzNzxxNyxx

=≤==≤=

±=±=++=++=++=++

++===++=++=++=++

 

 Như vậy là ta đã chứng minh được hoàn chỉnh câu ( )a . Ý tưởng chứng minh câu ( )b  là hoàn toàn 
tương tự và xin được nhường cho bạn đọc 
 
  -------------------------------------------------------------------------------------- 
Bài 2: 
Mọi đa thức f  đối xứng theo các biến cba ,,  đều có thể biễu diễn dưới dạng đa thức theo các biến 

cbacabcababc ++++ ,, . Và ( ) ( )
3

degdeg fabc ≤ . 

Giải: 
Nhận xét rằng ta chỉ cần chứng minh sự biễu diễn cho các dạng đa thức sau, vì một đa thức đối xứng bất kỳ 
đều có thể được biễu diễn thông qua sự kết hợp của các dạng này bằng các phép nhân thêm hệ số và −+,  
(elementary operation): 

( )
( )

npmpnmnpmpnmnpmpnm

nmnmmnnmmnnm

nnn

bacbaccabcabcbacbapnmIII
caacbccbbabanmII

cbanI

+++++=

+++++=

++=

),,(
,  0≥≥≥ pnm  

Tuy nhiên, nhận xét rằng  
Ø III có thể biễu diễn qua II  cùng với abc như sau: ( ) ),( pnpmIIabcC p −−=  
Ø II  có thể biễu diễn qua I  như sau: ( ) ( ) ( )nmInImIII +−=  

Như vậy ta chỉ cần chứng minh I  có thể biễu diễn qua cbacabcababc ++++ ,, . Ta sẽ chứng minh điều 
này bằng phương pháp quy nạp: 
Với 1,0=n , mệnh đề đã cho hiển nhiên đúng. 
Giả sử ta đã chứng minh được ( )kI  có thể biễu diễn thành đa thức thông qua các biến 

Kkcbacabcababc ≤∀++++ ,,, . Nhận xét rằng điều này cũng đúng đối với ( )nmII ,  và ( )pnmIII ,,  
Knmpnm ≤+≥≥≥∀ :0 . 

Bây giờ ta sẽ chứng minh tính biễu diễn của ( )1+KI . Ta có: 
( ) ( ) ( ) ( )1,1 KIIKIcbaKI −++=+  

Đồng thời: ( ) ( ) ( ) )1,1,1(11, −−−++= KIIIKIcabcabKII . 
Do đó: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1,11)(1 −+−++−++=+ KIIIKIcabcabKIcbaKI . 
Mặt khác, theo giả thiết quy nạp, các biểu thức )1,1,1(),1(),( −− KIIIKIKI đều có thể biễu diễn dưới dạng 
đa thức theo các biến cbacabcababc ++++ ,, . Điều này cho ta kết luận tính đúng đắn của mệnh đề đã 
nêu 
Như vậy, mệnh đề đã nêu đã được chứng minh thông qua nguyên lý quy nạp. 
 

Tính chất ( ) ( )
3

degdeg fabc ≤  được suy ra khá hiển nhiên, bởi lẽ biễu thức abc có bậc là 3  đối với các biến 

cba ,, . Do đó khi coi abc là một biến bậc 1 thì bậc của abc  phải không lớn hơn  
3
1  so với bậc của đa thức 

tính theo các biến cba ,,  



 
Bạn đọc có thể hiểu đa thức tính theo bậc của abc như sau. Giả sử: 

( ) ( ) cabcababccbacbaf +++++=,,  vốn là một đa thức bậc 4  theo cba ,, . Nhưng khi tính bậc của đa 
thức theo biến abc , ta xem cba ++  và cabcab ++  như các hằng số nm, . Khi đó đa thức được viết lại là: 

( ) ( ) nmabcabcgcbaf +==,,  là đa thức bậc nhất theo biến abc . 
 
  -------------------------------------------------------------------------------------- 
Thông qua hai bài toán trên, chúng ta đã có đầy đủ các kết quả cần thiết (background) để bước vào thế giới 
ABC, Abstract Concreteness. J 
 
 

 
 
 

 
 
Chứng minh: 
Cả ba định lý trên đều được chứng minh thông qua nhận xét ii).  
Định lý 1:  

• Với mỗi bộ số ( ) 3
000 ,, Rcba ∈  đều tìm được hai bộ ( ) ( )000000 ,,;,, tzzyxx  sao cho 

  

000000000

000000000000000000

000000000

*
*
*

tzzcbayxx
zttzzzxyyxxxaccbba

tzzyxxcba

≤≤
++=++=++

++=++=++
 

  Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng nhau. 
• Với mỗi bộ số thực không âm ( )000 ,, cba  ta đều tìm được một trong hai bộ 

( ) ( )000000 ,,;,, tzzyxx  hoặc ( ) ( )00000 ,,;,,0 tzzyx  thõa mãn điều kiện sau 

000000000

000000000000000000

000000000

*
)1(*

*

tzzcbayxx
zttzzzxyyxxxaccbba

tzzyxxcba

≤≤
++=++=++

++=++=++
 

 Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng nhau. 
Hay 

 
Định lý 1: Nếu ( )cbacabcababcf ++++ ,,  là hàm đơn điệu trên R  theo abc  thì cực đại và cực tiểu 
xảy ra khi trong ba số cba ,,  có hai số bằng nhau, còn trong tập +R  thì xảy ra khi có một số bằng 0  hay 
có hai số bằng nhau. 
 
Định lý 2: Nếu ( )cbacabcababcf ++++ ,,  là hàm lồi trên R  theo abc  cực đại xảy ra khi trong ba số 

cba ,,  có hai số bằng nhau, còn trong tập +R  thì xảy ra khi có một số bằng 0  hay có hai số bằng nhau. 
 
Định lý 3: Nếu ( )cbacabcababcf ++++ ,,  là hàm lõm trên R  theo abc  cực tiểu xảy ra khi trong ba 
số cba ,,  có hai số bằng nhau, còn trong tập +R  thì xảy ra khi có một số bằng 0  hay có hai số bằng 
nhau. 



000000

00000000000000

00000000

0*
)2(*

0*

tzzcba
zttzzzyxaccbba

tzzyxcba

≤≤
++==++

++=++=++
 

Đẳng thức xảy ra khi hai trong ba biến ( )000 ,, cba  bằng 0. 
 
Ø Cách 1: (Direct Proof) 

Do f  là hàm đơn điệu theo biến 000 cba  nên hàm số đạt cực đại hay cực tiểu tại các điểm biên của 000 cba , 
hãy giả sử f tăng và ta cần tìm cực đại (các trường hợp còn lại chứng minh tương tự), ta có 

( )
( ) ( )000000000000000000000000

000000000000

,,,,
,,

tzztztzzztzzfcbaaccbbatzzf
cbaaccbbacbaf

++++=++++
≤++

 

Vậy nên cực đại xảy ra khi có hai biến bằng nhau.  
 
Trong trường hợp +∈ Rcba ,, , đối với trường hợp tăng tìm cực đại, ta chứng minh hoàn toàn tương tự như 
trên. Trong trường hợp tăng và tìm cực tiểu (trường hợp giảm cũng chứng minh tương tự), khi cố định 

cabcabcba ++++ ,  thì không phải lúc nào abc  cũng đạt được cực tiểu khi có hai biến bằng nhau mà đôi 
khi là khi có một biến bằng 0. Do đó: 

( )
( ) ( )000000000000000000000000

000000000000

,,,,
,,

yxxxyyxxxyxxfcbaaccbbayxxf
cbaaccbbacbaf

++++=++++
≥++

 

hoặc 
( )
( ) ( )0000000000000

000000000000

,,0,,0
,,

xxyxfcbaaccbbaf
cbaaccbbacbaf

+=++++
≥++

 

Vậy nên cực tiểu sẽ xảy ra khi có hai biến bằng nhau hoặc một biến bằng 0. 
Kết hợp mọi trường hợp ta rút ra kết luận như định lý 1. 
 
Ø Cách 2: (Contradiction Proof) 

Ta cũng chứng minh cho trường hợp tăng tìm cực đại. Giả sử hàm số đạt cực đại tại điểm ( )000 ,, cba  trong 
đó 000 ,, cba  khác nhau từng đôi một và cực đại là M . Tuy nhiên lại tồn tại một bộ ( )000 ,, tzz  thoã mãn: 

( )
( ) ( )000000000000000000000000

000000000000

,,,,
,,

tzztztzzztzzfcbaaccbbatzzf
cbaaccbbacbafM

++++=++++
<++=

 

Điều vô lý này cho phép ta kết luận cực đại xảy ra khi có hai biến bằng nhau 
 
Trong trường hợp +∈ Rcba ,, , ta lại xét trường hợp tăng và tìm cực tiểu, nếu như hàm số đạt cực tiểu tại 
điểm ( )000 ,, cba  trong đó 000 ,, cba  khác nhau từng đôi một và không có biến nào bằng 0, đặt cực đại là M . 
Một trong hai trường hợp sau xảy ra: 

( )
( ) ( )000000000000000000000000

000000000000

,,,,
,,

yxxxyyxxxyxxfcbaaccbbayxxf
cbaaccbbacbafM

++++=++++
>++=

 

( )
( ) ( )0000000000000

000000000000

,,0,,0
,,

xxyxfcbaaccbbaf
cbaaccbbacbafM

+=++++
>++=

 

Điều vô lý này cho phép ta kết luận cực đại xảy ra khi có hai biến bằng nhau hoặc một biến bằng 0. 
 
Định lý 2 và 3 được chứng minh tương tự với các tính chất của hàm lồi và lõm, hàm số lồi đạt cực đại , hàm 
số lõm đạt cực tiểu khi biến đạt các giá trị ở biên. Chi tiết của chứng minh xin nhường lại cho bạn đọc. 
 



 
Từ các kết quả trên ta rút ra được một số hệ quả lí thú sau: 
 
 

 
 

 
 
Chứng minh: 

Hệ quả 1: 
Đa thức bậc nhất ymx +  là hàm đơn điệu. Do đó, theo định lý 1 hàm ( )abccabcabcbaf ,, ++++ , là 
đa thức bậc nhất theo abc , đơn điệu nđạt cực đại và cực tiểu trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, 
trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 
Hệ quả 2: 
Tam thức bậc hai với hệ số dương pnxxm ++22  là hàm lồi trên đoạn liên tục. Do đó theo định lý 2 thì 
đối với hàm số ( )abccabcabcbaf ,, ++++ , là một tam thức bậc hai theo abc  và hệ số bậc cao nhất 
dương, tức là một hàm lồi nên đạt cực đại trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có 
hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 
Hệ quả 3: 
Theo bài toán số 2, đa thức đối xứng ba biến cba ,, bậc bé hơn hay bằng 5  có thể biễu diễn thành đa 

thức ( )abccabcabcbaf ,, ++++  và là đa thức bậc nhất theo abc  (do ( )
3
5

3
deg)deg( =≤

fabc  suy ra 

( ) 1deg =abc ). Do đó theo hệ quả 1 đa thức đạt cực đại và cực tiểu trong tập R  khi có hai biến bằng 
nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0  
Hệ quả 4: 
Theo bài toán số 2, đa thức đối xứng ba biến cba ,, bậc bé hơn hay bằng 5  có thể biễu diễn thành đa 

thức ( )abccabcabcbaf ,, ++++  và là tam thức bậc hai theo abc  (do ( )
3
8

3
deg)deg( =≤

fabc  suy ra 

( ) 2deg =abc ), hơn nữa hệ số của 222 cba  lại không âm nên theo hệ quả 3 ta đi đến kết luận âm đa th ức 
đạt cực đại trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số 
bằng 0 . 

 

Hệ quả 1: Hàm số ( )abccabcabcbaf ,, ++++  là một đa thức bậc nhất theo abc  đạt cực đại và cực 
tiểu trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 
 
Hệ quả 2: Hàm số ( )abccabcabcbaf ,, ++++  là một tam thức bậc hai theo abc  và hệ số bậc cao nhất 
dương đạt cực đại trong tập R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay 
một số bằng 0 . 
 
Hệ quả 3: Mọi đa thức đối xứng ba biến cba ,, bậc bé hơn hay bằng 5  đạt cực đại và cực tiểu trong tập 
R  khi có hai biến bằng nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 
 
Hệ quả 4: Mọi đa thức đối xứng ba biến cba ,, bậc bé hơn hay bằng 8  có hệ số của 222 cba  trong biểu 
diễn qua dạng ( )cbacabcababcf ++++ ,,  không âm đạt cực đại trong tập R  khi có hai biến bằng 
nhau, trong tập +R  khi có hai biến bằng nhau hay một số bằng 0 . 



 
Các hệ quả trên thật sự là những vũ khí rất lợi hại. Với chúng, ta có thể tóm gọn một phần rất lớn  các bất 
đẳng thức đối xứng ba biến  , vốn là một thể loại vẫn thường xuyên được ra trong các kì thi học sinh giỏi 
hiện nay. 
 
C.  ABC và Ứng dụng 
  
Bây giờ chúng ta hãy xét qua một số ví dụ cụ thể xem phương pháp này được vận dụng ra sao nhé J 
 
 
 
 
 
 
 
Giải: 
P  đã ở sẵn trong dạng ( )xyzzxyzxyzyxf ,, ++++ , và điều kiện đối xứng không ràng buộc xyz  mà chỉ 
phụ thuộc vào zxyzxyzyx ++++ ,  (*). Vậy nên ta có thể đưa bài tóan về việc giải quyết: 
Cho 92 22 =+ ba  
Tìm giá trị lớn nhất của babaP 224 −+=  

Để tìm giá trị lớn nhất ta thay 
2

9 2ba −
=  vào P , và cần tìm giá trị lớn nhất của: 

( ) ( ) ( )
2

92922
2

2 bbbbbfP −
−+−==  

( )
( )

( )( ) 09789109878790
2

3
2
5

92
4 24226

2

2

' =+−−⇔=−+−⇒=+−
−

−
= bbbbbbb

b
bbf  

Thay các nghiệm của phương trình đạo hàm bằng 0  vào f  và ta nhận được 10max =f  khi .1,2 −== ba  
(*) Lý luận này có thể giúp ta áp dụng ABC  có thể được giải thích theo hai cách như sau: 

- Trong ABC , ta chỉ quan tâm đến abc , còn cbacabcab ++++ ,  ta coi như các hằng số. Do 
đó chúng bị rang buộc như thế nào cũng không quan trọng 

- Chúng ta có thể chuẩn hoá bài toán thành: Tìm giá trị lớn nhất của: 
( )( )

( )3222

222 276

zyx

xyzzyxzyxP
++

−++++
= , đây vẫn là một đa thức bậc nhất nếu tính theo biến 

abc , do 222 zyx ++  cũng là hằng khi zyxzxyzxy ++++ ,  là hằng. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bài 1 [Sưu Tầm] 
Cho Rzyx ∈,,  thỏa 9222 =++ zyx . 
Tìm giá trị lớn nhất của xyzzyxP −++= )(2  

Bài 2 [Nguyễn Anh Cường] 
Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng: 

  2222333

222333

4
1

4
)

3
2)









++
++

≥+
++

++
++

≥+
++

bcacab
cba

abc
cbaii

cba
bcacab

cba
abci

 



 
Giải: 
i)  Bất đẳng thức của chúng ta rõ ràng có thể viết được dưới dạng đa thức đối xứng bậc 5 

 ( ) ( ) ( )( ) 0
3
2 333333222 ≥++++−+++++= cabcabcbacbacbaabcP  

Và ta chỉ cần xét cực tiểu khi có hai giá trị trong ba biến bằng nhau hay một biến bằng 0. 
Trường hợp hai biến bằng nhau, giả sử ca =   bất đẳng thức tương đương với: 

( ) ( ) ( ) ( ) .00
23
2

2
1

2
2

3
2

2
4

3322
2

22

2
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Trường hợp có một số bằng 0, giả sử là c , bất đẳng thức tương đương với: 

( ) .03
3
2 222

22 ≥−++⇔
+

≥ baba
ba

ab  

ii)  Một đa thức đối xứng bậc bảy, nhưng các bạn đừng lo, đó vẫn là đa thức bậc một đối với abc  J, do đó 
theo ta lại có thể áp dụng ABC trong trường hợp này. Ta xét hai trường hợp: 
Trường hợp hai biến bằng nhau, giả sử ca =   bất đẳng thức tương đương với: 
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Trường hợp có một biến bằng 0, bất đẳng thức đã cho hiển nhiên đúng. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Bài tóan Iran 96 nổi tiếng, một đa thức đối xứng bậc 6 và là bậc hai đối với abc  (**): 

( )( )( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 049 2222222 ≤++++++++++−+++ baacaccbcbbacabcabaccbba  
Vậy nên hàm số đạt cực đại khi có hai giá trị bằng nhau hay một số bằng 0 . 
Trường hợp có hai biến bằng nhau, bất đẳng thức tương đương với 
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( ) ( )

( ) 001
2

2
4
92

4
12 2

22
2

22
2 ≥−⇔≥









+
−

+
+

−⇔≥








+
++ bab

babaa
baba

baa
aba  

Trường hợp có một biến bằng nhau, giả sử là c , bất đẳng thức tương đương với: 

( )
( )

( )
( ) ( ) 07440

4
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(**) Tại sao ta có thể kết luận được điều này từ đa thức vừa chuyển thành. Thứ nhất: 

Bài 3 [Iran Olympiad 1996] 
Chứng minh bất đẳng thức sau đúng với các số thực dương cba ,,  

 ( )
( ) ( ) ( ) 4

9111
222 ≥









+
+

+
+

+
++

accbba
cabcab  



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2222224 baacaccbcbbacabcab ++++++++++ chỉ chứa abc  bậc 1, vì tuy đa thức này là 
bậc 6, nhưng thực sự ta chỉ cần xét bậc của abc trong ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]222222 baacaccbcbba ++++++++ , 
vốn là một đa thức bậc 4. 
Còn biểu thức ( )( )( )[ ]29 accbba +++  cũng vốn là một đa thức bậc 6 , tuy nhiên ( )( )( )accbba +++  chỉ 
chứa nhiều nhất là abc  bậc 1, bình phương lên thì hệ số của 222 cba  là không âm. 
Như vậy, đôi khi ta không cần khai triển toàn bộ dang biểu thức như thế nào, ta chỉ cần lý luận được hệ số 
của 222 cba  là đủ để áp dụng định lý ABC . 
 
Bản chất của phương pháp là đánh giá abc , vậy nên việc gặp những bài tóan có bậc đẹp đẽ như vậy là một 
điều tốt đẹp nhưng không phải lúc nào cũng như vậy, thế nên thủ sẵn các biến đổi sau để đánh giá hàm số 
theo abc là một điều cần thiết. 
MOT SO DANG THUC 
Để thuận tiện trong những phần tiếp theo, ta quy ước .,, xyzcxzyzxybzyxa =++=++=  
Ta sẽ xét qua các đại luợng hoán vị vòng quang của các biến zyx ,,  sẽ được biễu diễn qua các đại lượng 
trên ra sao. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

c
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y
zx

x
zy

z
yx

acbbaazyx
cabazyx

acbbaxzzxzyyzyxxy
cabxzzxzyyzyxxy

bazyx

3
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3
2

224444

3333
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=
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+−=++

−−=+++++

−=+++++
−=++

 

( ) ( ) ( ) acbzxyzxy 22222 −=++  
( ) ( ) ( ) 23333 33 cabcbzxyzxy +−=++  
( )( ) ( ) 332222222 69 bcabaczxyzxyxzzyyx +−+=++++  
Dưới đây xin cung cấp cho các bạn một số đánh giá về cba ,,  trong các miền khác nhau: 
Định lý 1: 
Phương trình bậc ba có các nghiệm thực zyx ,,  khi và chỉ khi ( ) )1(0441827 32232 ≥−+−+− bbacaabc  
Định lý 2: 
Phương trình bậc ba có các nghiệm thực dương zyx ,,  khi và chỉ khi có ( )1  và 0,0,0 >>> cba  
Định lý 3: 
Phương trình bậc ba có các nghiệm là ba cạnh tam giác khi và chỉ khi có ( ) ( )2,1  và .0843 >+− caba  
 
Các hệ quả đã nêu tuy hữu hiệu nhưng vẫn còn gặp nhiều hạn chế. 
Sau đây một số ví dụ ta không thể làm trực tiếp từ các hệ quả đã nêu mà phải nhờ vào một số biến đổi hay 
các định lý đã nêu. 
 

 
 
 
 
 
 
 

Bài 1 [Russia Olympiad 2005]: 
Cho cba ,, là các số thực dương thỏa mãn: 

1222 =++ cba .Chứng minh rằng: 

3333 ≥
+

+
+

+
+ abc

c
acb

b
bca

a  



Một bất đẳng thức đối xứng, đìêu kiện không ràng buột abc , việc đưa về đa thức đối xứng là dễ dàng, tuy 
nhiên lại lên tới bậc 9, và là bậc ba theo abc  L. Điều này nằm ngòai kiểm sóat của các hệ quả, vậy nên ta 
phải có chút thủ thuậ biến đổi nho nhỏ. 

Đặt 
c

abz
b
acy

a
bcx === ;; . Bất đẳng thức tương đương với: 

1=++ xzyzxy . Chứng minh rằng: 

( )*3111
≥

+
+

+
+

+ yzxxyzzxy
 

Bây giờ thì mọi chuyện trở nên dễ dàng rồi, một đa thức bậc hai theo xyz  với hệ số bậc cao nhất không âm, 
và ta cần tìm cực đại. Ta chỉ cần xét các trường hợp khi có hai biến bằng nhau, hay một biến bằng 0 . 
Trường hợp 1: zx = . Bât đẳng thức tương đương với: 

312
2 ≥

+
+

+ yxxxy
 với .12 2 =+ xxy  

Thay 
x
xy

2
1 2−

= , và ta cần chứng minh [ ]1,0,3

2
1
1

2
1

2
2

2
2 ∈≥

−
+

+
+

−
x

x
xxxx

. Điều này không quá khó khăn 

và các bạn sẽ có thể giải quyết dễ dàng.  
Trường hợp 2: 0=z . Bất đẳng thức tương đương với: 

3111
≥++

yxxy
 với 1=xy .  

Ta có 312111211
=+≥++⇒≥+

xyxyyxxyxyyx
. 

 
 
 
 
 
 
 

 
Giấc mộng đưa về dạng đa thức đối xứng coi như tan vỡ. Ta đành đánh giá trực tiếp theo hàm đối với biến 
xyz . Vẫn với quy ước xyzczxyzxybzyxa =++=++= ,, , sử dụng các hằng đẳng thức đã nếu ở trên ta 
biến bất đẳng thức về dạng: 

 21
2

2
2
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22

224

+≥
−

+
−

++−
ba

b
acb

acbbaa  

Hàm theo c  là hàm bậc nhất nên đơn điệu. Theo định lý một, cực tiểu xảy ra khi có hai biến bằng nhau hay 
một biến bằng 0 . 
Trường hợp 1: zx = . Bất đẳng thức tương đương với: 

 ( ) 21
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yxx
yx  

Do tính thuần nhất của bất đẳng thức này nên ta có thể giả sử 1=x , khi đó ta cần chứng minh: 

Bài 2 [Nguyễn Anh Cường]: 
Cho các số thực dương zyx ,, . Chứng minh rằng : 
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Ta có thể đánh giá các mẫu số một cách nhẹ nhàng nhưng vẫn đảm bảo tính đúng đắn của dấu lớn hơn hoặc 
bằng sau khi đánh giá như sau: 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) 2212222122

22121221222122
2222

32242324

+++≥++++⇒+≥++

+++≤++++⇒+≤++

yyyyyyyy

yyyyyyyy
.  

Do đó công việc còn lại của chúng ta là chứng minh: 
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Trường hợp 2: 0=z . Bất đẳng thức tương đương với: 
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Ta có: ( ) 22
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Cuối cùng dưới đây là một số bài tập để các bạn làm quen với phương pháp này: 
Bài tập áp dụng 
Bài 1 [Sưu tầm]: 
Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng: 

 
cabcabcbaabccabbca +++++

≥
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+
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+
+ 222222
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2
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2

1
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1  

Bài 2:[Darij Grinberg- Old and New Inequality] 
Cho cba ,,  là các số thực dương. Chứng minh rằng: 
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Bài 3: [Mircea Lascu – Old and New Inequality ] 
Cho cba ,,  là các số thực dương. Chứng minh rằng: 
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Bài 4:[Vietnam TST, 1996] 
Chứng minh bất đẳng thức sau đúng với mọi số thực cba ,,  



( ) ( ) ( ) ( )444444

7
4 cbaaccbba ++≥+++++  

Bài 5:[Nguyễn Anh Cường]   
Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng :  

 262 222 +≥
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+
+

+
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cba
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b
ac

a
cb

c
ba  

 
D.ABC Upgrade 
Như vậy là chúng ta đã phần nào lướt qua sức mạnh của phương pháp này, hy vọng các bạn thấy thích thú 
với những gì tôi đã trình bày. Trong các phần sau, tôi sẽ lần lượt lướt qua các điểm yếu của phương pháp 
này và lần lượt giải quyết chúng một cách đáng kể nhất.Việc ngày càng nâng cấp phương pháp vẫn còn là 
một vấn đề đang được phát triển, chúng tôi rất hoan nghênh các ý tưởng của các bạn về việc nâng cấp 
phương pháp. 
 
Như các bạn đã thấy, đối với các bài toán bất đẳng thức có sự ràng buột giữa các biến cba ,, , nếu sự rang 
buột này chỉ liên quan đến cba ++  và cabcab ++  thì định lý ABC  sẽ có cơ hội phát huy sức mạnh. Thế 
nhưng đối với những bài toán mà bản thân abc bị ràng buột thì sao. Với ý tưởng như vậy, chúng ta sẽ nâng 
cấp định lý ABC để định lý này có khả năng đối phó với những bài toán thuộc những dạng trên. 

 
 
 

 
Chứng minh 
i) Giả sử 1=++ cba  và mabc = (trường hợp ncba =++  có thể đưa về trường hợp này một cách dễ dàng 
bằng cách đặt nzcnybnxa === ,, , bạn đọc cũng đã được xem qua kỹ thuật này trong phần chứng minh 
định lý ABC  ở các phần trên.). Ta sẽ chứng minh cabcab ++  đạt giá trị nhỏ nhất và lớn nhất khi có hai 
trong ba biến cba ,,  bằng nhau trong cả hai trường hợp Rcba ∈,,  và +∈ Rcba ,, . Đặt Scabcab =++   
Một lần nữa, ta lại đưa về bài toán tồn tại nghiệm của phương trình: 
 
Đặt mSXXXXf −+−= 23)(  
Ta có: ( ) SXXXf +−= 23 2' .Phương trình có hai nghiệm 

 
3

311;
3

311
21

SXSX −−
=

−+
=   

Phương trình có ba nghiệm khi và chỉ khi ( ) 02 ≥Xf , ( ) 01 ≤Xf . 
Ta có : ( ) ( ) 09260 22 ≥−+−⇔≥ mSXSXf , giả sử có tập nghiệm là 

2XR  
 ( ) ( ) 09260 11 ≤−+−⇔≤ mSXSXf , giả sử có tập nghiệm là 

1XR  
Trước tiên ta sẽ chứng minh cho trường hợp Rcba ∈,, . 

 
i) Cho cba ,,  đồng thời là các số thực hoặc là các số thực dương. Khi đó nếu  đại lượng cbaabc ++,  đã 
được cho trước (nghĩa là đã được cố định sẵn) thì cabcab ++  sẽ đạt giá trị lớn nhất và nhỏ nhất khi có 
hai trong ba biến cba ,,  bằng nhau. 

ii) Cho cba ,,  đồng thời là các số thực dương. Khi đó nếu  đại lượng cabcababc ++,  đã được cho trước 
(nghĩa là đã được cố định sẵn) thì cba ++  sẽ đạt giá trị nhỏ nhất khi có hai trong ba biến cba ,,  bằng 
nhau. 



Gọi maxmin , SS  lần lượt là giá trị nhỏ nhất và lớn nhất trong tập 
21 XX RR ∩  (giao của hai tập này khác rỗng, 

nêu không phương trình không có nghiệm với mọi giá trị của S ). Nhận xét rằng hai giá trị này là nghiệm 
của một trong hai phương trình ( ) 0926 1 =−+− mSXS  hay ( ) 0926 2 =−+− msXS  (các giá trị này chắc 
chắn tồn tại, nếu không thì phương trình bậc 3 sẽ có nghiệm khi S  chạy tới cộng vô cùng hoặc âm vô cùng), 
khi đó ta sẽ có .maxmin SSS ≤≤ Bây giờ ta sẽ kiểm tra khi S  đạt một trong hai giá trị này thì liệu có tồn tại 
ba số thực cba ,,  không và hình thù của cba ,,  sẽ ra sao. 
Điều đầu tiên là rõ ràng, vì 

21maxmin , XX RRSS ∩∈ . Điều thứ hai, do maxmin , SS  là nghiệm của một trong hai 
phương trình ( ) 0926 1 =−+− mSXS  hay ( ) 0926 2 =−+− msXS , nên hoặc là ( ) 01 =Xf , hoặc là 

( ) 02 =Xf . Khi này phương trình bậc ba đã cho sẽ có nghiệm kép, hay nói cách khác, lúc này hình thù của 
( )cba ,,  là ( )yxx ,,  
 
Bây giờ ta sẽ chứng minh cho trường hợp +∈ Rcba ,, . Trước hết ta cần phải có 0≥m . Nhận xét rằng 

21
0 XX RR ∩∉ , vì không tồn tại các số thực cba ,,  thoả mãn 0,0,1 ≥=++=++ abccabcabcba . Điều 
này có nghĩa là 

21 XX RR ∩  tách biệt thành các khoản mà các cận là cùng âm hoặc cùng dương. Gọi 3R  là 
tập 

21 XX RR ∩  bỏ đi các đoạn âm. Gọi maxmin , SS là các giá trị nhỏ nhất và nhỏ nhất trong tập 3R  này. Và ta 
lại có: maxmin SSS ≤≤ . Lý luận tương tự như trường hợp R , ta cũng sẽ suy ra được khi S  chạm các biên 
này thì hai trong ba biến ( )cba ,,  là bằng nhau. 
 
ii) Bạn đọc có thể dễ dàng suy ra chứng minh cho định lý ABC Upgrade 2 sau khi đã xem qua chứng minh 1. 
Tuy nhiên đối với cba ++  thì không có rang buộc về cận trên khi 0,, ≥cba . Tuy nhiên sẽ có cận dưới do 

cba ++  đã bị chặn dưới bởi 0 . Do đó nên trong trường hợp này chỉ tồn tại minS , cũng vậy, khi này ta đi tới 
kết luận cba ++ đạt giá trị nhỏ nhất khi hai trong ba biến cba ,,  bằng nhau. 
 
Các bạn có thể thấy tư tưởng trừu tượng sự cụ thể (abstract concreteness) rõ rang hơn trong chứng minh trên. 
Chúng ta không cần biết giá trị nhỏ nhất của cabcab ++  hay cba ++  cụ thể là bao nhiêu nhưng vẫn có 
thể chứng minh được khi đạt được giá trị này thì hai trong ba biến cba ,,  bằng nhau. 

 
Chúng ta sẽ lướt qua một số ví dụ để xem cách áp dụng của định lý ABC Upgrade này như thế nào: 
Bài 1: [Hojoo Lee] Cho các số thực dương cba ,,  thoả mãn 1≥abc . Chứng minh rằng: 

accbba ++
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+
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1
1

1
1

1
11  

Giải: 
Nhận xét rằng hàm số bên phải giảm khi biến a  tăng. Do đó chúng ta chỉ cần chứng minh khi 1=abc (đối 
với trường hợp , 1≥= kabc , ta có: 

1
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1
1

1

1

1
1

1
1

1
1

1
≤

++
+

++
+

++
≤

++
+

++
+

++
k
accbb

k
aaccbba

) 

Bất đẳng thức đã cho tương đương với: 
( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0111111111),,( ≥++++−++++−++++−++++++= baacaccbcbbaaccbbacbaf  

Nhận xét rằng bậc của đại lượng cabcab ++  trong ( )cbaf ,,  chỉ là bậc 1 ( ( )cbaf ,,  chỉ là bậc 3 theo 
cba ,, ). Vậy nên khi cố định cba ++  thì ( )cbaf ,,  đạt giá trị nhỏ nhất khi cabcab ++  đạt giá trị nhỏ nhất, 

khi này hai trong ba biến cba ,,  bằng nhau. Ta đưa về bài toán: 
Cho các số thực dương yx,  thoã mãn: 12 =yx . Chứng minh rằng: 
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+ yxx
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Thay 2

1
x

y =  vào bất đẳng thức và ta cần chứng minh: 

0
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Như vậy bất đẳng thức đã được chứng minh hoàn toàn. 
 
Bài 2: [Sưu Tầm]: Cho các số thực dương cba ,,  thoã mãn: abccba 3=++ .Chứng minh rằng: 

)()()(2 accacbbcbaab
c

ab
a
bc

b
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+++++≥





 ++  

 
Bài 3 [Bùi Việt Anh]: Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng: 
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+++ accbba
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Giải: 
Đối với bài toán này thì dù có cố định hai đại lượng nào đi nữa thì chúng ta đều sẽ không thu được một 

hàm số tốt với biến còn lại (tốt  ở đây ngụ ý lồi, lõm hay đơn điệu). Tuy nhiên ở đây, ta sẽ thấy được sự liên 

hệ giữa hai đại lượng 
ab

c
ac

b
cb

a
+

+
+

+
+

 và 
))()(( accbba

abc
+++

, chúng là tổng và tích của các đại lượng 

ba
c

ac
b

cb
a

+++
,, . Như vậy chúng ta hãy thử chuyển biến theo hướng này xem. 

Đặt 
ab

cz
ac

by
cb

ax
+

=
+

=
+

= ,, , vấn đề là mối liên hệ của zyx ,,  thế nào. Ở đây tôi xin đưa ra mối quan 

hệ, và với mối quan hệ này chúng ta có thể tìm ngược trở lại cba ,, . Và từ đó ta cũng sẽ có bài toán tương 
đương sau: 

Cho 0,, ≥zyx  thoã mãn: 122
1

1
1

1
1

1
=+++⇔=

+
+

+
+

+
zxyzxyxyz

zyx
. Chứng minh rằng: 

22 ≥+++ xyzzyx .  
Như vậy ta sẽ cố định xyz  và zxyzxy ++  đưa về bài toán sau: 
Cho 0, ≥ba  thỏa mãn: 122 22 =++ ababa . Tìm giá trị nhỏ nhất của: baba 22 ++ .  

Thay ( )1
2

1
22

1
2

2

≤
−

=
+

−
= a

a
a

aa
ab  , ta cần chứng minh: 

2)1(2
2

12 ≥−+
−

+ aa
a
aa . Thực vậy, bất đẳng thức tương đương với: 

( )

2
1
2

2
1

)1(21
1
2

2
1

≥
−

+⇔

−≥−
−

+
−

a
a

a

aa
a

a
a
a

 



Mặt khác a
aa

a
aa

a
a

a 22

2
1

2
)1(

2
1
2

≥
+−

≥
−

=
−

. 

Do đó: 22222
2
1222

2
1

1
2

2
1 4 ≥=≥+≥

−
+ a

a
a

aa
a

a
. 

Tóm lại bất đẳng thức đã được chứng minh hoàn toàn. 
 
Cuối cùng, một phần rất quen thuộc và không nên thiếu, đó là phần bài tập cho các bạn áp dụng: 
 
Bài 1:[Sưu tầm] 
Cho các số thực dương cba ,, . Chứng minh rằng: 

( )zxyzxyxyzzyx
++≥+

++
3
2

3
3  

Bài 2: [Sưu tầm]  
Cho các số thực dương cba ,,  thoã mãn: 1=abc . Chứng minh rằng: 

1
111

≥
++

+
++

+
++ ba

c
ac
b

cb
a  

Bài 3: [Nguyễn Anh Cường] 
Cho các số thực dương cba ,,  thoã mãn: 8))()(( =+++ accbba . Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của: 

cbaabcP +++=  
 
E.Mở ô cửa đóng 
 
Trong phần này, tôi sẽ xét qua một lớp các bài toán mà các biến bị chặn trong các tập đóng, vốn là một vấn 
đề còn chưa được phát triển trong các phần về định lý ABC  đã nói ở trên. Đối với lớp bài toán này, chúng 
ta cũng có một phương pháp khác để giải quyết. Tôi sẽ giới thiệu về phương pháp này trước, sau đó sẽ 
chúng ta sẽ nghiên cứu về cách ứng dụng ABC  trong các bài toán này sau: 

 
 
Gặp những tình huống như thế này, dấu bằng của bất đẳng thức thường xảy ra tại các giá trị biên, nghĩa là 
bằng a  hay b . Trong những trường hợp như vậy, ta sẽ cố gắng chứng minh 

( ) ( ) ( ){ }nnn xxbfxxafxxxf ,...,,,,...,,min,...,, 2221 ≥ . Cuối cùng ta sẽ thu được giá trị nhỏ nhất của hàm số 
đạt được khi một số giá trị bằng a  và các giá trị còn lại bằng b . Phương pháp này gọi là phương pháp tiếp 
cận dấu bằng. Ta sẽ lướt qua một số ví dụ sau: 
 

 

Bài toán: 
Cho [ ]baxxx n ,,...,, 21 ∈  . Chứng minh rằng ( ) Cxxxf n ≥,...,, 21  trong đó Cba ,,  là các hằng số cho 
trước. 

Bài 1 [Thi đội tuyển toán trường THPT Năng Khiếu] 
Cho [ ]1,0,, ∈cba . Tìm giá trị lớn nhất của: 

( ) cabcabcbacbaf −−−++=,,  



Ta sẽ chứng minh ( ) ( ) ( ){ }(*),,1,,,0max,, cbfcbfcbaf ≤ . Ta có chứng minh trực tiếp bằng phương pháp đại 
số như sau: ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 011,,1,,,,0,, 2 ≤−−−=−− bacccbfcbafcbfcbaf  , từ đó suy ra ( )*  
Hay bằng một cái nhìn giải tích, ta có thể suy ra nhanh chóng hơn với nhận xét hàm số đơn điệu theo biến a . 
Và từ đó trực tiếp suy ra ( )* . 
Hoàn toàn thực hiện những bất đẳng thức tương tự đổi với các biến cb, , ta sẽ suy ra tính chất sau: 

{ }( , , ) ax f(0,0,0);f(0,0,1);f(0,1,1);f(1,1,1)f a b c m≤ . Từ đây có thể dễ dàng kết luận giá trị lớn nhất của 
( )cbaf ,,  là 1. Dấu bằng xảy ra chẳng hạn như: 1,0 === cba . 

 

 
Đối với bài toán này, nếu ta áp dụng  ngay việc chứng minh ( ) ( ) ( ){ }zyCzyCzyxC ,,2,,,1max,, ≤  thì sẽ gặp 
khá nhiều khó khăn. Ở đây chúng ta sẽ áp dụng một mẹo nhỏ để làm cho công việc này tương đối đơn giản 
hơn: 

( )

xz

y

zy

x

yx

zzyxfC
11

1

11

1

11

1

,,
+

+
+

+
+

== . Đến đây các bạn cũng có thể đoán được chúng ta sẽ làm gì tiếp 

theo. Đặt 



∈=== 1,
2
1,,;1,1,1 cba

z
c

y
b

x
a  và ta cần tìm giá trị lớn nhất của: 

( )
ba

c
ac

b
cb

acbag
+

+
+

+
+

=,,  

Ta xẽ coi như cb,  là các hằng số, và a  là biến : 0
)(

2
)(

2),,('' 33 >
+

+
+

=
ab
c

ac
bcbag . Như vậy g  là hàm lồi 

theo biến a , tức là g  đạt giá trị lớn nhất khi a  chạm các biên.  
Từ đây ta suy ra được điều mong muốn: ( ) ≤cbag ,, ( ) ( ){ }.,,2,,,1max cbgcbg   
Hoàn toàn thực hiện những bất đẳng thức tương tự đổi với các biến cb, , ta sẽ suy ra tính chất sau: 

( )






≤ )1,1,1();

2
1,1,1();

2
1,

2
1,1();

2
1,

2
1,

2
1(max,, ggggcbag . Từ đây có thể dễ dàng suy ra giá trị lớn nhất của 

g  là 
12
19 , đạt được khi ( ) 






= 1,1,

2
1,, cba , hay giá trị lớn nhất của f  là 

12
19 , đạt được khi ( ) )1,1,2(,, =zyx . 

 
Như vậy qua hai ví dụ các bạn cũng đã có thể phần nào làm quen được với phương pháp này. Ở đây tôi sẽ 
nêu ra một phương pháp khác, chứng minh dựa vào định lý ABC .  
Trong các phần trên, ta thấy rằng ABC  chí áp dụng được khi các biến chạy hoàn toàn trong R  hoặc +R , 
vậy nên muốn áp dụng ABC , ta phải kéo dãn đoạn đã cho thành R  hoặc +R . 
 

Bài 2 [Nguyễn Anh Cường] 
Cho [ ], , 1,2x y z ∈ . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức sau: 

xy xz yzC
xz yz xy yz xy xz

= + +
+ + +

 

Bài 1 [Thi đội tuyển toán trường PTNK] 
Cho [ ]1,0,, ∈cba . Tìm giá trị lớn nhất của: 

( ) cabcabcbacbaf −−−++=,,  



 

Ta quay lại bài toán này, ta sẽ tìm cách kéo giãn đoạn [ ]1,0  thành +R . Nhận xét nếu nghịch đảo 
a

a 1
→ , ta 

thu được bộ số nằm trong đoạn [ ]+∞,1 . Vẫn chưa biến thành +R  được, ta lại tiếp tục trừ bộ số cho 1 

111
−→

aa
 và ta sẽ thu được bộ số nằm trong đoạn [ ]+∞,0 . Như vậy ta đã chuyển x

a
a =−→ 11  để kéo 

[ ] [ ]+∞→ ,01,0 .  
Từ những ý tưởng như trên, ta sẽ đi tới lời giải sau: 

Đặt 
z

c
y

b
x

a
+

=
+

=
+

=
1

1,
1

1,
1

1  trong đó +∈ Rzyx ,, . Biểu thức đã cho trở thành: 

 

( ) ( )
)1)(1(

1
)1)(1(

1
)1)(1(
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1
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1,,,,
xzzyyxzyx

zyxgcbaf
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+
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3111111
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=
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=

zyxzxyzxyxyz
zyxzxyzxy

zyx
zyxyxxzzy

 

 
Đến đây bạn đọc cũng có thể dễ dàng thấy ( ) 1,, ≤zyxg , không cần áp dụng thêm định lý ABC  nữa, tuy 
nhiên biểu thức này chúng ta đã có thể áp dụng ABC  một cách dễ dàng để đưa về trường hợp hai biến. 
 
Có hai lợi thế khi chúng ta kéo dã một tập đóng thành tập +R  như thế này, thứ nhất là ta có thể áp dụng 
được định lý ABC như trong trường hợp ở trên, thứ hai là ta có thể đánh giá được dễ dàng hơn, vì ở đây ta 
sẽ đánh giá các biến với số 0 , và điều này lúc nào cũng dễ dàng hơn. Chẳng hạn trong biểu thức trên, đánh 

giá 0≥xyz  và 01
≥

+++++ zyxzxyzxy
. 

 

 
 
Một lần nữa ta sẽ sử dụng kỹ thuật kéo dãn các biến. Ta sẽ sử dụng ABC, trước tiên kéo dãn [ ] +→ R2,1  như 

sau: a
x

x =−
−

→ 2
1

1 . Như vậy, đặt 

Bài 2 [Olympic 30-4 – Thành phố Hồ Chí Minh] 
Cho [ ]2,1,, ∈zyx . Chứng minh rằng: 

( ) 10)111(),,( ≤++++=
zyx

zyxzyxg  
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a
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1
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1
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1
2 . Ta cần chứng min bài toán sau: 
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Ở đó: ( ) )2)(1)(1()1)(2)(1()1)(1(2 +++++++++++= cbacbacbaM  
( ) )1)(2)(2()2)(1)(2()2)(2(1 +++++++++++= cbacbacbaN  

Thật đáng tiếc là bất đẳng thức: 0)2)(2)(2)(1)(1)(1(10 ≤++++++− cbacbaMN  không thể đánh giá bằng 
định lý ABC  được, do hệ số của 222 cba  cuối cùng thu được là âm (bạn đọc có thể nhẩm ra dễ dàng). Thế 
nhưng chúng ta không bỏ cuộc một cách dễ dàng, chúng ta sẽ nhờ ABC Upgrade để giải quyết trường hợp 
này. Cố định abc  và cba ++ , và ta sẽ thấy biểu thức thu được là đa thức bậc nhất theo .cabcab ++  Vậy 
nên ta đi đến kết luận bất đẳng thức đã cho đạt cực trị khi có hai biến bằng nhau. Như vậy ta chì cần chứng 
minh bất đẳng thức: 
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Như vậy là bài toán đã được chứng minh. 
 
Sau đây là một số bài tập cho các bạn áp dụng: 
 Bài 1[Tạp chí toán học và tuổi trẻ]: 
Cho [ ], , 1,2a b c ∈ . Tìm giá trị lớn nhất của: 

3 3 3

3
a b cA

abc
+ +

=  

Tạp chí Toán Học và Tuổi Trẻ. 
 
Bài 2: [Sưu tầm]  
Cho [ ]2,1,, ∈zyx . Chứng minh rằng: 

( ) 
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F.Định lý ABC mở rộng 
Như vậy là chúng ta đã giải quyết được hai yếu điểm của ABC . Yếu điểm thứ ba dễ nhận ra là ABC  chỉ áp 
dụng được cho các bài toán ba biến, thế còn nhiều biến hơn thì thế nào???. Chúng ta sẽ cùng nhau giải quyết 
vấn đề này với định lý ABC mở rộng. 
Trước hết, chúng ta làm quen với một khái niệm mới nằm trong định lý ABC của chúng ta 
I. Khả ABC 

1) Định nghĩa 
Xét một biểu thức ba biến ( )cbaf ,, . 
Ta gọi ( )cbaf ,,  là một biểu thức khả ABC nếu như bất đẳng thức ( ) 0,, ≥cbaf  có thể được chứng minh 
dựa vào định lý ABC để đưa về hai trường hợp sau: 
 i) Hai biến bằng nhau. 
 ii) Một biến bằng 0. 

2) Phương pháp chứng minh khả ABC 
Để chứng minh một biểu thức ( )cbaf ,,  là khả ABC, ta sẽ chuyển biểu thức ( )cbaf ,,  thành biểu thức g  đối 
với các biến abcCcabcabBcbaA =++=++= ,,  .Biểu thức ( )cbaf ,,  là một biểu thức khả ABC nếu 
như ),,( CBAg  là một hàm lồi theo biến C. 
 
Ví dụ : 
Chứng minh biểu thức sau là khả ABC 

)()()(3),,( 333 accacbbcbaababccbacbaf +−+−+−+++=  
Giải: 
Đặt abcCcabcabBcbaA =++=++= ,, , ta có: 

CABACABCCABACBAgcbaf 943333),,(),,( 33 +−=+−++−==  
Xét ),,( CBAg  theo biến C . Ta có: 0,9 ''' == gg  do đó g là hàm lồi theo biến C. Vậy biểu thức ),,( cbaf  
là khả ABC. 
II. Định lý ABC mở rộng 
Xét một biểu thức đối xứng n biến ( )naaaf ,...,, 21 , trong đó f có cực tiểu và 3≥n . Ta sẽ coi 

( )naaaf ,...,, 21  như là một biểu thức ba biến ( )321 ,, aaag  với các số naaa ,...,, 54  được coi như là các hằng 
số.  
Khi đó nếu g  khả ABC thì bất đẳng thức ( ) 0,...,, 21 ≥naaaf  có thể đưa về xét hai trường hợp sau: 
 )i  m biến bằng nhau, n-m biến bằng nhau. 
 )ii 1 biến bằng 0. 
Bất đẳng thức được chứng minh là đúng đắn nếu nó được chứng minh tính đúng đắn trong hai trường hợp 
trên. 
 
Chứng minh: 
Ta giả sử f có cực tiểu như giả thiết đã nêu và cực tiểu xảy ra tại điểm ( )nxxx ,...,, 21 (*)   
Nếu 0...21 =nxxx  hay ix  chỉ có khả năng nhận một trong hai giá trị cố định thì cực tiểu này không âm theo 
giả thiết đã nêu trong định lý. 
Nếu ix  có khả năng nhận ba giá trị khác nhau và khác  0, ta giả sử ( )321 ,, xxx  là một bộ mà ba giá trị trong 
bộ khác 0 và khác nhau từng đôi một. Ta cố định các biến nxxx ,...,, 54  như là những hằng số và xét hàm 

( )nxxxxxf ,...,,,, 4321  như là hàm ( )321 ,, xxxg .  



Theo giả thiết thì g  là khả ABC, vậy nên nó đạt cực tiểu khi có hai số bằng nhau, hay một số bằng 0. Điều 
này cũng có nghĩa là tồn tại bộ ( )cba ,,  để ( ) ( )cbagxxxg ,,,, 321 >  hay 

( ) ( )nn xxcbafxxxxxf ,...,,,,,...,,,, 44321 ≥ .  
Điều này mâu thuẫn với giải thiết (*) 
Tóm lại thì định lý ABC đã được chứng minh. 
III. Ứng dụng ABC mở rộng 
 
Bài toán 1: 
Chứng minh bất đẳng thức sau đúng với các giá trị thực dương của dcba ,,,   

( ) ( ) (*)31
4

3 22224444

cdbdbcadacab
dcba

abcd
dcba

+++++
+++

+≥
+++  

Giải: 
Bất đẳng thức tương đương với: 

( )( ) ( )cdbdbcadacababcdcdbdbcadacabdcba +++++−++++++++ 43 4444  
( ) 012 2222 ≥+++− dcbaabcd  

Đặt:  
( )( ) ( )

)(12
43),,,(

2222

4444

dcbaabcd
cdbdbcadacababcdcdbdbcadacabdcbadcbaf

+++

−+++++−++++++++=
 

Nhận xét rằng nếu cố định biến d  thì f  là hàm đối xứng theo ba biến, và hơn nữa f  khả ABC. Như vậy 
theo định lý ta sẽ chỉ phải xét các trường hợp sau (ta sẽ xứ lý với (*)): 

0) =ai , bất đẳng thức là hiển nhiên 
  ydcxbaii ==== ,) , bất đẳng thức tương đương với: 
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Áp dụng BDT xyyx 4)( 2 ≥+  và xyyx 222 ≥+  ta sẽ chứng minh được trường hợp này. 
ydxcbaiii ==== ,) , bất đẳng thức tương đương với: 
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yxyxyx
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Áp dụng bất đẳng thức 22 323 xxyx ≥+  và xyyxyx 423 22 ≥++  ta sẽ chứng minh được trường hợp nỳa 
Tóm lại theo định lý ta có đìêu phải chứng minh. 
 
 
Bài toán 2: 
Cho các số thực 0,...,, 21 ≥naaa  thỏa mãn naaa n =+++ ...21 . Chứng minh rằng: 

12
...

121...11
22

2
2
121

−+≥
+++

−
++++ nn

aaa
nn

aaa nn

 

Giải: 
Đặt ( ) VPaaaf n =,...,, 21 . 



Cố định naaa ,...,, 54  ta được hàm ba biến và khả ABC. Như vậy ta chỉ cần xét 2 trường hợp: 
0) 1 =ai . Bất đẳng thức hiển nhiên đúng 

)ii nymnmx =−+ )( . Chứng minh: 

12
)(

12
22 −+≥

−+
−

+
−

+ nn
ymnmx

nn
y

mn
x
m  

Ta đưa về bài toán: 
( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( ) 012)(

12

12)(12)(

222

22

22

22

2

≥−−−−+⇔

−+
−−−

≥
−−

⇔

−+≥
−+

−+−
+







 −
+

−+

yxxynymnmx

ymnnnmx
yxmnmn

nxy
yxmnm

nn
ymnmxn

ymnmxn
y

mn
x
m

n
ymnmx

 

Bất đẳng thức trên là đúng đắn do: ( ) xynxymnmymnmx 12)(222 −≥−≥−+ . 
Tóm lại bất đẳng thức được chứng minh hoàn toàn. 
 
IV. Bài tập 
Bài 1:  Chứng minh bất đẳng thức sau cho các số thực dương dcba ,,,  

( ) 





 ++++++≥+

+++
dcba

dcba
abcd

dcba 111114
2

4444

 

Bài 2:  
Cho các số thực dương naaa ,...,, 21  thoã: ∑

≤<≤

=
nji

ji aa
1

1. Chứng minh rằng 

( ) 



















−

+
−

≥+++
2

21
22

1 1
2,2min

1
2......

n

nn nn
k

n
aakaaa  

Bài 3: 
Chứng minh rằng đối với  nxxx ,..,, 21  là các số thực thoã: 1... 22

2
2
1 =+++ nxxx  ta có bất đẳng thức sau: 

( )( ) 1
12

6... 321
33

2
3
1 ≤

+−
++++ ∑ xxx

nn
xxx n  

G. Kết luận 
Trong phần bài tập, chúng tôi đều cố gắng ghi rõ nguồn gốc của bài toán tôi lấy từ đâu. Tuy nhiên do sự hạn 
chế nên một số bài toán chúng tôi không rõ xuất xứ, tôi xin chân thành xin lỗi tác giả của bài toán và xin 
được đề tựa các bài toán là Sưu Tầm. 
 

 



 

GEOMETRIZE ALGEBRA (GLA) 

LỜI MỞ ĐẨU 

Trong trào lưu bất đẳng thức phát triển như vũ bão hiện nay và một loạt những 

phương pháp ffầy giá trị của những tên tuổi nổi tiếng cũng như của các bạn say 

mê bất đẳng thức ra đời thif việc một phương pháp không thật sự nổi bật cho dù 

khá mạnh trở nên nhạt nhòa và bị lãng quên cũng chẳng có gì là khó hiểu. Với các 

phương pháp hiện nay thì việc giải các bài bất đẳng thức trong kì thi quốc gia, 

quốc tế không còn là khó khăn với một lượng lớn các bạn học sinh nữa. Tuy 

nhiên, lời giải đẹp và trong sáng cho một bài toán vẫn là điều mỗi chúng ta luôn 

vươn tới. Chẳng thể có một phương pháp nào mà lời giải mọi bài toán bằng 

phương pháp đó đều là đẹp nhất cả. Chính điều này tạo nên sự quyến rũ không 

bao giờ nhàm chán của bất đẳng thức. Là một người cũng khá yêu thích môn học 

đầy kì bí này, tôi cũng đúc kết cho riêng mình một phương pháp có tên là GLA, 

tạm dịch là “hình học hóa đại số”. Thực chất đây chỉ là ứng dụng của phương 

pháp p, R, r trong đại số mà thôi. Trong bất đẳng thức hình học, việc qui các đại 

lượng như độ dài, sin, cos của tam giác về p, R, r đã được khắp nơi trên thế giới 

nghiên cứu từ lâu nhưng mỗi người có những hiểu biết riêng và chưa có một cuốn 

sách nào nói thật chi tiết về nó cả. Có lẽ, do những bài bất đẳng thức lượng giác 

chưa bao giừo xuất hiện trong các kì thi quốc tế cả mà người ra cho rằng với 

những gì nghiên cứu về p, R, r hiện nay là quá đủ rồi và không nghiên cứu tiếp. 

Và đúng là trong bất đẳng thức lượng giác thì p, R, r có một sức mạnh hủy diệt đủ 

để giải quyết gần như tòan bộ. VIệc đem p, R, r ứng dụng vào trong đại số cũng 

không phải là một điều mới mẻ tuy nhiên mức độ của nó vẫn còn rất “manh mún”. 

Phần nhiều là do trong đại số đã có quá nhiều phương pháp mạnh nên phương 

pháp p, R, r đã bị lãng quên và không được đánh giá đúng mực. Đa số trong 

chúng ta tồn tại một quan niệm cố hữu rằng: “nếu đem so sánh bất đẳng thức đại 

số với hình học thì chẳng khác nào đem gã khổng lồ ra so với chú bé ti hon hay 

tay địa chủ với kẻ bần nông”. Cũng chẳng trách được họ vì xét về hình thức thì 

bất đẳng thức hình học chỉ là trường hợp đặc biệt của bất đẳng thức dại số có 

thêm điều kiện để thỏa mãn các tính chất hình học mà thôi. Theo quan điểm của 

 



 

riêng tôi thì bất đẳng thức đại số có thể ví như phạm trù cái riêng còn bất đẳng 

thức hình học có thể ví như phạm trù cái chung trong triết học: “Cái riêng là cái 

toàn bộ, phong phú hơ cái chung, cái chung là cái bộ phận, nhưng sâu sắc hơn cái 

riêng”. Tôi mạnh dạn đi sâu vào tìm hiểu ứng dụng của p, R, r trong đại số và tách 

riêng nó ra thành một phương pháp có tên GLA trước hết là vì nhận thấy trong 

những dạng toán nhất định nó cho lời giải rất đẹp; sau thì là vì muốn góp phần 

nào công sức tìm lại tiếng nói cho bất đẳng thức hình học. Tôi muốn chứng minh 

phần nào quan điểm nêu trên của mình. Có thể là tôi quá ngông cuồng nhưng nếu 

qua bài viết tôi không chứng tỏ được gì thì đó là do khả năng hạn chế của tôi chứ 

chưa thể phủ định quan điểm của tôi được. 

Trong quá trình viết phần lý thuyết sẽ được sắp đặt không tuân theo qui tắc thông 

thường. Phân đầu bài viết tôi cố xây dựng những kiến thức thật cơ bản và được áp 

dụng để có thể giải bài tập mà không cần dùng đến phần “lý thuyết tổng quan” 

cuối bài viết. Tại các kì thi học sinh giỏi thì ngoài những bất đẳng thức kinh điển 

được áp dụng trực tiếp còn lại tất cả những gì áp dụng đều phải chứng minh. Do 

đó làm sao để các bạn hiểu được lý thuyết để giải bài tập chứ không phải là dùng 

lý thuyết một cách máy móc. 

Những bài tập trong phần viết này không quá khó, nếu bạn đọc nào muốn tìm 

hiểu những cái cao hơn xin liên hệ với tôi qua địa chỉ ở cuối bài viết. Đồng thời 

xin chân thành cảm ơn những ý kiến đóng góp từ bạn đọc. 

Bùi Việt Anh 

 



 

A. CỞ SỞ CỦA PHƯƠNG PHÁP 

Xin nói trước là tôi sẽ trình bày bài viết của mình không giống như sự trình bày 

những phương pháp khác của họ đó là đầu tiên xây dựng lý thuyết rồi đi vào giải 

quyết các bài tập và xem thử sức mạnh của phương pháp. Ở đây tôi chỉ đi sơ lược 

những gì cần thiết để giải các bài toán đối xứng 3 biến đã. Sau khi trình bày tương 

đối hoàn chỉnh với 3 biến ta mới bắt đầu đi tìm hiểu xem GLA còn có những ứng 

dụng nào và bộ mặt thật của nó ra sao. Việc trình bày theo cách này cũng không 

hoàn toàn là vô lý bởi lẽ sau khi đã giải được một loạt những bài toán 3 biến thì 

các bạn cũng nắm được khá chắc những kiến thức cơ sở của GLA để dễ dàng tiếp 

thu những lý thuyết cao xa hơn. Những gì mà tôi sẽ trình bày trong những phần từ 

A đến E thì với kiến thức của học sinh THCS cũng có thể hiểu gần như toàn bộ. 

Xóa nhòa ranh giới về tuổi tác cũng chính là điều tôi cố gắng thực hiện trong các 

phần từ A đến E. 

Xét những bài bất đẳng thức 3 biến đối xứng với điều kiện các biến không âm: a, 

b, c  

Bằng cách đặt , ,x b c y c a z a b= + = + = +  hoặc , ,x b c y c a z a b= + = + = +  và 

nhiều cách khác nữa ta suy ra được , ,x y z  là độ dài 3 cạnh của 1 tam giác. Như 

vậy ta đã chuyển một bài bất đẳng thức đại số thành hình học. Trường hợp trong 3 

biến a, b, c có một biến bằng O thì tam giác suy biến thành đường thẳng. Ta coi 

đó là tam giác có r = 0. 

Ta đã biết mọi tam giác đều được xác định bởi 3 yếu tố p, R, r nên sau khi qui bài 

toán về x, y, z ta qui về p, R, r. Do có khá nhiều định lý hay, bổ đề đẹp về quan hệ 

giữa p, R, r nên trong một số bài tán nhất định thì việc chuyển bài toán gồm 3 đại 

lượng a, b, c về p, R, r là thuận lợi hơn rất nhiều. 

 



 

B. CÁC HẰNG ĐẲNG THỨC VÀ BỔ ĐỀ ÁP DỤNG TRONG BÀI VIẾT: 

Qui ước: Khi nhìn thấy kí hiệu a, b, c ta hiểu đó là độ dài 3 cạnh của 1 tam giác. 
Còn p, R, r lần lượt là nửa chu vi, bán kính đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp của 
∆ABC. 

VT là kí hiệu của vế trái, VP là kí hiệu của vế phải. 

a)  2 24ab bc ca p Rr r+ + = + +

b) ( ) 2 2 22 1ab bc ca a b c Rr r+ + = + + + + 26 4

2

 

c)  2 2 2 22 8 2a b c p Rr r+ + = − −

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

2
2

1d) 2 2 2 2
9 18

1e) 4 3 3 3
4 32

pRr r b c a c a b a b c
p

pRr r b c a c a b a b c
p

− − = − + − + − + −

− − = − + − + − + −

 

Chứng minh: Ta dễ dàng nhận thấy 3 đẳng thức cần chứng minh là tương đương 
với nhau nên chỉ cần chứng minh cho đẳng thức a) là đủ. 

Ta có: cotg
2
Ap a r− =  và 2 sina R A=  ⇒ sin ; tg

2 2
a A rA
R p a

= =
−

. 

Mặt khác áp dụng công thức: 
2

2 tg
2sin

1 tg
2

A
A

A
=

+
( )

( )
( )2 2 2

2

2 2
2 1

r
r p ap aa

R r p a r
p a

⋅ −−
⇒ = =

− ++
−

 

( ) ( )2 2 3 2 3 2 2 22 4 2 4 4ap pa a ar Rr p a a pa a r p Rr Rrp⇒ − + + = − ⇒ − + + + − = 0  (1) 

Xét phương trình: ( )3 2 2 22 4 4x px r p Rr x Rrp 0− + + + − =  (*). Từ (1) ta thấy a, b, 

c là 3 nghiệm của (*). Do đó theo định lý Viet ta có: 

 2 24ab bc ca p Rr r+ + = + +

d) Hệ thức này được chứng minh lần đầu tiên bởi nhà toán học P. Nuesch vào 
năm 1971 trong tạp chí “Elementary Math”, No 26, 1971 trang 19. Đây là một hệ 
thức khá phức tạp. Rất tiếc tôi chưa được đọc một cách chứng minh nào cả nên 
đành chứng minh tam bằng sách sau đây: 

( ) ( ) ( )
2

2 12 2 2
9 18
p 2Rr r b c a c a b a b c

p
− − = − + − + − + −  

 



 

( ) ( ) ( )2 336 18 2 2 2 2Rrp pr p b c a c a b a b c⇔ − − = − + − + − + −  (1) 

VT(1) = ( ) ( ) ( )
2

3 39 18 2 9 18 2Sabc p abc p a p b p c p
p

− − = − − − − −  

Đặt , ,p a x p b y p c z− = − = − =  x y z p a p b p c p⇒ + + = − + − + − = ;  

, ,a y z b z x c x y= + = + = +  ⇒ VP(1) = ( ) ( ) ( )2 2 2x y z y z x z x y− − − − − − −  

VT(1) = ( ) ( ) ( ) ( 39 18 2 )x y y z z x xyz x y z+ + + − − + + . Tức là ta cần chứng minh:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )39 18 2 2 2 2x y y z z x xyz x y z x y z y z x z x y+ + + − − + + = − − − − − − −  (2) 

Ta có: VT(2) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

3 3 3 2 2

9 2

2 3 3

18

6

x y z y z x z x y xy xyz

x y z x y z z x y xyz

⎡ ⎤= + + + + + + −⎣ ⎦

⎡ ⎤− + + + + + + +⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3 3 33 2 12x y z x y z z x y x y z xyz⎡ ⎤= + + + + + − + + −⎣ ⎦  (3) 

Đến đây việc chứng minh A = B đã đơn giản hơn rất nhiều. Nếu không tìm được 
cách chứng minh hay thì bạn đọc có thể chịu khó ngồi phân tích nhân tử. Việc 
làm này chỉ tốn chút công sức chứ không cần suy nghĩ nhiều vì đã có trước kết 
quả mà không cần nháp, xin trình bày để các bạn tham khảo: 

Ta nhận thấy (3) là biểu thức đối xứng và dễ dàng thấy rằng nếu đặt (3) bằng 
( ), ,f x y z  thì 2x y z= +  là một nghiệm của ( ), ,f x y z . Do tính đối xứng và 

( , , )f x y z  có bậc bằng 3 nên 2 , 2y z x z x y= + = +  cũng là nghiệm của ( ), ,f x y z  

và chỉ có 3 nghiệm đó. Dấu của 3 3 3, ,x y z  trong ( ), ,f x y z  là dấu trừ nên có thể 

viết: ( ) ( ) ( ) ( ), , 2 2 2f x y z x y z y z x z x y= − − − − − − −  

Đây là một mẹo nhỏ trong quá trình phân tích các biểu thức có tính chất đối xứng. 
Còn việc đi thi có được sử dụng tính chất đó không thì các bạn hãy tham khảo 
thầy giáo có uy tín nhé! 

e) Hệ thức này được chứng minh lần đầu tiên bởi nhà toán học P. Nuesch vào 
năm 1972 trong tạp chí “Elementary Math”, No 27, 1972 (trang 16-17). Các bạn 
có thể chứng minh tương tự như cach chứng minh d). 

Đây là một đẳng thức đẹp và nhiều ứng dụng nên các bạn trước hết hãy tìm cho 
riêng mình một lờii giải để hiểu được bản chất của nó. Sau đây mình xin giới 
thiệu lời giải của mình để các bạn tham khảo. 

 



 

Đẳng thức đã cho tương đương với: 

( ) ( ) ( )2 3128 32 8 3 3 3Rrp pr p a b c b c a c a b− − = − − − − − −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )332 32 3 3 3abc p a p b p c a b c a b c b c a c a b⇔ − − − − − + + = − − − − − −  

Đặt  ⇒ ( )
2

2 0, 0, 0

2

a x y z

b y z x x y y z z x

c z x y

= + +⎧
⎪

= + + + > + > + >⎨
⎪

= + +⎩

( )4a b c x y z+ + = + +  (1) 

Ta dễ dàng nhận thấy với cách đặt đó thì điều kiện a, b, c là độ dài 3 cạnh của 1 

tam giác không bị vi phạm và: 

, ,

3 4

3 4

3 4

p a y z p b z x p c x y

a b c x

b c a y

c a b z

− = + − = + − = +⎧
⎪

− − =⎪
⎨

− − =⎪
⎪

− − =⎩

 (2) 

Từ (1) và (2) ta cần chứng minh: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )332 2 2 2 32 64 64x y z y z x z x y x y y z z x x y z xyz+ + + + + + − + + + − + + =  

⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )32 2 2 2 2x y z y z x z x y x y y z z x x y z xyz+ + + + + + − + + + − + + =  

Đến đây ta chứng minh ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n n p p m mnp m n p mn np pm+ + + + = + + + +  (*) 

áp dụng với  ta có: , ,m y z n z x p x y= + = + = +

(*) ⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )3

2 2 2

2 2

x y z y z x z x y x y y z z x

x y z x y y z z x xyz

+ + + + + + + + + +

⎡ ⎤= + + + + + + +⎣ ⎦

 

⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )3

2

2 2   ( )

x y z x y y z y z z x z x x y

x y z x y z xy yz zx

⎡ ⎤+ + + + + + + + + +⎣ ⎦

= + + + + + + + ®óng

 

Vậy ta đã chứng minh xong đẳng thức e). 

 



 

2. Các định lý: 

Định lý 1: Cho tam giác ABC, D là một điểm bất kì thuộc BC. Khi đó:  

( )2 2 2nc mb d mn a+ = +  trong đó AD = d, BD = m, DC = n  

Chứng minh:  

Ta có 2 2 2 2 cosm d c md ADB+ − =  (1),  (2) 2 2 2 2 cosn d b nd ADC+ − =

Nhân cả 2 vế của (1) với n và cả 2 vế của (2) với m ta được: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 cos 3 , 2 cos 4n m d c mnd ADB m n d b mnd ADC+ − = + − =  

Cộng vế theo vế của (3) với (4) ta được: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 cos cosmn m n m n d nc mb mnd ADB ADC mn d a nc mb+ + + − − = + ⇔ + = + 2  

Định lý 3: ( ) ( )2 2 22 10 2 2 2p R Rr r R r R R≤ + − + − − r  

Cách 1: Giả sử a, b, c thỏa mãn a > b ≥ c ≥ 0 là 3 nghiệm của phương trình: 
( ) ( )3 2 2 22 4 4M X X pX p Rr r X pRr= − + + + − = 0

>

2

 

Điều kiện để a, b, c là độ dài 3 cạnh của một tam giác là: 

0
0 0

b c a p a
p a b c

c c

+ > >⎧ ⎧⎪ ⎪⇔ ⇔ > ≥ ≥⎨ ⎨
> >⎪ ⎪⎩ ⎩

 (1) 

⇔ Phương trình M(X) = 0 có nghiệm thỏa mãn (1) 

Ta có: ( ) 2 23 4 4M X X pX p Rr r′ = − + + +  

( ) ( )2 2 2 22 3 4 12 3 2p p Rr r p Rr r′∆ = − + + = − − ;  M(X) có 3 nghiệm ⇒ ∆’ ≥ 0. 

Hai nghiệm của M’(X) = 0 là: 1 2
2 2;

3 3
p pX X

′ ′− ∆ +
= =

∆  

 

 

 

 



 

⇒ (1) ⇔ 

( )

( )
( )
( )

1

2

0 0

0

0

0

M

M X

M X

M p

⎧ <
⎪
⎪ ≥⎪
⎨

≤⎪
⎪

>⎪⎩

   Ta nhận thấy ngay M(0) < 0 và M(p) > 0. 

Còn 
( )
( )

( )
( )

2 2
1

2 2
2

0 18 9

0 18 9

M X p p Rr r

M X p p Rr r

⎧⎧ ′ ′≥ ∆ ∆ ≥ − +⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
≤ ′ ′⎪ ⎪∆ ∆ ≥ − − +⎩ ⎩

( )2 218 9p p Rr r′ ′⇔ ∆ ∆ ≥ − +  

( ) ( ) ( ) ( )23 32 2 2 4 2 2 218 9 2 2 10 4 0p p Rr r p p R Rr r r R r′⇔ ∆ ≥ − + ⇔ − + − + + ≤  (2) 

( ) ( ) ( )
2 3 32 2

1 2 10 4 4 2R Rr r r R r R R r′∆ = + − − + = − ≥ 0  

⇒ (2) ⇔ ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2 10 2 2 2

2 10 2 2 2

R Rr r R r R R r

p R Rr r R r R R

+ − − − − ≤

≤ + + + − − r

 

(Cách chứng minh này  

 



 

Cách 2: Cách này chưa có trong bất kì một tài liệu nào cả và mang đậm bản sắc 
hình học 

Ta có: ( ) ( )2 2 22 10 2 2 2p R Rr r R r R R r≤ + − + − −  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 216 5 4 4 2 2 2 2p Rr r R Rr r R r R R r R R r⇔ − + ≤ − + + − − + −  

( ) ( )
2

29. 2 2 3. 2IG R r R R r IG R r OI⎡ ⎤⇔ ≤ − + − ⇔ ≤ − +⎣ ⎦  

Trong đó O, I, G lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp và trọng tâm của 

∆ABC. Trên đường thẳng IG ta lấy điểm H sao cho . Ta sẽ dùng định lý 
1 để tính đoạn OH 

3IK IG=

Theo định lý 1:  

( )2 2 2. . .OI HG OH IG OG IG GK IK+ = +  

⇔ ( )
2 22 2 2

2 2 16 52 2 3 2
9 9

p Rr ra b cR R r OK R
⎛ ⎞− ++ +− + = − + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (do 

) 2 , 3GK IG IK IG= =

⇔ ( ) ( )2 2 2 2 26 2 3. 9 2 8 2 2 32 10 2R R r OK R p Rr r p Rr r− + = − − − + − +  

⇔  ⇔ ( )2 23. 3 4 4OK R Rr r= − + 2 ( )22 2 2OK R r OK R r= − ⇔ = −  

Trong tam giác OIK ta luôn có: OI + OK ≥ IK hay (R − 2r) + OI ≥ 3.IG 

Tức là: ( ) ( )2 2 22 10 2 2 2p R Rr r R r R R r≤ + − + − −  

Đẳng thức xảy ra ⇔ O nằm giữa I và K 

Comment: Từ định lý 1 ta có thể tạo ra rất nhiều đoạn thẳng có độ dài đặc biệt và 
rất đẹp như OK trong bài này. Bạn nào có niềm say mê thì tìm tòi thử, còn trong 
bài viết này tôi chỉ dừng ở đây.  

 

 



 

 

Hoàn toàn tương tự ta chứng minh được: 
( ) ( )2 2 22 10 2 2 2p R Rr r R r R R≥ + − − − − r  

Điều này tương đương với IK + OK ≥ OI. Đẳng thức xảy ra khi K nằm giữa O và 
I 

Bây giờ ta sẽ đi tìm điều kiện cần để: 

 + O nằm giữa I và K 

 + K nằm giữa O và I 

* O nằm giữa I và K khi: ( )2 216 5 2 2p Rr r R r R R r− + = − + −  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 22

16 5 2 2 2 2

2 2 2 2 3 4 3 3

p Rr r R R r R r R R r

R R r R r R r R r p R r p R r

⇒ − + ≥ − + − −

≥ − + − = − − ⇒ ≥ + ⇒ ≥ +
 

Theo định lý 2 đã trình bày thì điều này xảy ra khi tam giác có 2 góc ≥ 60°, tức là 
tam giác cân đó có cạnh bên lớn hơn hoặc bằng cạnh đáy. 

* K nằm giữa O và I khi: ( ) ( )2 216 5 2 2p Rr r R R r R r− + = − − −  

( ) ( ) ( ) ( )22 216 5 2 2 2 3 4p Rr r R R r R r R r R r⇒ − + ≤ − + − ≤ − −  

( )22 3 3p R r p R r⇒ ≤ + ⇒ ≤ +  

Theo định lý 2 đã trình bày thì điều này xảy ra khi tam giác có 2 góc ≤ 60°, tức là 
tam giác cân đó có cạnh bên nhỏ hơn hoặc bằng cạnh đáy. 

Định lý 5:  2 2 2 28 4a b c R r+ + ≤ + 2

)

Chứng minh: Ta có nhiều cách để chứng minh định lý này nhưng trong bài viết 
tôi sẽ sử dụng định lý 3 làm bổ đề vì đây là một bổ đề rất mạnh và tính ứng dụng 
cao. 

Nhận thấy ( ) ( ) ( 222 2R R r R R r r R r− ≤ − + = − . Do đó: 
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 22 10 2 2 2 10 2 3 2p R Rr r R r R r p R Rr r R Rr r≤ + − + − − ⇔ ≤ + − + − +  

⇔ 2 2 2 2 24 4 3 2 8 8 6 2p R Rr r p R Rr r≤ + + ⇔ ≤ + +  

⇔  2 2 2 2 2 2 2 2 2 28 2 8 8 6 8 4a b c Rr r R Rr r a b c R r+ + + + ≤ + + ⇔ + + ≤ + 2

 



 

Lại có  ( )2 2 2 216 4 2a b c Rr r ab bc bc+ + + + = + +

( ) ( )22 28 16 8 2 4R Rr r ab bc bc R r ab bc ca⇒ + + ≥ + + ⇒ + ≥ + +  

Định lý 4: 2 22 8 3 2p R Rr r≥ + +  trong mọi tam giác nhọn 

Các bất đẳng thức tương đương:  ( )22 2 2 4a b c R r+ + ≥ +

2 22 12 4ab bc ca R Rr r+ + ≥ + +  

Những bất đẳng thức này đã gặp nhiều trong các sách nên xin được không đưa ra 
chứng minh. 

Định lý 2: Nếu tam giác ABC có: Hai góc ≥ 60° thì ( )3p R r≥ +  

Hai góc ≤ 60° thì ( )3p R r≤ +  

Một góc bằng 60° thì ( )3p R r= +  

Chứng minh: Ta có: 
( ) ( )3 3 1

2 4 2
p R r a b c r

R R R
− + + += − +  

( )3sin sin sin cos cos cos
2 2

A B C A B C+ += − + +  

( ) ( ) ( )sin sin sin
3 3

A B Cπ π= − + − + −
3
π   (1) 

Đặt , ,
3 3

x A y B z Cπ π= − = − = =
3
π  ta có 0x y z+ + =  

Không mất tính tổng quát ta giả sử: x y z≥ ≥  

( ) ( )1 sin sin sin sin sin sin 2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

x y x y x y x yx y z x y x y + − +
= + + = + − + = −

+  

2sin cos cos 4sin sin sin
2 2 2 2 2 2

x y x y x y x y x+ − + +⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

y  

Do  và 0x y z+ + = x y z≥ ≥  nên 0x y+ ≥  và x ≥ 0, x < π, x + y < π 

suy ra 4sin sin 0
2 2

x y x+
≥  

 − Nếu y ≥ 0 ⇔ 
3

B π≥  thì sin 0
2
y
≥  do đó 

( )3 4sin sin sin 0
2 2 2

p R r x y yx
R

− + +
2

= ≥  

 



 

Tức là (3 )p R r≥ +  khi ∆ABC có 2 góc ≥ 
3
π  

 − Nếu y ≤ 0 thì sin 0
2
y
≤ , do đó: 

( )3 4sin sin sin 0
2 2 2

p R r x y yx
R

− + +
2

= ≤  

Tức là (3 )p R r≤ +  khi ∆ABC có 2 góc ≤ 
3
π  

 − Nếu y = 0 thì ( )3p R r= +  do sin 0
2
y
=  

Định lý 6: ( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−≥ − +  (*) 

CM: Ta luôn có: ( ) ( )2 2 2 212 9
3

IG IO OG IG R R r R a b c≥ − ⇔ ≥ − − − + +  

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

183. 3 2 9 3.
3 2 9

a b c RrIG R R r R a b c IG
R R r R a b c

+ + −⇔ ≥ − − − + + ⇔ ≥
− + − + +

 (1) 

Do  nên 2 29. 16 5IG p Rr r= − + 2 2 216 5p Rr r≥ −  

⇒  (2) 2 2 2 2 22 8 2 24 12a b c p Rr r Rr r+ + = − − ≥ − 2

Từ (1), (2) ⇒ 
( ) ( )

2 2

2 2

6 12 6 12 23.
6 23 2 9 24 12

Rr r Rr r R rIG r
RR R rR R r R R r

− − −≥ =
−− + − +

=  

( )2
2

2
29. r R rIG

R
−⇒ ≥ . Vậy (*) được chứng minh. Đẳng thức xảy ra ⇔ ∆ABC đều 

Comment: Định lý 6 chỉ chặt hơn BĐT quen thuộc 2 216 5p Rr r≥ −  chút xíu 
nhưng nó đặc biệt quan trọng khi “đương đầu” với những BĐT chặt. Như các bạn 

đã biết BĐT 2 24 4 3 2p R Rr r≤ + +  là một BĐT tương đối chặt những vẫn chưa đủ 
độ mạnh để khuất phục những bài “cứng đầu”. Tuy nhiên chỉ cần làm chặt hơn 
một chút xíu: 

(**) ( ) ( )2 2 22 10 2 2 2p R Rr r R r R R r≤ + − + − −  thì lại giải quyết những bài toán 
đó 1 cách khá “ngon lành”. Định lý 6 có tầm quan trọng không kém so với (**). 
Thực ra vẫn có thể làm chặt hơn nữa BĐT (*) thành: 

( )2 2 22 10 2 2 2p R Rr r R r RR≥ + − − − − r  (***) có điều hình thức của (***) quá 
cồng kềnh nên rất khó áp dụng. 

 



 

Tóm lại ta có BĐT kẹp: 
( ) ( ) ( )

2
2 2 2 2216 5 2 10 2 2 2r R rRr r p R Rr r R r R R r

R
−− + ≤ ≤ + − + − −  

Định lý 7: Cho tam giác ABC thỏa mãn  và a b c≥ ≥ 3a b c+ ≥ . CMR: 4
9

r
R
≤  

Chứng minh: Ta có: ( ) ( ) ( )
2

a b c b c a c a br
R abc

+ − + − + −=  

Đặt ( ) ( ) ( ) ( )
2

a b c b c a c a bf c
abc

+ − + − + −=  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 3 2

2 2
2 2 0

2 2
a b c c a b a b a b c cf c

abc abc
+ − + + − + −′ = ≥ ≥  

Do đó ƒ(c) đồng biến theo c. Thay 
3

a bc +=  vào ƒ(c) ta được: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )24 2 2 24 4
3 9 9 9

b a a b a ba bf c f
ab ab

− − −+≤ = = −
9

≤  

Vậy 4
9

r
R
≤ . Đẳng thức xảy ra ⇔ 3

2
a b c= =  

 

 



 

C. Xây dựng các đẳng thức 

Đây chính là phần “xương sống” của phương pháp này. Chỉ cần nắm vững các 
đẳng thức trong phần này thì nhiều bài tập mặc dù rất khó trong các phần sau 
cũng trở nên đơn giản. 

 Xét a, b, c > 0 

Như đã nói ở phần A, sau khi đặt: 

, ,x b c y c a z a b= + = + = +  thì x, y, z trả thành độ dài 3 cạnh của 1 tam giác. Ta sẽ 
chuyển một số đại lượng trong đại số về hình học thông qua p, R, r lần lượt là nửa 
chu vi, bán kính đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp tam giác XYZ 

1. Tính  và 2 2a b c+ + 2 ab bc ca+ +  

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 22x y z a b b c c a a b c ab bc ca+ + = + + + + + = + + + + +  (1)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2 2 3 2

xy yz zx a b b c b c c a c a a b

a b c ab bc ca

+ + = + + + + + + + +

= + + + + +
 

Từ (1) và (2) suy ra:  

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 24 3 2a b c x y z xy yz zx+ + = + + − + +  

⇔ ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 24 2 2a b c x y z xy yz zx x y z⎡ ⎤+ + = + + − + + − + +⎣ ⎦  

⇔ ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 2 16 4 8a b c p Rr r a b c p Rr r+ + = − + ⇔ + + = − − 22  

 ( ) ( ) ( )2 2 24 2ab bc ca xy yz zx x y z+ + = + + − + +  

( ) 2 24 16 4 4ab bc ca Rr r ab bc ca Rr r+ + = + ⇔ + + = +  

 
2 2 22 2 2

2 2

8 2 2
4 4

p Rr r pa b c
ab bc ca Rr r Rr r

− −+ + = =
+ + + +

−

)

 

2. Tính 
( ) ( ) (

abc
a b b c c a+ + +

 

Ta có: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
8

x y z y z x z x yabc
xyza b b c c a

+ − + − + −
=

+ + +
 

( ) ( ) ( ) 2

4 4
p x p y p z pr r

xyz Rrp R
− − −

= = =  

 



 

3. Tính a b b c c a
c a b
+ + ++ +  

( ) ( )3 3a b c ab bc caa b c a b c a b c
c a b abc

+ + + ++ + + + + += + + − = −  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2

2
4 4 2 243 3 3p Rr r p Rr r R rR r

r rp x p y p z pr
+ + −+= − = − = − =

− − −
 

4. ( ) ( ) ( )

( ) (

3 3 3 2 2 2

2 2 2 2 2

3

8 2 4 3 12

a b c a b c a b c ab bc ca abc

p p Rr r Rr r pr p p Rr

⎡ ⎤+ + = + + + + − + + +⎣ ⎦

= − − − − + = − )

)

 

5.  ( ) ( ) (
2 24 4 4 2 2 2 2 4a b c a b c ab bc ca abc a b c+ + = + + − + + + + +

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

222 2 2 2 2

2 24 2 2 2 2 2 2 4 2 2

8 2 2 4 4

4 4 4 4 2 4 4 16 2 4

p Rr r Rr r p r

p Rr r p Rr r Rr r p r p Rrp Rr r

= − − − + +

= − + + + − + + = − + +
2
 

6. 
2

3
23 23

p pa b c
rabc pr

+ + = =  

7. Gọi S là diện tích của tam giác XYZ có độ dài 3 cạnh là , ,x y z  

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )216S x y z x y z y z x z x y= + + + − + − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

22 2 22 2 2 4 2 2 2

2 2 2 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 4

2 2 2

2

2x y z z x y x y z z x y z x y

x y xy z z x y x y z x xyz z y

x y y z z x x y z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − − = + − − − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + + − − − + + − +

= + + − + +

 

Trong một số bài toán trường hợp 2 2 2x y z≥ +  (x là max của { }, ,x y z ) ta nhận 

ngay thấy bài toán đúng. Do đó chỉ cần xét thêm trường hợp 2 2 2x y z< +  là bài 
toán được giải quyết hoàn toàn. 

Đặt  thì ta lại có  là độ dài 3 cạnh của 1 tam giác. Nếu 

gọi 

2 2, ,m x n y p z= = = 2 , ,m n p

1 1,R r  lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp tam giác MNP có 
đọ dài 3 cạnh là  thì: , ,m n p

( ) ( )2 2 2 2 2
1 1 116 2 16 4S mn np pm m n p R r r= + + − + + = + 2 2

1 1 14 4S R r r ⇒ = +  

 



 

Vậy nhiều bài toán 3 biến qua 2 lần đặt ẩn thì ta qui được về bài toán 2 biến. Do 
các bài toán ta đang nghien cứu là bất đẳng thức đối xứng nên sau khi chuẩn hóa 
các bài toán chỉ còn 1 biến. Mà bài toán 1 biến thương giải được một cách dễ 
dàng. 

8. ( ) ( )1 1 1 3a b c a b c
b c c a a b a b b c c a

+ + = + + + + −
+ + + + + +

 1 1 1 3p
x y z

⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )2 2 2 2 24 4 83 3 3
4 4

p xy yz zx p p Rr r 2

4
p Rr r p Rr r

xyz Rrp Rr Rr
+ + + + + + − +

= − = − = − =  

9. 
2

2
1 1 1 4 4ab bc ca Rr r R r
a b c abc prpr

+ + + ++ + = = =  

10. 2 2
1 1 1 1pa b c
ab bc ca abc pr r

+ ++ + = = =  

11. ( ) ( )22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
21 1 1 ab bc ca abc a b ca b b c c a

a b c a b c a b c
+ + − + ++ ++ + = =  

( ) ( )2 22 2 2

2 2 2 2
4 2 4 2r R r p r R r p

p r p r
+ − + −

= =
2

 

12. 1 1 1 1 1 1
a b b c c a x y z

+ + = + +
+ + +

 
2 24

4
xy yz zx p Rr r

xyz Rrp
+ + + +

= =  

13. 
( ) ( )22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

21 1 1 xy yz zx xyz x y zx y y z z x
x y z x y z x y z

+ + − + ++ +
+ + = =  

( ) ( )2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 16 4 1
16 16

p Rr r Rrp p Rr r
RrR r p R r p

+ + − + +
= = −  

14. ( ) ( ) ( ) 4a b b c c a xyz Rrp+ + + = =  

( ) ( ) ( )
2

2Sabc p x p y p z pr
p

= − − − = =  

15. 
2 2 2 2 2 2ab ac bc a b b c c a

c b a abc
+ ++ + =  

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2

2
4 2 4 22 r R r p r R r pab bc ca abc a b c

abc ppr
+ − + −+ + − + += = =

2

 

 



 

16.  ( ) ( ) ( ) (33 3 3 3 3 3 3a b b c c a ab bc ca abc a b b c c a+ + = + + − + + + )

3( )33 24 12r R r p r R= + −  

17. 
2 2 2 2 2 2

1 1 1
a b b c c a

+ +
+ + +

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
a b a c b c b a c a c b

a b b c c a
+ + + + + + + +=

+ + +
 

( )
( ) ( )

22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a b c a b b c c a

a b c a b b c c a a b c
+ + + + +=

+ + + + −
 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

22 22 2 2 2 2 4 2 2

32 2 2 2 2 4 2 32 2 2 2 2 2 4

8 2 4 2 8 2 5 4

4 4 6 2 2 48 2 4 2

p Rr r Rr r p r p R r rp r R r

r R Rr r p p r r R rp Rr r Rr r p r p r

− − + + − − + + +
= =

⎡ ⎤ + + − − +− − + − −⎣ ⎦
 

18. ( ) ( ) (2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 2 2 2 3 3 33a b b c c a a c b a c b a b b c c a a b c abc a b c+ + + + = + + + + + + )  

( ) ( )

( )

33 2 3 2 4 2 2 2

32 2 2 4 2

4 12 3 12

4 3 24

r R r R r p p r p r p Rr

r r R r p r p Rrp

= + − + + −

⎡ ⎤= + + + −⎣ ⎦

 

Phần xây dựng những công thức cơ bản xin được dừng lại ở đây. Trong quá trình 

làm bài tập nếu cần những công thức khác thì bạn đọc cũng có thể dễ dàng tự xây 

dựng. Do mọi đa thức đối xứng đều qui được về tổng và tích của 3 đại lượng 

 nên đều qui được về ,a b c ab bc ca abc+ + + + , , ,p R r . 

 



 

D. MỘT SỐ BÀI TOÁN SƯU TẦM 

Phần này gồm những bài toán rất nổi tiếng và đã có nhiều cách giải. Tuy nhiên 
trong bài viết này ta sẽ dùng phương pháp GLA để giải. 

Bài 1. (Iran 1996) 

Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng: 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

91 1 1
4 ab bc caa b b c c a

+ + ≥
+ ++ + +

 

Giải 

Áp dụng công thức 1 và 13 trong phần C ta cần phải chứng minh: 

( )
( )

( )
( )

2 22 2 2 2

2 2 2 2 22

4 49 91 1
4 416 164 4

p Rr r p Rr r
Rr R R rR r p R rpRr r

+ + + +
− ≥ ⇔ − ≥

++
 

Xét 
( )22 2

2 2

4
16

p Rr r
A

R rp
+ +

= . Ta sẽ chứng minh A đồng biến theo p. 

C1: Tính đạo hàm 

C2: 

( ) ( ) ( ) ( )
22 22 2 2 2

2

2 2

4 2 482 4 2 4
9 3

16 16

Rr r Rr rp Rr r p Rr rpA
R r R r

+ ++ + + + +
= ≥

+

2

 

Đến đây ta nhận ngay thấy A đồng biến theo p. 

Mà 2 2 2 216 5 9. 0 16 5p Rr r IG p Rr r− + = ≥ ⇒ ≥ − . Do đó  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 3 22 2
16 5 4 20 4 5 25 10

16 16 5 16 5 16 516 16 5
Rr r Rr r Rr r R r R Rr rA

R r R r R R r R R rR r Rr r
− + + − − − +≥ = = =

− − −−
 

Công việc còn lại của ta chỉ còn là đi chứng minh: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

3 2 3 2

2 2 3 2

3 2 2 2 2 3 3 2

23 2 2 3 3 2

25 10 9 9 5 91
4 4 4 416 5 16 5

4 4 9 5 9 16 5

4 36 9 20 5 4 9 16 5

4 36 11 9 16 5 0 2 0

R Rr r R Rr r
R R r R rR R r R R r

R r R Rr r R R r

R R r R r Rr Rr r R R r

R R r Rr r R R r r R r

− + − +− ≥ ⇔ ≥
+ +− −

⇔ + − + ≥ −

⇔ + − − + + ≥ −

⇔ − − + − − ≥ ⇔ −

( )

≥

 

 



 

Đẳng thức xảy ra ⇔ 
( )0 , 0

2

r a b c

R r a b c

⎡= = =⎡
⎢⇔⎢
⎢⎢ = = =⎣ ⎣

vµ c¸c ho¸n vÞ
 

Comment: Lời giải bài toán trên cũng như lời giải của các bài toán tiếp theo sau 

đây sẽ được trình bày một cách rất tỉ mỉ để các bạn tiện theo dõi. Tuy nhiên, như 

đã thấy, lời giải trên rất sáng sủa và gọn gàng. Bạn nào yêu thích bất đẳng thức 

hình chắc sẽ cảm nhận được ngay vẻ đẹp của lời giải còn bạn nào chưa quan tâm 

thực sự đến bất đẳng thức hình vì cho rằng nó không còn ở đằng sau và biết đâu 

sau khi đọc bài viết này các bạn sẽ thay đổi cái nhìn về bất đẳng thức hình. 

Bài 2. Cho a, b, c ≥ 0 và 1ab bc ca+ + = . CMR: 51 1 1
2a b b c c a

+ + ≥
+ + +

 

Giải 

Áp dụng đẳng thức 1 và 12 phần C ta có bài toán sau: 

Cho  và , , 0x y z > 24 1Rr r+ = . CMR: 
2 24 5

4 2
p Rr r

Rrp
+ +

≥  ⇔ 2 10 1 0p Rrp− + ≥  (1) 

Xét phương trình: ( ) 2 10 1 0f x x Rrx= − + = ; 2 225 1R r′∆ = −  

⇒ 2 2 2 2
1 25 25 1 ; 5 25x Rr R r x Rr R r= − − = + −1  

Để chứng minh (1) ta chỉ phải chứng minh 2 2
2 5 25p x Rr R r≥ = + −1  

Ta có: 

( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 225 1 25 4 9 8 3 3R r R r Rr r r R Rr r r R r r R− = − + = − − ≤ − = − r  

⇒ ( )2 2 25 25 1 5 3 2 3Rr R r Rr r R r+ − ≤ + − = − r  

Lại có 2 2 2 216 5 9. 0 16 5 4 9 2p Rr r IG p Rr r r− + = ≥ ⇒ ≥ − = −  

Mà ( )22 2 2 2 2 24 9 2 3 4 9 2 3 4 9 4 12 9r r r r r r− ≥ − ⇔ − ≥ − ⇔ − ≥ − + 4r  

( )2 21 3 0r r⇔ − ≥ . Đẳng thức xảy ra ⇔ 
2

2 2

0
2, 1

16 5

r
x y z

p Rr r

⎧ =⎪ ⇔ = = =⎨
⎪ = −⎩

 

Vậy 51 1 1
2a b b c c a

+ + ≥
+ + +

. Đẳng thức xảy ra ⇔ 1, 0a b c= = =  và các hoán vị. 

 



 

Mở rộng: Cho a, b, c ≥ 0 thỏa mãn 1ab bc ca+ + =  và b c a b c+ ≥ ≥ ≥  

CMR: 51 1 1
a b b c c a a b c abc

+ + ≥
+ + + + + +

 

Giải: Trước tiên ta nhận thấy bài toán này chặt hơn bài toán ban đầu bởi lẽ: 
( ) ( ) ( ) ( )21 1 1ab bc ca a b c a a a b c= + + ≥ + ≥ ⇒ ≤ ⇒ − − − ≥1 1 0  

1 0 2a b c ab bc ca abc a b c abc⇔ − − − + + + − ≥ ⇔ ≥ + + +  

Với bài toán ban đầu ta có thể chứng minh bằng nhiều cách đại số mà lời giải khá 
gọn gàng nhưng với bài toán mở rộng này thì lời giải bằng đại số là khá phức tạp. 
Ta sẽ dùng G.L.A. để chứng minh bài toán này.Ta nhận thấy với điều kiện của bài 
toán thì a, b, c là độ dài 3 cạnh 1 tam giác (Trường hợp b + c = a tam giác suy 
biến thành đường thẳng). Áp dụng công thức 1 phần C ta cần phải CM: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2

5

3 5

a c b c
a b c abca b b c c a

a b c ab bc ca
a b c abca b c ab bc ca abc

+ +
≥

+ + ++ + +

+ + + + +⇔ ≥
+ + ++ + + + −

∑
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

2
25 16 4 5 5 16 4 1 2 5 1 2

1 2 1 2
Rr r )Rr r Rr Rr

a b c Rr a b c Rr
− − ⎡ ⎤⇔ ≥ ⇔ − + + ≥⎣ ⎦

+ + − + + +
−  

( ) ( ) ( ) ( )2 25 10 1 2 16 4 5 10 20 1 2 16 4Rr Rr Rr r Rr Rr Rr Rr r⇔ + − + + ≥ − ⇔ ≥ + +  (1) 

Ta nhận thấy: ( ) ( ) ( )21 2 16 4 18 1 2 18 2 .18Rr Rr r Rr Rr Rr Rr Rr+ + ≤ + = +  ≤  

( )18 2 20Rr Rr ab bc ca Rr≤ + + + = . Do đó (1) được chứng minh. 

Vậy 51 1 1
a b b c c a a b c abc

+ + ≥
+ + + + + +

. Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = 1, c = 0. 

Bài 3. Cho . Tìm điều kiện để bất đẳng thức sau luôn đúng. , , 0x y z >

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 1

3
xyzx

x y x z x y y z z xx y z
⎛ ⎞≥ +⎜ ⎟+ + + + ++ + ⎝ ⎠

∑  

Giải 

Đứng trước bài toán này, các phương pháp đại số không biết nên bắt đầu từ đâu 
bởi đề bài xuất hiện những căn thức rất khó hịu và điều kiện để bài toán đúng 
theo như dự đoán thì không đơn giản. Nhưng dạng bài này chắc chắn dùng G.L.A 
để giải. Có điều ta thử xem độ phức tạp của bài toán đến đâu nhé. 

 



 

Đặt . Bài toán trở thành:  , ,y z a z x b x y c+ = + = + =

( ) ( ) ( )4 1
3

p a p b p cp a
bc abcp

⎛ ⎞− − −−
≥ +⎜ ⎟

⎝ ⎠∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 41 cos
2 23 3

p p a p a p b p c A A
bc abc

⎛ ⎞− − − −
⇔ ≥ + ⇔ ≥ +⎜ ⎟

⎝ ⎠∑ ∏1 sin

2

 (1) 

(Trong đó p là nửa chu vi của ∆ABC có độ dài 3 cạnh là ) , ,a b c

Bạn đọc có thể nhận ngay ra (1) chính là 1 trong các bất đẳng thức của Jack 
Garfulkel. Điều kiện để bài toán trên đúng là khi tam giác ABC nhọn. Tức là 

 (giả sử a = max{a, b, c})  ⇔ 2 2b c a+ > ( ) ( ) ( )2 22x y x z y z+ + + > +  

( ) yzx x y z yz x y z
x

⇔ + + > ⇔ + + >  (trong đó { }min , ,x x y z= ) 

Việc của ta bây giờ là đi chứng minh (1) với điều kiện ∆ABC nhọn. Đây là một 
bài rất chặt nên chứng minh bằng G.L.A cũng không hề đơn giản. 

Giải 

Ta có: ( ) ( ) ( )cos sin , cos sin , cos sin
2 2 2 2 2 2 2 2

C CA A B Bπ π= − = − = −
2

π  

Đặt , ,
2 2 2 2 2 2

CA BA B Cπ π π′ ′ ′= − = − = −  

(1) ⇔ ( )4sin 1 cos
3

A A′ ′≥ +∑ ∏  (2) 

trong đó , ,A B C′ ′ ′  là số đo 3 góc của 1 tam giác nhọn có { }min , ,
4

A B C π′ ′ ′ ≥  

(2) ⇔ 
( )22

2 2
2

24 1 3
3 4

p p R r p Rp Rr r
R R R

⎛ ⎞− +
≥ + ⇔ − − − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
4 0  

2 2 2 2 2
23 3 16 4 3 8 2 9 48 12

2 2

2R R Rr r R Rr r R R Rr rp p+ + + + + + + +⇔ ≤ ⇔ ≤  (3) 

Không mất tính tổng quát ta giả sử 
4 2

A B Cπ π′ ′ ′≤ ≤ ≤ ≤  

 



 

TH1: 
3

B π′ ≤ . Áp dụng định lý 2 ta có ( )22 3p R r≤ + . Do đó ta chỉ cần chứng 

minh: ( )2 2 2 26 3 8 2 9 48 1 22R r R Rr r R R Rr r+ ≤ + + + + +  

2 2 2 2 2

2 2 2 2

6 12 6 3 8 2 9 48 12

3 4 4 9 48 12

2R Rr r R Rr r R R Rr r

R Rr r R R Rr r

⇔ + + ≤ + + + + +

⇔ + + ≤ + +
 

Mà ( )2 2 2 2 29 48 12 9 36 36 3 2 3 4 4 2R R Rr r R R Rr r R R r R Rr+ + ≥ + + = + ≥ + + r  

Suy ra (3) được chứng minh 

TH2: 
3

B π′ ≥  ⇒ 5sin sin sin sin sin sin 0,116
2 2 2 8 6 24

CA B ′′ ′ π π π≥ >  

⇒ 1 2,16
4sin sin sin

2 2 2

R
r CA B
=

′′ ′
< . Áp dụng định lý 3 ta chỉ cần chứng minh: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 10 4 2 2 3 8 2 9 48 12

12 4 4 2 2 9 48 12

2R Rr r R r R R r R Rr r R R Rr r

R Rr r R r R R r R R Rr r

+ − + − − ≤ + + + + +

⇔ + − + − − ≤ + +
 

( ) ( )2 212 4 4 2 2 9 48 12t t t t t t t t⇔ + − + − − ≤ + +  trong đó [ ), 2; 2,16Rt t
r

= ∈  

( ) ( ) ( )2 212 4 4 2 2,16 2,16 2 12 4 2, 4 2 14, 4 8,8VT t t t t t t t t≤ + − + − − ≤ + − + − = + −2  

( ) ( ) ( ) ( )23, 2 5, 6 2 9, 28 1, 24 3, 2 5, 6VP t t t t t t≥ + + − − ≥ +  

Mà ( ) ( ) ( )223, 2 5,6 14, 4 8,8 2, 2 2 0t t t t t+ − + − = − ≥ , do đó VP ≥ VT. 

Đẳng thức xảy ra ⇔ t = 2. 

Vậy ( )A 4cos 1 sin
2 3 2

A≥ +∑ ∏ . Đẳng thức xảy ra ⇔ ∆ABC đều. 

Bài 4. Cho . , , 0x y z > CMR: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33 2 2 228 2x y z xyz x y y z z x x y x y x z yz⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + + ≥ + + + −⎣ ⎦⎣ ⎦∑ ∏  (1) 

Giải 

 



 

Đặt , ,
2 2

b c a c a b a b cx y z+ − + − + −= = =
2

 thì ta có a, b, c là độ dài 3 cạnh của 1 

tam giác và:  ⇒ , ,a y z b z x c x y= + = + = +

( ) ( ) ( ),x y z p xyz p a p b p c+ + = = − − −  

(p là nửa chu vi tam giác ABC có độ dài 3 cạnh là a, b, c) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 22 2 2x y x z yz x z x y y z b c a⎡ ⎤+ + − = + + + − + = + −⎣ ⎦  

Tương tự ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 2 , 2 2y z y x zx c a b z x z y xy a b c⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − = + − + + − = + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2  

Vậy (1) ⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 233 2 2 2 2 2 28
2

a b cp p a p b p c a b c a b c + −− − − ≥ + + ∏  

⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (33 2 2 2 2 2 2 2 2 28 a b c p a p b p c a b c a b c a b c+ + − − − ≥ + + + − )∏  

Không mất tính tổng quát ta giả sử  a b c≥ ≥

Nếu  thì VT ≥ 0 ≥ VP ⇒ (đpcm) 2 2b c a+ ≤ 2

2 pNếy  thì đặt 2 2b c a+ > 2 2 2, ,a m b n c= = =  

Ta có:  là độ dài 3 cạnh của 1 tam giác. , ,m n p

Mặt khác theo bất đẳng thức Holder ta có:  

( ) ( ) ( ) ( )
33 232 2 2 4 4 4 43 3a b c a a a a b c a b c+ + = ≤ + + + +∑  (3) 

Từ (2) và 93) suy ra để chứng minh bài toán ta chỉ cần chứng minh: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 4 4 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 4 2 2 2 4 4 4 2 2 22 2 2

a b c a b c b c a c a b a b c a b c a b c

a b b c c a a b c a b c a b c a b c

+ + + − + − + − ≥ + + + −

⇔ + + − − − ≥ + + + −( )

∏
∏

 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 2mn np pm m n p mnp m n p m n p⇔ + + − − − ≥ + + + −∏  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 116 4 4 8 8 2 2 2R r r R r p m n p p r R R r m n p⇔ + ≥ + + ⇔ + ≥ + +  (4) 

(4) đúng theo định lý 5.  

Tức là ta đã chứng minh xong (1). Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = c. 

Ghi chú: 1 1 1, ,R r p  lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp và nửa chu 

vi ∆MNP có độ dài 3 cạnh là . , ,m n p

 



 

Comment: Tạm thời bỏ qua độ cồng kềnh của bài toán thì độ chặt của nó đã đủ 
làm điêu đứng các phương pháp đại số rồi. Tôi đã thử đi tìm một lời giải đại số và 
kết quả sau nhiều cố gắng mới có được lời giải dài gấp 5 lần lời giải này. Có lẽ 
bài này sinh ra là để dành riêng cho G.L.A. 

Bài 5. Cho a, b, c > 0. CMR: ( )4a b b c c a a b c
c a b b c c a a
+ + ++ + ≥ + +

b+ + +
 

Giải 

Áp dụng công thức 3 và 8 ta cần chứng minh: ( ) 2 282 2 4
4

p Rr rR r
r R

− +− ≥ ⋅
r

2

 

⇔ ( ) 2 2 2 22 2 8 4 6R R r p Rr r R Rr r p− ≥ − + ⇔ + − ≥  (đúng theo định lý 3) 

Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = c. 

Bài 6. Chứng minh rằng ∀a, b, c không âm ta có BĐT: 

( )2 2 2 2 1 2a b c abc ab bc ca+ + + + ≥ + +  

Giải 

Nếu trong 3 số a, b, c có 2 số bằng 0 thì ta có ngay đpcm. 

Nếu trong 3 số có 2 số ≠ 0 thì áp dụng các công thức 1 và 14 ta cần chứng minh: 

( )2 2 2 2 2 28 2 2 1 2 4 2 1 16 4 2p Rr r pr Rr r p pr Rr r− − + + ≥ + ⇔ + + ≥ +  

Ta có: 32 2 2 4 2 432 1 1 3 3 27 . 9 2pr pr pr p r r r+ = + + ≥ ⋅ ≥ ⋅ = r  (1), 2 216 5p Rr r≥ −  (2) 

Từ (1) và (2) ta có đpcm. Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = c = 1. 

Xin giới thiệu cùng bạn đọc 2 cách chứng minh khác được trình bày trong cuốn 
“Sáng tạo bất đẳng thức” của Phạm Kim Hùng. 

Cách 1: Sử dụng tam thức bậc 2 

Chuyển về tam thức bậc 2 của a là: ( ) ( ) ( )22 2 1f a a bc b c a b c= + − − + − +  

( ) ( ) ( ) (2 2 1 2 2bc b c b c bc b c′∆ = − − − − − = − − −) 1 

Nếu  ta có ngay đpcm. 0bc b c− − ≥

Nếu  hay 0bc b c− − ≤ ( ) ( )1 1b c 1− − ≤ . Ta chia ra làm 2 trường hợp. 

Có đúng 1 trong 2 số  > 2, số còn lại nhỏ hơn hoặc bằng 2. Ta có ngay  ,b c 0′∆ ≤

 



 

 + Cả hai số  đều nhỏ hơn 2. Theo bất đẳng thức AM − GM ta có: ,b c

( ) ( )2 1, 2b b c c− ≤ − ≤1 ⇒ 0′∆ ≤ . Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 2: Đặt k a . Sử dụng bất đẳng thức quen thuộc b c= + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2abc a b c b c a c a b abc k a k b k c≥ + − + − + − ⇒ ≥ − − −  

Rút gọn lại ta được: ( ) 2 94 ab bc ca k abc
k

+ + − ≤  (*) 

Bất đẳng thức của bài toán tương đương với: 

( ) (2 2 1 4a b c abc ab bc ca+ + + + ≥ + + )  ⇔ ( ) 24 1ab bc ca k abc+ + − ≤ + 2  

Sử dụng (*) ta chỉ cần chứng minh: ( )9 2 1abc
k
− ≤  

Theo bất đẳng thức AM − GM ta có: ( ) ( ) ( ) 33 9 29 92 2
27 27

k kkabc
k k

− 1− ≤ − = ≤  

Vậy ta có đpcm. Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = c = 1. 

Bài 7. (Phạm Kim Hùng) Giả sử a, b, c là các số thực không âm. Chứng minh bất 

đẳng thức: 
( )2 2 2 2 2 2 2

101 1 1
a b b c c a a b c

+ + ≥
+ + + + +

 

Cách 1: (Của PKH) 

Khai triển hai vế bằng cách gui đồng mẫu số: 

( )4 2 2 2 4 2 2 2 23 2 10 2
sym sym sym sym

a a b a ab a b c a b c⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + ≥ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 2

⎟
⎠

 

⇔ ( ) ( )6 4 3 3 2 4 2 2 2
, ,2 6 2 6 11a b c

sym sym

a a ab a b abc c a b a b c a b c+ + + + ≥ + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 2 2  

Không mất tính tổng quát giả sử . Để chứng minh bất đẳng thức trên ta 

tìm cách loại bỏ các biểu thức chứa c. Ta có: 

a b c≥ ≥

( ) ( )3 3 3 4 2 24 4c a b c a b+ ≥ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 4 3 3 3 5 4 2 2 2 4 4

4 4 3 3 4 4 3 3

2 2 6

0

c a b a b c a b a b c c a b c a b

a b ca c a a c a b cb c b b c

+ + + + + + − + − +

= + − − − + + − − − ≥
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 4 4 5 4 2 2 2 4 46 2 5 6c a b c a b a b c a b c a b c a b+ + + + + + ≥ + + +  

 



 

Ngoài ra dễ thấy: ( )2 2 2 22 12 1
sym

abc c a b a b c a b c+ ≥ ≥ 2 2 21∑  

Như vậy với phần còn lại ta chỉ cần chứng minh bất đẳng thức 2 biến (thực chất là 
chứng minh cho trường hợp c = 0) như sau: 

( ) ( ) ( )6 6 4 4 3 3 4 2 2 4 2 22 6 2 6a b ab a b a b c ab a b a b c a b+ + + + + ≥ + + +  

Bất đẳng thức trên tương đương với:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2 4 4 3 3 4 2 2

2 3 3 2 2 2 2 4 2 2

2 2

2 2

a b a b ab a b a b c a b a b a b

a b a b a b ab a b ab a b ab c a b

− − + − − ≥ − + −

⎡ ⎤⇔ − + + + + + + + − − ≥⎣ ⎦ 0
 

Hiển nhiên đúng. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b, c = 0 và các hoán vị. 

Cách 2: Áp dụng công thức 17 ta cần CM: 

( ) ( )

( ) ( )

22 2 2

32 2 2 2 4 2 3

8 2 5 4 10
4 4 6 2 2 4

p R r rp r R r
2pr R Rr r p p r r R r

− + + +
≥

+ + − − +
 (1) 

Đặt ƒ(p) = VT − VP. Tính ƒ’(p) với chú ý 2 16 5 2p Rr r≥ −  ta được ƒ’(p) ≥ 0 

⇒ ( ) ( )
1

2 216 5f p f Rr r
⎡ ⎤

≥ −⎣ ⎦ 2. Đến đây ta chỉ việc thay 2 16 5p Rr r= −  vào (1) rồi 

rút gọn là ta được đpcm nhưng việc rút gọn đó khá mất thời gian và dễ nhầm lẫn. 

Chính vì vậy ta sẽ thay 2 16 5 2p Rr r= −  vào đẳng thức thứ 3 trong công thức 17. 
Ta cần chứng minh:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

22 2

2 2 2

8 7 4 2 16 5 10
16 58 7 4 2 16 5 16 5

R r R r Rr r
R rR r R r Rr r R r r

− + + − − ≥
−⎡ ⎤− + − − − −⎣ ⎦

 

⇔ 
( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2
8 7 16 24 11 10

16 58 7 16 24 11 16 5
R r R Rr r

R rR r R Rr r R r r
− + − + ≥

−− − + − −
 

( )( ) ( ) ( ) ( )(2 2 2 2 216 5 16 24 11 10 8 7 10 16 24 11 16 5 8 7 )R r R Rr r r R r R Rr r R r R r⎡ ⎤⇔ − − + + ≥ − − + − − −⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 216 5 16 24 21 8 7 32 88 75 2R r R Rr r R r R Rr r⇔ − − + ≥ − − +  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 216 5 32 48 42 16 14 32 88 75 2R r R Rr r R r R Rr r⇔ − − + ≥ − − +  

Ta thấy ( )16 5 16 14 2 8 7R r R r R r− ≥ − = − , 

( )2 2 22 16 24 21 32 88 75 2R Rr r R Rr r− + ≥ − +  

 



 

Từ 2 điều trên ta có ngay đpcm, tức (1) được giải quyết 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
2 2

0
, 0

16 5

r
a b c

p Rr r

=⎧⎪ ⇔ = =⎨
= −⎪⎩

 và các hoán vị 

Bài 8 (Vũ Đình Quý) Cho a, b, c > 0. CMR: 2 2 2
3 4a b c abc

b c a a b b c c a
+ + + ≥

+ +
 

Giải 

Đặt ( ), , 1 , ,a b cx y z xyz x y z
b c a
= = = ⇒ = > 0  

Bài toán trở thành: Cho xyz = 1. CMR: 3 4x y z
xy yz zx

+ + + ≥
+ +

 

Chuyển về , ,p R r  ta được bài toán: Cho 2 1pr = . CMR: 2
3 4

4
p

Rr r
+ ≥

+
 

Ta có: ( )2 2 2 2 3 216 5 3 4 27 27 27 3p Rr r Rr r r p pr p≥ − ≥ + ≥ ⇒ ≥ = ⇒ ≥  

4
2 2 2

3 9 93 4
34
p pp p

Rr r p p
+ ≥ + = ⋅ + ≥ ⋅

+
4

3
≥ . Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = c. 

Bài 9. Cho , ,x y z  là độ dài 3 cạnh ∆ và k là một số thực ≥ 2,6. CMR: 

2 2 2

3
1

yx z
kx kyz y kzx z kxy

+ + ≥
++ + +

 (*) 

Giải 

Theo bất đẳng thức B.C.S ta có: ( ) ( )2 2

2

xx x x kyz
x kyz

⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

( ) ( ) (
2

2 3 )x x kyz x x kxyz+ ≤ +∑ ∑ ∑ . Suy ra: 

( )2

2 3 3 3 3

xx
x kyz x x y z kxyz

≥
+ + +

∑∑
∑ +

 (1) 

Mặt khác: 

( ) ( ) ( )3 3 3 2 2 23 3 1x y z kxyz x y z x y z xy yz zx k xyz+ + + = + + + + − − − + +  

( )( )2 22 6 1 3p p Rr k r= + − −  (2) 

 



 

Từ (1) và (2) ta thấy để chứng minh được (*) chỉ cần chứng minh: 

( )
( ) ( )2 2

2 2

2 3 4 1 9 6 1 3
16 1 3

p k p p Rr k r
kp Rr k r

2⎡ ⎤≥ ⇔ + ≥ + − −⎣ ⎦
++ − −

 

( ) ( )2 24 5 54 1 27k p Rr k r⇔ − − − +  

Đặt  (do ( ) ( ) ( ) ( )2 2 24 5 54 1 27 4 54 0f k k p Rr k r f k p Rr′= − − − + ⇒ = − ≥
2 2 ( )f k16 5p Rr r≥ −  đồng biến theo k  ) ⇒ 

⇒ ƒ(k) ≥ ƒ(2,6) = ( )2 2 25, 4 86, 4 27 5, 4 16 5 0p Rr r p Rr r 2− + = − + ≥  

Vậy (*) được chứng minh. Đẳng thức xảy ra ⇔ k = 2,6 và a = b = c. 

Bài 10. Cho . , , 0; 1 4a b c a b c abc> + + + = CMR: 1 1 1a b c
a b c

+ + ≥ + +  

Giải 

Chuyển về , ,p R r  ta được bài toán tương đương như sau: 

Cho 21 4p pr+ = . CMR: 2 2 24p r Rr r≥ +  

Ta có: 
3

2 2 427 1 3
27
pp r p p≥ ⇒ ≥ + ⇒ ≥  

Ta cần chứng minh: ( ) ( )21 4 4p p Rr+ ≥ + r  

Mặt khác: 2 216 5p Rr r≥ −  (1) 

Do p ≥ 3 nên ( )24 9p p≥ +1 2 ⇒ 2 24 9 4 9p pr p r≥ ⋅ ⇒ ≥  (2) 

Từ (1) và (2) suy ra ( ) ( )21 4 4p p Rr+ ≥ + r  tức là bài toán đã được giải quyết 

Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = c = 1. 

Bài 11 (Nguyễn Duy Khánh).  

Cho . , , 0a b c ≥ CMR: ( ) ( ) (

( )

)22

2

32
12

abc a b c a ba b
ab a b

+ + −+ ≥ +
+

∑∑
∏

 

Giải 

 

 



 

BIến đổi vế trái:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2

2

4 44 4a b c Rrp pra b a b b c c a abc R r
ab abc abc rpr

+ ++ + + + + += = = =∑∑  

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2

32 32 2 8 2 4 4 2
12 12

16

4 12 3
12

abc a b c a b p r p Rr r Rr r

p R ra b

p Rr r
R

⎡ ⎤+ + − − − − +⎣ ⎦+ = +
+

− −
= +

∑
∏  

Theo định lý 3 ta có ( ) ( )2 2 22 10 2 2 2p R Rr r R R r R≤ + − + − − r  

Suy ra: 
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2

4 2 2 4 2 2 2
12

8 2 2 16 212 12

R Rr r R r R R r
VP

R

R r R r R R r R r R r
R R

⎡ ⎤− − + − −⎣ ⎦≤ +

− − + − − −≤ + ≤ +

 

Do đó ta chỉ cần chứng minh: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2
4 16 2 4 2 16 212 4 2 0R r R r R r R r R r R r R r

r rR R
+ − − − − −≥ + ⇔ ≥ ⇔ − ≥  

Đẳng thức xảy ra ⇔ 2R r a b c= ⇔ = =  

Bài 12 (Nguyễn Duy Khánh).  

Cho . , , 0a b c ≥ CMR: 
( ) ( )

2

2 2 28

a b a b b c
b c a ba b c

+ + +≥ +
+ +

∏ ∏  

Giải 

Chuyển về , ,p R r  ta cần chứng minh: 

( )
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2 2
8 x y y z z xx y z

x y zx y z

+ + +
≥

+ −∏
. Dễ thấy 

2

2
2RVT
r

=  

Biến đổi vế phải: VP  

 



 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 2

2 2 2

22 2 2 2 2

2 2 2

2
1

2 8 2 4 16
1

16

x y z xy yz zx xyz x y z

x y z

p Rr r p Rr r Rrp

R r p

⎡ ⎤+ + + + − + +⎣ ⎦= −

⎡ ⎤− − + + −⎣ ⎦= −

 

Ta có: ( ) ( ) ( )222 2 2 4 2 2 24 16 2 4 4 16 2p Rr r Rrp p Rr r p Rr r Rrp+ + − = + + + + −  

Mặt khác: ( ) ( )
2 222 2 2 2 392 4 9 ; 4

3 2 2
p RrpRrRr r p Rrp Rr r+ ≤ + ≤ ⋅ =  

( ) ( )22 2 2 2 2 74 16
2
Rrp Rr r Rrp p p⇒ + + − ≤ −  

Lại có 2 2 2 2 74 4 3 4
2
Rrp R Rr r R≤ + + ≤ + . Do đó 2 2 2 2 2 2 2 24x y y z z x R p+ + ≤  

Mà 2 2 2 28 4 2x y z R r+ + ≤ + . Vậy 
( )2 2 2 2 2

2 2 2 2
8 4 4 21

16
R r R p RVP VT

R r p r
+

≤ − = =  

Đẳng thức xảy ra ⇔ a b c= = . 

 



 

E. CÁC BÀI TOÁN TỰ SÁNG TẠO 

Phải nói ngay rằng “sáng tạo” ở đây không có nghĩa tôi là người đầu tiên tìm ra 
chúng mà chỉ là độc lập tìm ra các bài toán đó. Trong hàng triệu người yêu toán 
khắp cả nước không thiếu gì những người tìm ra phương pháp G.L.A. thậm chí 
tìm ra từ rất lâu rồi và phát triển nó ở tầm cao hơn tôi nhiều. Tuy nhiên, cho tới 
nay chưa có bất kì một tài liệu nào trình bày một cách hệ thống về nó cả. Cũng có 
những người bằng phương pháp khác tìm ra những bài toán dưới đây để minh họa 
cho phương pháp của họ. Do sự hạn chế trong việc đọc tài liệu nên tôi không biết 
chúng đã xuất hiện ở đâu chưa. Có điều những bài toán đó được tìm ra một cách 
dễ dàng từ những công thức rất đơn giản đã xây dựng trong phần C. Chính vì thế 
thừoi gian để tìm ra các bài toán dưới đây còn nhanh hơn cả việc đi tìm một bài 
toán trong tài liệu nào đấy rồi nhận nó là của mình để bị mang tiếng. 

I. CÁC BÀI TOÁN KHÔNG ĐIỀU KIỆN 

1. Cho . , , 0a b c > CMR: 3
2 2 2

3 12
8 8

a b b c c a ab bc ca
c a b a b c
+ + + + ++ + + + ⋅ ≥

+ +
9  (*) 

Giải 

Áp dụng các công thức 1 và 3 trong C ta cần phải chứng minh: 

( ) 2
3

2 2
2 2 3 142

8 88 2
R r Rr r
r p Rr r
− ++ + ⋅ ≥

− −
9

2

  (1) 

Theo định lý 5 ta có: 2 24 4 3p R Rr r≤ + + . Do đó để chứng minh (1) ta chỉ cần 
CM: 

( )
2 2

3 3
2 22 2 2

3 19 34 4 4 42 1
8 8 8 4 44 4 3 8 2

R Rr r R Rr r
r r R Rr rR Rr r Rr r

⎛ ⎞+ ++ ⋅ ≥ ⇔ − ≥ −⎜ ⎟
− +⎝ ⎠+ + − −

 

( )

( )
( )

( )
( ) ( )22 3 3

22
3 3

4 2 4 23 4 48 2 3 2 4
8 24 42 4

R r R R r R RR r Rr
r rR rR Rr

r r

⎡ ⎤− −⇔ ≥ ⋅ ⇔ − ≥ + ⋅ +⎢ ⎥
⎡ ⎤ ⎣ ⎦−

+ ⋅ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Ta nhận thấy: ( ) ( )2 2
3 33 64 4 42 4 3 RR R R

r r r
+ ⋅ + ≤ ⋅ ≤

r
 

Suy ra: ( ) ( )
2

226 33 18 8 8 2
2

R RVP Rr R R r VP
r

≤ ⋅ = = ≤ − =  

Do đó (2) được chứng minh, tức là (*) đúng. Đẳng thức xảy ra ⇔ . a b c= =

 



 

2. Cho . , , 0a b c > CMR: ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 28 6a b c a b b c c a a b c+ + + + + 4

2

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 26 a b c abc a b b c c a a b b c c a⎡ ⎤≥ + + + + + + + + + + +⎣ ⎦  

Áp dụng các công thức 1, 5, 14 trong C ta cần phải chứng minh: 

( ) ( )22 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 28 4 2 64 6 2 8 2 16p Rr r p r p r p r p Rr r p R r⎡ ⎤+ − + ≥ − − +⎣ ⎦  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 22 4 4 16 3 4 4 4 4 3 2R r p r p Rr r R R Rr r⇔ + − + ≥ − − + ⇔ + + ≥ p  

(đúng theo định lý 3) 

Comment: Nếu bài toán trên giải bằng phương pháp đại số thì lời giải cực kì dài 
dòng trong khi với G.L.A lời giải lại ngắn gọn và đẹp mắt như vậy. Qua đó, ta rút 
ra một điều là không thể đánh giá một bài toán qua vẻ bề ngoài của nó (trông đẹp 
mắt hay cồng kềnh) mà phải dựa vào nội dung (tức là giải) của nó. 

3. Cho a, b, c > 0. CMR: 
( )

( ) ( ) ( )
( )3 3 3 2 2 28 4 1a b c a b c
ab bc caa b b c c a

+ + + +≥ −
+ ++ + +

 

Giải 

Áp dụng các công thức 1, 4 và 14 trong C ta cần chứng minh: 

( ) ( )2 2 2 2 2

2 2

8 12 4 8 2 2 41 24
4 4 4

p p Rr p Rr r p p
pRr RrRr r Rr r
− − −

≥ − ⇔ − ≥
+ +

9−  

2 2

2

2 4 15
4

p p
Rr Rr r

⇔ − ≥
+

 ( )
( )

2 15 4
2 2
Rr R rp

R r
+⇔ ≥

+
 

Ta đã biết 2 16 5 2p Rr r≥ −  và việc chứng minh: 

( )
( )

2 15 416 5
2 2
Rr R rRr r

R r
+− ≥

+
 là quá đơn giản (⇔ 2 24 3 10R Rr r≥ + ) 

Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = c. 

4. Cho a, b, c > 0. CMR: 
( )3 3 3

5
32

a b c abc
b c c a a b a b c

+ + + ≥
+ + + + +

 

Giải 

Áp dụng công thức 4, 8, 14 ta cần chứng minh:
( )

2 2 2

2

8 5
4 32 12

p Rr r pr
Rr p p Rr

− +
+ ≥

−
 

 



 

( ) ( )
2 2 2 2 22

2 2

8 143 1
4 2 6 42 12 6 12

212 3p Rr r p Rr r p Rr rr
Rr Rrp Rr p Rr

− + − + − −
⇔ − ≥ − ⇔ ≥

− −
 

( ) ( ) ( )2 2 2 23 14 12 2 12 3 2p Rr r p Rr Rr p Rr r⇔ − + − ≥ − −  (*) 

Do 2 216 5p Rr r≥ −  nên 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 14 12 3 16 5 12 3 1

3 12 3 4 5 4 8 15 4 2

p Rr r p Rr r p Rr r p Rr r

p Rr Rr r Rr r R r Rr

⎧ − + = − − + − + ≥ − −⎪
⎨
⎪ − ≥ − = + − ≥⎩

 

Nhân vế theo vế của (1) và (2) ta được (*) tức là bài toán được chứng minh. 

Đẳng thức xảy ra ⇔ a = b = c. 

5. Cho a, b, c > 0. CMR: 3
2 2 2

3 12
8 8

a b b c c a ab bc ca
c a b a b c
+ + + + ++ + + + ⋅ ≥

+ +
9  

2 2 29 1a b b c c a ab bc ca
c a b a b c
+ + + + ++ + + ≥

+ +
5  (1) 

Giải 

Áp dụng công thức 1 và 3 ta cần chứng minh: 

( ) 2

2 2
2 2 49 1

8 2
R r Rr r
r p Rr r
− ++ ≥

− −
5

2

  (*) 

Theo định lý 5 ta có: 2 24 4 3p R Rr r≤ + + . Do đó để chứng minh (*) ta chỉ cần 

chứng minh: 
2 24 44 2 4 29 15 6 9 1

2 2
Rr r Rr rR r R r

r R r r R
⎛ ⎞+ +− −+ ⋅ ≥ ⇔ − ≥ −⎜ ⎟− −⎝ ⎠r

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )2

2

4 2 4 29 2 2
2 2 4

R r R R r 4 9R r R r Rr r Rr
r R r R r Rr r

− −⇔ ≥ ⋅ ⇔ − − + + ≥
− − + +

 

Ta có: ( ) ( )2 2 22 2 9 4 2 2 9VT R r R r r R Rr r Rr VP≥ − − + = + − ≥ =  

Vậy (1) được chứng minh. Đẳng thức xảy ra ⇔ a b c= = . 

6. Cho a, b, c > 0. CMR: 
( )

3 3 3

3
162 9a b c abc

abc a b c
+ + + ≥

+ +
 

Giải 

 



 

Áp dụng công thức 3 và 14 ta cần chứng minh: 

( )2 2 2 2

2 3 2 2

12 162 12 1629 9
p p Rr pr p Rr r

pr p r p
− −

+ ≥ ⇔ + ≥  

Đặt ( )
2 2

2 2

12 162p Rr rf p
r p
−

= +  ⇒ ( ) ( )4 42

2 3 3 2

2 1622 324 0
p rp rf p

r p p r
−

′ = − = ≥  

Do đó ƒ(p) đồng biến theo p tức là ( ) ( )216 5f p f Rr r≥ −  

Để chứng minh bài toán ta chỉ cần chứng minh  

2 2

2 2
16 5 12 162 4 5 1629 3 6

16 516 5
Rr r Rr r R r r

r Rr Rr r
− − −+ ≥ ⇔ − ≥ −

r−−
 

( ) ( )4 2 16 26 16 5 24 16 29
16 5

R r R r R r r R
r R r
− −⇔ ≥ ⋅ ⇔ − ≥ ⇔ ≥

−
r  (đúng) 

Vậy bài toán được chứng minh. Đẳng thức xảy ra ⇔ a b c= = . 

Mở rộng: Tìm hằng số k tốt nhất sao cho BĐT sau luôn đúng: 

( )

3 3 3

3 3
27

a b c kabc k
abc a b c
+ + + ≥

+ +
+ . 

Với cách làm tương tự ta dễ dàng tìm được 729
4

k =  

8. Chứng minh rằng với mọi a, b, c dương ta có: 

( ) ( )
( ) ( )

3 3 3

4 4 4 2 2 2
12 5a b cabc a b c

a b c a b c a b c
+ ++ + + ≥

+ + + + + +
 (*) 

Giải 

Áp dụng các công thức 1, 4, 5 và 14 ta cần chứng minh: 

( )
( )

( )
22 2

2 2 24 2 2

12 12
5

8 216 2 4

p p Rrp r
p p Rr rp Rrp Rr r

−
+ ≥

− −− + +
 

 



 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

2 2 24 2 2

22 2 4 2 2

2 2 24 2 2

12 12
4 1

8 2 16 2 4

4 2 28 2 16 2 4
8 2 16 2 4

p Rr p r
p Rr r p Rrp Rr r

p Rr r p Rr r p Rr r
p Rr r p Rrp Rr r

−
⇔ − ≥ −

− − − + +

− + − + + +
⇔ ≥

− − − + +

2
 

( ) ( ) ( )
( )

22 2 4 2 2 2

2 2 24 2 2

8 14 16 2 4 0
8 2 16 2 4

p Rr r p Rr r p Rr r
p Rr r p Rrp Rr r

− + − + + +
⇔ −

− − − + +
≥  (1) 

Đặt VT của (1) là ƒ(p). Ta có ƒ\(p) ≥ 0, do đó ( ) ( )216 5f p f Rr r≥ −  

Mà ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 22
2

2 2 2

2 4 6 16 58 2 416 5
8 7 2 4 5 16 5

R r RrRr rf Rr r
Rr r

r
R r Rr
+ − −−− = −

− + − − r
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 2 2
32 2 8 516 2 16 2 2 0

8 7 32 64 27 8 7 32 64 27
R r R rR r R r R r

R r R Rr r R r R Rr r
− −− − −= − =

− − + − − +
≥  

Vậy (*) được chứng minh. Đẳng thức xảy ra ⇔ a b c= = . 

9. Cho a, b, c > 0. CMR: 
2 2 2

3
7 5
2 6

a b b c c a a b c a b c
c a b ab bc ca abc
+ + + + + + ++ + ≥ ⋅ + ⋅

+ +
 (*) 

Giải 

Áp dụng công thức 1, 3 và 6 ta cần chứng minh: 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
3

2 2

2 2 3 2 2

2 2

8 27 54 2
2 64

4 46 4 2 21 5 4 4 3 3
4

4 2 34 224 2 21 5
4 3 9

p Rr r pR r
r Rr r r

R Rr rR r R Rr
R r

R r R rR R rR r
R r A rA r

− −− ≥ ⋅ + ⋅
+

− +⇔ − ≥ ⋅ + + + −
+

− +−⇔ − ≥ ⋅ + ⋅
+ + +

r r r  

(trong đó ( )3 2 24 4 3A R Rr r= + + r ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

5 3 46 4 21 3 2 3 9 5 3 4
3 9

r R r R rR r R R r A rA r r R r R r
A rA r

+ +⇔ + ≥ + ⇔ + + + ≥ + +
+ +

 

Ta có: ( )2 3 2 23 2 3 2 3 4 4 3A rA A r r R Rr r+ ≥ = + + 2  

 



 

Suy ra: ( ) ( ) ( )2 2 23 3 2 27 4 4 3 2 10 7A rA r R Rr r r R r+ ≥ + + ≥ +  

Do đó trong (2) thì ( ) ( )2 20 41VT r R r R r VP≥ + + ≥  

Vậy (*) được chứng minh. Đẳng thức xảy ra ⇔ a b c= = . 

Bài 11. Cho a, b, c ≥ 0. CMR: 

2 22 2 2
a b c a b c

ab bc caa bc b ca c ab2
+ ++ + ≤
+ ++ + +

 

Giải 

Trước tiên ta thấy ngay 24
pVP

Rr r
=

+
. Công việc ta cần làm trước tiên là qui VT 

về , ,p R r  

Ta có: 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

a b ca c ab
VT

a bc b ca c ab

⎡ ⎤+ +⎣ ⎦
=

+ + +
∑  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 4

9 4 2
a b c a b b c c a abc a b c abc ab bc ca

a b c abc a b c a b b c c a
+ + + + + + + − + +=

+ + + + + +
 

Áp dụng các đẳng thức 1, 4, 14, 16 ở phần C ta được: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 2 2 2 3

32 4 2 2 2 3 2

2 4 2 4 8 2 4

9 4 12 2 4 12

p Rr r p r pr p Rr r pr R r
VT

p r p r p Rr r R r p R

⎡ ⎤+ − + − − − +⎣ ⎦=
⎡ ⎤+ − + + −⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( )

( )

22 3 2 3 2 3 3

32 4 4 2 3 2 3 2 3

2 4 4 4 8 4 4

9 4 48 2 4 24

pr R r p r p r pr R r pr R r

p r p r Rr p r R r Rp r

+ − + − + − +
=

+ − + + −
 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

2 22 3

3 32 4 4 2 3 2 3 2 2 4 2

2 4 9 4 2 4 9 4

9 4 2 4 72 9 4 2 4 72

pr R r pr R r p R r r R r

p r p r r R r Rp r p r p r R r Rrp

⎡ ⎤+ − + + − +⎣ ⎦= =
+ + + − + + + −

 

Ta cần CM: ( ) ( )
( )

2

2 32 2 4 2

2 4 9 4 1
4 49 4 2 4 72

p R r r R rVT 2Rr r Rr rp r p r R r Rrp
+ − +≤ ⇔ ≤

+ ++ + + −
 

Đặt 2p t=  và ( )
( )32 2
1

9 4 2 4 72
f t

tr t r R r Rrt
=

+ + + −
 

( )
( )

2

232 2

8 9 72 0
9 4 2 4 72

t r Rrf t
tr t r R r Rrt

+ −′ = − <
⎡ ⎤+ + + −⎣ ⎦

  (do ) 216 5 9t Rr r R≥ − ≥ r

 



 

Do đó ƒ(t) nghịch biến theo t tức là ( ) ( )216 5f t f Rr r≤ −  

Suy ra ta chỉ cần chứng minh 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

2

2 232 2 2 2

3 2 3 2 2

2 4 9 4 1
49 16 5 4 16 5 2 4 72 16 5

2 4 9 4 2 4 4 16 5 9 16 5 72 16 5

R r r R r
Rr rRr r r Rr r r R r Rr Rr r

)R r r R r R r r R r r R r Rr R r

+ − + ≤
+− + − + + − −

⇔ + − + ≤ + + − + − − −

 

( ) ( ) ( ) ( )224 16 5 9 16 5 9 4 72 16 5R r r R r R r R R r⇔ − + − + + − − 0≥  

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2

22 2

4 256 160 25 144 45 9 16 8 1152 360 0

16 64 64 0 16 2 0

R Rr r Rr r R Rr r R Rr

R Rr r R r

⇔ − + + − + + + − +

⇔ − + ≥ ⇔ − ≥

≥
 

Comment: Để chứng minh bài toán trên ta còn vài lời giải khác tuy nhiên lời giải 
nào cũng phải dùng đến những phân tích rất phức tạp do đó rất dễ nhầm lẫn. Giải 
bằng G.L.A. do ta dễ xây dựng sẵn những công thức cơ bản nên tiện cho việc 
kiểm tra và ta lại có thể xét đạo hàm xem biểu thức sau khi qui về , ,p R r  là đồng 
biến hay nghịch biến để qui p về R và r một cách thích hợp. Việc giảm được 1 
biến trong những bài toán cồng kềnh như thế này có ý nghĩa rất lớn lao. 

Đẳng thức xảy ra ⇔  
( )

2 2

2

16 5
, 0

0

R r
a b c

I Gp Rr r
a b c

r

=⎡
⎢ = =⎡
⎢ ⎢⎧ ⇔ ≡ ⇔= −⎪⎢ ⎢ = =⎨ ⎣⎢ =⎪⎩⎣

hoÆc c¸c ho¸n vÞ

Bài 12. Cho a, b, c > 0. CMR: ( )23 3 32 2 3
2

a b ca abc b abc c abc
b c c a a b

+ ++ + ++ + ≥
+ + +

 (1) 

Giải 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

23 3
3 3 3

3 3 3 2 2 2

1 1 11 2
2

51 1 12
2

a b ca ba b c abc
a b b c c a a b

a b c abc a b c
a b b c c a

+ ++⇔ + + + + + − ≥
+ + + +

⇔ + + + + + ≥ + +
+ + +

∑
 

Áp dụng các đẳng thức 1,  phần C ta cần chứng minh: 3,12,14

( ) ( )
2 2

2 2 24 512 2 8 2
4 2

p Rr r 2p p Rr pr p Rr r
Rrp

+ +⎡ ⎤− + ⋅ ≥ − −⎣ ⎦  

⇔ 
( ) ( ) ( )

2 2 2 2
2 212 2 4 5 8 2

4 2
p Rr r p Rr r

p Rr r
Rr

− + + +
≥ − −  (*) 

 



 

Đặt 2p t=  và ( )f t VT VP= − . Ta có: ( )
2 24 12 2

4 2
t Rr r t Rr rf t

Rr
+ + + − +′ 5= −  

2 22 8 3 5 2 18 3 0
4 2 4

t Rr r t Rr r
Rr Rr

− + − += − = ≥  (do t R ) 216 5r r≥ −

Do đó ƒ(t) đồng biến theo p tức là để (*) ta chỉ cần chứng minh trong trường hợp 
2 216 5p Rr r= −  hoặc ( )2

2 2 216 5 r R rp Rr r
R
−= − +  (tùy độ chặt) 

Mặt khác: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
2 2

2 2
2

16 5 12 2 16 5 4 5 16 5 8 2
4 2

4 3 20 4 4 3 55 58 7 8 7
4 2 2

Rr r Rr r Rr r Rr r Rr r Rr r
Rr

Rr r Rr r R r R rRr r R r
Rr R

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎡ ⎤≥ − − −⎣ ⎦

− − − −⇔ ≥ − ⇔ ≥ −

 

( )2 2 2 22 20 19 3 40 35 6 3 2R Rr r R Rr r Rr r R⇔ − + ≥ − ⇔ ≥ ⇔ ≥

2

 (**) 

Dễ thấy (**) là một BĐT sai và khi thay 2 16 5p Rr r= −  vào (*) thì ta thấy độ 
chênh giữa VT và VP là rất nhỏ. Do đó ta hoàn toàn tự tin rằng khi thay 

( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−= − +  và (*) thì ta sẽ có được điều phải chứng minh mặc 

dù ( )2 2r R r
R
−  là một đại lượng rất bé. Trong quá trình giải bài việc biến đổi dẫn 

đến một bất đẳng thức ngược dấu như (**) là không thể tránh khỏi. Rõ ràng để 

“chắc ăn” ta sẽ thay ( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−= − +  và (*) nhưng việc làm này lại 

cồng kềnh hơn so với thay 2 16 5 2p Rr r= −  rất nhiều. Qua phân tích trên ta đã 

thấy bắt buộc phải thay ( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−= − +  vào rồi nhưng liệu có phải 

cần thiết cứ ở đâu có 2p  là đều thay bằng ( )2
2 216 5 r R rRr r

R
−− +  hay không? 

Với một bạn có “sức khỏe” và khả năng tính toán tốt thì cứ việc thay hết vào 
nhưng cá nhân tôi thì có một nguyên tắc biến đổi càng đơn giản càng tốt. Quay 

trở lại việc thay 2 16 5 2p Rr r= −  vào (*), liệu đây có phải là một việc làm vo tác 
dụng không? Xin trả lời là “không” vì qua quá trình đó ta đã ước lượng được độ 
chênh giữa VT − VP do đó có “cảm nhận” rằng chỉ cần thay 

( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−= − +  vào biểu thức 2 4 2p Rr r− +  còn trong biểu thức 

 



 

2 4 2p Rr r+ +  chỉ cần thay 2 16 5 2p Rr r= −  thôi và tất nhiên ở VP thì buộc phải 

thay ( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−= − + . Tiếp tục quá trình phân tích, về việc tính toán 

thì khi thay ( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−= − +  vào một trong hai biểu thức 

2 24p Rr r+ +  và 2 12 2 2p Rr r− +  và biểu thức còn lại là 2 216 5p Rr r= −  thì độ 
phức tạp trong tính toán là tương đương nhưng khi thay 

( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−= − +  vào trong biểu thức 2 4 2p Rr r+ +  thì ta dôi ra được 

lượng 2 12 2 2p Rr r− +  còn vào trong biểu thức 2 12 2 2p Rr r− +  lượng dôi ra (so 

với khi thay 2 216 5p Rr r= − ) là 2 4 2p Rr r+ + . Chính vì thế việc thay 

( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−= − +  vào biểu thức 2 12 2 2p Rr r− +  là tốt hơn rất nhiều so 

với thay vào biểu thức 2 4 2p Rr r+ + . Với những bạn đã “dày dạn” kinhnghiệm 
“chiến đấu” thì nhìn lướt qua là có thể biết thay như thế nào cho hợp lý rồi, còn 
với những bạn mới làm quen với BĐT thì quá trình phân tích trên sẽ giúp cho các 
bạn phần nào khi giải những bài tập sau này. Bây giờ ta bắt đầu quá trình thay 
nhé! 

( ) ( )

( )

2
2 2 2

2
2 2

216 5 12 2 16 5 4

4

25 16 5 8 2
2

r R r 2Rr r Rr r Rr r Rr r
R

Rr

r R rRr r Rr r
R

⎛ ⎞−− + − + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞−≥ − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2

2
2

2 2 2

24 3 20 4
25 8 7

4 2

24 3 5
25 8 7

2

2 2 52 20 19 3 40 35 5 2

r R rRr r Rr r
R rRr r
Rr R

r R rR r R r
R r R rR r

R R

r R r R r

R r

R Rr r R Rr r R r
R

⎛ ⎞−− + −⎜ ⎟ ⎛ ⎞−⎝ ⎠⇔ ≥ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞−− + −⎜ ⎟ ⎛ ⎞−⎝ ⎠⇔ ≥ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −⇔ − + + ≥ − + −

+

 

( ) ( ) ( )2 2 5 8 2 5 4r R r R r r R r R r R R r
R

− −⇔ ≥ − ⇔ − ≥ ⇔ ≥  (đúng) 

Vậy bất đẳng thức (1) đã được chứng minh. 

 



 

Đẳng thức xảy ra ⇔  

2

, 0  
0

R r
a b c

I G
a b c

r

=⎡
⎢ = =⎡
⎢ ⇔≡ ⎢⎧⎪⎢ ⎢ = =⎨ ⎣⎢ =⎪⎩⎣

(hoÆc c¸c ho¸n vÞ)

Bài 13. Cho a, b, c > 0. CMR: 

( )
91 1 1

4a bc b ca c ab ab bc ca
+ + ≤

+ + + + +
 với 1a b c+ + =  (*) 

Giải 

Biến đổi vế trái. Do 1a b c+ + =  nên p = 1. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 4

1 1 1

4 2
4 2 8 2

a bc b ca
a bc b ca c ab a bc b ca c ab

ab bc ca a b c b c a c a b abc a b c
abc a b b c c a abc a b c a b c

Rr r a b b c c a abc p r
pr r R r p r pr p Rr r p r

+ +
+ + =

+ + + + + +

+ + + + + + + + + + +=
+ + + + + + +

+ + + + + − +
=

+ + − + − − +

2

∑

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 22 2 2 2 2 4 2 3 4

2 22 3

84 4 2
4 2 1 8 2 4 8 2

8 8 1
2164 8 2

RrRr r Rr r r
r r R r r r Rr r r r R r r R r r

R R
RrR rr R r r R r r

+ + − += =
+ + − + − − + + − + +

= = =
+ − + +

 

Vậy ta cần phải chứng minh: 
( )2

91 2
2 4 4

r R
Rr Rr r

≤ ⇔ ≤
+

 (đúng) 

Tức là (*) được chứng minh. Đẳng thức xảy ra ⇔ .a b c= =  

Bài 14. Cho . , , 0; 1a b c ab bc ca> + + = CMR: ( ) ( )
3

2 2 225 2a b c a b c
abc
+ + ≥ + + +  (*) 

Giải 

Trước tiên dựa vào điều kiện ta đi tìm bài toán gốc của (*) 

( ) ( ) ( ) ( )
3

22 2 2* 24a b c a b c a b c
abc
+ +⇔ ≥ + + + + +  

 



 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

2
24 1a b ca b c ab bc ca

abc a b c
+ ++ + + +⇔ ≥

+ +
+  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

2
24 a b ca b b c c a

abc a b c
+ ++ + +⇔ ≥

+ +
 (1) 

(1) chính là bài toán gốc sau khi đã loại bỏ điều kiện. Với những bạn mới làm bất 
đẳng thức thì ngay việc đưa về dạng (1) cũng gặp nhiều khó khăn. Nhưng với cả 
những bạn luyện nhiều bất đẳng thức rồi thì qui về dạng (1) rồi cũng chưa biết 
nên làm theo cách nào. Dạng (1) chính là dạng sở trường của S.O.S. nhưng lần 
này lựa chọn S.O.S để giải lại không mấy sáng suốt. Các bạn hãy giải thử sẽ thấy 
ngay những khó khăn gặp phải. Khi đã biết G.L.A. thì việc giải bài trên khôg mấy 

khó khăn. Ta cần phải chứng minh: 
( )2 2

2 2

24 8 24 p Rr rRrp
pr p

− −
≥  

( )2 2

2

6 8 2p Rr rR
r p

− −
⇔ ≥  (**) 

Ta thấy ngay VP đồng biến theo p, vấn đề bây giờ là chọn cận trên nào để giải 

quyết bài toán. Dùng định lý 2 24 4 3 2p R Rr r≤ + +  có đủ mạnh để giải quyết bài 

toán không? Áp dụng định lý (2) ( ) ( )2 2 22 10 2 2 2p R Rr r R r R R r≤ + − + − −  thì 
chắc chắn sẽ giải quyết được bài toán nếu như bài toán đúng. Tuy nhiên ta rất hạn 
chế sử dụng định này bởi nó quá cồng kềnh. Quan sát một tí thì ta thấy bất đẳng 
thức (1) trở thành đẳng thức khi a b c= =  hoặc 2 2a b c= =  và các haớn vị trong 

khi định lý 2 24 4 3 2p R Rr r≤ + +  chỉ xảy ra đẳng thức khi tam giác là tam giác 
đều. Do vậy ta không thể áp dụng định lý này và dù không muốn nhưng ta cũng 
buộc lòng phải áp dụng (2).  

(**) sẽ được chứng minh nếu ta chứng minh được: 

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

2 2

6 2 10 2 2 2 8 3

2 10 2 2 2

2R Rr R r R R r r Rr rR
r R Rr r R r R R r

⎡ ⎤+ + − − − − −⎣ ⎦≥
+ − + − −

 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 2 32 10 2 2 2 12 12 18 12 2 2R R r Rr R R r R R r R r Rr r r R r R R r⇔ + − + − − ≥ + − + − −  

( ) ( ) ( )3 2 2 32 2 13 18 2 6 2 2R R r Rr r r R R r R R r⇔ − − + ≥ − − −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 9 2 6 2 2R r R Rr r r R R r R R r⇔ − + − ≥ − − −  

 



 

( ) ( )2 22 2 9 2 6 2R Rr r r R R R r⇔ + − ≥ − −  (3) 

Nếu  thì ta có ngay VT ≥ 0 ≥ VP 6r R≤

Nếu  thì (3) tương đương với: 6r R>

( ) ( ) ( )
22 2 2 22 2 9 4 48 144 2R Rr r R Rr r R r R+ − ≥ − + −  

( )

4 2 2 4 3 3 2 2

3 2 2 2 2 3

4 4 81 8 36 36

4 48 144 8 96 288

R R r r R r Rr R r

R R r Rr R r Rr r R

⇔ + + + − −

≥ − + − + −
 

( )4 3 2 2 3 4 3 2 2 3

3 2 2 3 4 3 2 2 3

4 8 32 36 81 4 56 240 288

64 272 252 81 0 64 272 252 81 0

R R r R r Rr r R R r Rr r R

R r R r Rr r R R r Rr r

⇔ + − − + ≥ − + −

⇔ − + + ≥ ⇔ − + + ≥
 

( ) ( )2 29 964 16 0
4 4

R R r r R r⇔ − + − ≥  (đúng) 

Vậy ( ) ( )
3

2 2 225 2a b c a b c
abc
+ + ≥ + + +  

Đẳng thức xảy ra ⇔ a b c= =  hoặc 2 2a b c= =  và các haớn vị 

Comment: Trường hợp đẳng thức xảy ra khi a b c= =  thì dễ nhận thấy rồi nhưng 
còn trường hợp đẳng thức xảy ra khi 2 2a b c= =  thì ta tìm ra như sau. Theo lời 
giải bằng G.L.A thì đẳng thức xảy ra khi và chỉkhi: 

( ) ( )2 2 2

2

i2 10 2 2 2

99
44

R r a b c

p R Rr r R r R R r

R rR r

=⎡ = =⎡
⎢ ⎢
⎢ ⎢⎧ ⎧= + − + − − ⇔⎢ ⎢⎪ ⎪
⎨ ⎨⎢ ⎢

=⎪ ⎪⎢ = ⎢⎩⎣⎩⎣

O n»m g ÷ a I vµ K  

Điều kiện O nằm giữa I và K cho ta biết tam giác đó phải là tam giác cân còn điều 

kiện 9
4

R r=  sẽ giúp ta tìm ra được một đẳng thức nữa là 2 2a b c= =  (Xin nhắc lại 

1 chút là K là điểm sao cho 3IK IG=  ) 

Lời giải trên nếu tóm ngắn lại cũng chỉ hơn 10 dòng nhưng ở phần sau các bạn sẽ 
thấy bài trên có thể giải trong 5 dòng sau khi đưa thêm một số lý thuyết từ , ,p R r  
vào G.L.A. 

Bài 15. Cho a, b, c > 0 thỏa mãn 1a b c+ + = . CMR: 

 



 

( )

2 2 2 1
5 1 5 1 5 1 8 3

a b c
a b c ab bc ca

+ + ≤
+ + + + +

 

Giải 

Biến đổi VT: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )

2 25 1 5 1 25 5
5 1 5 1 5 1 125 25 5 1

a b c abc a b c a b c a b c
VT

a b c abc ab bc ca a b c
+ + + + + + + + +

= =
+ + + + + + + + + +

∑ ∑ 2 2 2

 

( )
( )

2 2 2 2 2

2 2

25 5 4 2 8 2

125 25 4 5 1

p r Rrp pr p Rr

pr Rr r p

+ − + − −
=

+ + + +

r
 

( )
( )

2 22 2 2 2

2 22 2

13 1225 5 4 2 1 8 2 13 12 1
150 100 6 150 100 6125 25 4 5 1

r Rr pr Rr r Rr r r Rr
r Rr r Rrr Rr r

+ ++ − + − − + += = =
+ + + ++ + + + 2p

 

Ta cần chứng minh: 
( ) ( )

2 2

2 2 2

13 12 1
150 100 6 8 3 8 3 4

r Rr p p
r Rr p ab bc ca Rr r

+ +
≤ =

+ + + + +
 

Xét ( )f p VP VT= − , suy ra  

( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2

22 2 2

2 150 100 6 12 13 121
8 3 4 150 100 6

2p r Rr p p r Rr p
f p

Rr r r Rr p

+ + − + +
′ = −

+ + +
 

( )

( )

( )
2

22 2

36 141
8 3 4 75 50 3

p r Rr
r R r r Rr p

+
−

+ + +
. Xét ( )

( )

( )
2

22 2

36 14

75 50 3

p r Rrg p
r Rr p

+
=

+ +
 

⇒ ( )
( ) ( )

( )

2 2

32 2

36 14 75 50 9

75 50 3

r Rr r Rr p
g p

r Rr p

+ + −
′ =

+ +

2

16 5

. 

Do 2 2p Rr r≥ − 2  nên g’(p) ≤ 0 ⇒ g(p) nghịch biến theo p, tức là:  và R r≥

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

2

22 2

2

22

16 5 36 141
8 3 4 75 50 3 16 5

16 5 36 141
8 3 4 60 98

R r r r Rrf p
r R r r Rr Rr r

R r r r Rr
r R r r Rr

− +′ ≥ −
+ ⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦

− += −
+ +

 

Nhận thấy ( )2 24 14 36 56 144 98 60 2Rr r Rr r Rr r+ = + ≤ +  

 



 

( ) ( ) ( ) 22 3 4 16 5 2 16 5 98 60r R r R r r r R r Rr r+ − ≤ − ≤ +  

Từ 2 điều trên ra thấy ngay ƒ’(p) ≥ 0 ⇒ ƒ(p) đồng biến theo p. 

Vậy ta sẽ chứng minh được ƒ(p) ≥ 0 nếu chứng minh được ( )( )16 5 0f R r r− ≥  

⇔ 
( )

( )
( ) ( )

2

2
16 5 13 12 16 5 16 5 56 16

49 303 4150 100 6 16 58 3 4
R r r Rr R r r R r R r

R rR rr Rr R r rR r
− + + − − +≥ ⇔

+++ + −+
≥  

( ) ( ) ( )
( )

( ) (
( )

)2

2
7 14 105 464 216 5 56 161 1

49 303 4 3 4 49 30
R r R rR rR r R r

R rR r R r R r
− +−− +⇔ − ≥ − ⇔ ≥

++ + +
 

( ) ( ) ( )2 2 24 49 30 21 105 46 4 784 5571 2604 0R r R r R r R Rr r⇔ + ≥ + + ⇔ + + ≥  (đúng) 

Vậy bài toán được chứng minh. Đẳng thức xảy ra ⇔ 1
3

a b c= = =  

Bài 16. Cho . CMR: , , 0a b c ≥
( ) ( ) ( )

2 2 2 16 7
5 5

a b c abc
ab bc ca a b b c c a

+ + + ⋅ ≥
+ + + + +

 

Giải 

Áp dụng các công thức 1 và 14 phần C ta cần chứng minh: 

2 2 2 2

2 2

8 2 8 274 21
5 5 5 54 4

p Rr r p Rr rr r4
R RRr r Rr r

− − − −
+ ≥ ⇔ − ≥ −

+ +
 

Theo định lý 6 ta có: ( )2
2 2 216 5 r R rp Rr r

R
−≥ − +  nên: 
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ðôi ñiều tản mạn về bất ñẳng thức    
(BðT) Jack Garfulkel 

                                                                Phan Thành Nam 
 
Lời tựa. Khi tôi còn là học sinh, các BðT hình học của Jack Garfulkel từng gây ấn 
tượng rất mạnh với tôi như là những bất ñẳng thức tuyệt diệu nhất: ñẹp, khó và ñầy bí ẩn. 
Vậy mà, chỉ sau vài năm, các bất ñẳng thức này ñã không còn gây "khó dễ" ñược với 
nhiều người nữa. Bây giờ nhìn lại ñiều ñáng mừng này cũng thấy bất ngờ.  
 
Tuy nhiên, với tôi ñây vẫn là các bất ñẳng thức thực sự ñáng nhớ. Vẫn còn ñó vẻ ñẹp giản 
dị và thuần khiết dù ñộ khó ñã giảm ñi nhiều; vẫn còn ñó những băn khoăn, trăn trở khi 
ñứng trước những vấn ñề hóc búa; vẫn còn ñó niềm vui nhẹ nhàng mà sâu lắng của 
những tìm tòi khám phá tuy rằng nhỏ ....  
 
Tôi xin chép ra ñây ñôi ñiều tản mạn về một vài bất ñẳng thức của Jack Garfulkel, gồm 
một số suy nghĩ là khi tôi còn học phổ thông, và một số là khi tôi tham gia diễn ñàn này. 

 

Phần 1.Từ một lời giải “kì lạ”... 
 
Xin bắt ñầu bằng một bài toán rất quen thuộc của Jack Garfulkel. 
Bài toán 1. Cho tam giác ngọn ABC. Chứng minh rằng:  

                       
4

sin( ) sin( ) sin( ) (1 sin( ).sin( ).sin( ))
2 2 2 3 2 2 2

A B C A B C
+ + ≥ +  

 
Ta sẽ kí hiệu  

 
Khi A, B, C là 3 góc một tam giác thì ta có x, y, z > 0 và   (*). 
 
 
Khi ñó, Bài toán 1 có thể viết lại thành. 
 

Bài toán 1a. Cho    thỏa     .  
 

CMR:  
Ta sẽ chứng minh kết quả mạnh hơn: 
 

Bài toán 1b. Cho thỏa .  

CMR:  

Chứng minh. Giả sử x=max(x,y,z), khi ñó . Ta có:  
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   (1) 
 

Mặt khác, dễ thấy:     nên .  
 
Cụ thể hơn, xét hiệu 

 
 
 

Ta có: , và , 
 

suy ra:  
 

   (2) 
Cộng (1) và (2) vế theo vế, ta có ñpcm. 
 
Cách thay các yếu tố lượng giác bởi các biến thực x, y, z kèm ñiều kiện  
 

  có thể tạm gọi là “ñại số hóa lượng giác” (ngược với một cách 
làm thông thường là lượng giác hóa ñại số). Chúng ta cũng có các lời giải ñại số kiểu như 
vậy cho hai bài toán sau, cũng của Jack Garfulkel (thật ra thì Bài toán 2 yếu hơn - tức có 
thể xem như hệ quả- của Bài toán 1). Lời giải chi tiết xin dành cho các bạn. 
 
Bài toán 2. Cho tam giác ngọn ABC. Chứng minh rằng:  
 

                        
4

cos( ) cos( ) cos( ) (1 cos( ).cos( ).cos ))
2 2 2 2 2 23

A B C A B C
+ + ≥ +  

Bài toán 3. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng:  

 
 
Như chúng ta sẽ thấy, lời giải có vẻ "kì lạ" của bài toán 1.b nói trên thật ra chẳng kì lạ 
chút nào. Lời giải này chẳng qua là viết lại dưới dạng ñại số một lời giải dựa trên biến ñổi 
lượng giác ñã ñăng trên THTT 12/2001, có ñiều lời giải lượng giác cần ñiều kiện 

, trong khi lời giải ñại số thì bất ngờ thoát ñược ñiều kiện ñó. Còn viết một 
biến ñổi lượng giác dưới dạng ñại số thế nào thì ta sẽ ñề cập sau ñây 

Phần 2.Tới một bài toán Olympic 

 
Chúng ta có một ví dụ khác, ñược trình bày cụ thể hơn, cho mối liên hệ giữa cách làm ñại 
số và lượng giác. Sau ñây là một bài toán trong ñề dự tuyển IMO 1995. 
 
Bài toán 1. Tìm tất cả các số thực dương x, y, z thỏa mãn hệ phương trình 
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trong ñó a, b, c là các số thực dương cho trước.  
 
Nhận xét rằng nếu ñặt  

, ,
2 2 2

a b c

yz zx xy
α β γ= = =  

thì hệ ñã cho trở thành 

2 2 2

2 2 2 (1)

2 1(2)

x y z xy yz zxα β γ

α β γ αβγ

 + + = + +


+ + + =
 

 
Hệ trên thuộc loại "không mẫu mực" vì có tới 3 ẩn trong khi chỉ có 2 phương trình, và 
thực chất nó là một bài toán cực trị. Cụ thể hơn, ta thấy nếu ñặt  

 
với A, B, C là 3 góc một tam giác, thì "cốt lõi" bài toán trên chính là BDT quen thuộc:  

   (*) 
Tới ñây, có lẽ các bạn ñã thấy rõ lời giải bài toán 1. 
 
Bây giờ, ta khái quát lại bài toán ở trên thành 
Bài toán 2. Cho các số thực không âm a, b, c, x, y, z thỏa mãn . 

CMR: . 
 
ðây là một bài toán hay. Tất nhiên chúng ta có thể dùng lượng giác hóa như phân tích ở 
trên ñể giải, nhưng từ ñẳng thức (2) ta còn hi vọng sẽ có một lời giải khác cho nó chỉ 
bằng ñại số.  
Trước hết, chúng ta thử nhìn BDT (*) dưới quan ñiểm ñại số.  
 

Bài toán 3. Cho    thỏa , và các số thực a,b,c.  
 

CMR: . 
Chứng minh. 
Xuất phát từ lời giải lượng giác  

 

 
ta thay cho ñể thu ñược biến ñổi 
 

= 
 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

[ 2 ( ) ( ) ] [(1 ) (1 ) ] 2 ( )

( ) ( 1 1 ) 2 ( (1 )(1 ) ) 0

a a c b c b b c bc

a b c b c bc

β γ β γ γ β α βγ

γ β γ β β γ α βγ

− + + + + − + − − +

= − − + − + − + − − − − ≥
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Bài toán 3 chứng minh xong. 
Bây giờ ta áp dụng các biến ñổi trên vào bài toán 2.  

Giả sử ,  
khi ñó a, b, c ñều dương và  

 

Với , ,
2 2 2

x y z

bc ca ab
α β γ= = =  

Sử dụng các phép biến ñổi trong chứng minh  Bài toán 3, ta có  

 
 

2 2 2 2 2 2( ) ( 1 1 ) 2 ( (1 )(1 ) ) 0a b c b c bcγ β γ β β γ α βγ⇔ − − + − + − + − − − − >  

 
Từ ñó, ta có một lời giải rất ngắn gọn cho Bài toán 2 như sau. 
 
Lời giải bài toán 2.  
 

Tất nhiên ta chỉ cần xét khi và . Khi ñó    và ta có 

 
 

2 2 2 2 24 2 (2 ) (4 ) (4 ) 2 (4 )(4 )ax yz a y z ab z ac y ab z ac y⇒ + ≥ − − + − + − ≥ − −  

 
 

Suy ra ñpcm. 
 
ðối với tôi, ñây là một lời giải thật sự ấn tượng. Nó là kết quả của một “chu trình”: 
chuyển từ ñại số qua lượng giác, rồi chuyển ngược trở lại ñại số. Tuy nhiên, ñây không 
hẳn là con ñường duy nhất ñể có lời giải này. Trước ñây, ñã có lần tôi ñưa bài toán 2 lên 
diễn ñàn toán học và nhận ñược một lời giải rất giống về mặt ý tưởng (chỉ dùng BDT 
Cauchy) của bạn Trần Quốc Hoàn (K09). ðó là một kỉ niệm thú vị. 
 
Cuối cùng, xin nêu 1 bài toán ñể các bạn suy nghĩ. 
 
Bài toán 4. Cho tứ diện vuông O.ABC. Giả sử là các góc nhị diện cạnh BC, CA, 
AB. CMR 

. . 4 . . 2( )tg tg tg tg tg tg cotg cotg cotg cotg cotg cotgα β γ α β γ α β γ α β γ+ + ≥ + ≥ + +  

Phần 3.Vài vấn ñề với ñường trung tuyến  
 
Sau ñây là một trong những bất ñẳng thức rất ñẹp khác của Jack Garfulkel: 
 
Bài toán 1.  
với   là các kí hiệu quen thuộc của ñộ dài trung tuyến, phân giác trong,  
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ñường cao, và nửa chu vi của một tam giác.  
 
Cách ñây gần 10 năm thì ñây vẫn là một bài toán khó. Một trong những lời giải ñầu tiên 
cho nó là chứng minh BDT mạnh hơn 

 
với c là cạnh lớn nhất trong 3 cạnh tam giác. Chứng minh này dựa trên bổ ñề là  
 

   (*) 
 
Bổ ñề trên ñược ñề xuất và chứng minh dựa theo ý tưởng hình học (áp dụng BDT 
Ptoleme cho tứ giác lồi). Tuy nhiên, ta cũng có thể chứng minh trực tiếp dựa và biểu diễn 
tường minh của ñường trung tuyến 

 
với a=y+z,b=z+x,c=x+y và p=x+y+z. Chúng ta sẽ trở lại Bổ ñề này sau. 
 
Trong một bài viết trên THTT, anh Phạm Gia Vĩnh Anh ñã ñưa ra và chứng minh một 
kết quả mạnh hơn là  
Bài toán 2.  
Hơn nữa, ñây là một chứng minh ngắn gọn chỉ bằng BDT Cauchy (dựa trên biểu diễn của 

  và các ñánh giá quen thuộc ). 
 
ðối với bài toán 2, ta cũng có thể chứng minh ngắn gọn hơn nữa nhờ BDT Bunhiacopski. 
Lời giải sau ñây dựa theo ý của bạn Phùng Trọng Thực.  
 
 
Lời giải bài toán 2.ðể ñơn giản, ta cho p=1. Ta có 

 

 

 
Kết quả ở bài toán 2 ñã là khá chặt, vì như chúng ta biết, bất ñẳng thức sau ñây không 

ñúng . Cũng trong bài viết của mình, anh Vĩnh Anh ñã ñưa ra 
BDT sau nhằm “bù ñắp” cho sự không ñúng của BDT trên.  

 
 
Tuy nhiên, hằng số k=1/4 không phải là tốt nhất. Thực ra ta có 
Bài toán 3. Chứng minh rằng trong một tam giác thì 

 

với  
 
Với các cách tiếp cận trước ñây thì thậm chí tìm ra hằng số tốt nhất ñã là một bài toán rất 
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khó. Tuy nhiên, giờ ñây có lẽ lời giải bài toán trên là nằm trong khả năng của các bạn.  
 
Một hướng khác ñể “bù ñắp” cho BDT không ñúng  

 
là như sau. Ta viết lại BDT này thành 

 
Từ ñó xuất hiện câu hỏi là có thể giảm hệ số k=1/4 trong công thức ñường trung tuyến ñể 
BDT trên trở thành ñúng. Một câu trả lời là k=1/12. 
Bài toán 4. (VMEO I, bài 1) Cho a, b, c là các số thực không âm có tổng bằng 1. CMR 

 
 
Bài toán này ñặt ra dựa trên hướng tiếp cận ban ñầu cho bài toán của Jackgarfulkel. Từ 
bổ ñề (*) ta có thể khái quát thành  
Bổ ñề A. Cho các số thực a, b, u, v sao các căn thức dưới ñây có nghĩa. Khi ñó 2 ñiều sau 
là tương ñương 
 

(i)  
 

(ii)  
(ñiều kết luận vẫn ñúng nếu ta thay các dấu thành ). 
ðể chứng minh bổ ñề ta chỉ việc liên tục bình phương và ñơn giản 2 vế.  
 
Chứng minh bài toán 4.  

Áp dụng bổ ñề A với ,    ta thu ñược 

 
Cùng với 2 BDT tương tự ta có ñpcm.  
 
Mặt dù con số k=1/12 dẫn tới biến ñổi ñại số rất ñẹp ở lời giải trên, nhưng nó không phải 
là hằng số tốt nhất. Cũng như ñối với Bài toán 3, trước ñây thậm chí tìm ra hằng số tốt 
nhất ñã là một bài toán rất khó, nhưng bây giờ thì giải quyết nó không phải là ñiều quá 
khó. Cụ thể, kimluan ñã tìm ñược kết quả sau bằng dồn biến. 
Bài toán 5. Cho các số thực không âm a, b, c có tổng bằng 1. Chứng minh rằng 

 

với  
 

Chú ý rằng trong bài toán 5 thì là hằng số tốt nhất vì ñẳng thức xảy ra tại 
a=b=c=1/3 và a=1,b=c=0 và các hoán vị. Một ñiều thú vị là ñây cũng chính là hằng số tốt 
nhất trong bài toán 3. 
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Khi ñổi dấu BDT trong Bài toán 5 thì ta ñược bài toán sau ñây (ñẳng thức cũng ñạt ñược 
tại 2 chỗ), mà lời giải – khá ñơn giản – xin ñược dành lại cho các bạn. 
Bài toán 6. Cho a, b, c là các số thực không âm có tổng bằng 1. CMR 

 
 

Phần 4.Một dạng BDT chứa căn 
 
 
Bổ ñề A ở bài trên cho ta một tiêu chuẩn rất dễ kiểm tra ñối với BDT có vẻ “không tầm 
thường” sau 

 
và từ ñó dẫn tới khá nhiều bài toán thú vị. Bây giờ xuất hiện câu hỏi là liệu có một kết 
quả nào, tương tự như Bổ ñề A, ñể áp dụng cho nhiều hơn 2 biến không? Nói riêng, trong 
trường hợp 3 số, thì liệu có một tiêu chuẩn nào (tương ñối dễ kiểm tra) áp ñặt lên các số 
a, b, c, x, y, z sao cho ta có  

 
 
Ở ñây có thể thay bằng . Tuy nhiên, một tiêu chuẩn tổng quát vẫn chưa tìm ra, và 
các BDT dạng này vẫn là những bài toán khó, gần như mỗi bài lại cần một cách giải 
riêng. Chẳng hạn, ta thấy các BDT ñã nói ở mục trước nằm trong dạng tổng quát này: với 
a, b, c không âm, a+b+c=1 thì 
 

 

 

với , và 

 

 
 
Sau ñây là một số ví dụ khác cho các BDT dạng này.  
Bài toán 1. Cho 3 số không âm x, y, z có tổng bằng 1. CMR:  

 
 
Nhận xét là BDT trên có dạng 
 

, 
ðồng thời ñẳng thức xảy ra tại x=y=z=1/3 và x=1,y=z=0.  
Chứng minh bài toán 1.  
Ta quan sát mối tương quan giữa các biểu thức  

 
Ta có 
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và  

Vậy: ,   với . 
 
Ta có bổ ñề ñơn giản sau ñây cho phép hoán vị các biểu thức dưới dấu căn 

Bổ ñề. Cho các số không âm a, b, c, d thỏa mãn a+b=c+d và . Thì  
. 

 

Trở lại bài toán, giả sử c=min(a,b,c). Ta sẽ kiểm tra rằng . Ta có: 

 
và  

 
Vì x-z và x(y-z) ñều không âm nên ta có ñpcm. 
Từ ñó, áp dụng bổ ñề ta có:  

 
Và suy ra 

 
 

 

 
Bài toán chứng minh xong! 
 
Bài toán 2. (VMEO III, bài 8) Cho x, y, z là các số thực không âm có tổng bằng 1. 
Chứng minh rằng: 

 
Chứng minh. 
Nhận xét rằng dấu "=" xảy ra x=y=z và x=1,y=z=0 (cùng các hoán vị). Ta cũng sẽ giải 
bài này bằng cách hoán ñổi các biểu thức dưới dấu căn. Ta có bổ ñề sau. 

Bổ ñề. Cho các só thực A, B, C, D thỏa mãn: và . 
Khi ñó:  

 
Chứng minh ñơn giản và xin dành lại cho các bạn. 
 
Trở lại bài toán, ta ñặt 

 
 

Nếu có, chẳng hạn, , thì và , nên 
ta có ngay ñpcm.  
Do ñó, từ giờ trở ñi ta chỉ cần xét khi , , . Vì BDT ban  

ñầu có dạng hoán vị vòng quanh nên ta có thể giả sử . Khi ñó ta cần 
xét 2 trường hợp và .  
*Trường hợp 1. Xét khi . Ta có 
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và 

 
 

nên áp dụng Bổ ñề ta có:  
 

(2), với . 
Lại có:  

 
 

nên áp dụng Bổ ñề ta có:  

(3). 
Từ (2) và (3) ta có ñpcm.  
*Trường hợp 2. Xét khi . Ta có 

 
và 

 
 

 
nên áp dụng Bổ ñề ta có: 
 

(4), với . 
Lại có 

 
 

nên áp dụng Bổ ñề ta có: 
 

(5). 
Từ (4) và (5) ta có ñpcm.  
Bài toán chứng minh xong! 
Cũng xuất phát từ dạng BDT ở trên, ta có bài toán sau. 
Bài toán 3. 

 Cho , . Chứng minh rằng 

 
 
Nhận xét rằng BDT trên có thể viết ở dạng 

 
 
Trong lời giải ñầu tiên cho bài toán trên, tôi sử dụng Bổ ñề A ñể suy ra phải có 1 BDT 
kiểu sau ñây (hoán vị (x,y,z) nếu cần) 

 
rồi sau ñó dùng BDT 
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ñể thực hiện việc dồn căn. 
 
Tuy nhiên, khi bài toán này ñược ñưa lên diễn ñàn toán học thì thầy namdung ñã ñề xuất  
 
 
một Bổ ñề khác cho phép chứng minh gọn hơn nhiều. 
Chứng minh bài toán 3.  
Trước hết ta có Bổ ñề sau, chứng minh ñơn giản bằng cách bình phương 2 vế.  
Bổ ñề. Cho các số thực a, b, u, v sao cho các căn thức dưới ñây có nghĩa. Khi ñó  

 
 
 

Trở lại bài toán 3. Trong 3 số , , phải có 2 số cùng dấu (tức là tích  
 

của chúng ), ta có thể giả sử là và . Khi ñó, áp dụng Bổ ñề, ta có 

 
 

 

 
Ta có 

 
 

 
 

Nếu thì , còn nếu thì: 

 
Bài toán chứng minh xong. 
 
Bài toán 3 ñã ñược kimluan làm mạnh thành kết quả sau ñây. 
 

Bài toán 4. Cho và x+y+z=0. CMR 

 
 
ðẳng thức xảy ra tại x = y = z = 0 và x =0,y =1,z = -1. ðây là 1 BDT ñẹp và ấn tượng 
nhưng chưa có một lời giải ñơn giản nào cho nó. 
 
Dạng BDT xuất phát từ Bổ ñề A cũng có thể mở rộng cho nhiều hơn 3 số. Sau ñây là một 
ví dụ cho trường hợp 4 số.  

Bài toán 5. Cho các số thực x, y, z, t thỏa mãn . CMR 
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ðây là một bài toán khó. Lưu ý rằng BDT trên có thể viết ở dạng  

 

 

 
 
Chứng minh bài toán 5. 
*Trước hết, ñể có cảm giác về bài toán, ta hãy xét một trường hợp riêng: cho x=z, y=t. 
Khi ñó, với ñiều kiện , ta cần chứng minh 

 

ðể ý là , áp dụng Bổ ñề A thì BDT trên 

tương ñương với . ðiều này ñúng vì . 
 
*Trở lại bài toán tổng quát, ta sẽ tìm cách quy về trường hợp 2 số. Ta hi vọng sẽ có BDT 
dạng như 

2 2 2 21 1 1 1 (*)yz z tx x xy x zt z− + + − + ≥ − + + − +  
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( 1 1 ) ( 1 1 ) 0

( ) ( )
0

1 1 1 1

( ) 0
1 1 1 1

yz z zt z tx x xy x

z t y x y t

yz z zt z tx x xy x

z x
t y

yz z zt z tx x xy x

⇔ − + − − + + − + + − + ≥

− −
⇔ + ≥

− + + − + − + + − +

 
 ⇔ − − ≥
 − + + − + − + + − + 

 

 
 
 
 
Bằng tính toán cụ thể, ta chứng minh ñược thừa số thứ 2 của biểu thức vế trái cùng dấu 
với z-x.  

Do ñó BDT (*) tương ñương với (**). ðiều thú vị là bằng cách hoán vị 
ta có thể giả sử có ñiều này. Thật vậy, BDT ở ñề bài là không ñổi nếu ta làm việc với bộ 

4 số (y,z, t, x), và với bộ 4 số này thì BDT (**) trở thành (***). Vì (**) 
và (***) phải có một cái ñúng, nên ta có thể gỉ sử là (**) ñúng. Khi ñó (*) ñúng. 
 
Sử dụng (*) và trường hợp 2 số, ta có 

 

≥ ( ) ( )2 2 2 21 1 1 1xy y xy x zt t zt z− + + − + + − + + − +  
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Bài toán chứng minh xong. ðẳng thức xảy ra khi x = y = z = t hoặc x = z,y = t,xy =1. 
 
Dưới ñây là hai bài toán khác, cũng ở dạng này, mà lời giải xin ñược dành lại cho các 
bạn.  
 
 

Bài toán 6. Cho các số thực thỏa mãn x+y+z=0. CMR  

 
 

Bài toán 7. Cho các số thực thỏa mãn . CMR 
 

. 
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PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ TRONG CHỨNG MINH
BẤT ĐẲNG THỨC HOÁN VỊ

VÕ QUỐC BÁ CẨN

Hiện nay có rất nhiều phương pháp mạnh và mới để chứng minh bất đẳng thức như là
EV của Vasile Cirtoaje, SOS của Phạm Kim Hùng và Trần Tuấn Anh, . . . Nhưng các phương
pháp này phần lớn chỉ dùng để giải quyết các bài toán đối xứng, khi gặp các bất đẳng
thức hoán vị thì chúng thường tỏ ra kém hiệu quả. Vậy chúng ta có cách nào để giải quyết
các bất đẳng thức hoán vị không? Bài viết này, chúng tôi xin được chia sẻ cùng các bạn
một kinh nghiệm nhỏ để chứng minh bất đẳng thức hoán vị 3 biến (và đôi khi ta cũng có
thể áp dụng nó cho bất đẳng thức hoán vị 4 biến). Rất mong nhận được ý kiến đóng góp
của các bạn!

Như đã nói ở trên, các phương pháp chứng minh bất đẳng thức đối xứng thì rất nhiều
nên nếu ta có thể chuyển một bất đẳng thức hoán vị về dạng đối xứng thì việc chứng
minh không còn gì khó khăn cả. Đó chính là kinh nghiệm nhỏ mà chúng tôi muốn giới
thiệu cùng bạn đọc, một kỹ thuật giúp ta chuyển một bất đẳng thức hoán vị thành một
bất đẳng thức đối xứng để giải, ta tạm gọi đó là "phương pháp chuyển vị".

Để hiểu rõ hơn ý tưởng của nó, chúng ta hãy cùng xét ví dụ sau

Example 0.1 Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn a+ b+ c = 4. Chứng minh rằng

a2b+ b2c+ c2a+ abc � 4.

(Vasile Cirtoaje, Phạm Kim Hùng)

Lời giải. Bất đẳng thức cần chứng minh có dạng

a � ab+ b � bc+ c � ca+ abc � 4.

Ta thấy rằng đây là một bất đẳng thức hoán vị với đẳng thức xảy ra tại a = b = c = 1
và a = 2, b = 1, c = 0 (với giả thiết c = minfa, b, cg). Điều này chứng tỏ rằng việc đánh
giá nó là không dễ dàng chút nào, chỉ cần một chút "quá đà" thì cũng có thể đưa đến kết
quả không mong muốn. Một cách tự nhiên, ta nghĩ ngay đến việc chuyển nó về dạng đối
xứng để giải. Thông thường, mọi người thường nghĩ đến việc chuyển về đối xứng cho ba
biến, nhưng việc này rất khó thực hiện (vì bất đẳng thức này có đến hai điểm đẳng thức),
cho nên ta hãy nghĩ đến việc đưa về đối xứng cho hai biến (mà không phải ba). Muốn làm
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điều này, các bạn hãy cùng để ý đến hai biểu thức được gạch chân ở trên, chúng có điều
gì kì lạ? À, nếu ta hoán đổi vị trí cho nhau thì ta có thể thu được một bất đẳng thức mới là

a � ab+ b � ca+ c � bc+ abc � 4.

Và thật thú vị, đây lại là một bất đẳng thức đối xứng cho hai biến a và c. Vì vậy, nếu ta
có một đánh giá kiểu như a � ab+ b � bc+ c � ca+ abc � a � ab+ b � ca+ c � bc+ abc thì đó
là một điều tuyệt vời! May mắn thay, điều này tương đương với c(a � b)(b � c) � 0 và
chúng ta hoàn toàn có thể đạt được điều này bằng cách giả sử b là số hạng nằm giữa a và
c. Đến đây, ta tìm được lời giải cho bài toán như sau:
Không mất tính tổng quát, giả sử b là số hạng nằm giữa a và c. Khi đó, ta có

a � ab+ b � bc+ c � ca+ abc � a � ab+ b � ca+ c � bc+ abc

= b(a+ c)2 � 1
2

�
2b+ a+ c+ a+ c

3

�3

= 4.

Bài toán được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c = 1 và
a = 2, b = 1, c = 0 (cùng các hoán vị tương ứng).
Đây là một ví dụ quen thuộc, và có lẽ nhiều bạn sẽ cho rằng nó quá quen thuộc, hiển
nhiên. Và nếu bạn, nào tinh ý thì sẽ thấy rằng việc đánh giá a � ab+ b � bc+ c � ca+ abc �
a � ab+ b � ca+ c � bc+ abc ở trên thực ra chính là việc sử dụng bất đẳng thức sắp xếp lại
cho hai bộ số đơn điệu cùng chiều (a, b, c) và (ab, ca, bc) (với giả thiết b là số hạng nằm
giữa). Tuy nhiên, chúng tôi đến với ý tưởng chuyển vị này hoàn toàn độc lập với bất đẳng
thức sắp xếp lại. Chúng ta hãy cùng đi đến ví dụ sau để thấy rõ được điều đó

Example 0.2 Cho các số không âm x, y, z có tổng bằng 1. Chứng minh bất đẳng thức sauq
x+ y2 +

q
y+ z2 +

p
z+ x2 � 2.

(Phan Thành Nam)

Rõ ràng với bài toán này, việc sử dụng bất đẳng thức sắp xếp lại là rất khó (có thể nói là
không thể), nhưng việc sử dụng phép chuyển vị như trên thì ta vẫn có thể áp dụng được.
Và một điều thú vị nữa là, với những cách phân tích khác nhau thì chúng ta lại có những
phép chuyển vị khác nhau, giúp đưa bài toán đi đến kết quả. Chẳng hạn, ở ví dụ này,
chúng ta có hai cách chuyển vị sau
Lời giải 1. Bất đẳng thức này có dạng đồng bậc (ở vế trái) làq

x2 + y2 + xy+ xz+
q

y2 + z2 + yz+ yx+
q

z2 + x2 + zx+ zy � 2.

Ta thấy rằng bất đẳng thức này chứa căn và hoán vị cho 3 biến x, y, z nên việc đánh giá nó
sẽ gặp rất nhiều khó khăn, cho nên ý tưởng của ta ở đây chính là chuyển nó về dạng đối
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xứng, chẳng hạn cho y và z. Để thực hiện, ta hãy để ý 2 biểu thức yx và zy được gạch chân
ở trên, nếu ta chuyển vị 2 biểu thức này thì sẽ thu được một bất đẳng thức mớiq

x2 + y2 + xy+ xz+
q

y2 + z2 + yz+ yz+
q

z2 + x2 + zx+ xy � 2.

Và thật thú vị, nó là một bất đẳng thức đối xứng cho y và z. Với ý tưởng như vậy, chúng
ta cần cóq

y2 + z2 + yz+ yx+
q

z2 + x2 + zx+ zy �
q

y2 + z2 + yz+ yz+
q

z2 + x2 + zx+ xy.

Bình phương 2 vế, và thu gọn, ta thấy bất đẳng thức này tương đương với

y(x� y)(x� z)(x+ y+ z) � 0.

Điều này có thể đạt được nếu ta giả sử x = min fx, y, zg hoặc x = max fx, y, zg . Với
những phân tích này, ta đi đến lời giải của bài toán như sau:
Không mất tính tổng quát, giả sử x = min fx, y, zg , khi đó theo trên, ta có ngayq

y2 + z2 + yz+ yx+
q

z2 + x2 + zx+ zy �
q

y2 + z2 + yz+ yz+
q

z2 + x2 + zx+ xy,

nên bất đẳng thức của ta được đưa vềq
x+ y2 +

p
x+ z2 + y+ z � 2,

tương đương q
x+ y2 +

p
x+ z2 � 2x+ y+ z.

Áp dụng bất đẳng thức Minkowski, ta cóq
x+ y2 +

p
x+ z2 �

q�p
x+

p
x
�2
+ (y+ z)2 =

q
4x+ (y+ z)2

=
q

4x(x+ y+ z) + (y+ z)2 = 2x+ y+ z.

Do đó, bất đẳng thức của ta được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
x = y = z = 1

3 hoặc x = 1, y = z = 0 và các hoán vị tương ứng.
Lời giải 2. Nếu các bạn không thích phép chuyển vị như trên, chúng ta có thể thử chọn
phép chuyển vị kiểu khác như sau: Hãy chú ý đến 2 biểu thức được gạch dưới trong bất
đẳng thứcq

x2 + y2 + xy+ xz+
q

y2 + z2 + yz+ yx+
q

z2 + x2 + zx+ zy � 2.
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Nếu ta thực hiện phép chuyển vị cho 2 biểu thức này thì sẽ thu được một bất đẳng thức
mới đối xứng cho x và z làq

x2 + y2 + xy+ xz+
q

z2 + y2 + zx+ zy+
q

x2 + z2 + yz+ yx � 2.

Như vậy, ta cần cóq
y2 + z2 + yz+ yx+

q
z2 + x2 + zx+ zy �

q
x2 + z2 + yz+ yx+

q
z2 + y2 + zx+ zy,

hay là
x(x2 � y2)(y� z) � 0.

Điều này có thể đạt được nếu ta giả sử y là số hạng nằm giữa x và z. Đến đây, ta thu được
một lời giải mới như sau:
Giả sử y là số hạng nằm giữa x và z, khi đó dễ thấyq

y2 + z2 + yz+ yx+
q

z2 + x2 + zx+ zy �
q

x2 + z2 + yz+ yx+
q

z2 + y2 + zx+ zy,

nên ta chỉ cần chứng minh đượcq
x2 + y2 + xy+ xz+

q
y2 + z2 + zx+ zy+

q
x2 + z2 + yz+ yx � 2,

tương đương q
x+ y2 +

q
z+ y2 +

p
x+ z� 2xz � 2,

hay là

x+ z+ 2y2 + 2
q
(x+ y2)(z+ y2) �

�
2�

p
x+ z� 2xz

�2
.

Đặt t = xz (0 � t � y(1� 2y)) thì bất đẳng thức trên được viết lại là

f (t) = 2t+ 2y2 � 4+ 2
q

t+ (1� y+ y2)y2 + 4
p

1� y� 2t � 0.

Ta có

f 00(t) = � 1

2 [t+ y2(1� y+ y2)]3/2 �
4

(1� y� 2t)3/2 < 0,

nên f (t) là hàm lõm, suy ra f (t) � min f f (0), f (y(1� 2y))g nên ta chỉ cần chứng minh
được f (0) � 0 và f (y(1� 2y)) � 0. Điều này đồng nghĩa với việc chứng minh bất đẳng
thức trên khi xz = 0 và (x� y)(z� y) = 0.
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+ Nếu xz = 0, ta giả sử z = 0, khi đó x = 1� y và bất đẳng thức trên trở thànhq
1� y+ y2 +

p
1� y+ y � 2.

Bất đẳng thức này hiển nhiên đúng, bởi vì theo bất đẳng thức Minkowski, ta có

q
1� y+ y2 +

p
1� y =

r�p
1� y

�2
+ y2 +

r�p
1� y

�2
+ 02

�
r�p

1� y+
p

1� y
�2
+ (y+ 0)2 = 2� y.

+ Nếu (x� y)(z� y) = 0, ta giả sử y = z, khi đó x = 1� 2y � 0 và bất đẳng thức trên
trở thành q

1� 2y+ y2 +
q

y+ y2 +
q

1� y� 2y(1� 2y) � 2,

tương đương q
y+ y2 +

q
1� 3y+ 4y2 � 1+ y.

Nhưng bất đẳng thức này cũng hiển nhiên đúng, bởi vì theo bất đẳng thức
Minkowski, ta cóq

y+ y2 +
q

1� 3y+ 4y2 =
q
(
p

y)2 + y2 +
q
(
p

y)2 + (1� 2y)2

�
q
(
p

y+
p

y)2 + (y+ 1� 2y)2 = 1+ y.

Phép chứng minh của ta được hoàn tất.
Với ý tưởng chuyển vị như vậy, chúng ta có thể giải được khá nhiều bài toán đẹp và khó.
Sau đây là hai ví dụ khác

Example 0.3 Cho các số không âm x, y, z thỏa mãn x+ y+ z = 1. Chứng minh rằng

3
q

x� y+ z3 + 3
q

y� z+ x3 + 3
q

z� x+ y3 � 1.

(Phan Thành Nam)

Lời giải. Ta thấy bất đẳng thức cần chứng minh có dạng 3
p

A+ 3
p

B+ 3
p

C � 1, với

A = x� y+ z3 = x3 + x2y� xy2 � y3 + 2z(x2 � y2) + z2(x� y) + z3,
B = y� z+ x3 = y3 + y2z� yz2 � z3 + 2x(y2 � z2) + x2(y� z) + x3,
C = z� x+ y3 = z3 + z2x� zx2 � x3 + 2y(z2 � x2) + y2(z� x) + y3.
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Nếu có 2 số trong 3 số A, B, C có tổng không dương thì bất đẳng thức của ta hiển nhiên
đúng. Thật vậy, giả sử A+ B � 0 thì do C = z� x+ y3 � z� x+ y � 1, nên

3
p

A+ 3
p

B+ 3
p

C � 3
p
�B+ 3

p
B+ 3

p
C = 3

p
C � 1.

Bây giờ ta sẽ xét trường hợp ngược lại, tức là lúc này ta có A + B � 0, B + C � 0 và
C+ A � 0. Khi đó, giả sử z = min fx, y, zg , và đặt

D = y3 + y2x� yx2 � x3 + 2z(y2 � x2) + z2(y� x) + z3, và E = x3 + y3 � z3.

Lúc này, ta có 2 tính chất sau: D+ E = B+ C � 0, và

DE� BC = (a� c)(b� c)(a2 + 2ab+ 2ac+ bc)(2a2 + b2 + 2c2 + 2bc+ 3ca+ 2ab) � 0.

Với những tính chất này, ta dễ dàng chứng minh được 3
p

B+ 3
p

C � 3
p

D + 3
p

E, và ta có
thể đưa bất đẳng thức về chứng minh

3
p

A+ 3
p

D+ 3
p

E � 1,

tương đương
3
q

x� y+ z3 + 3
q

y� x+ z3 + 3
q

x3 + y3 � z3 � 1.

Thực hiện tương tự như trên, ta cũng có

3
q

x� y+ z3 + 3
q

y� x+ z3 � 3
p

z3 +
3
p

z3 = 2z,

nên ta chỉ cần chứng minh được

x+ y� z � 3
q

x3 + y3 � z3.

Đây là một bất đẳng thức hiển nhiên đúng vì

(x+ y� z)3 � (x3 + y3 � z3) = 3(x� z)(y� z)(x+ y) � 0.

Phép chứng minh của ta được hoàn tất. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y = z = 1
3

hoặc x = 1, y = z = 0 và các hoán vị tương ứng.

Example 0.4 Cho các số không âm a, b, c có tổng bằng 3. Chứng minh rằng

(3a2 + bc+ 3b2)(3b2 + ca+ 3c2)(3c2 + ab+ 3a2) � 900.

(Võ Quốc Bá Cẩn)
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Lời giải. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử b là số hạng nằm giữa a và c. Khi đó,
với chú ý ở đẳng thức sau

(3b2 + ca+ 3c2)(3c2 + ab+ 3a2)� (3b2 + ab+ 3c2)(3c2 + ca+ 3a2) =

= 3a(b� c)(b� a)(a+ b) � 0,

ta có thể đưa bất đẳng thức về chứng minh

(3a2 + bc+ 3b2)(3b2 + ab+ 3c2)(3c2 + ca+ 3a2) � 900.

Đến đây, ta thấy

(3a2 + bc+ 3b2)(3b2 + ab+ 3c2) =

= 9b4 + 3(a+ c)b3 + (9a2 + ac+ 9c2)b2 + 3(a3 + c3)b+ 9a2c2

= 9b4 + 3(a+ c)b3 + 9(a+ c)2b2 + 3(a+ c)3b+ 9ac(ac� ab� bc)� 17b2ac
� 9b4 + 3(a+ c)b3 + 9(a+ c)2b2 + 3(a+ c)3b
= 3b(a+ 3b+ c)

�
b2 + (a+ c)2

�
,

và
3c2 + ca+ 3a2 � 3(a+ c)2,

nên ta chỉ cần chứng minh được

9x2b(x+ 3b)(x2 + b2) � 900,

với x = a+ c.
Áp dụng bất đẳng thức AM – GM, ta có

9x2b(x+ 3b)(x2 + b2) � 9
10

�
5xb+ x(x+ 3b) + 2(x2 + b2)

3

�3

,

mà

5xb+ x(x+ 3b) + 2(x2 + b2) =
10
3
(x+ b)2 � 1

3
(x� 2b)2 � 10

3
(x+ b)2 = 30,

nên từ trên, ta được

9x2b(x+ 3b)(x2 + b2) � 9
10
� 103 = 900.

Bất đẳng thức của ta được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = 0, b =
1, c = 2 và các hoán vị tương ứng.
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Nhận xét 1 Bằng cách tương tự, ta có thể giải được bài toán sau:
Với a, b, c là các số không âm có tổng bằng 3 và k là một số cho trước

�p
2 � k � 1

3

�
, tìm giá trị

lớn nhất của biểu thức sau

P(a, b, c) = (a2 + kbc+ b2)(b2 + kca+ c2)(c2 + kab+ a2).

Không chỉ có các bất đẳng thức hoán vị ba biến mới sử dụng được phép chuyển vị này
mà một phần đông các bất đẳng thức hoán vị bốn biến cũng có thể áp dụng được nó. Đầu
tiên, chúng ta sẽ sử dụng phép chuyển vị để đưa về một bất đẳng thức hoán vị cho ba
biến, rồi dùng những đánh giá thích hợp để chứng minh bài toán. Mời các bạn cùng đi
đến ví dụ sau để rõ hơn ý tưởng này (đây là một bài toán rất khó)

Example 0.5 Cho các số không âm a, b, c, d thỏa mãn a+ b+ c+ d = 4. Chứng minh rằng

a3b+ b3c+ c3d+ d3a+ 23abcd � 27.

(Phạm Kim Hùng)

Lời giải. Trước hết, ta sẽ chứng minh bổ đề sau

Bổ đề 0.1 Nếu a, b, c là các số không âm thì

a3b+ b3c+ c3a+
473
256

abc(a+ b+ c) � 27
256

(a+ b+ c)4.

Chứng minh. Bạn đọc có thể tự chứng minh lấy bằng cách sử dụng phép chuyển vị cho 3
biến. �
Quay trở lại bài toán. Do tính hoán vị vòng quanh nên không mất tính tổng quát, ta có thể
giả sử d là số hạng nhỏ nhất trong các số a, b, c, d. Khi đó, ta có

c3d+ d3a� (c3a+ d4) = �(c3 � d3)(a� d) � 0,

nên để chứng minh bất đẳng thức đã cho, ta chỉ cần chứng minh được

a3b+ b3c+ c3a+ d4 + 23abcd � 27.

Đến đây, áp dụng bổ đề trên, ta có thể đưa về chứng minh

27
256

(4� d)4 � 473
256

abc(4� d) + d4 + 23abcd � 27,

hay là
1

256
(6361d� 1892)abc+

27
256

(4� d)4 + d4 � 27 � 0.
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Nếu 6361d� 1892 � 0 thì bất đẳng thức trên là hiển nhiên vì 27
256 (4� d)4 + d4 � 27. Nếu

6361d� 1892 � 0 thì ta có

1
256

(6361d� 1892)abc+
27
256

(4� d)4 + d4 � 27

� 1
256

(6361d� 1892) � (4� d)3

27
+

27
256

(4� d)4 + d4 � 27

=
1
27
(5d2 + 270d� 473)(d� 1)2 � 0.

Bất đẳng thức của ta được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c =
d = 1 hoặc a = 3, b = 1, c = d = 0 và các hoán vị tương ứng.

BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ

1. Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn không có hai số nào đồng thời bằng 0.
Chứng minh rằng

a2 + b2 + c2

ab+ bc+ ca
+

4abc
a2b+ b2c+ c2a+ abc

� 2.

(Võ Quốc Bá Cẩn)

2. Giả sử a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn a2 + b2 + c2 = 3. Chứng minh các
bất đẳng thức sau

(a) a2b+ b2c+ c2a � 2+ abc;

(b) a3b2 + b3c2 + c3a2 � 3.

(Vasile Cirtoaje)

3. Chứng minh rằng với mọi số thực dương a, b, c có tổng bằng 3, bất đẳng thức sau
luôn đúng

a
b+ c2 +

b
c+ a2 +

c
a+ b2 �

3
2

.

(Phạm Kim Hùng)

4. Chứng minh rằng với mọi số thực dương a, b, c có tổng bằng 3, bất đẳng thức sau
luôn đúng r

a
b2 + 3

+

r
b

c2 + 3
+

r
c

a2 + 3
� 3

2
.

(Võ Quốc Bá Cẩn)
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5. Giả sử a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác có chu vi bằng 1. Chứng minh rằngp
2a+ b3 +

p
2b+ c3 +

p
2c+ a3 �

p
2+ 1.

(Võ Quốc Bá Cẩn)

6. Giả sử a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn ab+ bc+ ca = 3. Tìm tất cả các số
thực không âm k sao cho bất đẳng thức sau luôn đúng

(ka+ b)(kb+ c)(kc+ a) � (k+ 1)3.

(Michael Rozenberg)

7. Cho a, b, c, d là các số thực không âm thỏa mãn a+ b+ c+ d = 3. Chứng minh rằng

ab(b+ c) + bc(c+ d) + cd(d+ a) + da(a+ b) � 4.

(Phạm Kim Hùng)

8. Cho a, b, c, d là các số thực không âm thỏa mãn a+ b+ c+ d = 3. Chứng minh rằng

ab(a+ 2b+ 3c) + bc(b+ 2c+ 3d) + cd(c+ 2d+ 3a) + da(d+ 2a+ 3b) � 6
p

3.

(Phạm Kim Hùng)



DỒN BIẾN "THỪA – TRỪ"

Võ Quốc Bá Cẩn - ĐH Y Dược Cần Thơ

Phương pháp dồn biến từ khi mới xuất hiện cho đến nay, nó đã thể hiện được vai trò và
tính hiệu quả của mình trong việc giải toán bất đẳng thức. Tuy nhiên, phương pháp này
có nhiều nhược điểm mà chúng ta, những ai đã từng sử dụng đều dễ dàng nhận thấy. Một
trong những nhược điểm của nó là rất khó sử dụng với bất đẳng thức chứa căn và một số
bất đẳng thức dạng phân thức (phân thức bậc cao). Bài viết nhỏ này, chúng tôi xin được
chia sẻ cùng bạn đọc một phương pháp dồn biến giúp chúng ta giải quyết được khá nhiều
bài toán ba biến (mảnh đất màu mỡ nhất của bất đẳng thức hiện nay) thuộc một trong hai
dạng trên. Phương pháp này đã giúp chúng tôi giải được khá nhiều bài toán khó mà một
vài trong số đó đã từng là những bài toán mở. Chúng tôi xin được gọi đó là phương pháp
"dồn biến thừa – trừ".

Để bắt đầu, ta sẽ xét ví dụ sau, một bài toán tưởng chừng như không thể giải bằng dồn
biến sơ cấp

Ví dụ 1 Giả sử a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn a+ b+ c = 1. Chứng minh rằng

1p
a2 + ab+ b2

+
1p

b2 + bc+ c2
+

1p
c2 + ca+ a2

� 4+
2p
3

.

(Xtar)

Lời giải. Để ý rằng bất đẳng thức đã cho có đẳng thức xảy ra tại a = b, c = 0 nên nếu
dùng dồn biến để giải thì ý tưởng của ta là dồn biến về trung bình cộng. Khi đó, giả sử
c = minfa, b, cg và đặt P(a, b, c) = 1p

a2+ab+b2 +
1p

b2+bc+c2 +
1p

c2+ca+a2 , ta phải chứng minh

P(a, b, c) � P
�

a+ b
2

,
a+ b

2
, c
�

.

Đến đây, ta thấy rằng việc tách bình phương (a� b)2 từ

1p
b2 + bc+ c2

+
1p

c2 + ca+ a2
� 2r�

a+b
2

�2
+ c(a+b)

2 + c2

là rất phức tạp, nó phải trải qua nhiều lần trục căn. Vì vậy, dù có tách được thành công
thì việc đánh giá của ta lúc sau cũng sẽ khó khăn rất nhiều (phải nói là rất khó). Đây cũng
chính là lí do làm ta tưởng như phương pháp dồn biến sơ cấp không hiệu quả cho bài

1



toán đẹp và khó này. Bây giờ là ý tưởng chính là chúng tôi muốn giới thiệu cùng bạn đọc:
Chúng ta điều biết rằng 1p

b2+bc+c2 +
1p

c2+ca+a2 � 2
p

2p
a2+b2+ac+bc+2c2 (�) và việc tách bình

phương từ 2
p

2p
a2+b2+ac+bc+2c2 � 2q

( a+b
2 )

2
+ c(a+b)

2 +c2
là rất dễ dàng (chỉ cần một bước trục căn là

xong), nên ta nghĩ rằng việc dùng bất đẳng thức (�) chắc sẽ có giúp ích cho việc dồn biến
của ta. Nhưng tiếc rằng, bất đẳng thức (�) không đủ mạnh để thực hiện nhiệm vụ này, vì
vậy ý tưởng của ta sẽ là thiết lập một đánh giá chặt hơn rất nhiều để sử dụng

1p
a2 + ac+ c2

+
1p

b2 + bc+ c2
� 2

p
2p

a2 + b2 + ac+ bc+ 2c2 � k(a� b)2
,

tương đương

2
�

1
a2 + ac+ c2 +

1
b2 + bc+ c2 �

4
a2 + b2 + ac+ bc+ 2c2 � k(a� b)2

�
�

�
�

1p
a2 + ac+ c2

� 1p
b2 + bc+ c2

�2

.

Bất đẳng thức này có thể được thu gọn thành

2(a� b)2[(a+ b+ c)2 � k(a2 + b2 + 2c2 + ac+ bc)]
(a2 + ac+ c2)(b2 + bc+ c2)[a2 + b2 + ac+ bc+ 2c2 � k(a� b)2]

�

� (a� b)2(a+ b+ c)2

(a2 + ac+ c2)(b2 + bc+ c2)
�p

a2 + ac+ c2 +
p

b2 + bc+ c2
�2 ,

hay là
2[(a+ b+ c)2 � k(a2 + b2 + 2c2 + ac+ bc)]

(a2 + ac+ c2)(b2 + bc+ c2)[a2 + b2 + ac+ bc+ 2c2 � k(a� b)2]
�

� (a+ b+ c)2

(a2 + ac+ c2)(b2 + bc+ c2)
�p

a2 + ac+ c2 +
p

b2 + bc+ c2
�2 .

Cho a = b = c, ta tìm được k � 9
8 . Vì k càng lớn thì đánh giá của ta sẽ càng chặt, sẽ càng

có ích cho ta hơn nên ta có thể thử xét xem với k = 9
8 thì bất đẳng thức trên có đúng hay

không, nhưng vì bài toán chưa được chặt lắm nên ta cũng không cần thiết phải đánh giá
"hết ga" như thế, ta sẽ thử với k = 1 xem thế nào. Cho k = 1 vào, bất đẳng thức trên trở
thành

2(2ab+ ac+ bc� c2)

(a2 + ac+ c2)(b2 + bc+ c2)(2ab+ ac+ bc+ 2c2)
�

2



� (a+ b+ c)2

(a2 + ac+ c2)(b2 + bc+ c2)
�p

a2 + ac+ c2 +
p

b2 + bc+ c2
�2 ,

tương đương

2(2ab+ ac+ bc� c2)

2ab+ ac+ bc+ 2c2 � (a+ b+ c)2�p
a2 + ac+ c2 +

p
b2 + bc+ c2

�2 .

Dễ dàng đánh giá được 2(2ab+ac+bc�c2)
2ab+ac+bc+2c2 � 1 và

p
a2 + ac+ c2 +

p
b2 + bc+ c2 � a+ b+ c

nên bất đẳng thức trên hiển nhiên đúng. Như vậy, ta đã thiết lập được

1p
b2 + bc+ c2

+
1p

c2 + ca+ a2
� 2

p
2p

2ab+ ac+ bc+ 2c2
.

Và ta đi đến việc chứng minh

1p
a2 + ab+ b2

+
2
p

2p
2ab+ ac+ bc+ 2c2

� 1q
3(a+b)2

4

+
2
p

2q
(a+b)2

2 + ac+ bc+ 2c2

để hoàn thành bước dồn biến. Một công việc khá đơn giản với những bạn nào quen với
đạo hàm. Thật vậy, đặt t = ab � (a+b)2

4 và xét hàm số

f (t) =
1p

(1� c)2 � t
+

2
p

2p
2t+ c+ c2

,

ta dễ thấy

f 0(t) =
1

2[(1� c)2 � t]3/2 �
2
p

2
(2t+ c+ c2)3/2 < 0,

bởi vì ta có 2[(1� c)2 � t]� (2t+ c+ c2) = 2(a2 + ab+ b2)� (2ab+ ac+ bc+ 2c2) � 0
và 1

2 �
2
p

2
(2)3/2 < 0. Điều này chứng tỏ rằng f (t) là hàm nghịch biến, và chúng ta thu được

f (t) � f
�
(a+b)2

4

�
. Bước dồn biến đã được hoàn tất, tức là ta có P(a, b, c) � P

�
a+b

2 , a+b
2 , c

�
.

Việc còn lại của ta chỉ là chứng minh P
�

a+b
2 , a+b

2 , c
�
� 4+ 2p

3
, một công việc khá nhẹ

nhàng với phép chọn tham số trong bất đẳng thức AM – GM, xin được dành lại cho bạn
đọc phần này.

Ví dụ 2 Cho các số dương a, b, c thỏa mãn a+ b+ c = 3. Chứng minh rằng

1
5(a2 + b2) + 8

+
1

5(b2 + c2) + 8
+

1
5(c2 + a2) + 8

� 1
6

.

(Vasile Cirtoaje)

3



Lời giải. Để ý rằng bất đẳng thức trên đạt được dấu đẳng thức khi a = b = c = 1 và
a = 13

5 , b = c = 1
5 nên ý tưởng của ta sẽ là dồn biến về trung bình cộng (dựa trên giả thiết

của bài toán). Giả sử a � b � c, đặt k = 8
5 và P(a, b, c) = 1

a2+b2+k +
1

b2+c2+k +
1

c2+a2+k , ta

phải chứng minh P(a, b, c) � P
�

a, b+c
2 , b+c

2

�
� 3

k+2 . Nhưng cũng như bài trước, ta thấy

rằng việc tách bình phương (b� c)2 từ hiệu 1
a2+b2+k +

1
a2+c2+k �

2
a2+( b+c

2 )
2
+k

cùng khá phức

tạp và đưa đến bậc cao rất khó đánh giá. Vì vậy, để chứng minh nó, ta sẽ sử dụng ý tưởng
sau: Tìm m nhỏ nhất để bất đẳng thức sau đúng

1
a2 + b2 + k

+
1

a2 + c2 + k
� 4

2a2 + b2 + c2 + 2k�m(b� c)2
.

Nhân cả hai vế của bất đẳng thức này với (a2 + b2 + k) + (a2 + c2 + k) và sử dụng đẳng
thức quen thuộc (x + y)

�
1
x +

1
y

�
� 4 = (x�y)2

xy , ta có thể dễ dàng viết lại bất đẳng thức
trên như sau

(b2 � c2)2

(a2 + b2 + k)(a2 + c2 + k)
� 4m(b� c)2

2a2 + b2 + c2 + 2k�m(b� c)2
,

tương đương

(b+ c)2

(a2 + b2 + k)(a2 + c2 + k)
� 4m

2a2 + b2 + c2 + 2k�m(b� c)2
.

Cho a = b = c = 1, ta tìm được m � 2
k+2 . Như vậy, ta sẽ thử chứng minh bất đẳng thức

sau
(b+ c)2

(a2 + b2 + k)(a2 + c2 + k)
� 8
(k+ 2)

�
2a2 + b2 + c2 + 2k� 2

k+2 (b� c)2
� .

Ta có

2a2 + b2 + c2 + 2k� 2
k+ 2

(b� c)2 � 2a2 + b2 + c2 + 2k � 2(a2 + b2 + k),

và

4(a2 + c2 + k)� (k+ 2)(b+ c)2 � 4(b2 + c2) + k(b+ c)2 � (k+ 2)(b+ c)2

= 4(b2 + c2)� 2(b+ c)2 = 2(b� c)2 � 0,

nên bất đẳng thức trên hiển nhiên đúng. Do đó, ta có

1
a2 + b2 + k

+
1

a2 + c2 + k
� 4

2a2 + b2 + c2 + 2k� 2
k+2 (b� c)2

.
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Tiếp theo, để hoàn tất bước dồn biến, ta phải chứng minh

1
b2 + c2 + k

+
4

2a2 + b2 + c2 + 2k� 2
k+2 (b� c)2

� 1
(b+c)2

2 + k
+

4

2a2 + (b+c)2
2 + 2k

,

tương đương

(b� c)2

(b2 + c2 + k)[(b+ c)2 + 2k]
� 2(2� k)(b� c)2

(k+ 2)
�
2a2 + b2 + c2 + 2k� 2

k+2 (b� c)2
� h

2a2 + (b+c)2
2 + 2k

i ,

hay là �
2a2 + b2 + c2 + 2k� 2

k+2 (b� c)2
� h

2a2 + (b+c)2
2 + 2k

i
(b2 + c2 + k)[(b+ c)2 + 2k]

� 2(2� k)
k+ 2

.

Ta có

2a2 + b2 + c2 + 2k� 2
k+ 2

(b� c)2 � [(b+ c)2 + 2k] = 2a2 � 2bc� 2
k+ 2

(b� c)2

� 2b2 � 2bc� (b� c)2 = b2 � c2 � 0,

và

2a2 +
(b+ c)2

2
+ 2k� 2(b2 + c2 + k) = 2(a2 � b2) +

�
(b+ c)2

2
� 2c2

�
� 0,

nên

VT � 2 =
2(2� k)

k+ 2
+

4k
k+ 2

� 2(2� k)
k+ 2

= VP.

Phép dồn biến được hoàn tất. Và việc còn lại của ta chỉ là chứng minh P(3� 2t, t, t) � 3
k+2

với t = b+c
2 và k = 8

5 . Bằng cách khai triển và biến đổi tương đương, ta thấy bất đẳng thức
này tương đương với

25(5t� 1)2(t� 1)2

6(5t2 + 4)(25t2 � 60t+ 53)
� 0 (đúng).

Bài toán được chứng minh xong.

Nhận xét 1 Qua lời giải này, ta có thể thấy tập hợp tất cả các giá trị của k để bất đẳng thức sau

1
a2 + b2 + k

+
1

b2 + c2 + k
+

1
c2 + a2 + k

� 3
k+ 2

đúng với a, b, c > 0, a+ b+ c = 3 là k � 8
5 .

Ngoài ra, trường hợp k = 2 chính là bài toán thi chọn đội tuyển Iran năm 2009.
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Sau đây là một số hai ví dụ khá đẹp khác

Ví dụ 3 Cho các số dương a, b, c. Chứng minh bất đẳng thức sau

ab
a2 + b2 + 3c2 +

bc
b2 + c2 + 3a2 +

ca
c2 + a2 + 3b2 �

3
5

.

(Phạm Kim Hùng, Vasile Cirtoaje)

Lời giải. Không mất tính tổng quát, giả sử c = minfa, b, cg. Khi đó, ta sẽ chứng minh

bc
b2 + c2 + 3a2 +

ca
c2 + a2 + 3b2 �

c(a+ b) + 18
25 (a� b)2

2a2 + 2b2 + c2 .

Thật vậy, bất đẳng thức này tương đương với

c
�

b(2a2 + 2b2 + c2)

b2 + c2 + 3a2 +
a(2a2 + 2b2 + c2)

c2 + a2 + 3b2 � a� b
�
� 18

25
(a� b)2.

Ta có

b(2a2 + 2b2 + c2)

b2 + c2 + 3a2 +
a(2a2 + 2b2 + c2)

c2 + a2 + 3b2 � a� b =
a(a2 � b2)

c2 + a2 + 3b2 +
b(b2 � a2)

b2 + c2 + 3a2

=
(a� b)2(a+ b)(3a2 + 3b2 + c2 + 2ab)

(3a2 + b2 + c2)(a2 + 3b2 + c2)
,

nên bất đẳng thức trên có thể được viết lại thành

c(a� b)2(a+ b)(3a2 + 3b2 + c2 + 2ab)
(3a2 + b2 + c2)(a2 + 3b2 + c2)

� 18
25
(a� b)2,

tương đương

9c(a+ b) � 2(3a2 + 3b2 + c2 + 2ab) � 182

25
(3a2 + b2 + c2)(a2 + 3b2 + c2).

Áp dụng các bất đẳng thức AM – GM và Cauchy Schwarz, ta được

9c(a+ b) � 2(3a2 + 3b2 + c2 + 2ab) �
�

9c(a+ b) + 2(3a2 + 3b2 + c2 + 2ab)
2

�2

,

và
(3a2 + b2 + c2)(a2 + 3b2 + c2) � (a2 + b2 + 2ab+ c2)2.
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Lại có

36(a2 + b2 + 2ab+ c2)� 5[9c(a+ b) + 2(3a2 + 3b2 + c2 + 2ab)]
= 6a2 + 6b2 + 26c2 � 45c(a+ b) + 52ab
= 26(c� a)(c� b) + 6a2 + 6b2 � 19c(a+ b) + 26ab
� 6a2 + 6b2 � 19c(a+ b) + 26ab � 38ab� 19c(a+ b) � 0,

nên bất đẳng thức trên hiển nhiên đúng.
Tiếp theo, ta sẽ chứng minh

ab
a2 + b2 + 3c2 +

c(a+ b) + 18
25 (a� b)2

2a2 + 2b2 + c2 � a2 + b2

2(a2 + b2 + 3c2)
+

c
p

2(a2 + b2)

2a2 + 2b2 + c2 ,

tương đương

(a� b)2

2(a2 + b2 + 3c2)
+

c(a� b)2

(2a2 + 2b2 + c2)
hp

2(a2 + b2) + a+ b
i � 18(a� b)2

25(2a2 + 2b2 + c2)
.

Do
p

2(a2 + b2) + a+ b � 2
p

2(a2 + b2), nên ta chỉ cần chứng minh được

1
2(2t2 + 3c2)

+
c

4t(4t2 + c2)
� 18

25(4t2 + c2)

 
t =

r
a2 + b2

2

!
,

tương đương
2(4t2 + c2)

2t2 + 3c2 +
c
t
� 72

25
.

Ta có
2(4t2 + c2)

2t2 + 3c2 +
c
t
� 3 =

(t� c)(2t2 + 4tc� 3c2)

t(2t2 + 3c2)
� 0,

mà 72
25 < 3 nên bất đẳng thức trên hiển nhiên đúng.

Cuối cùng, ta đi đến việc chứng minh bất đẳng thức sau

t2

2t2 + 3c2 +
2tc

4t2 + c2 �
3
5

.

Không mấy khó khăn, ta có thể phân tích

t2

2t2 + 3c2 +
2tc

4t2 + c2 �
3
5
= � (t� c)2(2t� 3c)2

5(2t2 + 3c2)(4t2 + c2)
� 0,

nên bất đẳng thức trên hiển nhiên đúng và phép chứng minh của ta được hoàn tất. Đẳng
thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c hoặc a = b = 3

2 c cùng các hoán vị.
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Ví dụ 4 Cho các số dương a, b, c thỏa mãn a+ b+ c = 3. Chứng minh rằng

4a2 � 27
b2 + c2 +

4b2 � 27
c2 + a2 +

4c2 � 27
a2 + b2 +

69
2
� 0.

(Vasile Cirtoaje)

Lời giải. Với chú ý rằng 4a2�27
b2+c2 + 4 = 4(a2+b2+c2)�27

b2+c2 , ta có thể viết lại bất đẳng thức cần
chứng minh dưới dạng

(4a2 + 4b2 + 4c2 � 27)
�

1
a2 + b2 +

1
b2 + c2 +

1
c2 + a2

�
+

45
2
� 0.

Không mất tính tổng quát, giả sử a = maxfa, b, cg. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy Schwarz,
ta có 4a2 + 4b2 + 4c2 � 27 � 4a2 + 2(b+ c)2 � 27, nên bất đẳng thức trên được suy ra từ

[4a2 + 2(b+ c)2 � 27]
�

1
a2 + b2 +

1
b2 + c2 +

1
c2 + a2

�
+

45
2
� 0.

Nếu 4a2 + 2(b+ c)2 � 27 � 0 thì bất đẳng thức này hiển nhiên đúng. Trong trường hợp
ngược lại, áp dụng bất đẳng thức mà ta đã thiết lập trong Ví dụ 2 ở trên, ta có

1
a2 + b2 + k

+
1

b2 + c2 + k
+

1
c2 + a2 + k

� 2

a2 + (b+c)2
4 + k

+
1

(b+c)2
2 + k

với mọi k � 0. Từ đó, đặt t = b+c
2 và cho k = 0, ta thu được

1
a2 + b2 +

1
b2 + c2 +

1
c2 + a2 �

2
a2 + t2 +

1
2t2 .

Do 4a2 + 8t2 � 27 � 0 nên

(4a2 + 8t2 � 27)
�

1
a2 + b2 +

1
b2 + c2 +

1
c2 + a2

�
� (4a2 + 8t2 � 27)

�
2

a2 + t2 +
1

2t2

�
.

Vì thế, ta chỉ cần chứng minh được

[4a2 + 8t2 � 3(a+ 2t)2]
�

2
a2 + t2 +

1
2t2

�
+

45
2
� 0.

Bằng một vài tính toán đơn giản, ta thấy bất đẳng thức này tương đương với (a�t)2(a�5t)2

2t2(a2+t2)
�

0 là một bất đẳng thức hiển nhiên đúng. Phép chứng minh của ta được hoàn tất. Dễ thấy
đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c = 1 hoặc a = 15

7 , b = c = 3
7 và các hoán vị tương

ứng.
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Nhận xét 2 Mời bạn đọc cùng chứng minh kết quả sau
Tập hợp tất cả các giá trị của k để bất đẳng thức

a2 + k
b2 + c2 +

b2 + k
c2 + a2 +

c2 + k
a2 + b2 � 3(k+ 1)

đúng với mọi a, b, c dương sao cho a+ b+ c = 3 là � 27
4 � k � 9

7 .

BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ
1. Giả sử a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn a+ b+ c = 1. Chứng minh rằngp

a2 + bc+
p

b2 + ca+
p

c2 + ab � 3
2

.

(Phạm Kim Hùng)

2. Giả sử a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn a+ b+ c = 1. Chứng minh rằng

∑
cyc

1p
(a2 + ab+ b2)(a2 + ac+ c2)

� 4+
8p
3

.

(Võ Quốc Bá Cẩn, Trần Quang Hùng)

3. Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn a+ b+ c = 1. Tìm hằng số k lớn nhất đề
bất đẳng thức sau luôn đúngq

a+ k(b� c)2 +
q

b+ k(c� a)2 +
q

c+ k(a� b)2 �
p

3.

(Phan Thành Việt)

4. Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn a+ b+ c = 1. Tìm hằng số k lớn nhất đề
bất đẳng thức sau luôn đúng

1p
a+ k(b� c)2

+
1p

b+ k(c� a)2
+

1p
c+ k(a� b)2

� 3
p

3.

(Võ Quốc Bá Cẩn)

5. Giả sử a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn a+ b+ c = 3. Chứng minh rằng khi
đó

1
(b+ c)2 + 6

+
1

(c+ a)2 + 6
+

1
(a+ b)2 + 6

� 3
10

.

(Dương Đức Lâm)

6. Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn abc = 1. Chứng minh bất đẳng thức saup
8a2 + 1+

p
8b2 + 1+

p
8c2 + 1 � 3(a+ b+ c).

(Gabriel Dospinescu)
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Bất đẳng thức Schur và phương pháp đổi
biến p,q,r

Võ Thành Văn

Nh÷ c¡c b¤n �¢ bi¸t, b§t �¯ng thùc Schur l  mët b§t �¯ng thùc m¤nh v  câ nhi·u ùng döng, tuy nhi¶n nâ v¨n
cán kh¡ xa l¤ vîi nhi·u b¤n håc sinh THCS công nh÷ THPT. Qua b i vi¸t n y, tæi muèn công c§p th¶m cho
c¡c b¤n mët k¾ thuªt �º sû döng tèt BDT Schur, �â l  k¸t hñp vîi ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n p; q; r.
Tr÷îc h¸t, tæi xin nhc l¤i v· b§t �¯ng thùc Schur v  ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n p; q; r.

1 Bất đẳng thức Schur

�ành lþ 1 (B§t �¯ng thùc Schur) Vîi måi sè thüc khæng ¥m a; b; c; k; ta luæn câ

ak(a� b)(a� c) + bk(b� c)(b� a) + ck(c� a)(c� b) � 0:

Hai tr÷íng hñp quen thuëc �÷ñc sû döng nhi·u l  k = 1 v  k = 2

a(a� b)(a� c) + b(b� c)(b� a) + c(c� a)(c� b) � 0 (i)

a2(a� b)(a� c) + b2(b� c)(b� a) + c2(c� a)(c� b) � 0 (ii)

2 Phương pháp đổi biến p; q; r

�èi vîi mët sè b i b§t �¯ng thùc thu¦n nh§t �èi xùng câ c¡c bi¸n khæng ¥m th¼ ta câ thº �êi bi¸n l¤i nh÷ sau
�°t p = a+ b+ c; q = ab+ bc+ ca; r = abc: V  ta thu �÷ñc mët sè �¯ng thùc sau

ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a) = pq � 3r
(a+ b)(b+ c)(c+ a) = pq � r

ab(a2 + b2) + bc(b2 + c2) + ca(c2 + a2) = p2q � 2q2 � pr
(a+ b)(a+ c) + (b+ c)(b+ a) + (c+ a)(c+ b) = p2 + q

a2 + b2 + c2 = p2 � 2q
a3 + b3 + c3 = p3 � 3pq + 3r
a4 + b4 + c4 = p4 � 4p2q + 2q2 + 4pr

a2b2 + b2c2 + c2a2 = q2 � 2pr
a3b3 + b3c3 + c3a3 = q3 � 3pqr + 3r2

a4b4 + b4c4 + c4a4 = q4 � 4pq2r + 2p2r2 + 4qr2

�°t L = p2q2 + 18pqr � 27r2 � 4q3 � 4p3r; khi �â

a2b+ b2c+ c2a =
pq � 3r �

p
L

2

(a� b)(b� c)(c� a) = �
p
L

1



3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

Câ thº th§y ngay lñi ½ch cõa ph÷ìng ph¡p n y l  mèi r ng buëc giúa c¡c bi¸n p; q; r m  c¡c bi¸n a; b; c ban
�¦u khæng câ nh÷

p2 � 3q

p3 � 27r

q2 � 3pr

pq � 9r

2p3 + 9r � 7pq

p2q + 3pr � 4q2

p4 + 4q2 + 6pr � 5p2q

Nhúng k¸t qu£ tr¶n �¥y chc chn l  ch÷a �õ, c¡c b¤n câ thº ph¡t triºn th¶m nhi·u �¯ng thùc, b§t �¯ng thùc
li¶n h» giúa 3 bi¸n p; q; r. V  �i·u quan trång m  tæi muèn nâi �¸n l  tø b§t �¯ng thùc (i) v  (ii), ta câ

r � p(4q � p2)
9

(tø (i))

r � (4q � p2)(p2 � q)
6p

(tø (ii))

Tuy nhi¶n trong mët sè tr÷íng hñp th¼ câ thº c¡c �¤i l÷ñng 4q � p2câ thº nhªn gi¡ trà ¥m l¨n gi¡ trà d÷ìng
n¶n ta th÷íng sû döng

r � max
�
0;
p(4q � p2)

4

�
r � max

�
0;
(4q � p2)(p2 � q)

6p

�
Câ l³ �¸n �¥y c¡c b¤n �¢ hiºu �÷ñc ph¦n n o v· b§t �¯ng thùc Schur v  ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n p; q; r. Sau �¥y
l  mët sè v½ dö minh håa, nh÷ng tr÷îc h¸t, c¡c b¤n h¢y tªp l m thû rçi xem �¡p ¡n sau

3 Các ví dụ minh họa

3.1 Bất đẳng thức Schur

V½ dö 1 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c: Chùng minh r¬ngs
(a+ b)3

8ab(4a+ 4b+ c)
+

s
(b+ c)3

8bc(4b+ 4c+ a)
+

s
(c+ a)3

8ca(4c+ 4a+ b)
� 1:

(Vã Th nh V«n)

LÍI GI�I. �°t

P =

s
(a+ b)3

8ab(4a+ 4b+ c)
+

s
(b+ c)3

8bc(4b+ 4c+ a)
+

s
(c+ a)3

8ca(4c+ 4a+ b)

Q = 8ab(4a+ 4b+ c) + 8bc(4b+ 4c+ a) + 8ca(4c+ 4a+ b)

= 32(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)� 72abc

�p döng b§t �¯ng thùc Holder, ta câ
P 2 �Q � 8(a+ b+ c)3

2



3.1 Bất đẳng thức Schur 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

Ta c¦n chùng minh
8(a+ b+ c)3 � Q

, 8(a+ b+ c)3 � 32(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)� 72abc

, (a+ b+ c)3 � 4(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)� 9abc (�óng theo b§t �¯ng thùc Schur).

Vªy ta câ �pcm. �

V½ dö 2 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c: Chùng minh r¬ng

(a2 + 2)(b2 + 2)(c2 + 2) � 9(ab+ bc+ ca):

(APMO 2004)

LÍI GI�I. Khai triºn b§t �¯ng thùc tr¶n, ta c¦n chùng minh

a2b2c2 + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) + 4(a2 + b2 + c2) + 8 � 9(ab+ bc+ ca)

Ta câ
a2 + b2 + c2 � ab+ bc+ ca

(a2b2 + 1) + (b2c2 + 1) + (c2a2 + 1) � 2(ab+ bc+ ca)

a2b2c2 + 1 + 1 � 3
3
p
a2b2c2 � 9abc

a+ b+ c

� 4(ab+ bc+ ca)� (a+ b+ c)2 (theo b§t �¯ng thùc Schur)

�p döng c¡c b§t �¯ng thùc tr¶n, ta câ

(a2b2c2 + 2) + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2 + 3) + 4(a2 + b2 + c2)

� 2(ab+ bc+ ca) + 4(ab+ bc+ ca) + 3(a2 + b2 + c2)

� 9(ab+ bc+ ca):

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1: �

V½ dö 3 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c: Chùng minh r¬ng

2(a2 + b2 + c2) + abc+ 8 � 5(a+ b+ c):

(Tr¦n Nam Dông)

LÍI GI�I. Sû döng b§t �¯ng thùc AM-GM, ta câ

6V T = 12(a2 + b2 + c2) + 3(2abc+ 1) + 45� 5 � 2 � 3(a+ b+ c)
� 12(a2 + b2 + c2) + 9

3
p
a2b2c2 + 45� 5

�
(a+ b+ c)2 + 9

�
= 7(a2 + b2 + c2) +

9abc
3
p
abc

� 10(ab+ bc+ ca)

� 7(a2 + b2 + c2) +
27abc

a+ b+ c
� 10(ab+ bc+ ca)

M°t kh¡c, sû döng b§t �¯ng thùc Schur,

9

a+ b+ c
� 4(ab+ bc+ ca)� (a+ b+ c)2 = 2(ab+ bc+ ca)� (a2 + b2 + c2)

3



3.1 Bất đẳng thức Schur 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

Do �â

7(a2 + b2 + c2) +
27

a+ b+ c
� 10(ab+ bc+ ca)

� 7(a2 + b2 + c2) + 6(ab+ bc+ ca)� 3(a2 + b2 + c2)� 10(ab+ bc+ ca)
= 4(a2 + b2 + c2 � ab� bc� ca) � 0:

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1: �

V½ dö 4 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

a

b3 + c3
+

b

a3 + c3
+

c

a3 + b3
� 18

5(a2 + b2 + c2)� ab� bc� ca :

(Michael Rozenberg)

LÍI GI�I. B§t �¯ng thùc c¦n chùng minh t÷ìng �÷ìng vîiX
cyc

a(a+ b+ c)

b3 + c3
� 18(a+ b+ c)

5(a2 + b2 + c2)� ab� bc� ca

,
X
cyc

a2

b3 + c3
+
X
cyc

a

b2 + c2 � bc �
18(a+ b+ c)

5(a2 + b2 + c2)� ab� bc� ca

�p döng b§t �¯ng thùc Cauchy-Schwarz, ta câX
cyc

a2

b3 + c3
� (a2 + b2 + c2)2P

cyc
a2(b3 + c3)

X
cyc

a

b2 + c2 � bc �
(a+ b+ c)2P

cyc
a(b2 + c2 � bc)

Ta c¦n chùng minh

(a2 + b2 + c2)2P
cyc
a2(b3 + c3)

+
(a+ b+ c)2P

cyc
a(b2 + c2 � bc) �

18(a+ b+ c)

5(a2 + b2 + c2)� ab� bc� ca

Gi£ sû a+ b+ c = 1 v  �°t ab+ bc+ ca = q; abc = r ) r � max
n
0; (4q�1)(1�q)6

o
. Ta c¦n chùng minh

(1� 2q)2
q2 � (q + 2)r +

1

q � 6r �
18

5� 11q

B§t �¯ng thùc cuèi d¹ d ng chùng minh b¬ng c¡ch x²t 2 tr÷íng hñp 1 � 4q v  4q � 1.
�¯ng thùc x£y ra khi a = b = c ho°c a = b; c = 0 ho°c c¡c ho¡n và t÷ìng ùng. �

V½ dö 5 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n a4 + b4 + c4 = 3. Chùng minh r¬ng

1

4� ab +
1

4� bc +
1

4� ca � 1:

(Moldova TST 2005)
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3.1 Bất đẳng thức Schur 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

LÍI GI�I. Quy �çng m¨u sè rçi khai triºn, ta c¦n chùng minh

49� 8(ab+ bc+ ca) + (a+ b+ c)abc � 64� 16(ab+ bc+ ca) + 4(a+ b+ c)abc� a2b2c2

, 16 + 3(a+ b+ c)abc � a2b2c2 + 8(ab+ bc+ ca)

�p döng b§t �¯ng thùc Schur v  gi£ thi¸t a4 + b4 + c4 = 3, ta câ

(a3 + b3 + c3 + 3abc)(a+ b+ c) � [ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a)] (a+ b+ c)

, 3 + 3abc(a+ b+ c) � (ab+ bc)2 + (bc+ ca)2 + (ca+ ab)2

�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM, ta câ

(ab+ bc)2 + (bc+ ca)2 + (ca+ ab)2 + 12 � 8(ab+ bc+ ca)

) 15 + 3abc(a+ b+ c) � 8(ab+ bc+ ca)

M°t kh¡c ta l¤i câ
1 � a2b2c2:

Vªy ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1: �

V½ dö 6 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n ab+ bc+ ca = 3: Chùng minh r¬ng

a3 + b3 + c3 + 7abc � 10:

(Vasile Cirtoaje)

�p döng b§t �¯ng thùc Schur, ta câ

r � max
�
0;
p(4q � p2)

9

�
= max

�
0;
p(12� p2)

9

�
Ta c¦n chùng minh

p3 � 9p+ 10r � 10

N¸u p � 2
p
3 th¼ ta câ

p3 � 9p+ 10r � 10 � p3 � 9p� 10 � 12p� 9p� 10 = 3p� 10 > 0

N¸u p � 2
p
3 < 4 th¼

p3 � 9p+ 10r � 10 � p3 � 9p+ 10
9
p(12� p2)� 10 = 1

9
(p� 3)[(16� p2) + 3(4� p) + 2] � 0:

Vªy ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1.

V½ dö 7 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 3: Chùng minh r¬ng

3 +
12

abc
� 5

�
1

a
+
1

b
+
1

c

�
:

(Vã Th nh V«n)
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3.1 Bất đẳng thức Schur 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

LÍI GI�I. �êi bi¸n theo p; q; r, b¥t �¯ng thùc c¦n chùng minh �÷ñc vi¸t l¤i nh÷ sau

3r + 12 � 5q

M°t kh¡c,theo b§t �¯ng thùc Schur, ta câ

3r � 3p(4q � p2)
9

= 4q � 9

Ta c¦n chùng minh
4q � 9 + 12 � 5q

, q � 3 (�óng).

Vªy ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1: �

V½ dö 8 Cho a; b; c l  c¡c sè thüc d÷ìng thäa m¢n a2 + b2 + c2 = 3. Chùng minh r¬ng

1

2� a +
1

2� b +
1

2� c � 3:

(Ph¤m Kim Hòng)
Quy �çng, rót gån v  �êi bi¸n theo p; q; r, b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh t÷ìng �÷ìng vîi

8p+ 3r � 12 + 5q

�p döng b§t �¯ng thùc Schur, ta câ

3r � p(4q � p2)
3

=
p(2q � 3)

3

Tø gi£ thi¸t
p2 � 2q = 3

) q =
p2 � 3
2

Thay 2 �i·u tr¶n v o b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh, ta câ

8p+
p(p2 � 6)

3
� 12 + 5(p

2 � 3)
2

, (2p� 3)(p� 3)2 � 0

B§t �¯ng thùc cuèi �óng n¶n ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1:

V½ dö 9 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 3: Chùng minh r¬ng

1

9� ab +
1

9� bc +
1

9� ca �
3

8
:

(Crux mathematicorum)

LÍI GI�I. B i n y �¢ �÷ñc anh Hòng sû döng cho ph¦n b§t �¯ng thùc Chebyshev trong cuèn "S¡ng t¤o b§t
�¯ng thùc". B¥y gií c¡c b¤n s³ �÷ñc th§y mët líi gi£i kh¡c vîi b§t �¯ng thùc Schur v  ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n
p; q; r r§t tü nhi¶n.
Bi¸n �êi b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh v  chuyºn v· d¤ng p; q; r, ta câ

8(243� 18p+ 3r) � 3(729� 81q + 27r � r2)

6



3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

, 243� 99q + 57r � 3r2 � 0
Theo b§t �¯ng thùc AM-GM th¼

3 = 3

�
a+ b+ c

3

�6
� 3(abc)2 = r2

Theo b§t �¯ng thùc Schur, ta câ

r � p(4q � p2)
3

=
4q � 9
3

) 57r � 19(4q � 9)
N¶n ta c¦n chùng minh

72� 23q � 3r2 � 0
, 3(1� r2) + 23(3� q) � 0 (�óng).

Vªy b§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh. �¯ng thùc x£y ra khi v  chi khi a = b = c = 1: �

3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r

V½ dö 10 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 3: Chùng minh r¬ng

a2b

4� bc +
b2c

4� ca +
c2a

4� ab � 1:

(Ph¤m Kim Hòng)

LÍI GI�I. Quy �çng m¨u sè rçi khai triºn, ta c¦n chùng minh

4�
X
cyc

a2b �
X
cyc

a2b2c

4� bc

Sû döng b§t �¯ng thùc quen thuëc 4�
P
cyc
a2b � abc, ta c¦n chùng minh

abc �
X
cyc

a2b2c

4� bc

, 1 �
X
cyc

ab

4� bc

, 64� 32
X
cyc

ab+ 8
X
cyc

a2bc+ 4
X
cyc

a2b2 � abc
 X
cyc

a2b+ abc

!
Ti¸p töc sû döng b§t �¯ng thùc tr¶n,ta c¦n chùng minh

64� 32
X
cyc

ab+ 8
X
cyc

a2bc+ 4
X
cyc

a2b2 � 4abc

, 16� 8q + q2 � r � 0
vîi q = ab+ bc+ ca; r = abc.
�p döng b§t �¯ng thùc AM-GM, ta câ q2 � 9r n¶n c¦n chùng minh

16� 8q + q2 � q
2

9
� 0

, (q � 3)(q � 6) � 0:
B§t �¯ng thùc cuèi hiºn nhi¶n �óng n¶n ta câ �pcm.
�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1 ho°c a = 2; b = 1; c = 0 ho°c c¡c ho¡n và t÷ìng ùng. �

7



3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

V½ dö 11 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c: Chùng minh r¬ng

1

a
+
1

b
+
1

c
� 3a

a2 + 2bc
+

3b

b2 + 2ca
+

3c

c2 + 2ab
:

(D÷ìng �ùc L¥m)

�°t a := 1
a ; b :=

1
b ; c :=

1
c ; b§t �¯ng thùc c¦n chùng minh t÷ìng �÷ìng vîiX

cyc

a � 3abc
X
cyc

1

2a2 + bc

,
X
cyc

a(a2 � bc)
2a2 + bc

� 0

, 3
X
cyc

a3

2a2 + bc
�
X
cyc

a

�p döng b§t �¯ng thùc Cauchy-Schwarz, ta câ

X
cyc

a3

2a2 + bc
�

 P
cyc
a2

!2
2
P
cyc
a3 + 3abc

�¸n �¥y, ta c¦n chùng minh

3

 X
cyc

a2

!2
�
 X
cyc

a

! 
2
X
cyc

a3 + 3abc

!
Gi£ sû a+ b+ c = 1; chuyºn v· d¤ng p; q; r, b§t �¯ng thùc trð th nh

3(1� 2q)2 � 2� 6q + 9r

Sû döng b§t �¯ng thùc q2 � 3r; ta c¦n chùng minh

3(1� 2q)2 � 2� 6q + 3q2

, 3� 12q + 12q2 � 2� 6q + 3q2

, (1� 3q)2 � 0 (�óng):

Vªy ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c:

V½ dö 12 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c: Chùng minh r¬ng

a4(b+ c) + b4(c+ a) + c4(a+ b) � 1

12
(a+ b+ c)5:

(Vasile Cirtoaje)

LÍI GI�I. Chu©n hâa cho p = 1, b§t �¯ng thùc trð th nh

(1� 3q)q + (5q � 1)r � 1

12

�¸n �¥y ta sû döng mët thõ thuªt khi dòng b§t �¯ng thùc Schur, �â l  chia tr÷íng hñp �º gi£i quy¸t

8



3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

N¸u q � 1
5 th¼ ta câ

(1� 3q)q + (5q � 1)r � (1� 3q)q = 1

3
(1� 3q) � 3q � 1

3

�
1� 3q + 3q

2

�2
=
1

12

N¸u q > 1
5 ; ta câ

(1� 3q)q + (5q � 1)r � (1� 3q)q + (5q � 1) � q
9
=
1

36
(�88q2 + 32q � 3) + 1

12
<
1

12
:

Vªy b§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh.
�¯ng thùc x£y ra khi a = 0; b = 3+

p
3

6 ; c = 3�
p
3

6 v  c¡c ho¡n và �
Vîi k¾ thuªt x²t tr÷íng hñp �º gi£i, chóng ta câ thº d¹ d ng gi£i quy¸t c¡c b i to¡n sau

B i to¡n 1 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 1: Chùng minh r¬ng

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2) � 1

32
:

H×ÎNG D�N. Nh¥n v o rçi rót gån, chuyºn b§t �¯ng thùc v· d¤ng p; q; r, ta c¦n chùng minh

q2 � 2q3 � r(2 + r � 4q) � 1

32

�¸n �¥y chóng ta x²t 2 tr÷íng hñp q � 1
4 v  q >

1
4 : �

B i to¡n 2 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n abc = 1: Chùng minh r¬ng

a

a2 + 3
+

b

b2 + 3
+

c

c2 + 3
� 3

4
:

(D÷ìng �ùc L¥m)

H×ÎNG D�N. �÷a b§t �¯ng thùc v· mët h m theo p

f(p) = 27p2 � (54 + 12q)p+ 9q2 � 58q + 120 � 0

�¸n �¥y chóng ta chia th nh 2 tr÷íng hñp 18q � 58 + 12p v  18q � 58 + 12p �

V½ dö 13 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a2 + b2 + c2 = 8. Chùng minh r¬ng

4(a+ b+ c� 4) � abc:

(Nguy¹n Phi Hòng)

LÍI GI�I. Theo gi£ thi¸t, ta câ p2 � 2q = 8: M°t kh¡c, theo b§t �¯ng thùc Schur bªc 4, ta câ

r � (4q � p2)(p2 � q)
6p

=
(p2 � 16)(p2 + 8)

12p

V¼ vªy, ta c¦n chùng minh
(p2 � 16)(p2 + 8)

12p
� 4(p� 4)

, (p� 4)2(p2 + p� 8)
12p

� 0 (�óng):

�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = 2; c = 0 ho°c c¡c ho¡n và t÷ìng ùng. �

9



3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

V½ dö 14 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 1: Chùng minh r¬ng
p
a2 + abc

b+ ca
+

p
b2 + abc

c+ ab
+

p
c2 + abc

a+ bc
� 1

2
p
abc

:

LÍI GI�I. �êi bi¸n th nh p; q; r, ta câ bê �·

r � q2(1� q)
2(2� 3q)

�p döng BDT Cauchy-Schwarz, ta câ"X
cyc

p
a2 + abc

(b+ c)(b+ a)

#2
�

"X
cyc

a

(a+ b)(b+ c)

# X
cyc

a+ c

b+ c

!

=

P
cyc
a2 +

P
cyc
ab

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

 X
cyc

a+ c

b+ c

!

Ta câ X
cyc

a+ c

b+ c
=
X
cyc

1

b+ c
�
X
cyc

b

b+ c
�
X
cyc

1

b+ c
� (a+ b+ c)2P

cyc
a2 +

P
cyc
ab

N¶n ta c¦n chùng minh P
cyc
a2 +

P
cyc
ab

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

264X
cyc

1

b+ c
� 1P

cyc
a2 +

P
cyc
ab

375 � 1

4abc

, 1� q
q � r

�
1 + q

q � r �
1

1� q

�
� 1

4r

, 4(1� q2)
q � r � 4 � q � r

r

, 4(1� q2)
q � r � q

r
� 3

Sû döng bê �·, ta câ

V T � 4(1� q2)
q � q2(1�q)

2(2�3q)

� q
q2(1�q)
2(2�3q)

= 3� q(1� 3q)(5� 7q)
(1� q)(4� 7q + q2) � 3:

Vªy ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1
3 :

Nhªn x²t 1 Vîi b i to¡n n y, chóng tæi câ 2 c¥u häi thó và xin d nh cho c¡c b¤n

1. Chùng minh bê �· m  chóng tæi �¢ n¶u ð tr¶n.

2. H¢y ch¿ ra con �÷íng �º t¼m bê �· n y.

�
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3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

V½ dö 15 Cho c¡c sè thüc d÷ìng a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 1. Chùng minh r¬ng

4

81(ab+ bc+ ca)
+ abc � 5

27
:

(Vã Th nh V«n)

LÍI GI�I. �p döng b§t �¯ng thùc Schur, ta câ

r � p(4q � p2)
9

=
4q � 1
9

B§t �¯ng thùc c¦n chùng minh t÷ìng �÷ìng vîi

4

81q
+ r � 5

27

Sû döng b§t �¯ng thùc Schur, ta c¦n chùng minh

4

81q
+
4q � 1
9

� 5

27

, 4

81q
+
4q

9
� 8

27

B§t �¯ng thùc tr¶n hiºn nhi¶n �óng theo b§t �¯ng thùc AM-GM n¶n ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿
khi a = b = c = 1

3 : �

V½ dö 16 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n ab+ bc+ ca = 1: Chùng minh r¬ng

ab+ 1

a+ b
+
bc+ 1

b+ c
+
ca+ 1

c+ a
� 3:

(Nguy¹n M¤nh Dông)

LÍI GI�I. Ta câ
ab+ 1

a+ b
+
bc+ 1

b+ c
+
ca+ 1

c+ a
� 3

,
X
cyc

(ab+ 1)(c+ a)(c+ b) � 3(a+ b)(b+ c)(c+ a)

,
X
cyc

(ab+ 1)(c2 + 1) � 3[(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)� abc]

, (a2 + b2 + c2) + ab+ bc+ ca+ abc(a+ b+ c) + 3 + 3abc � 3(a+ b+ c)

, (a+ b+ c)2 + abc(a+ b+ c+ 3) + 2 � 3(a+ b+ c)

�°t p = a+ b+ c; q = ab+ bc+ ca = 1; r = abc: B§t �¯ng thùc c¦n chùng minh trð th nh

p2 + r(p+ 3)� 3p+ 2 � 0

, (p� 1)(p� 2) + r(p+ 3) � 0

N¸u p � 2 th¼ b§t �¯ng thùc hiºn nhi¶n �óng.
N¸u 2 � p �

p
3; ¡p döng b§t �¯ng thùc Schur, ta câ

p3 + 9r � 4pq

11



3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

, r � 4p� p3
9

Ta c¦n chùng minh

p2 � 3p+ 2 + (p+ 3) � 4p� p
3

9
� 0

, p4 + 3p3 � 13p2 + 15p� 18 � 0

, (p� 2)(p3 + 5p2 � 3p+ 9) � 0

B§t �¯ng thùc cuèi hiºn nhi¶n �óng v¼ p � 2 v 

p3 + 5p2 � 3p+ 9 = p3 + 4p2 +
�
p� 3

2

�2
+
27

4
> 0

Ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = 1; c = 0 ho°c c¡c ho¡n và �

V½ dö 17 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n abc = 1: Chùng minh r¬ng

1

a2
+
1

b2
+
1

c2
+ 3 � 2(a+ b+ c):

(Vietnam MO 2006, B)

LÍI GI�I. �°t x = 1
a ; y =

1
b ; z =

1
c , ta câ xyz = 1, �çng thíi �êi bi¸n th nh p; q; r, ta câ b§t �¯ng thùc trð

th nh �

p2 � 2q + 3 � 2q

, 4q � p2 � 3

M  b§t �¯ng thùc tr¶n �óng theo b§t �¯ng thùc Schur n¶n ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi
a = b = c = 1:

V½ dö 18 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng vîi måi k � 1;
ta luæn câ

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
+ k

(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)

a3 + b3 + c3
� 2

p
k + 1:

(Ph¤m Sinh T¥n)

LÍI GI�I. �êi bi¸n b§t �¯ng thùc theo p; q; r v  chu©n hâa cho p = 1. Ta c¦n chùng minh b§t �¯ng thùc

1� 2q + 3r
q � r + k

q

1� 3q + 3r � 2
p
k + 1

Ta câ

1� 2q + 3r
q � r + k

q

1� 3q + 3r =
1� 3q + 3r
q � r + k

q

1� 3q + 3r + 1

� 1� 3q + 3r
q

+ k
q

1� 3q + 3r + 1 � 2
p
k + 1:

�¯ng thùc x£y ra khi (a; b; c) =
�p

k+2
p
k�3+

p
k+1

2 x; x; 0

�
ho°c c¡c ho¡n và t÷ìng ùng. �

Mët sè b i tªp t÷ìng tü
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3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

B i to¡n 3 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c: Chùng minh r¬ng vîi måi k � 1; ta luæn câ

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
+ k

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

a3 + b3 + c3
� 2

p
k + 1:

(Ph¤m Sinh T¥n)

B i to¡n 4 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
+
9(ab+ bc+ ca)

a2 + b2 + c2
� 6:

(Ph¤m Sinh T¥n)

V½ dö 19 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng�
a

b+ c

�2
+

�
b

c+ a

�2
+

�
c

a+ b

�2
+

10abc

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
� 2:

(D÷ìng �ùc L¥m)

LÍI GI�I. �°t x = 2a
b+c ; y =

2b
c+a ; z =

2c
a+b , ta câ

xy + yz + zx+ xyz = 4

B§t �¯ng thùc trð th nh
x2 + y2 + z2 + 5xyz � 8

�÷a b§t �¯ng thùc v· d¤ng p; q; r, tø gi£ thi¸t, ta câ q + r = 4 v  b§t �¯ng thùc trð th nh

p2 � 2q + 5r � 8

, p2 � 7q + 12 � 0
N¸u 4 � p, sû döngb§t �¯ng thùc Schur, ta câ

r � p(4q � p2)
9

) 4 � q + p(4q � p
2)

9

, q � p3 + 36

4p+ 9

) p2 � 7q + 12 � p2 � 7(p
3 + 36)

4p+ 9
+ 12

N¶n ta ch¿ c¦n chùng minh �÷ñc

p2 � 7(p
3 + 36)

4p+ 9
+ 12 � 0

, (p� 3)(p2 � 16) � 0
�i·u n y �óng v¼ 4 � p �

p
3q � 3:

N¸u p � 4, ta câ p2 � 16 � 4q n¶n

p2 � 2q + 5r � p2 � 2q � p2

2
� 8

Vªy b§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh. �¯ng thùc x£y ra khi x = y = z = 1 ho°c x = y = 2; z = 0 ho°c c¡c
ho¡n và t÷ìng ùng. �
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3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

V½ dö 20 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 3: Chùng minh r¬ng

1

6� ab +
1

6� bc +
1

6� ca �
3

5
:

(Vasile Cirtoaje)

LÍI GI�I. Chuyºn �êi b§t �¯ng thùc v· nh÷ sau

108� 48q + 13pr � 3r2 � 0

, 4(9� 4q + 3r) + r(1� r) � 0

Ta th§y b§t �¯ng thùc tr¶n �óng do

r = abc �
�
a+ b+ c

3

�3
= 1

v  theo b§t �¯ng thùc Schur th¼

3r � 3p(4q � p2)
9

= 4q � 9

) 3r + 9� 4q � 0:

Vªy b§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh.
�¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c = 1 ho°c a = 0; b = c = 3

2 ho°c c¡c ho¡n và t÷ìng ùng. �

V½ dö 21 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng

a2(b+ c)

b2 + c2
+
b2(c+ a)

c2 + a2
+
c2(a+ b)

a2 + b2
� a+ b+ c:

(Darij Grinberg)

LÍI GI�I. �p döng b§t �¯ng thùc Cauchy-Schwarz, ta c¦n chùng minh"X
cyc

a2(b+ c)2

#2
�
 X
cyc

a

!"X
cyc

a2(b+ c)(b2 + c2)

#

�êi bi¸n theo p; q; r, khi �â b§t �¯ng thùc vi¸t th nh

r(2p3 + 9r � 7pq) � 0

�p döng BDT Schur, ta câ p3 + 9r � 4pq v  b§t �¯ng thùc quen thuëc p2 � 3q � 0, ta câ �pcm. �¯ng thùc
x£y ra khi v  ch¿ khi a = b = c ho°c a = b; c = 0: �

V½ dö 22 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 1: Chùng minh r¬ng

5(a2 + b2 + c2) � 6(a3 + b3 + c3) + 1:

LÍI GI�I. �êi bi¸n v· p; q; r; ta c¦n chùng minh

5� 10q � 6(1� 3q + 3r) + 1

, 18r � 8q + 2 � 0

M«c kh¡c, b§t �¯ng thùc tr¶n �óng theo b§t �¯ng thùc Schur n¶n ta câ �pcm. �
V  mët v½ dö �iºn h¼nh cho ph÷ìng ph¡p n y l  b§t �¯ng thùc Iran 1996
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3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

V½ dö 23 Cho c¡c sè khæng ¥m x; y; z; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0. Chùng minh r¬ng

(xy + yz + zx)

�
1

(x+ y)2
+

1

(y + z)2
+

1

(z + x)2

�
� 9

4
:

(Iran MO 1996, Ji Chen)

LÍI GI�I. Sû döng ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n p; q; r, ta chuyºn b§t �¯ng thùc v· d¤ng nh÷ sau

q

�
(p2 + q)2 � 4p(pq � r)

(pq � r)2

�
� 9

4

Bi¸n �êi t÷ìng �÷ìng, rót gån, ta c¦n chùng minh

4p4q � 17p2q2 + 4q3 + 34pqr � 9r2 � 0

, pq(p3 � 4pqr + 9r) + q(p4 � 5p2q + 4q2 + 6pr) + r(pq � 9r) � 0
B§t �¯ng thùc cuèi �óng n¶n ta câ �pcm. �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi x = y = z ho°c x = y; z = 0 ho°c
c¡c ho¡n và t÷ìng ùng. �
Qua c¡c v½ dö tr¶n, câ l³ c¡c b¤n công �¢ �÷ñc h¼nh dung ½t nhi·u v· b§t �¯ng thùc Schur v  nhúng ùng döng
cõa nâ trong ph÷ìng ph¡p �êi bi¸n p; q; r: �º k¸t thóc b i vi¸t n y, míi c¡c b¤n còng gi£i mët sè b i tªp sau

B i to¡n 5 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a3 + b3 + c3 = 3. Chùng minh r¬ng

a4b4 + b4c4 + c4a4 � 3:

(Vasile Cirtoaje)

B i to¡n 6 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c: Chùng minh r¬ng

a2 + b2 + c2 + 2abc+ 1 � 2(ab+ bc+ ca):

(Darij Grinberg)

B i to¡n 7 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a2 + b2 + c2 = 3. Chùng minh r¬ng

12 + 9abc � 7(ab+ bc+ ca):

(Vasile Cirtoaje)

B i to¡n 8 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n abc = 1: Chùng minh r¬ng

1

a2 � a+ 1 +
1

b2 � b+ 1 +
1

c2 � c+ 1 � 3:

(Vô �¼nh Quþ)

B i to¡n 9 Cho c¡c sè thüc a; b; c thäa m¢n a2 + b2 + c2 = 9. Chùng minh r¬ng

2(a+ b+ c)� abc � 10:

(Vietnam MO 2002, Tr¦n Nam Dông)

B i to¡n 10 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n abc = 1: Chùng minh r¬ng

1 +
3

a+ b+ c
� 6

ab+ bc+ ca
:

(Vasile Cirtoaje)

15



3.2 Phương pháp đổi biến p; q; r 3 CÁC VÍ DỤ MINH HỌA

B i to¡n 11 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n abc = 1: Chùng minh r¬ng

2(a2 + b2 + c2) + 12 � 3(a+ b+ c) + 3(ab+ bc+ ca)

(Balkan MO)

B i to¡n 12 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: Chùng minh r¬ng vîi måi
k � 3; ta

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
+

k

a+ b+ c
� 2

p
k + 1p

ab+ bc+ ca
:

(Ph¤m Kim Hòng)

B i to¡n 13 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n ab+ bc+ ca+ 6abc = 9. Chùng minh r¬ng

a+ b+ c+ 3abc � 6:

(L¶ Trung Ki¶n, Vã Quèc B¡ C©n)

B i to¡n 14 Cho c¡c sè khæng ¥m x; y; z; khæng câ 2 sè n o �çng thíi b¬ng 0: T¼m h¬ng sè a nhä nh§t �º
b§t �¯ng thùc sau �óng�

x+ y + z

3

�a�
xy + yz + zx

3

� 3�a
2

� (x+ y)(y + z)(z + x)

8
:

(Ivan Borsenco, Irurie Boreico)

B i to¡n 15 Cho c¡c sè d÷ìng a; b; c thäa m¢n abc = 1: Chùng minh r¬ng

a+ b+ c

3
� 10

r
a3 + b3 + c3

3
:

B i to¡n 16 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 1: Chùng minh r¬ng

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
+ 2abc � 247

54
:

B i to¡n 17 Cho a; b; c 2 [1; 2]: Chùng minh r¬ng

a2(b+ c) + b2(c+ a) + c2(a+ b) � 7abc:

B i to¡n 18 Cho c¡c sè khæng ¥m a; b; c thäa m¢n a+ b+ c = 3: Chùng minh r¬ng

5� ab
1 + c

+
5� bc
1 + a

+
5� ca
1 + b

� ab+ bc+ ca:

(Vasile Cirtoaje)

CHÓC C�C B�N TH�NH CÆNG!!!
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Dồn biến cổ điển và bất đẳng thức
Jack Garfunkel

Võ Quốc Bá Cẩn
Đại học Y Dược Cần Thơ

Ngày 9 tháng 5 năm 2008

Tóm tắt nội dung

Trong bài này, chúng ta sẽ giới thiệu một cách chứng minh bằng phép dồn
biến cổ điển cho bất đẳng thức sau

ap
a+ b

+
bp
b+ c

+
cp
c+ a

� 5

4

p
a+ b+ c

Bất đẳng thức này được tác giả Jack Garfunkel đề nghị trên tạp chí Crux
Magazine năm 1991 (bài toán 1490). Đây là một bài toán hay và khó mặc dù
hiện nay đã nhận được nhiều lời giải cho nó nhưng một lời giải bằng phép dồn
biến thuần túy thì đến nay vẫn chưa nhận được.

Trước hết chúng ta cần có kết quả sau làm bổ đề phụ trợ cho chứng minh bất đẳng
thức Jack Garfunkel

Bài toán 1 Cho các số không âm a; b; c; tất cả không đồng thời bằng 0: Chứng minh
rằng

a

4a+ 4b+ c
+

b

4b+ 4c+ a
+

c

4c+ 4a+ b
� 1

3
:

(Phạm Kim Hùng)

Lời giải. Chuẩn hóa cho a+ b+ c = 3; khi đó bất đẳng thức trở thành

a

3� c +
b

3� a +
c

3� b � 1

, a(3� a)(3� b) + b(3� b)(3� c) + c(3� c)(3� a) � (3� a)(3� b)(3� c)
, a2b+ b2c+ c2a+ abc � 4

Không mất tính tổng quát, giả sử b là số hạng nằm giữa a và c; thế thì ta có

c(b� a)(b� c) � 0

1



) b2c+ c2a � abc+ bc2

) a2b+ b2c+ c2a+ abc � b(a+ c)2 =
1

2
� 2b � (a+ c) � (a+ c)

� 1

2

�
2b+ a+ c+ a+ c

27

�3
= 4:

Bất đẳng thức được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c
hoặc (a; b; c) � (2; 1; 0):

Nhận xét 1 Đây là một bổ đề khá chặt và có thể được dùng để giải nhiều bài toán
khác, các bạn hãy ghi nhớ nó nhé! Ngoài ra, chúng ta có thể làm mạnh bổ đề như sau

a2b+ b2c+ c2a+ abc+
1

2
abc(3� ab� bc� ca) � 4

(Võ Quốc Bá Cẩn)

Bây giờ chúng ta sẽ đi đến giải quyết bài toán chính

Bài toán 2 Cho các số không âm a; b; c, không có 2 số nào đồng thời bằng 0: Chứng
minh rằng

ap
a+ b

+
bp
b+ c

+
cp
c+ a

� 5

4

p
a+ b+ c:

(Jack Garfunkel)

Lời giải. Ta xét 2 trường hợp
Trường hợp 1. c � b � a; khi đó sử dụng bất đẳng thức Cauchy Schwarz, ta có�

ap
a+ b

+
bp
b+ c

+
cp
c+ a

�2
� (a+ b+ c)

�
a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a

�
Lại có do c � b � a nên

a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a
=

3

2
+
1

2

�
a� b
a+ b

+
b� c
b+ c

+
c� a
c+ a

�
=

3

2
� (c� a)(c� b)(b� a)
(a+ b)(b+ c)(c+ a)

� 3

2
<
25

16

Nên hiển nhiên
ap
a+ b

+
bp
b+ c

+
cp
c+ a

� 5

4

p
a+ b+ c

Trường hợp 2. a � b � c:

2



Trường hợp 2.1. 11
5 b � a; khi đó sử dụng bất đẳng thức Cauchy Schwarz, ta có X

cyc

ap
a+ b

!2
�

"X
cyc

a(4a+ 4b+ c)

a+ b

# X
cyc

a

4a+ 4b+ c

!

=

"
3
X
cyc

a+
X
cyc

a(a+ b+ c)

a+ b

# X
cyc

a

4a+ 4b+ c

!

=

 X
cyc

a

! 
3 +

X
cyc

a

a+ b

! X
cyc

a

4a+ 4b+ c

!

Theo kết quả bài toán trước, ta cóX
cyc

a

4a+ 4b+ c
� 1

3

Nên ta chỉ cần chứng minh được X
cyc

a

a+ b
� 27

16

, (11a2 + 6ab� 5b2)c+ (ab+ c2)(11b� 5a) � 0 (đúng)

Trường hợp 2.2. a � 11
5 b; đặt f(a; b; c) = ap

a+b
+ bp

b+c
+ cp

c+a
: Vì bài toán này có

đẳng thức xảy ra tại a = 3; b = 1; c = 0 nên ý tưởng của chúng ta sẽ là dồn 1 biến về
0, tức là chứng minh

f(a; b; c) � f(a1; b1; 0)

với a1 + b1 = a+ b+ c:
Việc làm này nói có vẻ rất đơn giản nhưng khi thực hiện, bạn sẽ thấy rất khó vì các
biểu thức trong căn rất khó cho ta để đánh giá chúng, và nếu chúng ta cứ "cố chấp"
một giá trị a1; b1 hoài khi dồn biến thì cũng rất khó mà ta phải linh động hơn, tùy
theo những trường hợp cụ thể mà chọn a1; b1 thích hợp ứng với những trường hợp ấy.
Chúng ta sẽ xét những trường hợp nhỏ như sau
Trường hợp 2.2.1. a � 3b; khi đó ta sẽ chứng minh

ap
a+ b

�
a+ c

2p
a+ b+ c

, a2(a+ b+ c) �
�
a2 + ac+

c2

4

�
(a+ b)

, 1

4
c4(a+ b) � 0 (đúng)

3



và
bp
b+ c

+
cp
c+ a

�
r
b+

c

2

Do a � 3b nên ta chỉ cần chứng minh được

bp
b+ c

+
cp
3b+ c

�
r
b+

c

2

, b2

b+ c
+

c2

3b+ c
+

2bcp
(b+ c)(3b+ c)

� b+ c

2

, c2

3b+ c
+

2bcp
(b+ c)(3b+ c)

� c

2
+

bc

b+ c

, c

3b+ c
+

2bp
(b+ c)(3b+ c)

� b

b+ c
+
1

2

Do b � c nên 3b+ c � 2(b+ c); suy ra

2bp
(b+ c)(3b+ c)

�
p
2b

b+ c
� 3b

2(b+ c)

Lại có
1

2
+

b

b+ c
� c

3b+ c
� 3b

2(b+ c)
=

c(b� c)
2(b+ c)(3b+ c)

� 0

Từ đây, ta đi đến
f(a; b; c) � f

�
a+

c

2
; b+

c

2
; 0
�

Trường hợp 2.2.2. 3b � a � 5
2b; khi đó, ta sẽ chứng minh

ap
a+ b

�
a+ 3

8cp
a+ b+ c

, a2(a+ b+ c) �
�
a2 +

3

4
ac+

9

64
c2
�
(a+ b)

, 9

64
c2(a+ b) +

1

4
ca(3b� a) � 0 (đúng)

và
bp
b+ c

+
cp
c+ a

�
r
b+

5

8
c

4



Tương tự như trên, ta chỉ cần chứng minh được

bp
b+ c

+
cq
c+ 5

2b
�
r
b+

5

8
c

, b2

b+ c
+

c2

5
2b+ c

+
2bcq

(b+ c)(52b+ c)
� b+ 5

8
c

, c2

5
2b+ c

+
2bcq

(b+ c)(52b+ c)
� 5

8
c+

bc

b+ c

, c
5
2b+ c

+
2bq

(b+ c)(52b+ c)
� b

b+ c
+
5

8

Do b � c nên
5

2
b+ c � 7

4
(b+ c) =

28

16
(b+ c) � 25

16
(b+ c)

) 2bq
(b+ c)( 52b+ c)

� 8b

5(b+ c)

Lại có
5

8
+

b

b+ c
� 8b

5(b+ c)
� c

5
2b+ c

=
(b+ 10c)(5b� 3c)
40(b+ c)(5b+ 2c)

� 0

Vậy nên

f(a; b; c) � f
�
a+

3

8
c; b+

5

8
c; 0

�
Trường hợp 2.2.3. 5

2b � a �
11
5 b; khi đó ta sẽ chứng minh

ap
a+ b

�
a+ 5

14cp
a+ b+ c

, a2(a+ b+ c) �
�
a2 +

5

7
ac+

25

196
c2
�
(a+ b)

, 25

196
c2(a+ b) +

1

7
ca(5b� 2a) � 0 (đúng)

và
bp
b+ c

+
cp
c+ a

�
r
b+

9

14
c

5



Tương tự như trên, ta chỉ cần chứng minh được

bp
b+ c

+
cq

c+ 11
5 b

�
r
b+

9

14
c

, b2

b+ c
+

c2

11
5 b+ c

+
2bcq

(b+ c)( 115 b+ c)
� b+ 9

14
c

, c2

11
5 b+ c

+
2bcq

(b+ c)( 115 b+ c)
� 9

14
c+

bc

b+ c

, c
11
5 b+ c

+
2bq

(b+ c)( 115 b+ c)
� b

b+ c
+
9

14

Do b � c nên
11

5
b+ c � 8

5
(b+ c) � 25

16
(b+ c)

) 2bq
(b+ c)(115 b+ c)

� 8b

5(b+ c)

Lại có
9

14
+

b

b+ c
� 8b

5(b+ c)
� c

11
5 b+ c

=
33b2 + 160bc� 125c2
70(b+ c)(5b+ 2c)

� 0

Vậy nên

f(a; b; c) � f
�
a+

5

14
c; b+

9

14
c; 0

�
Như vậy, ta chỉ cần xét bài toán trong trường hợp có 1 biến bằng 0 là đủ. Không mất
tính tổng quát, giả sử c = 0: Khi đó bất đẳng thức trở thành

ap
a+ b

+
p
b � 5

4

p
a+ b

, a+
p
b(a+ b) � 5

4
(a+ b)

, 4
p
b(a+ b) � a+ 5b

,
�p
a+ b� 2

p
b
�2
� 0 (đúng):

Bài toán được giải quyết xong.
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Nhận xét 2 Trong lời giải trên, mặc dù không sử dụng máy tính phụ trợ nhưng tại
sao ta lại chia được trường hợp có số lẻ 5

2? Câu trả lời xin được dành cho các bạn.
Đây là một lời giải dài và khá phức tạp nhưng nó gợi mở cho chúng ta nhiều điều
trong việc sử dụng phép dồn biến. Từ xưa đến nay, chúng ta thường "cổ hữu" chỉ khư
khư một số kiểu dồn biến, chẳng hạn như

f(a; b; c) � f
�
a+ b

2
;
a+ b

2
; c

�
f(a; b; c) � f(a+ c; b; 0)

f(a; b; c) � f
�
a+

c

2
; b+

c

2
; 0
�

Nhưng những điều này không phải lúc nào cũng luôn có mà chỉ có trong một số rất ít
trường hợp. Vì thế, chúng ta cần linh động hơn nữa trong phép dồn biến, chẳng hạn
trong bài này

f(a; b; c) � f(a1; b1; 0)
với a1 + b1 = a+ b+ c:
Đây là một ý tưởng độc đáo và khá thú vị.

Phần cuối cùng của bài viết, chúng tôi xin được giới thiệu cùng các bạn một số chứng
minh khác mà chúng tôi được biết cho bài toán đẹp này.
Lời giải 2. 1Đặt b+ c = x2; c+ a = y2; a+ b = z2 với x; y; z > 0; từ đây ta được

a =
y2 + z2 � x2

2
� 0; b =

z2 + x2 � y2
2

� 0; c =
x2 + y2 � z2

2
� 0

Bất đẳng thức đã cho được viết lại thành

y2 + z2 � x2
z

+
z2 + x2 � y2

x
+
x2 + y2 � z2

y
� 5

4

p
2(x2 + y2 + z2)

, x+ y + z +
(x+ y + z)(x� y)(y � z)(z � x)

xyz
� 5

4

p
2(x2 + y2 + z2)

Từ đây, không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử x � z � y2; khi đó sử dụng bất
đẳng thức Cauchy Schwarz, ta cóp

2(x2 + y2 + z2) � x+
p
y2 + z2

Nên ta chỉ cần chứng minh được

x+ y + z +
(x+ y + z)(x� y)(y � z)(z � x)

xyz
� 5

4

�
x+

p
y2 + z2

�
1By G.P. Henderson
2why?
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, f(x) � 0

với

, f(t) = 4(z � y)t3 � t2yz +
�
4y3 + 4y2z + 4yz2 � 4z3 � 5yz

p
y2 + z2

�
t

+4yz(z2 � y2) � 0

Nếu y = z thì ta có

f(x) = �xy2
h
(x� y) +

�
5
p
2� 7

�
y
i
< 0

Nếu z > y; ta có

lim
t!�1

f(t) = �1; f(0) = 4yz(z2 � y2) > 0; lim
t!1

f(t) =1

Lại có

f(z) = �yz2
h
5
p
y2 + z2 � 4y � 3z

i
= � yz2(3y � 4z)2

5
p
y2 + z2 + 4y + 3z

< 0

f
�p

y2 + z2
�
= 2yz

�
4y
p
y2 + z2 � 5y2 � z2

�
= �2yz

�p
y2 + z2 � 2y

�2
� 0

Ta suy ra được f(t) có 3 nghiệm thực, cụ thể, 1 nghiệm âm, 1 nghiệm thuộc (0; z)
và một nghiệm thuộc

hp
y2 + z2;1

�
: Mặt khác, f(t) là một hàm đa thức bậc 3 với

hệ số thực nên nó có tối đa 3 nghiệm.Từ đây, ta suy ra được f(t) có đúng 3 nghiệm:
t0 < 0; t1 2 (0; z); t2 2

hp
y2 + z2;1

�
: Từ đây, bằng cách lập bảng xét dấu, ta thấy

f(t) � 0 8t1 � t � t2

Mà ta có
t1 < z � x �

p
y2 + z2 � t2

nên hiển nhiên ta có
f(x) � 0:

Bất đẳng thức được chứng minh xong.

Nhận xét 3 Đây là một chứng minh hay và đặc sắc dựa trên tính chất về dấu của
hàm đa thức bậc 3 nhưng để nghĩ đến được điều này quả thật không phải dễ...
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Lời giải 3. 3Sử dụng bất đẳng thức Cauchy Schwarz, ta có X
cyc

ap
a+ b

!2
�
"X
cyc

a(5a+ b+ 9c)

#"X
cyc

a

(a+ b)(5a+ b+ 9c)

#

= 5

 X
cyc

a

!2 "X
cyc

a

(a+ b)(5a+ b+ 9c)

#

Ta cần chứng minh  X
cyc

a

!"X
cyc

a

(a+ b)(5a+ b+ 9c)

#
� 5

16

Nhưng bất đẳng thức này hiển nhiên đúng vì

5

16
�
 X
cyc

a

!"X
cyc

a

(a+ b)(5a+ b+ 9c)

#
=
A+B

C

trong đó

A =
X
cyc

ab(a+ b)(a+ 9b)(a� 3b)2 � 0

B = 243
X
cyc

a3b2c+ 835
X
cyc

a2b3c+ 232
X
cyc

a4bc+ 1230a2b2c2 � 0

C = 16(a+ b)(b+ c)(c+ a)(5a+ b+ 9c)(5b+ c+ 9a)(5c+ a+ 9b) > 0:

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a3 =
b
1 =

c
0 hoặc các hoán vị tương ứng.

Chúng ta còn có 3 lời giải khác cho bài toán này, 1 bằng dồn biến toàn miền, 1 bằng
dồn biến-khảo sát hàm số, 1 bằng kỹ thuật pqr nhưng trên quan niệm cá nhân, chúng
tôi cho rằng những lời giải ấy đều không mang nét đặc sắc riêng nên chúng tôi sẽ
không giới thiệu chúng ở đây.
Chúng tôi xin được kết thúc bài viết ở đây. Xin cảm ơn các bạn đã theo dõi bài viết
này!

Regards

Võ Quốc Bá Cẩn

3By Võ Quốc Bá Cẩn, due to CYH techniques
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