




LỜI NÓI ĐẦU

Ngay từ năm 1736, nhà toán học Euler đã giải quyết thành công bài toán tổ hợp về bảy cây
cầu ở thành phố Königsberg, Đức (nay là Kaliningrad, Nga) nằm trên sông Pregel, bao gồm
hai hòn đảo lớn nối với nhau và với đất liền bởi bảy cây cầu. Bài toán được đặt ra là “Có thể
đi theo một tuyến đường mà đi qua mỗi cây cầu đúng một lần rồi quay lại điểm xuất phát hay
không ?”. Và kể từ đó đến nay, trải qua nhiều thăng trầm của lịch sử, lí thuyết tổ hợp vẫn phát
triển mạnh mẽ, đóng góp nhiều cho sự phát triển của khoa học và kĩ thuật hiện đại. Chúng ta
thường gặp các bài toán tổ hợp trong các mô hình sản xuất như “Lập lịch cho một cơ quan”,
xuất hiện trong giải pháp an toàn giao thông với các mô hình “Đặt các trạm xe bus tối ưu nhất
trong một thành phố”, vào quản lí con người với mô hình “Lập thời khoá biểu và phân việc”,. . . ,
hoặc có thể ứng dụng gián tiếp trong các thuật toán giải các bài toán tối ưu trong các phần
mềm máy tính như thuật toán tìm kiếm của Google, Yahoo,. . . , hay các phần mềm ứng dụng
mà chúng ta vẫn đang sử dụng hàng ngày. Chính vì vậy toán tổ hợp luôn dành được sự quan
tâm rất lớn từ các nhà toán học, các thầy, cô giáo và các bạn học sinh yêu thích môn toán.

Toán tổ hợp là một lớp các bài toán khó, thường xuất hiện trong các kì thi học sinh giỏi cấp
tỉnh, thành phố, cấp quốc gia, quốc tế. Do đó, giải quyết thành thạo và có vốn kiến thức chắc
chắn, sâu rộng về toán tổ hợp là niềm mong ước của nhiều giáo viên và học sinh. Mặc dù toán
tổ hợp quan trọng như vậy nhưng các tài liệu về toán tổ hợp, rời rạc dành cho học sinh giỏi ở
Việt Nam vẫn còn rất ít và hạn chế. Xuất phát từ thực tế trên và với mục đích cung cấp tài
liệu chất lượng gồm nhiều chuyên đề toán tổ hợp nâng cao giúp cho việc học tập của học sinh
tốt hơn và các thầy, cô giáo có thêm tài liệu giảng dạy, nhóm biên soạn bao gồm các giáo viên,
các sinh viên hệ cử nhân tài năng toán, các học sinh giỏi quốc gia, quốc tế đến từ mọi miền
của Tổ quốc đã cùng nhau viết nên các chuyên đề, các bài giảng về toán tổ hợp nâng cao.

“Tuyển tập các chuyên đề tổ hợp” ra đời đánh dấu cho thành công lớn trong việc chia sẻ tri
thức cho cộng đồng các bạn yêu thích môn toán, mà ở đó những kinh nghiệm làm bài, những
cách giải hay và sáng tạo có được từ sự đúc kết trong thời gian học tập của nhiều thành viên
đã và đang là học sinh giỏi quốc gia, quốc tế hay đầy tính sư phạm của các giáo viên tích lũy
được trong quá trình tham gia học tập, giảng dạy. Tuyển tập được hoàn thành và gửi tới bạn
đọc trong dịp Tết Nguyên Đán, hi vọng nó sẽ là một món quà năm mới thực sự hữu ích với
bạn đọc trên khắp đất nước.

Để hoàn thành cuốn sách, nhóm biên tập xin gửi lời cảm ơn sâu sắc tới các thầy giáo, các
bạn học sinh, sinh viên đã tham gia gửi các chuyên đề, các bài toán trên diễn đàn MathScope.
Đồng thời cũng xin gửi lời cảm ơn sâu sắc tới ban quản trị diễn đàn MathScope và thầy giáo,
TS. Trần Nam Dũng - ĐHKHTN - ĐHQG TP. Hồ Chí Minh đã cổ vũ, động viên và cho nhiều
nhận xét có giá trị để cuốn sách vừa có giá trị chuyên môn cao mà lại miễn phí về tài chính
với bạn đọc.
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Do thời gian gấp rút và trình độ có hạn, dù rất cố gắng nhưng sai sót là khó tránh khỏi. Mọi
ý kiến đóng góp để cuốn sách hoàn thiện hơn xin gửi về địa chỉ hoangquan9@gmail.com hoặc
alephvn@gmail.com.

Hà Nội, ngày 22 tháng 1 năm 2012 (ngày Tất niên năm Nhâm Thìn)

Đại diện nhóm biên soạn
Chủ biên

Hoàng Minh Quân – Phan Đức Minh
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SỬ DỤNG PHÉP ĐẾM
ĐỂ CHỨNG MINH CÁC ĐẲNG THỨC TỔ HỢP

Nguyễn Tất Thu1

Như chúng ta biết các khái niệm hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp được hình thành từ các bài toán
đếm. Các khái niệm này ra đời giúp chúng ta trình bày bài toán đếm đơn giản hơn. Tuy nhiên
khi gặp các bài chứng minh các đẳng thức liên quan đến Pn, C

k
n thì chúng ta thường sử dụng

các biến đổi đại số hoặc khai triển nhị thức Newton để chứng minh. Do đó việc chứng minh
các bài toán đẳng thức liên quan đến Pn, C

k
n và các khái niệm của nó không có mối quan hệ

nào. Điều này ít nhiều làm mất đi vẻ đẹp của các khái niệm toán học nói chung và các khái
niệm Pn, C

k
n nói riêng. Trong chuyên đề này chúng tôi giới thiệu với các bạn cách chứng minh

một số đẳng thức liên quan đến Pn, C
k
n bằng phương pháp đếm.

Nội dung của phương pháp này như sau :
Giả sử ta cần chứng minh một đẳng thức liên quan đến Pn, C

k
n có dạng A = B.

Ta sẽ đi đếm số cách thực hiện một công việc X nào đó theo hai cách:
Cách 1 ta được kết quả số cách thực hiện công việc X là A.
Cách 2 cho ta kết quả số cách thực hiện công việc X là B.
Từ đó ta có được A = B.
Để làm tốt phương pháp này chúng ta cần hiểu ý nghĩa của các đại lượng xuất hiện trong hai
vế của đẳng thức. Chẳng hạn:

• 2m: là số tập con của tập X gồm m phần tử và cũng là số cách chọn m phần tử từ m cặp
và mỗi cặp chọn một phần tử.

• 2m − 1: là số tập con khác rỗng của tập X gồm m phần tử.

• Ck
n: số tập con gồm k phần tử của tập X gồm n phần tử.

Chúng ta sẽ bắt đầu bằng các ví dụ sau đây:

Ví dụ 1. Chứng minh rằng Ck
n = Cn−k

n với mọi k, n ∈ N;n > 1; 0 6 k 6 n.

Lời giải. Xét tập X = {x1, x2, . . . , xn}.
Ta thấy ở vế trái là số tập con A gồm k phần tử của tập X. Để lập A ta làm theo hai cách
như sau:

1. Mỗi cách lấy k phần tử trong X, ta có một tập con A gồm k phần tử của tập X, nên số
tập con A là Ck

n.

1Giáo viên trường THPT Lê Hồng Phong, Đồng Nai.
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2. Để thiết lập A ta có thể làm như sau:
Mỗi cách lấy n − k phần tử của tập X và loại n − k phần tử này đi, ta có được được k
phần tử còn lại là một tập con A gồm k phần tử của X.
Nên số tập con A là: Cn−k

n

Từ đó ta có được Ck
n = Cn−k

n và bài toán được chứng minh. ❒

Ví dụ 2. Cho n > 2, k là các số tự nhiên thỏa 1 6 k 6 n. Chứng minh rằng

Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1

Lời giải. Vì vế trái của đẳng thức là số tập con gồm k phần tử của tập gồm n phần tử nên
ta đi đếm số tập con A gồm k phần tử của tập X = {x1, x2, . . . , xn}.
Cách 1. Số tập A có Ck

n tập.
Cách 2. Số tập A gồm hai loại, ta sẽ đi đếm số tập thuộc hai loại này.
Loại 1. Gồm những tập con chứa phần tử xn. Mỗi tập A thuộc loại này cho ta một tập
A′ = A \ {xn} là tập con gồm k − 1 phần tử của tập X \ {xn}.
Và ngược lại mỗi tập A′ cho ta một tập A nên suy ra số tập A thuộc loại này chính bằng số
tập A′ và bằng Ck−1

n−1.
Loại 2. Gồm những tập con không chứa phần tử xn. Như vậy các phần tử của tập A được lấy
tử tập X \ {xn} gồm n− 1 phần tử nên số tập A thuộc loại này là Ck

n−1.
Do đó theo cách 2 thì số tập A là Ck

n−1 + Ck−1
n−1.

Vậy ta có Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1. ❒

Ví dụ 3. Cho n > 1 là số tự nhiên. Chứng minh đẳng thức sau:

(
C0

n

)2
+
(
C1

n

)2
+ · · ·+ (Cn

n)
2 = Cn

2n

Lời giải. Ta thấy VP của đẳng thức chính là số tập con A gồm n phần tử của tập X gồm
2n phần tử nên ta xét bài toán sau: Hãy tính số tập con A gồm n phần tử của tập X =

{x1, x2, . . . , x2n}.
Cách 1. Ta có số tập con A là Cn

2n.
Cách 2. Chia tập X thành hai tập X1 = {x1, x2, . . . , xn} và X2 = {xn+1, . . . , x2n}.
Để lập tập con A ta làm như sau:
Lấy k phần tử (k = 0, n) thuộc tập X1, rồi lấy n − k phần tử còn lại thuộc tập X2 và ta có
Ck

n C
n−k
n =

(
Ck

n

)2 cách chọn A ứng với mỗi k.
Cho k chạy từ 0 đến n rồi lấy tổng ta có được kết quả chính là số tập A cần tìm, hay

(
C0

n

)2
+
(
C1

n

)2
+ · · ·+ (Cn

n)
2 = Cn

2n

❒

Ví dụ 4. Chứng minh đẳng thức

n∑

k=0

2k Ck
n C

[n−k
2 ]

n−k = Cn
2n+1
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Lời giải. Ta thấy vế phải là số cách chọn n phần tử từ tập X gồm 2n+ 1 phần tử nên ta xét
bài toán sau: Tính số cách chọn n phần tử từ tập X gồm 2n+ 1 phần tử.
Cách 1. Số cách chọn chính bằng Cn

2n+1.
Cách 2. Ta chia X thành n cặp và phần tử x.Để chọn n phần tử từ X ta thực hiện các bước
sau:
Bước 1. Ta chọn k cặp (k = 0, n) từ n cặp ð đã chia ta có Ck

n cách, sau đó ở mỗi cặp ta chọn
một phần tử như vậy ta có 2k Ck

n cách chọn.
Bước 2. Chọn

[
n−k
2

]
cặp trong n− k cặp còn lại.

Vì
[
n−k
2

]
= n−k

2
nếu n− k chẵn và

[
n−k
2

]
= n−k−1

2
nếu n− k lẻ.

Do đó ta sẽ chọn x nếu n− k lẻ và không chọn x nếu n− k chẵn.

Số cách chọn ở bước này là C[
n−k
2 ]

n−k .

Suy ra có 2k Ck
n C

[n−k
2 ]

n−k cách trong mỗi lần chọn.
Cho k chạy từ 0 đến n và lấy tổng ta có số cách chọn là:

n∑

k=0

2k Ck
n C

[n−k
2 ]

n−k = Cn
2n+1

❒

Ví dụ 5. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n ta có:
m∑

k=0

Ck
n+k 2

m−k +
n∑

k=0

Ck
m+k 2

n−k = 2m+n+1

Lời giải. Xét tập X = {1, 2, . . . ,m+ n+ 1}. Ta sẽ đi đếm số tập con của X.
Cách 1. Ta có 2m+n+1 tập con.
Cách 2. Số tập con của X gồm hai loại:
Loại 1. Gồm những tập con có dạng A = {x1, x2, . . . , xn+i} với 1 6 i 6 m + 1 và x1 < x2 <

· · · < xn+i và xn+1 = n+ k + 1 với 0 6 k 6 m . Để lập tập con loại này ta làm như sau:
Bước 1. Chọn n phần tử từ n+ k phần tử (với 0 6 k 6 m) ta có Cn

n+k cách.
Bước 2. Bổ sung một tập con của tập {n+ k + 1, n+ k + 2, . . . , n+m+ 1} ta có 2m−k cách.

Do đó có
m∑

k=0

Ck
n+k2

m−k tập con A của X có nhiều hơn n phần tử.

Tương tự có
n∑

k=0

Ck
m+k2

n−k tập con của X có nhiều hơn m phần tử.

Mà mỗi tập con của X có hơn m phần tử ứng với một tập con của X có không quá n phần tử,

suy ra số tập con của X có không quá n phần tử là
n∑

k=0

Ck
m+k2

n−k.

Do vậy
m∑

k=0

Ck
n+k2

m−k +
∑n

k=0C
k
m+k2

n−k chính là số tập con của X.

Vậy ta có
m∑

k=0

Ck
n+k2

m−k +
n∑

k=0

Ck
m+k2

n−k = 2m+n+1

❒

Ví dụ 6. Chứng minh đẳng thức sau với n > 1 là số tự nhiên

C1
n + 2C2

n + 3C3
n + · · ·+ nCn

n = n2n−1
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Lời giải. Ta thấy n chính là số cách lấy một phần tử từ một tập gồm n phần tử, còn 2n−1 chính
là số tập con của tập gồm n−1 phần tử. Do đó ta xét bài toán sau: Cho tậpX = {x1, x2, . . . , xn}.
Hãy đếm số cặp (a,A) trong đó a ∈ X và A là một tập con của tập X ′ = X \ {a}.
Cách 1. Ta có n cách chọn a, với mỗi cách chọn a ta có 2n−1 cách chọn A. Theo quy tắc nhân
ta có n2n−1 cặp (a,A).
Cách 2. Ta chọn A là một tập con gồm k phần tử của (k = 0, n− 1), nên có Ck

n = Cn−k
n cách

chọn A. Mỗi cách chọn tập A ta sẽ chọn a ∈ X \A nên có n−k cách chọn a. Khi cho k chạy từ 0

đến n−1 và lấy tổng thì ta có được số cặp (a,A) hay là có
n−1∑

k=0

(n−k)Cn−k
n = C1

n+2C2
n+· · ·+nCn

n

cặp (a,A).
So sánh kết quả hai cách đếm ta có

C1
n + 2C2

n + 3C3
n + · · ·+ nCn

n = n2n−1

❒

Ví dụ 7. Chứng minh đẳng thức sau:

C0
nC

k
n + C1

nC
k−1
n−1 + · · ·+ Ck

n C
0
n−k = 2kCk

n

Lời giải. Thấy có 2k là số tập con của một tập gồm k phần tử, còn Ck
n là số tập con gồm k

phần tử của tập gồm n phần tử nên ta xét bài toán sau: Cho tập X = {x1, x2, . . . , xn}. Hãy
đếm số cặp (A,M) trong đó A là một tập con gồm k phần tử của X và M là một tập con của
A.
Cách 1. Ta có Ck

n cách chọn tập A, với mỗi cách chọn A ta có 2k cách chọn M nên có tất cả
2kCk

n cặp (A,M).
Cách 2. Ta có C i

n cách chọn M (0 6 i 6 k) . Sau khi chọn M ta chọn k − i phần tử từ n− i

phần tử còn lại rồi gộp với M ta có được tập A, nên với mỗi i ta có C i
nC

k−i
n−i cách chọn cặp

(A,M). Cho i chạy từ 0 đến k và lấy tổng ta có số cặp (A,M) là
k∑

i=0

C i
nC

k−i
n−i.

Vậy ta có
C0

nC
k
n + C1

nC
k−1
n−1 + · · ·+ Ck

n C
0
n−k = 2kCk

n

Đây là đẳng thức cần chứng minh. ❒

Ví dụ 8. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n > 1, ta luôn có:

(
C1

n

)2
+ 2

(
C2

n

)2
+ · · ·+ n (Cn

n)
2 = nCn−1

2n−1

Lời giải. Ta thấy nCn−1
2n−1 chính là số các cặp (a,A), trong đó a là một phần tử thuộc tập X1 =

{x1, x2, . . . , xn} cònA là một tập con gồm n−1 phần tử của tậpX = {x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n}\
{a}. Nên ta xét bài toán sau: Cho hai tập rời nhauX1 = {x1, x2, . . . , xn} vàX2 = {a1, a2, . . . , an}.
Hãy đếm số cặp (a,A), trong đó a ∈ X1 còn A là một tập con bất kì gồm n − 1 phần tử của
tập X = X1 ∪X2 \ {a}.
Cách 1. Để chọn a ta có n cách, với mỗi cách chọn a ta có Cn−1

2n−1 cách chọn A nên có tất cả
nCn−1

2n−1 cách chọn cặp (a,A).
Cách 2. Lấy k phần tử thuộc X1 (1 6 k 6 n) ta có Ck

n cách, rồi ta chọn a từ k phần tử vừa
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chọn ta có k cách. Sau khi chọn a ta chỉ còn lại k − 1 phần tử. Tiếp tục chọn n − k phần tử
thuộc X2 và kết hợp với k − 1 phần tử còn lại ở trên ta được một tập con A gồm n− 1 phần
tử của X. Nên mỗi trường hợp này ta có k Ck

n C
n−k
n = k

(
Ck

n

)2 cách chọn.
Cho k chạy từ 1 đến n và lấy tổng ta được số cách chọn các cặp (a;A) là

(
C1

n

)2
+ 2

(
C2

n

)2
+ · · ·+ n (Cn

n)
2

Do đó ta có điều cần chứng minh. ❒

Ví dụ 9. Cho số tự nhiên n > 1. Một hoán vị của tập A = {1, 2, 3, . . . , n} được gọi là hoán vị
bảo tồn a ∈ A nếu như phần tử a ở nguyên vị trí cũ của nó trong hoán vị mới. Kí hiệu Pn(k)

là số hoán vị bảo tồn đúng k phần tử của A. Chứng minh rằng:

(a) kPn(k) = nPn−1(k − 1);

(b)
n∑

k=0

kPn(k) = n!.

Lời giải. (a) Với mỗi k = 1, 2, . . . , n ta đi đếm số cặp (i; f) trong đó f bảo tồn đúng k vị trị
và f(i) = i.
Cách 1. Ta có số cách chọn i là k và số cách chọn f là Pn(k) nên số cặp (i; f) là kPn(k).
Cách 2. Ta xét i là một phần tử cố định (tức là f(i) = i).Khi đó ta có một hoán vị bảo tồn
k − 1 phần tử của tập A′ = A \ {i} và với mỗi hoán vị bảo tồn k − 1 phần tử của tập A′ ta bổ
sung thêm i vào ta sẽ được một hoán vị bảo tồn k phần tử của tập A. Vì có n cách chọn i và
có Pn−1(k − 1) hoán vị bảo tồn k − 1 phần tử của tập A′ nên số cặp (i; f) là nPn−1(k − 1).
Từ đó ta suy ra kPn(k) = nPn−1(k − 1).

(b) Theo kết quả ở trên ta có

n∑

k=1

kPn(k) = n
n∑

k=1

Pn−1(k − 1)

Mà Pn−1(0) + Pn−1(1) + · · · + Pn−1(n − 1) chính là số hoán vị của tập B gồm n − 1 phần tử
mà trong hoán vị đó bảo tồn 0, 1, 2, . . . , n− 1 phần tử, do đó tổng này chính bằng số hoán vị
của tập B và bằng (n− 1)!. Vậy

n∑

k=1

kPn(k) = n(n− 1)! = n!

❒

Nhận xét. Trong một số trường hợp ta có thể dùng đếm theo hai cách để chứng minh các bất
đẳng thức. Chẳng hạn nếu ta chứng minh được A = B và D < A,B < C thì ta có D < C.

Ví dụ 10. Trong một kì thi có a thí sinh và số lẻ b > 3 giám khảo. Mỗi giám khảo đánh giá
từng thí sinh và cho kết luận thí sinh đó đỗ hay trượt. Giả sử k là số thỏa mãn: với hai giám
khảo bất kì thì số thí sinh mà họ cho kết luận giống nhau nhiều nhất là k. Chứng minh rằng

k

a
>
b− 1

2b
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Lời giải. Ta đi đếm số bộ (A,B, x) trong đó x là một thí sinh nào đó còn A,B là hai giám
khảo cho cùng một kết quả khi đánh giá x. Gọi N là số bộ như vậy, ta sẽ đếm N theo hai cách.
Cách 1. Có tất cả b(b−1)

2
bộ đôi giám khảo và mỗi bộ đôi giám khảo cho không quá k thí sinh

cùng một kết quả nên ta có

N 6
kb(b− 1)

2
(1)

Cách 2. Ta xét một thí sinh X cố định và có m giám khảo cho thí sinh X này đỗ, suy ra có
x(x−1)

2
cặp giám khảo cho X cùng một kết quả đậu và có (b−x)(b−x−1)

2
cặp giám khảo đánh giá

thí sinh này trượt. Do đó tổng số cặp giám khảo đánh giá thí sinh này cùng một kết quả là

x(x− 1) + (b− x)(b− x− 1)

2
=

2x2 − 2xb+ b2 − b

2

Nên suy ra

N =
a(2x2 − 2xb+ b2 − b)

2
(2)

Từ (1) và (2) ta suy ra được:

kb(b− 1)

2
>
a(2x2 − 2xb+ b2 − b)

2

Do đó
k

a
>

2x2 − 2xb+ b2 − b

b(b− 1)
(3)

Mặt khác:

2x2 − 2bx+ b2 − b =
(2x− b)2 + (b− 1)2 − 1

2
>

(b− 1)2

2
− 1

2

Do b lẻ nên (b−1)2

2
∈ Z, suy ra

2x2 − 2bx+ b2 − b >
(b− 1)2

2
(4)

Từ (3) và (4) ta có k
a
> b−1

2b
. ❒

Qua các ví dụ trên ta thấy, để vận dụng tốt phương pháp này chúng ta cần hiểu rõ ý nghĩa của
các đối tượng có trong đẳng thức. Với việc xét một bài toán đếm và đếm theo nhiều cách sẽ
cho chúng ta các kết quả khác nhau về mặt hình thức và từ đó có được các đẳng thức tổ hợp.

Các bài tập đề nghị

Bài tập 1. Chứng minh đẳng thức

1

k + 1
Ck

n =
1

n+ 1
Ck+1

n+1

Bài tập 2. Chứng minh đẳng thức

k(k − 1)Ck
n = n(n− 1)Ck−2

n−2
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Bài tập 3. Chứng minh đẳng thức

k+1∑

i=1

iC i
nC

i−1
k = nCk

n+k−1

Bài tập 4. Chứng minh đẳng thức

C0
mC

k
n + C1

mC
k−1
n + · · ·+ Ck

mC
0
n = Ck

m+n

Bài tập 5. Chứng minh rằng

Ck−1
k−1 + Ck−1

k + · · ·+ Ck−1
n−1 = Ck

n

Bài tập 6. Chứng minh rằng
∑ k!

k1!k2! · · · kn!
= nk

Trong đó bộ (k1, k2, . . . , kn) thỏa k1 + k2 + · · ·+ kn = k.

Bài tập 7. Cho trước một số nguyên dương lẻ n lớn hơn 1 và các số nguyên k1, k2, . . . , kn. Kí
hiệu a = (a1, a2, . . . , an) là một hoán vị trong n! hoán vị của A = {1, 2, . . . , n}. Chứng minh
rằng tồn tại hai hoán vị b, c và số nguyên m sao cho sao cho

n∑

i=1

ki(bi − ci) = m · n!

Bài tập 8. Tính tổng

T =
∑ 1

n1!n2!...n2011! (n2 + 2n3 + · · ·+ 2011n2011)!

Ở đây lấy tổng theo tất cả các bộ thứ tự các số tự nhiên (n1, n2, . . . , n2011) thỏa điều kiện
n1 + 2n2 + · · ·+ 2011n2011 = 2011.

Hướng dẫn và gợi ý

Bài tập 1. Ta cần chứng minh (n+ 1)Ck
n = (k + 1)Ck+1

n+1.
Ta đếm số cặp (a,A) trong đó a là một phần tử của tập X = {1, 2, . . . , n+ 1} còn A là một
tập con gồm k phần tử của X \ {a} theo hai cách.
Cách 1. Có n+1 cách chọn a, khi đã chọn a thì có Ck

n cách chọn A. Do đó có tất cả (n+1)Ck
n

cặp (a,A).
Cách 2. Lấy một tập con A′ của X gồm k + 1 phần tử rồi từ A′ lấy một phần tử a và
A = A′ \ {a} nên ta có (k + 1)Ck+1

n+1 cặp (a,A).
Từ đó ta có điều cần chứng minh.

Bài tập 2. Ta đếm số các bộ (a, b, A) trong đó a, b ∈ X = {x1, x2, . . . , xn} còn A là một tập
con gồm k − 2 phần tử của X \ {a, b} theo hai cách.
Cách 1. Chọn a, b từ X ta có n(n− 1), khi đó sẽ có Ck−2

n−2 cách chọn A.
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Nên có tất cả n(n− 1)Ck−2
n−2 bộ (a, b, A).

Cách 2. Trước hết ta lấy từ X ra k phần tử, có Ck
n cách lấy rồi từ k phần tử đó ta lấy a, b ta

có k(k − 1) cách lấy. Tập còn lại có k − 2 phần tử đó chính là A nên ta có k(k − 1)Ck
n số bộ

(a, b, A).
Từ đó ta có điều cần chứng minh.

Bài tập 3. Cho tập A = {x1, x2, . . . , xn} và B = {a1, a2, . . . , ak}. Ta đếm số bộ (x,X) trong
đó x một phần tử thuộc A còn X là một tập con gồm k phần tử của tập A ∪B \ {x} theo hai
cách.
Cách 1. Ta có n cách chọn x và Ck

n+k−1 cách chọn X nên có tất cả nCk
n+k−1 cặp.

Cách 2. Lấy từ A ∪B ra k + 1 phần tử . Trong k + 1 phần tử này có i(i = 1, . . . , k + 1) phần
tử thuộc A và k+ 1− i phần tử thuộc B nên mỗi trường hợp ta có i cách chọn a và k phần tử
còn lại lập thành tập A.

Do đó số cặp là:
k+1∑

i=1

iC i
nC

k+1−i
k . Từ đó ta có điều cần chứng minh.

Bài tập 4. Hãy đếm số cách lấy k phần tử từ tập gồm m+ n phần tử.

Bài tập 5. Ta có Ck−1
i−1 ( i = k, n) chính là số tập con gồm k phần tử của tậpX = {1, 2, 3, . . . , n}

chứa i và không chứa phần tử nào lớn hơn i.
Do đó Ck−1

k−1 + Ck−1
k + · · · + Ck−1

n−1 chính là số tập con gồm k phần tử của X mà ta đã biết số
tập con này chính bằng Ck

n nên ta có đẳng thức cần chứng minh.

Bài tập 6. Cho tập X = {1, 2, 3, . . . , n}. Đếm số dãy gồm k phần tử thuộc X.
Cách 1. Mỗi vị trị có n cách chọn nên có nk số các dãy cần lập.
Cách 2. Xét mỗi cách xếp dãy có k phần tử, trong đó mỗi phần tử i xuất hiện ki lần (ki > 0).
Ta được số cách k!

k1!k2!···kn! .

Do đó
k∑

i=1

k!
k1!k2!···kn! là số cách xếp dãy gồm k phần tử.

Từ đó ta có điều cần chứng minh.

Bài tập 7. Kí hiệu S(a) =
n∑

i=1

kiai, ta cần chứng minh tồn tại hai hoán vị b, c sao cho S(b)−S(c)
chia hết cho n!. Ta tính

∑
S(a) theo hai cách.

Cách 1. Trong tổng
∑
S(a) (theo đồng dư mod n!), mỗi ki được tính lặp trong mỗi giai thừa

với hệ số đúng (n− 1)! lần ứng với mỗi số i ∈ A nhận nó làm hệ số. Do đó tổng hệ số ki trong
∑
S(a) là

(n− 1)! (1 + 2 + · · ·+ n) =
(n+ 1)!

2

Nên
∑
S(a) = (n+1)!

2

n∑

i=1

ki.

Cách 2. Giả sử không tồn tại hai hoán vị b, c sao cho S(b) − S(c) chia hết cho n!. Khi đó số
dư mà S(a) chia cho n! có n! số dư khác nhau 0, 1, 2, . . . , n!− 1. Do đó ta có

∑

S(a) ≡ (n!− 1)n!

2
(mod n!)



15

Từ đó ta suy ra được (n+1)!
2

n∑

i=1

ki ≡ (n!−1)n!
2

(mod n!) (∗)
Ta cho n lẻ thì vế trái của (∗) chia hết cho n!, trong khi đó vế phải của (∗) không chia hết cho
n! nên dẫn tới điều vô lí.

Bài tập 8. Gọi A là tập các bộ có dạng (a1, a2, . . . , a2011, . . . , a2010+2011), trong đó

• ai ∈ {0, 1} với mọi i = 1, 4021;

• Trong mỗi bộ có đúng 2011 chữ số 1.

Kí hiệu A(n1,n2,...,n2011) là tập các bộ có thứ tự (a1, . . . , a4021) ∈ A sao cho trong mỗi bộ có đúng ni

nhóm gồm i chữ số 1 đứng liên tiếp nhau trong bộ (tức là nhóm có dạng 0 11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

k số

0, 1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

k số

0, 11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

k số

0)

Khi đó ta có: A =
⋃
A(n1,...,n2011) (hợp lấy theo các bộ có thứ tự các số tự nhiên (n1, n2, . . . , n4021)

thỏa
2011∑

i=1

i · ni = 2011)

Suy ra
∣
∣A(n1,...,n2011)

∣
∣ =

2011!

n1!n2! · · ·n2011! (2011− n1 − · · · − n2011)!

=
∑ 1

n1!n2! · · ·n2011! (n2 + 2n3 + · · ·+ 2011n2011)!

|A| =
∑∣

∣A(n1,...,n2011)

∣
∣ =

∑ 1

n1!n2! · · ·n2011! (n2 + 2n3 + · · ·+ 2011n2011)!

Mặt khác, ta có |A| = C2010
4021 .

Do đó
∑ 1

n1!n2! · · ·n2011! (n2 + 2n3 + · · ·+ 2011n2011)!
= C2010

4021
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PHƯƠNG PHÁP ĐẾM BẰNG HAI CÁCH
Phan Đức Minh1

1. Cơ sở lý thuyết

Nguyên lý 1 (Nguyên lý đếm bằng hai cách). Nếu cùng một số lượng được đếm theo hai cách
thì các kết quả thu được phải bằng nhau.

Khi áp dụng phương pháp đếm bằng hai cách, ta cần chú ý đến các biểu thức có ý nghĩa trong
tổ hợp :

(
n
k

)
là số tập con có k phần tử của một tập có n phần tử; n! là số các hoán vị của n

phần tử;
⌊
n
k

⌋
là số các bội số của k trong n số nguyên dương đầu tiên; nk là số chỉnh hợp lặp

chập k của n phần tử. . .
Nắm vững được bản chất của các biểu thức trên, ta có thể chứng minh một số đẳng thức và
bất đẳng thức tổ hợp bằng phương pháp đếm bằng hai cách.

2. Các bài toán áp dụng phương pháp đếm bằng hai cách

2.1. Đếm số tập con, số cặp và số hoán vị

Bài toán 1. Cho k, n là các số tự nhiên với 0 6 k 6 n. Chứng minh rằng
(
n

k

)

=

(
n

n− k

)

Lời giải. Đây là ví dụ cơ bản nhất cho phương pháp đếm bằng hai cách. Ta quan sát thấy vế
trái của đẳng thức cần chứng minh là số các k-tập con của [n] = {1, 2, . . . , n}2, trong khi đó
vế phải là số các (n − k)-tập con của [n]. Như vậy đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ
ra được số các k-tập con bằng số các (n− k)-tập con. Mà điều này là hiển nhiên vì mỗi k-tập
con S của [n] tương ứng duy nhất với (n− k)-tập con [n] \S. Vậy số các k-tập con bằng số các
(n− k)-tập con. Ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 2. Chứng minh rằng với n, k là các số nguyên và 1 6 k 6 n, ta luôn có đẳng thức

k

(
n

k

)

= n

(
n− 1

k − 1

)

= (n− k + 1)

(
n

k − 1

)

Lời giải. Tích của k và
(
n
k

)
gợi ý cho chúng ta sử dụng quy tắc nhân.

(
n
k

)
là số các k-tập con

của [n] và k là số cách chọn ra một phần tử từ một tập hợp có k phần tử. Do đó k
(
n
k

)
sẽ cho

chúng ta số N các cặp (e, S), trong đó e ∈ S ⊆ [n] và |S| = k. Ta sẽ đếm số cặp trên theo các

1SV Cử nhân Khoa học tài năng Toán học K15, ĐHKHTN - ĐHQGHN.
2Từ đây về sau, nếu không có giải thích gì thêm, ta sẽ sử dụng kí hiệu như trên. Với n = 0 thì [0] = ∅.

17
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cách khác :
Với mỗi phần tử e của [n], ta có

(
n−1
k−1

)
tập con có k phần tử của [n] chứa e. Do đó N = n

(
n−1
k−1

)
.

Mặt khác, nếu ta chọn trước k − 1 phần tử của S, sau đó chọn e từ n− k + 1 phần tử còn lại
để bổ sung vào S. Khi đó N = (n− k + 1)

(
n

k−1

)
.

Theo nguyên lý đếm bằng hai cách, ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 3 (Đẳng thức Pascal). Chứng minh rằng với k, n là các số nguyên và 1 6 k 6 n, ta
luôn có đẳng thức (

n+ 1

k

)

=

(
n

k − 1

)

+

(
n

k

)

Lời giải. Vế trái của đẳng thức cần chứng minh là số tập con S có k phần tử của [n+ 1]. Vế
phải là tổng của hai biểu thức gợi ý cho chúng ta sử dụng quy tắc cộng.

(
n
k

)
và
(

n
k−1

)
tương ứng

là số k-tập con và (k − 1) tập con của [n], trong khi tập hợp ban đầu của chúng ta là [n + 1].
Từ đó ta xét hai trường hợp sau với một phần tử e bất kì của [n+ 1] :

1. e ∈ S : Số các tập S thỏa mãn sẽ là
(

n
k−1

)
;

2. e /∈ S : Số các tập S thỏa mãn là
(
n
k

)
.

Vì vậy số tập con có k phần tử của [n+ 1] là
(

n
k−1

)
+
(
n
k

)
. Ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 4. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, ta có

n∑

i=0

(
n

i

)

= 2n

Lời giải. Đặt Sn là tập hợp tất cả các tập con của [n]. Vì trong Sn có
(
n
0

)
tập có 0 phần tử,

(
n
1

)
tập có 1 phần tử, . . . ,

(
n
n

)
tập có n phần tử. Do đó ta có

|Sn| =
n∑

i=0

(
n

i

)

Mặt khác, với mỗi phần tử e và tập con S của [n], chỉ có hai khả năng xảy ra là e ∈ S và e /∈ S.
Suy ra số các tập con của [n] là 2n. So sánh với đẳng thức trên, ta có điều cần chứng minh. ❒

Chú ý : Từ kết quả số tập con của [n] bằng 2n, ta còn kí hiệu 2[n] là tập hợp tất cả các tập
con của [n]. Tổng quát hơn, ta kí hiệu 2S là tập hợp tất cả các tập con của một tập hợp S bất
kì.

Bài toán 5. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, ta có

n∑

i=0

(−1)i
(
n

i

)

= 0

Lời giải. Trước hết, ta sẽ đếm số tập con có chẵn phần tử của [n]. Số các tập con này là

∑
(
n

2k

)
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Để có một tập con có chẵn phần tử của [n], trước hết ta chọn ra n− 1 phần tử cố định và chọn
tiếp một tập con bất kì của n − 1 phần tử này. Nếu tập con đã chọn ra có một số chẵn phần
tử thì ta đã có một tập con có chẵn phần tử của [n], nếu tập con đã chọn ra có một số lẻ phần
tử thì ta sẽ bổ sung phần tử còn lại của [n] vào tập con này. Khi đó ta cũng có một tập con có
chẵn phần tử của [n].
Vì vậy số tập con có một số chẵn phần tử của [n] cũng bằng số tập con của [n − 1] và bằng
2n−1. Và vì số tập con của [n] bằng 2n nên số tập con có số chẵn phần tử của [n] bằng số tập
con có số lẻ phần tử của [n]. Từ đó suy ra đẳng thức cần chứng minh. ❒

Nhận xét : Sự xuất hiện (−1)i trong số hạng tổng quát của tổng khiến chúng ta nghĩ đến việc
tách thành hai tổng nhỏ : một tổng với k chẵn và một tổng với k lẻ. Nếu như đẳng thức ta cần
chứng minh là đúng (và hiển nhiên rằng nó đúng!) thì ta sẽ suy ra rằng số các tập con có một
số chẵn phần tử bằng một nửa số các tập con của [n] và bằng 2n−1. Con số này lại chính bằng
số tập con của [n − 1], từ đó dẫn đến cách chứng minh trên. Nếu suy nghĩ theo hướng chứng
minh trực tiếp số tập con có một số chẵn phần tử bằng số tập con có một số lẻ phần tử thì sẽ
tương đối khó khăn để thực hiện điều này.

Bài toán 6 (Đẳng thức Vandermonde). Cho m,n, r là các số tự nhiên với r 6 min{m,n}.
Chứng minh rằng

(
m+ n

r

)

=
r∑

i=0

(
m

i

)(
n

r − i

)

Lời giải. Ta sẽ phân hoạch tập [m+ n] thành hai tập con A,B, trong đó |A| = m, |B| = n và
đếm số tập con S có r phần tử của [m+ n] bằng cách xét |S ∩A| và |S ∩B| : Nếu |S ∩A| = i

thì |S ∩ B| = r − i (vì A ∪ B = ∅). Cho i chạy từ 0 đến r và lấy tổng, ta sẽ thu được số tập
con S có r phần tử của [m+ n]. Đẳng thức được chứng minh. ❒

Tổng quát : Cho n, x, y, ki (i = 1, y) là các số tự nhiên. Khi đó ta có đẳng thức

x∑

k1,...,ky=0

(
n

k1

)(
n

k2

)

· · ·
(
n

ky

)(
n

x−
y∑

j=1

kj

)

=

(
(y + 1)n

x

)

Bài toán 7. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta luôn có

n∑

k=1

k

(
n

k

)2

= n

(
2n− 1

n− 1

)

Lời giải. Phân hoạch [2n] thành hai tập X, Y với |X| = |Y | = n. Ta sẽ đếm số N các cặp
(e, A,B). Trong đó e ∈ A;A ⊆ X,B ⊆ Y ; |A|+ |B| = n.
Đặt |A| = k, |B| = n− k, k = 1, n. Ta có

(
n
k

)(
n

n−k

)
=
(
n
k

)2 cách chọn A,B. Từ đó, với mỗi k có
k
(
n
k

)2 cách chọn (e, A,B). Vì vậy

N =
n∑

k=1

k

(
n

k

)2

Mặt khác, với e bất kì thuộc [2n], mỗi tổ hợp chập n− 1 của 2n− 1 phần tử của [2n] \ {e} sẽ
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tương ứng với một cặp (e, A,B) thỏa mãn đề bài. Do đó

N = n

(
2n− 1

n− 1

)

Vậy ta có đẳng thức cần chứng minh. ❒

Bài toán 8. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương m,n và m 6 n, ta có

n∑

i=m

(
n

i

)(
i

m

)

= 2n−m

(
n

m

)

Lời giải. Xét các cặp (A,B) với |A| = m, |B| = i và A ⊆ B ⊆ [n]. Số các cặp này là

n∑

i=m

(
n

i

)(
i

m

)

Với mỗi tập con A có m phần tử của [n], ta chọn thêm một tập con bất kì trong số n−m phần
tử của [n] \ A “bổ sung” vào A để tạo thành B. Do đó số các cặp (A,B) là 2n−m

(
n
m

)
. ❒

Bài toán 9. Chứng minh rằng nếu k, n là các số nguyên dương thì

k∑

i=0

(
n+ i

i

)

=

(
n+ k + 1

k

)

Lời giải. Ta viết lại đẳng thức cần chứng minh như sau :

k∑

i=0

(
n+ i

n

)

=

(
n+ k + 1

n+ 1

)

Ta đếm số các tập con có n+1 phần tử của [n+ k+1] bằng cách chia trường hợp : Có
(
n
n

)
tập

con có phần tử lớn nhất là n + 1. Có
(
n+1
n

)
tập con có phần tử lớn nhất là n + 2. . . Có

(
n+k
n

)

tập con có phần tử lớn nhất là n+ k+1. Từ các trường hợp trên, ta suy ra rằng số tập con có
n+ 1 phần tử của [n+ k + 1] bằng

k∑

i=0

(
n+ i

n

)

Mặt khác, số tập con này bằng
(
n+k+1
n+1

)
. Theo nguyên lý đếm bằng hai cách, ta có điều cần

chứng minh. ❒

Bài toán 10. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, ta có

⌊n/2⌋
∑

i=0

2n−2i

(
n

i

)(
n− i

i

)

=

(
2n

n

)

Lời giải. Vế phải của đẳng thức cần chứng minh là số tập con có n phần tử của [2n]. Ta sẽ
đếm số tập con này bằng cách phân hoạch [2n] thành hai tập con A,B với |A| = |B| = n.
Gọi các phần tử của A,B lần lượt là a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn và ghép cặp (aj, bj), j = 1, n.
Xét một tập con S của [2n] với |S| = n. Ta gọi một phần tử của [2n] là “tốt” nếu nó thuộc S.
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Dễ thấy rằng với mỗi tập con S có n phần tử của [2n], số các cặp (a, b) mà a, b cùng “tốt” bằng
số cặp (a, b) mà a, b cùng không “tốt”. Đặt số cặp này là i. Rõ ràng 0 6 i 6

⌊
n
2

⌋
.

Ta có
(
n
i

)(
n−i
i

)
cách chọn ra i cặp “tốt” và i cặp “không tốt”. Còn lại n− 2i cặp, ta sẽ chọn từ

mỗi cặp một phần tử và đánh dấu phần tử đó là “tốt”. Như vậy ta đã chọn được đủ n phần tử
“tốt”. Mặt khác, dễ thấy rằng mỗi cách chọn trên xác định duy nhất một tập con có n phần tử
của [2n]. Vì vậy ta có

⌊n/2⌋
∑

i=0

2n−2i

(
n

i

)(
n− i

i

)

=

(
2n

n

)

Đây chính là đẳng thức cần chứng minh. ❒

Nhận xét : Điểm đặc biệt trong lời giải trên là ghép cặp các phần tử của [2n] và sử dụng biểu
thức 2n−2i để chọn ra đúng n− 2i phần tử thay vì một nhóm bất kì trong số n− 2i như công
thức về số tập con quen thuộc. Bằng phương pháp tương tự, chúng ta có thể giải quyết bài
toán sau : Cho n là một số nguyên dương, chứng minh rằng

n∑

k=0

2k
(
n

k

)(
n− k
⌊
n−k
2

⌋

)

=

(
2n+ 1

n

)

Bài toán 11. Cho số nguyên n > 1. Chứng minh rằng

n−1∑

k=1

k · k! = n!− 1

Lời giải. Xét bài toán sau : Đếm số các hoán vị σ của [n] sao cho có ít nhất một số i, (i = 1, n)

mà σ(i) 6= i.
Dễ thấy rằng số các hoán vị như vậy là n!− 1. Ta sẽ đếm theo phần tử i của [n] nhỏ nhất mà
σ(i) 6= i.
Với mỗi k = 1, n− 1, một hoán vị σ nhận n − k là phần tử i nhỏ nhất mà σ(i) 6= i được xây
dựng như sau : n − k − 1 số đầu tiên của σ vẫn là 1, 2, . . . , n − k − 1. Tiếp theo đó, σ(n − k)

có thể nhận k giá trị thuộc tập {n− k + 1, n− k + 2, . . . , n}. k số còn lại có thể sắp xếp theo
k! cách.
Vì vậy có k · k! hoán vị thỏa mãn điều kiện trên với mỗi k = 1, n− 1. Cho k chạy từ 1 đến
n− 1 và lấy tổng, ta sẽ thu được số các hoán vị cần tìm là

n−1∑

k=1

k · k!

Vậy ta có đẳng thức cần chứng minh. ❒

Bài toán 12 (IMO 1987). Gọi pn(k) là số các hoán vị của [n] có đúng k điểm cố định. Chứng
minh rằng

n∑

k=0

k · pn(k) = n!
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Lời giải. Ta sẽ đếm tất cả các cặp (x, s) với s là một hoán vị của [n] và x là một điểm cố
định của s.
Với mỗi phần tử x, ta có (n− 1)! hoán vị nhận x là điểm cố định. Suy ra số các cặp (x, s) là

S =
∑

x∈[n]
(n− 1)! = n · (n− 1)! = n! (1)

Mặt khác, với mỗi hoán vị s có đúng k điểm cố định thì ta có k cặp (x, s). Do đó ta có

S =
n∑

k=0

k · pn(k) (2)

Từ hai đẳng thức (1) và (2), ta có điều cần chứng minh. ❒

Chú ý : Ta cũng có thể giải quyết bài toán trên bằng cách chứng minh đẳng thức k · pn(k) =
npn−1(k − 1).

Bài toán 13. Sự chia lớp : Họ các tập con khác rỗng A = {Ai | i ∈ I} của tập X được gọi
là một sự chia lớp tập X nếu nó thỏa mãn điều kiện Ai ∩Aj = ∅ với mọi i 6= j và

⋃

i∈I
Ai = X.

Số Bell Bn là số tất cả các cách chia lớp [n] (giả sử B0 = 1). Chứng minh rằng

Bn+1 =
n∑

i=0

(
n

i

)

Bi

Lời giải. Xét một phần tử e bất kì của [n + 1]. Ta sẽ đếm số các cách chia lớp [n + 1] theo
lực lượng của tập con của [n+ 1] chứa e.
Giả sử e ∈ A với |A| = i+ 1 (i = 0, n). Ta thực hiện chia lớp [n+ 1] theo các bước sau :

1. Bổ sung thêm i phần tử từ n phần tử còn lại của [n+ 1] \ {e} : Có
(
n
i

)
cách;

2. Chia lớp n− i phần tử còn lại : Có Bn−i cách.

Vì vậy số các cách chia lớp [n+ 1] bằng

n∑

i=0

(
n

i

)

Bn−i =
n∑

i=0

(
n

n− i

)

Bn−i =
n∑

i=0

(
n

i

)

Bi

Vậy đẳng thức được chứng minh. ❒

Bài toán 14. Cho số nguyên dương n, Ký hiệu τn là số ước nguyên dương của n. Chứng minh
rằng

τ1 + τ2 + · · ·+ τn =
⌊n

1

⌋

+
⌊n

2

⌋

+ · · ·+
⌊n

n

⌋

Lời giải. Xét trong mặt phẳng tọa độ Oxy. Ta gọi một điểm là điểm nguyên nếu tọa độ của
nó là các số nguyên.
Xét một nhánh hyperbol (H∗

i ) có phương trình y = i
x
, x > 0. Vế phải của đẳng thức cần chứng

minh là số các điểm nguyên nằm trong miền R giới hạn bởi góc phần tư thứ nhất và (H∗
n) (có

thể nằm trên (H∗
n)).
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Với mỗi i = 1, n. Ta có τi là số điểm nguyên nằm trên (H∗
i ). Mặt khác, dễ thấy rằng mọi điểm

nguyên nằm trên (H∗
i ) đều thuộc R. Do đó các nhánh hyperbol (H∗

i ), i = 1, n đi qua tất cả các

điểm nguyên thuộc R. Vì vậy số các điểm nguyên thuộc R chính bằng
n∑

i=1

τi.

Từ các nhận xét trên, ta có đẳng thức cần chứng minh. ❒

Bài toán 15. Một họ F các tập con của [n] được gọi là một phản chuỗi (antichain, còn gọi
là đối xích hoặc họ Sperner) nếu không có một tập nào của F chứa một tập khác trong họ F .
Đặt ak là số các tập có k phần tử trong F , k = 0, n. Các kết quả về phản chuỗi thường rất đẹp
và đóng một vai trò quan trọng trong tối ưu tổ hợp. Dưới đây là một số kết quả trong số đó :

(a) (Bất đẳng thức Lubell – Yamamoto – Meshalkin)
n∑

k=0

ak

(nk)
6 1;

(b) (Định lý Sperner) Phản chuỗi lớn nhất của [n] chứa
(

n
⌊n/2⌋

)
tập.

Lời giải. (a) Xét chuỗi tập con ∅ = S0 ⊂ S1 ⊂ S2 ⊂ · · · ⊂ Sn = [n], trong đó |Si| = i với
i = 0, n. Dễ thấy rằng mỗi chuỗi như trên tương ứng với một hoán vị của [n]. Vì vậy có đúng
n! chuỗi như vậy.
Mặt khác, với mỗi A ∈ F và |A| = k, có đúng k!(n− k)! chuỗi chứa A (tại sao?). Chú ý rằng
không một chuỗi nào chứa hai tập con trong F . Suy ra số các chuỗi chứa các tập trong F là

n∑

k=0

ak · k!(n− k)!

Lại có số các chuỗi như trên không vượt quá tổng số tất cả các chuỗi của [n]. Do đó

n∑

k=0

ak · k!(n− k)! 6 n!

Chia cả hai vế của bất đẳng thức trên cho n!, ta có điều cần chứng minh.

(b) Từ câu (a), kết hợp với bất đẳng thức quen thuộc
(
n
k

)
6
(

n
⌊n/2⌋

)
, ∀k = 0, n. Ta suy ra

1
(

n
⌊n/2⌋

)

n∑

k=0

ak 6
n∑

k=0

ak
(
n
k

) 6 1

Do đó

|F| =
n∑

k=0

ak 6

(
n

⌊n/2⌋

)

Mặt khác, xét F∗ là họ các ⌊n/2⌋-tập con của [n] thì F∗ là một phản chuỗi và |F∗| =
(

n
⌊n/2⌋

)
.

Ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 16 (Định lý Erdös – Ko – Rado). Một họ F các tập con của [n] được gọi là một
k-họ giao nhau nếu tất cả các tập trong F đều có k phần tử và hai tập bất kì trong F đều có
phần tử chung. Chứng minh rằng k-họ giao nhau lớn nhất của [n] chứa

(
n−1
k−1

)
tập với n > 2k.

Lời giải. Xét một đa giác đều n cạnh P . Một cung độ dài k gồm k + 1 đỉnh liên tiếp của P
và k cạnh nằm giữa chúng. Ta có bổ đề sau :
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Bổ đề. Giả sử rằng n > 2k và ta có t cung phân biệt A1, A2, . . . , At có độ dài k. Biết rằng hai
cung bất kì có một cạnh chung. Khi đó t 6 k.

Chú ý rằng mỗi đỉnh của P là đầu mút của tối đa một cung. Thật vậy, nếu hai cung Ai, Aj có
chung một đầu mút. Khi đó hai cung Ai, Aj nằm về hai nửa đa giác. Và vì n > 2k nên Ai, Aj

không thể có cạnh chung, vô lý.
Xét cung A1. Vì mọi cung Ai (i > 2) đều có cạnh chung với A1 nên một trong hai đầu mút của
Ai nằm trong A1. Mà A1 có k− 1 điểm trong và các đầu mút này phân biệt như ta vừa chỉ ra.
Do đó có tối đa k − 1 cung khác. Suy ra số cung tối đa là k �

Quay trở lại với bài toán của chúng ta. Ta sẽ đếm số N các cặp (A, σ). Trong đó A ∈ F , σ là
một hoán vị vòng quanh σ = (a1, a2, . . . , an) của [n] và các phần tử của A là k số liên tiếp của
σ.
Ta viết các số a1, a2, . . . , an lần lượt theo chiều kim đồng hồ lên các cạnh của P . Từ bổ đề trên,
với mỗi hoán vị vòng quanh σ, có tối đa k tập trong F có các phần tử là k số liên tiếp của σ.
Lại có số hoán vị vòng quanh σ bằng (n− 1)!. Vì vậy ta có

N 6 k(n− 1)! (1)

Với mỗi A ∈ F , ta có k!(n− k)! hoán vị vòng quanh của [n]. Do đó số N các cặp (A, σ) bằng

|F| · k!(n− k)! (2)

Từ (1) và (2) ta suy ra

|F| 6 k(n− 1)!

k!(n− k)!
=

(
n− 1

k − 1

)

Xét e là một phần tử bất kì của [n]. Dễ thấy rằng có đúng
(
n−1
k−1

)
tập con có k phần tử của [n]

chứa e và các tập con này tạo thành một k-họ giao nhau của [n]. Vậy ta có điều cần chứng
minh. ❒

2.2. Phương pháp đếm bằng hai cách và đồ thị hữu hạn

Chúng ta sẽ xét các bài toán của lý thuyết đồ thị được giải quyết bằng phương pháp đếm bằng
hai cách :

Bài toán 17. Giả sử rằng đồ thị G = (V,E) có |V | = n và không chứa một chu trình độ dài
4 (kí hiệu C4). Tìm số cạnh lớn nhất có thể của G.

Lời giải. Đặt d(u) là bậc của đỉnh u;S là tập các cặp (u, {v, w}), trong đó u kề với v và
w, v 6= w.
Với mỗi đỉnh u của G, số các cặp như trên là

(
d(u)
2

)
. Vì vậy ta có

|S| =
∑

u∈V

(
d(u)

2

)

Mặt khác, với mỗi cặp {v, w} chỉ tồn tại nhiều nhất một đỉnh u ∈ V sao cho (u, {v, w}) ∈ S

(vì G không chứa C4). Suy ra |S| 6
(
n
2

)
. Do đó

∑

u∈V

(
d(u)

2

)

6

(
n

2

)
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Tương đương với
∑

u∈V
d(u)2 6 n(n− 1) +

∑

u∈V
d(u)

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, ta có

n2(n− 1) + n
∑

u∈V
d(u) > n

∑

u∈V
d(u)2 >

(
∑

u∈V
d(u)

)2

Với chú ý rằng
∑

u∈V
d(u) = 2|E|, ta có

n2(n− 1) + 2n|E| > 4|E|2

hay

|E|2 − n

2
· |E| − n2(n− 1)

4
6 0

Giải bất phương trình bậc 2 trên, ta suy ra

|E| 6
⌊n

4

(
1 +

√
4n− 3

)⌋

❒

Bài toán 18 (Công thức Cayley). Chứng minh rằng có đúng nn−2 cây có thể tạo thành từ n
đỉnh phân biệt.

Lời giải. Ta sẽ đếm số N các dãy các cạnh có hướng có thể thêm vào n đỉnh trên để tạo
thành một cây có gốc. Các cạnh có hướng được thêm vào có hướng sao cho với mỗi đỉnh V thì
các cạnh thuộc đường nối gốc R của cây với V có hướng từ R đến V .
Gọi Tn là số các cây biểu diễn khác nhau của đồ thị đầy đủ Kn. Với mỗi cây trong số Tn cây
chưa có gốc, ta chọn ra một trong số n đỉnh làm gốc và chọn một trong số (n− 1)! hoán vị của
n− 1 cạnh của cây để tạo thành một dãy cạnh có hướng (chú ý rằng hướng của mỗi cạnh được
xác định duy nhất vì giữa hai đỉnh bất kì của một cây chỉ có đúng một đường nối duy nhất).
Suy ra

N = Tn · n · (n− 1)! = n!Tn

Ta sẽ xây dựng một cây có gốc như trên bằng cách thêm từng cạnh một vào n đỉnh đã cho.
Giả sử rằng ta đã thêm n− k cạnh (k = 2, n) vào Kn. Khi đó ta thu được một bụi có gốc gồm
k cây. Có n(k − 1) cách thêm vào một cạnh : đỉnh đầu của nó là một trong số n đỉnh và đỉnh
cuối của nó là một trong số k − 1 gốc của k − 1 cây không chứa đỉnh đầu. Vì vậy ta có

N =
n∏

k=2

n(k − 1) = nn−1 · (n− 1)! = nn−2 · n!

Từ hai đẳng thức trên ta suy ra n!Tn = nn−2 · n! hay Tn = nn−2. ❒

Một số bài toán có thể được giải quyết bằng cách sử dụng lý thuyết đồ thị kết hợp với phương
pháp đếm bằng hai cách. Ta xét các ví dụ sau :
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Bài toán 19. Cho các số nguyên 0 6 k 6 n. Chứng minh rằng
(
n

2

)

=

(
k

2

)

+ k(n− k) +

(
n− k

2

)

Lời giải. Xét đồ thị đầy đủ Kn. Ta chọn ra k đỉnh tùy ý của Kn và xếp các cạnh của Kn vào
3 nhóm :

•
(
k
2

)
cạnh của đồ thị con đầy đủ tạo từ k đỉnh đã chọn;

•
(
n−k
2

)
cạnh của đồ thị con đầy đủ tạo từ n− k đỉnh còn lại;

• k(n− k) cạnh nối giữa các đỉnh của 2 đồ thị con trên.

Rõ ràng rằng tất cả các cạnh của đồ thị ban đầu phải thuộc vào một và chỉ một trong 3 trường
hợp trên. Vì vậy tổng số các cạnh của 3 nhóm trên bằng số cạnh của đồ thị ban đầu hay ta có

(
n

2

)

=

(
k

2

)

+ k(n− k) +

(
n− k

2

)

Đây chính là đẳng thức cần chứng minh. ❒

Bài toán 20 (Bổ đề Sperner). Cho một tam giác V1V2V3 được phân hoạch thành các tam
giác nhỏ sao cho không có một đỉnh nào của các tam giác nhỏ nằm trên cạnh một tam giác
nhỏ khác (có thể nằm trên cạnh của tam giác ban đầu). Giả sử rằng các đỉnh được đánh số
1, 2, 3 sao cho Vi được đánh số i và chỉ hai số i, j được đánh số cho các đỉnh nằm trên cạnh
ViVj (i, j = 1, 3, i 6= j). Chứng minh rằng tồn tại một tam giác nhỏ mà 3 đỉnh của nó được
đánh số bởi cả 3 số 1, 2, 3.

Lời giải. Gọi tam giác nhỏ mà 3 đỉnh của nó được đánh số bởi cả 3 số 1, 2, 3 là tam giác “tốt”.
Ta sẽ chứng minh một kết quả mạnh hơn : Số các tam giác “tốt” là một số lẻ.

3

1 2

1

3

1

2 2 1

2

2
3

1

3

3

1

Xét đồ thị đối ngẫu3 G của cách phân hoạch tam giác V1V2V3 nhưng không lấy tất cả các cạnh
của nó. Hai đỉnh của G được nối với nhau bởi một cạnh khi và chỉ khi hai miền mặt phẳng

3Đồ thị đối ngẫu của một đồ thị phẳng G là một đồ thị G′ trong đó mỗi đỉnh tương ứng với một miền mặt

phẳng của đồ thị G và các cạnh được nối giữa hai đỉnh tương ứng với hai miền kề nhau.



27

tương ứng với hai đỉnh đó có cạnh chung mà hai đầu mút của nó được đánh số bởi 1 và 2.
Dễ thấy rằng với mỗi tam giác “tốt” thì bậc của đỉnh tương ứng với nó bằng 1, bậc bằng 2
với các tam giác mà 3 đỉnh của nó được đánh số bởi một trong hai số 1, 2 và bậc bằng 0 với
các tam giác không có đồng thời hai đỉnh được đánh số 1, 2. Khi đó chỉ các tam giác “tốt” mới
tương ứng với một đỉnh bậc lẻ.
Mặt khác, trên cạnh V1V2, ta có một số lẻ các cạnh của các tam giác nhỏ có dạng 1− 2. Và vì
các cạnh có dạng 1− 2 chỉ xuất hiện trên cạnh V1V2 nên ta suy ra bậc của đỉnh tương ứng với
phần mặt phẳng nằm ngoài tam giác ban đầu có bậc lẻ.
Từ kết quả quen thuộc : số các đỉnh bậc lẻ của một đồ thị hữu hạn là một số chẵn, ta suy ra
rằng số các tam giác “tốt” là một số lẻ. ❒

2.3. Phương pháp ma trận liên thuộc

Trước hết chúng ta sẽ đến với một cách phát biểu khác của nguyên lý đếm bằng hai cách :

Nguyên lý 2 (Nguyên lý Fubini). Cho hai tập hữu hạn R,C và S ⊆ R × C. Nếu (p, q) ∈ S,
ta nói rằng p và q liên thuộc với nhau. Đặt rp là số các phần tử liên thuộc với p ∈ R và cq là
số các phần tử liên thuộc với q ∈ C. Khi đó

∑

p∈R
rp = |S| =

∑

q∈C
cq

Để minh họa cho tập S, ta sẽ dùng đến ma trận liên thuộc của S :

Định nghĩa 1. Ma trận M = (apq) là ma trận mà các cột và các hàng của nó tương ứng được
đánh số theo các phần tử của R và C với

apq =







1 nếu (p, q) ∈ S

0 nếu (p, q) /∈ S

Khi đó rp là tổng của các phần tử ở cột p, cq là tổng của các phần tử ở cột q và |S| là tổng tất
cả các phần tử của ma trận M . Với một số bài toán, phương pháp ma trận liên thuộc sẽ giúp
chúng ta dễ hình dung hơn về cấu trúc của bài toán, từ đó đưa ra lời giải cho bài toán. Ta xét
các ví dụ sau :

Bài toán 21 (IMO 1998). Trong một cuộc thi có a thí sinh và b giám khảo, trong đó b > 3 và
là số nguyên lẻ. Mỗi giám khảo đánh giá “đạt” hoặc “trượt”. Giả sử rằng với hai giám khảo bất
kì, họ đánh giá giống nhau với tối đa k thí sinh. Chứng minh rằng

k

a
>
b− 1

2b

Lời giải. Xét ma trận liên thuộc b× a với các hàng được đánh số theo các giám khảo và các
cột được đánh số theo các thí sinh. Phần tử tương ứng của ma trận nhận giá trị bằng 1 nếu
giám khảo đánh giá thí sinh là “đạt” và nhận giá trị bằng 0 nếu ngược lại.
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Đặt T là tập hợp các cặp các số 0 hoặc 1 trong cùng một cột. Vì hai giám khảo đánh giá giống
nhau nhiều nhất là k thí sinh nên với hai hàng bất kì, có nhiều nhất k cặp thuộc T . Do đó

|T | 6 k

(
b

2

)

=
kb(b− 1)

2

Với mỗi cột trong ma trận, giả sử có p số 0 và q số 1. Khi đó sẽ có đúng
(
p
2

)
+
(
q
2

)
cặp thuộc T .

Mà p+ q = b lẻ nên ta có bất đẳng thức sau (bạn đọc tự chứng minh)
(
p

2

)

+

(
q

2

)

>
(b− 1)2

4

Và vì có a cột nên ta có |T | > a(b−1)2

4
. Vậy ta có

a(b− 1)2

4
6 |T | 6 kb(b− 1)

2

Suy ra a(b−1)
2

6 kb hay k
a
> b−1

2b
. ❒

Nhận xét : Như đã nói ở trên, phương pháp ma trận liên thuộc kết hợp với nguyên lý Fubini
cho chúng ta một hình dung dễ dàng hơn về cấu trúc bài toán. Ta vẫn có thể giải chúng mà
không cần sử dụng đến ma trận liên thuộc. Chẳng hạn như ví dụ trên, chúng ta có thể giải
quyết bằng cách xét các bộ (A,B, x), trong đó x là một thí sinh và A,B là hai giám khảo đánh
giá thí sinh x giống nhau.

Bài toán 22 (IMC 2002). Có 200 thí sinh tham gia trong một cuộc thi. Họ được đề nghị giải
6 bài toán. Biết rằng mỗi bài toán được giải đúng bởi ít nhất 120 thí sinh. Chứng minh rằng
phải có 2 thí sinh mà với mỗi bài toán, có ít nhất một trong hai thí sinh này giải được bài toán
đó.

Lời giải. Xét ma trận liên thuộc 6×200, trong đó mỗi hàng đại diện cho một bài toán và mỗi
cột đại diện cho một thí sinh tham gia cuộc thi. Mỗi phần tử của ma trận nhận giá trị 1 nếu
thí sinh tương ứng với cột không giải được bài toán tương ứng với hàng và 0 nếu ngược lại.
Đặt N là số các cặp các số 1 ở cùng hàng. Giả sử rằng với hai thí sinh bất kì, tồn tại một bài
toán mà cả 2 đều không giải được. Khi đó, với hai cột bất kì, có ít nhất một cặp số 1 trong hai
cột này nằm cùng một hàng. Mà ta có đúng

(
200
2

)
cặp cột. Do đó

N >

(
200

2

)

= 19 900 (1)

Mặt khác, theo giả thiết thì có tối đa 80 số 1 ở mỗi hàng. Và vì vậy có nhiều nhất
(
80
2

)
cặp số

1 ở cùng hàng. Và vì có 6 hàng nên suy ra

N 6 6×
(
80

2

)

= 18 960 (2)

Từ (1) và (2), ta suy ra 19 900 6 T 6 18 960, vô lý. Vì vậy điều giả sử ban đầu của chúng ta
là sai và bài toán được chứng minh. ❒
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Bài toán 23. Số Turan T (n, k, l) (l 6 k 6 n) là số nhỏ nhất các tập con có l phần tử của [n]

sao cho với mọi tập con có k phần tử của [n] đều chứa ít nhất một tập con trên. Chứng minh
rằng với mọi số nguyên dương l 6 k 6 n, ta có

T (n, k, l) >

(
n
l

)

(
k
l

)

Lời giải. Đặt F là họ nhỏ nhất các tập con l phần tử của [n] sao cho với mọi tập con k phần
tử của [n] đều chứa ít nhất một phần tử của F . Xét ma trận liên thuộc M = (mA,B) với các
được đánh số theo các tập con A của F , các cột được đánh số theo các tập con k phần tử B

của [n] và mA,B = 1 khi và chỉ khi A ⊆ B, trong các trường hợp khác mA,B = 0.
Đặt rA là số các số 1 trong hàng A và cB là số các số 1 trong cột B. Theo giả thiết thì cB > 1 với
mọi B. Mặt khác, rA là số các tập con k phần tử chứa tập con l phần tử A. Suy ra rA =

(
n−l
k−l

)

với mọi A ∈ F . Vì vậy

|F| ·
(
n− l

k − l

)

=
∑

A∈F
rA =

∑

B⊆[n]

cB >

(
n

k

)

Do đó

T (n, k, l) = |F| >
(
n
k

)

(
n−l
k−l

) =

(
n
l

)

(
k
l

)

Đẳng thức cuối độc giả có thể tự chứng minh, tương tự ví dụ 8. ❒

Bài toán 24. Cho số nguyên dương n, Ký hiệu τn là số ước nguyên dương của n và σn là tổng
các ước nguyên dương của n. Chứng minh rằng

(a) τ1 + τ2 + · · ·+ τn =
⌊n

1

⌋

+
⌊n

2

⌋

+ · · ·+
⌊n

n

⌋

;

(b) σ1 + σ2 + · · ·+ σn =
⌊n

1

⌋

+ 2
⌊n

2

⌋

+ · · ·+ n
⌊n

n

⌋

.

Lời giải. Để chứng minh đẳng thức (a), ngoài phương pháp sử dụng lưới điểm nguyên như ở
bài 12, ta còn có thể sử dụng ma trận liên thuộc như dưới đây :
Xét ma trận M = (mij)n×n với mij = 1 khi và chỉ khi j chia hết cho i, trong các trường hợp
khác, mij = 0.
Dễ thấy rằng số các số 1 ở cột j bằng τj và số các số 1 ở hàng i bằng

⌊
n
i

⌋
. Từ đó theo nguyên

lý Fubini, đẳng thức (a) được chứng minh.
Để giải quyết câu (b), ta sẽ thay đổi cách đánh số các phần tử của M như sau : mij = i khi và

chỉ khi j
... i. Khi đó tổng các số ở cột j sẽ bằng

∑

d|j
d = σj

Và tổng các số ở hàng i bằng i
⌊
n
i

⌋
. Từ đó đẳng thức (b) được chứng minh. ❒

Chú ý : Từ đẳng thức (a), ta có thể suy ra bất đẳng thức sau

|ψn − lnn| < 1
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Trong đó ψn là trung bình cộng của các số τ1, τ2, . . . , τn, tức là

ψn =
τ1 + τ2 + · · ·+ τn

n

Chứng minh. Từ bất đẳng thức x− 1 < ⌊x⌋ 6 x với mọi số thực x, ta suy ra

Hn − 1 < ψn < Hn

Trong đó Hn là số điều hòa thứ n : Hn =
n∑

i=1

1
i
. Ta sẽ tìm cách đánh giá Hn với lnn.

0 1 2 3 n

1

b

b

b

b

b

b

b

b

b b b b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Dựa vào hình vẽ trên, so sánh diện tích của hình giới hạn bởi các đường y = 0, y = 1
x
, x =

1, x = n và tổng diện tích của các hình chữ nhật, ta thấy rằng

Hn − 1 =
n∑

i=2

1

i
<

∫ n

1

1

x
dx = lnn

và

Hn −
1

n
=

n−1∑

i=1

1

i
>

∫ n

1

1

x
dx = lnn

Do đó

lnn+
1

n
< Hn < lnn+ 1

Vì vậy

lnn− 1 < Hn − 1− 1

n
< Hn − 1 < ψn < Hn < lnn+ 1

Từ đó suy ra bất đẳng thức cần chứng minh. �

3. Các bài tập đề nghị

Bài tập 1. Trong mặt phẳng tọa độ trực chuẩn Oxy, xét tập M những điểm có tọa độ (x, y)

với x, y nguyên, x, y = 1, 12. Mỗi điểm của M được tô bởi một trong 3 màu xanh, đỏ, vàng.
Chứng minh rằng tồn tại một hình chữ nhật có các cạnh song song với các trục tọa độ, các
đỉnh thuộc M và được tô bởi cùng một màu.

Bài tập 2 (Bulgaria MO 2006). Một quốc gia có 16 thành phố và có 36 tuyến bay nối giữa
chúng. Chứng minh rằng ta có thể tổ chức một chuyến bay vòng quanh giữa các thành phố.
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Bài tập 3. Giả sử rằng các cạnh của đồ thị K6 được tô bởi hai màu. Khi đó tồn tại hai tam
giác mà cả 3 cạnh của mỗi tam giác được tô bởi cùng một màu.

Bài tập 4. Giả sử k, n là hai số nguyên dương và S là tập hợp n điểm trên mặt phẳng thỏa
mãn tính chất 3 điểm bất kì của S đều không thẳng hàng, và với mỗi điểm P ∈ S có ít nhất k
điểm phân biệt của S cách đều P . Chứng minh rằng

k <
1

2
+
√
2n

Bài tập 5 (IMO Shortlist 1986). Cho 5 số có 100 chữ số được tạo thành từ các chữ số 1, 2.
Ta xếp các số đó thẳng nhau theo các hàng đơn vị, chục, trăm,. . . Biết rằng hai số bất kì trong
5 số đó đều có ít nhất r hàng giống nhau và mỗi hàng sau khi xếp đều có đủ hai chữ số 1, 2.
Chứng minh rằng 40 6 r 6 60.

Bài tập 6. Với các số nguyên n > k > 0, đặt
[
n
k

]
là số các hoán vị của n phần tử có đúng k

xích. Nói cách khác,
[
n
k

]
là số cách xếp n người phân biệt vào k chiếc bàn tròn và không có bàn

nào trống.
[
n
k

]
được gọi là số Stirling loại một. Chứng minh rằng

(a)
n∑

k=1

[
n
k

]
= n!;

(b) Với n > k > 1,
[
n
k

]
=
[
n−1
k−1

]
+ (n− 1)

[
n−1
k

]
;

(c) Với n > 2,
n∑

k=1

(−1)k
[
n
k

]
= 0;

(d) Với n > 1,
[
n+1
2

]
= n!Hn. Trong đó Hn là số điều hòa thứ n (xem thêm ví dụ 23)

Bài tập 7. Cho A1, A2, . . . , An là các tập hợp có r phần tử và X là giao của chúng. Nếu
|Ai ∩ Aj| 6 k với mọi i 6= j, khi đó

|X| 6 r2n

r + k(n− 1)

Gợi ý : Với mỗi x ∈ X, đặt d(x) là số các tập Ai (i = 1, n) mà x ∈ Ai. Hãy chứng minh các
kết quả sau:

(a)
∑

x∈Ai

d(x) =
n∑

j=1

|Ai ∩ Aj|;

(b)
n∑

i=1

∑

x∈Ai

d(x) =
∑

x∈X
d(x)2.

Từ đó tìm các đánh giá thích hợp để suy ra kết quả của bài toán.

Bài tập 8. Cho X là một tập hợp có n phần tử và A1, A2, . . . , An là các tập con của X sao
cho số phần tử trung bình của n tập con đó ít nhất là n

w
. Giả sử rằng n > 2w2. Chứng minh

rằng tồn tại i 6= j sao cho
|Ai ∩ Aj| >

n

2w2
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PHƯƠNG PHÁP XÂY DỰNG MÔ HÌNH
TRONG GIẢI TOÁN TỔ HỢP

Lê Phúc Lữ1

Song ánh là một công cụ mạnh để giải nhiều bài toán chứng minh và bài toán đếm trong tổ
hợp. Ý tưởng chính của phương pháp này chính là thay đổi cách tiếp cận trong đề bài bằng
một con đường, một cách nhìn khác có các đặc điểm tương đồng với giả thiết ban đầu mà với
nó, ta có thể dễ dàng xử lí hơn. Hai trong các tư tưởng dùng song ánh thường gặp chính là việc
xây dựng bảng và xây dựng đồ thị trong mặt phẳng tọa độ. Với cách dùng bảng và dùng đồ
thị để giải Toán tổ hợp, ta có thể tiếp cận vấn đề trực quan hơn và cộng thêm một số phương
pháp đếm khác, ta hoàn toàn có thể xử lí được nhiều bài toán khó, thậm chí không giải được
bằng cách thông thường. Dưới đây, chúng ta sẽ tìm hiểu một số bài toán và ý tưởng để xây
dựng một bảng hoặc một đồ thị trong mặt phẳng tọa độ tương ứng để giải quyết chúng (nên
phân biệt với một số bài toán mà câu hỏi đã đặt ra trực tiếp với một bảng có sẵn nào đó).

1. Một số vấn đề về xây dựng mô hình trong giải toán tổ hợp

Việc xây dựng mô hình ở đây giúp chúng ta hình dung vấn đề một cách tường minh hơn và
việc đếm, tính toán ở đây có thể kiểm nghiệm trực quan hơn. Chẳng hạn, ta xét bài toán sau
đây:

Bài toán 1. Có bao nhiêu cách chia tập hợp S có n phần tử thành hai tập con (có tính tập
rỗng) sao cho hợp của chúng bằng S.

Ta thấy rằng vấn đề đặt ra ở đây khá tổng quát và các ý tưởng đếm bằng truy hồi, chứng minh
bằng quy nạp xuất hiện đầu tiên trong trường hợp này. Tuy nhiên, nếu chúng ta thử vẽ một
mô hình ra để hình dung thì vấn đề có thể sáng tỏ hơn:

x
x

x

x

Ta có thể biểu diễn hai tập A,B như trên bởi các hình tròn và công việc cần làm là ứng với
mỗi phần tử x ∈ S, xếp nó vào trong các hình tròn đó. Rõ ràng ta có 4 cách để xếp:

1Sinh viên đại học FPT thành phố Hồ Chí Minh.
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• x thuộc A nhưng không thuộc B;

• x thuộc B nhưng không thuộc A;

• x thuộc cả A và B (nằm trong phần giao);

• x không thuộc cả A và B.

Nhưng vì yêu cầu của bài toán là “hợp của hai tập con là S” nên không thể tính trường hợp
thứ 4 ở trên được. Do đó, ứng với mỗi phần tử, ta có đúng 3 cách xếp vào hai tập hợp.
Từ đây, ta có thể tính ra đáp số của bài toán là 3n−1

2
+ 1 = 3n+1

2
.

Giải thích thêm về kết quả này, ta thấy rằng có một vấn đề cần giải quyết khi đếm là các
trường hợp bị trùng nhau. Nếu đề ban đầu đã cho sẵn hai tập con A và B rồi thì kết quả sẽ
là 3n rõ ràng. Tuy nhiên, yêu cầu ở đây là chia tập S ra thành hai tập con, như thế thì việc
chia ở đây có tính đối xứng giữa A và B (tức là cách đếm “x thuộc A nhưng không thuộc B”,
“x thuộc B nhưng không thuộc A” ở trên là giống nhau). Chú ý thêm có một trường hợp đặc
biệt là khi A = B thì buộc phải có A = B = S nên chỉ có một cách chia. Bỏ trường hợp đó ra,
chia đôi số trường hợp rồi lại cộng nó vào thì sẽ được số cách chia cần tìm.
Công thức ở đây hoàn toàn có thể kiểm tra với các giá trị n nhỏ.
Dựa vào phân tích trên, các bạn hãy thử giải quyết bài toán sau:

Bài toán 2. Có bao nhiêu cách phân hoạch tập hợp S gồm n phần tử thành hai tập con?”
(tập hợp S phân hoạch thành hai tập hợp A và B khi A ∩B = ∅, A ∪ B = S).

Có một bài toán khá thú vị về việc chia tập hợp này là:

Bài toán 3. Cho tập hợp S = {1, 2, . . . , n} là tập hợp n số nguyên dương đầu tiên.

a) Hãy tìm số cách chia S thành 3 tập con A,B,C sau cho A∩B 6= ∅, B∩C 6= ∅, C∩A 6= ∅

và A ∩ B ∩ C 6= ∅.

b) Hãy tìm số các bộ ba các tập con A,B,C thỏa mãn A ∪ B ∪ C = S và B ∩ C = ∅.

c) Hãy tìm số các bộ bốn các tập con A,B,C,D thỏa mãn A∪B∪C∪D và B∩C∩D = ∅.

Chúng ta lại xem xét tiếp bài toán sau:

Bài toán 4. Có bao nhiêu tập con của tập hợp gồm 2n số nguyên dương đầu tiên sao cho
trong đó không tồn tại hai số a, b mà a+ b = 2n+ 1?

Bài toán này có thể sử dụng công thức truy hồi để xử lí nhưng lập luận hơi rắc rối. Ta có thể
chuyển về mô hình sau để hình dung:

1 2 3 · · · n

2n 2n− 1 2n− 2 · · · n+ 1
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Đến đây thì vấn đề đã quá rõ ràng, cũng tương tự như bài trên và không cần giải thích gì thêm,
các bạn có thể tự giải đầy đủ được nếu biết kết quả là 3n.
Vậy nếu thay điều kiện ở trên thành |a− b| = n thì sao? Xin mời các bạn tự xây dựng mô hình
để giải quyết. Các đáp số được kiểm chứng bằng những trường hợp nhỏ.
Nhắc đến bài này, chúng ta sẽ nhớ đến bài 5 trong kì thi VMO 2009. Đó thực sự là một bài
toán khó và cách xây dựng bảng để đếm số trường hợp thỏa mãn đề bài quả là con đường duy
nhất có thể áp dụng được trong tình huống này. Ta hãy xem lại đề bài và lời giải chi tiết cho
bài toán đó.

Bài toán 5. Cho số nguyên dương n. Kí hiệu T là tập hợp 2n số nguyên dương đầu tiên.
Hỏi có bao nhiêu tập con S của T thỏa mãn tính chất: trong S không tồn tại hai số a, b mà
|a− b| ∈ {1;n}?

Bài toán phát biểu rất đơn giản và dễ hiểu nhưng đằng sau đó là cả một vấn đề. Bài toán này
khác với bài mà chúng ta vừa phát biểu ở chỗ người ta đã loại thêm một trường hợp |a− b| = 1

(nếu chỉ cho riêng yêu cầu này thì chỉ cần đếm bằng truy hồi để ra công thức tương tự dãy
Fibonacci quen thuộc), như thế thì việc sắp xếp theo kiểu như trên sẽ đưa đến vấn đề là “không
có hai ô nào cạnh nào được chọn” (cùng cột hoặc liền kề). Tuy nhiên, vẫn còn trường hợp
a = n+ 1, b = n chưa xử lí được nếu như hiểu theo kiểu trên.

Lời giải. Ứng với một số nguyên dương n, đặt 2n số nguyên dương {1, 2, 3, . . . , 2n − 1, 2n}
vào một bảng 2× n như sau:

1 2 3 · · · n− 1 n

n n+ 1 n+ 3 · · · 2n− 1 2n

Ta sẽ xác định tổng số các cách chọn một số ô vuông từ bảng này (có thể là không chọn số
nào) thỏa mãn hai điều kiện dưới đây:

(i) Hai ô vuông kề nhau (tức là hai ô chứa hai số liền nhau hoặc hai số cách nhau n đơn vị)
sẽ không được chọn đồng thời.

(ii) Hai ô chứa số n và n+ 1 cũng sẽ không được chọn đồng thời.

Rõ ràng số cách chọn này chính là số tập hợp con S của tập hợp T cần tìm, đặt số cách chọn
này là S(n).
Ta sẽ xét thêm số cách chọn một số ô vuông A(n), B(n), C(n) từ các bảng (A), (B), (C) cũng
thỏa điều kiện (i) nhưng có một số thay đổi như sau:

• A(n) : bảng (A) này chứa đủ các số từ 1 đến 2n và hai ô vuông chứa số n, n+1 vẫn được
chọn đồng thời.

• B(n) : bảng (B) này không có chứa ô vuông ở góc của bảng, chẳng hạn là ô vuông chứa
số n+ 1.

• C(n) : bảng (C) này không tính hai ô vuông ở góc của bảng chứa hai số liên tiếp là
n, n+ 1.
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Ta sẽ chứng minh các quan hệ sau:

(1) A(n) = S(n) + C(n− 2);

(2) A(n) = A(n− 1) + 2B(n− 1);

(3) B(n) = A(n− 1) + B(n− 1);

(4) B(n) = C(n) + C(n− 1);

(5) C(n) = B(n− 1) +B(n− 2) + C(n− 2).

Thật vậy:

(1) Để tính số cách chọn A(n) các ô vuông từ bảng (A), ta chia làm 2 trường hợp:

• Các ô chứa n và n+ 1 không được chọn đồng thời. Số cách chọn này chính là S(n).

• Các ô chứa n và n+1 được chọn đồng thời. Khi đó, các ô chứa số 1, n+2, 2n, n− 1

không được chọn, bảng (A) có dạng như sau:

2 3 · · ·
n+ 3 · · · 2n− 1

Bảng này chứa 2n− 4 ô nên có thể xem nó tương ứng với bảng:

1 2 3 · · · n− 3

n+ 2 n+ 3 · · · 2n− 3 2n− 2

Rõ ràng, số cách chọn các ô vuông từ bảng này và thỏa điều kiện (i) chính là C(n−2).

Do các trường hợp ở trên là rời nhau nên A(n) = S(n) + C(n− 2).

(2) Cũng để tính số cách chọn A(n) các ô vuông từ bảng (A), ta chia làm 3 trường hợp:

• Các ô vuông chứa 1 và n+ 1 không được chọn. bảng (A) có dạng:

2 3 · · · n− 1 n

n+ 2 n+ 3 · · · 2n− 1 2n

Ta thấy bảng này chỉ chứa 2n− 2 ô nên có thể xem tương ứng với bảng sau
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1 2 3 · · · n− 2 n− 1

n n+ 1 n+ 2 · · · 2n− 1 2n

Số cách chọn các ô vuông từ bảng này và thỏa điều kiện (i) chính là A(n− 1).

• Chọn ô vuông chứa số 1. Khi đó ô vuông chứa số n+1 và 2 không được chọn, bảng
có dạng

3 · · · n− 1 n

n+ 2 n+ 3 · · · 2n− 1 2n

Ta thấy bảng này cũng có thể xem tương ứng như bảng sau:

2 3 · · · n− 2 n− 1

n n+ 1 n+ 2 · · · 2n− 2 2n− 1

Số cách chọn các ô vuông từ bảng này và thỏa điều kiện (i) chính là B(n− 1).

• Chọn ô vuông chứa số n + 1 Tương tự trên, số cách chọn trong trường hợp này là
B(n− 1).

Các trường hợp trên là rời nhau nên A(n) = A(n− 1) + 2B(n− 1).

Các kết quả (3), (4) và (5) ở trên được chứng minh tương tự. Từ đó, ta sẽ chứng minh công
thức truy hồi của S(n) : S(n+ 3) = S(n+ 2) + 3S(n+ 1) + S(n).
Thật vậy, từ (2) ta suy raB(n−1) = 1

2
[A(n)− A(n− 1)], thay vào (3) ta có 1

2
[A(n+ 1)− A(n)] =

A(n− 1) + 1
2
[A(n)− A(n− 1)] hay A(n+ 1) = 2A(n) + A(n− 1). Từ đó suy ra

A(n+ 3) = 2A(n+ 2) + A(n+ 1) = A(n+ 2) + 2A(n+ 1) + A(n) + A(n+ 1)

hay tương đương với
A(n+ 3) = A(n+ 2) + 3A(n+ 1) + A(n) (6)

Thay (4) vào (5), ta có

C(n) = [C(n− 1) + C(n− 2)] + [C(n− 2) + C(n− 3)] + C(n− 2)

= C(n− 1) + 3C(n− 2) + C(n− 3), ∀n > 3
(7)

Từ (1), (6) và (7), ta có được công thức truy hồi của S(n) :

S(n+ 3) = S(n+ 2) + 3S(n+ 1) + S(n), ∀n > 0

Mặt khác, dễ thấy rằng S(0) = 1, S(1) = 3, S(2) = 6. Từ đó ta sẽ xác định công thức tổng
quát của S(n).
Dãy {S(n)} có phương trình đặc trưng λ3 = λ2 + 3λ+ 1 ⇔ λ = −1, λ = 1±

√
2.

Từ đó ta suy ra số tập con cần tìm là
(
3 +

√
2
) (

1 +
√
2
)n

+
(
3−

√
2
) (

1−
√
2
)n − 2(−1)n

4
, ∀n > 0

❒
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Lời giải tuy dài và rắc rối nhưng từ đó, chúng ta vẫn có thể học được nhiều điều cần thiết.
Trên thực tế, nhiều bài toán có thể có sự chuyển đổi qua lại giữa việc phát biểu dạng tập hợp
như trên và việc xây dựng mô hình. Chẳng hạn, ta bắt đầu bằng bài toán quen thuộc sau:

Bài toán 6. Chứng minh rằng không thể lát một nền nhà 10× 10 bằng các viên gạch 1× 4.

Cách giải của bài này là tô màu các ô có dạng (lẻ, lẻ) trong bảng, như thế thì tô được 25 ô.
Tuy nhiên, mỗi viên gạch 1× 4 như trên phải chiếm 2 ô được tô màu, tức là số ô được tô màu
nằm trong đó phải chẵn. Điều mẫu thuẫn này cho thấy ta không thể lát gạch được.
Bài toán này có thể thay số 10 (số chẵn nhưng không chia hết cho 4) thành các số tương tự
như 50, 2010, 2014,. . . thì vẫn cho câu trả lời tương tự với cách giải tương tự.
Ta thử thay đổi bài toán theo kiểu nối các điểm trong mặt phẳng để thu được bài toán sau:

Bài toán 7. Trong mặt phẳng, cho tập hợp A gồm 20102 điểm phân biệt được đánh số từ 1
đến 20102 sao cho ba điểm bất kì nào trong chúng cũng không thẳng hàng. Một tứ giác (lồi
hoặc lõm) được gọi là “đẹp” nếu các đỉnh của nó thuộc A và được đánh số bằng 4 số thỏa mãn
một trong hai điều kiện sau:

(i) Đó là 4 số tự nhiên cách nhau 2010 đơn vị.

(ii) Đó là 4 số tự nhiên liên tiếp và nếu trong đó có chứa số chia hết cho 2010 thì số đó phải
là lớn nhất.

Nối tất cả các điểm thuộc tập hợp A lại với nhau sao cho điểm nào thuộc A cũng thuộc đúng
một tứ giác. Tìm số lớn nhất tứ giác “đẹp” được tạo thành.

Rõ ràng cách nối các điểm như trên có thể được mô phỏng bằng 4 số nằm trên một viên gạch
1× 4 như trên. Ta có thể giải chi tiết như sau:

Lời giải. Xét một bảng ô vuông gồm 2010 × 2010 ô vuông con được điền các số theo thứ tự
từ trên xuống và trái sang phải.
Trước hết, ta sẽ chứng minh rằng không thể chia tất cả 20102 điểm đã cho thành các tứ giác
“đẹp” được. Rõ ràng 4 số trên các đỉnh của các tứ giác “đẹp” tương ứng với 4 số bị che đi trên
bảng ô vuông khi đặt một mảnh bìa hình chữ nhật kích thước 1× 4 vào đó. Ta sẽ chứng minh
rằng không thể che hết toàn bộ bảng ô vuông này bằng các hình chữ nhật 1× 4.
Thật vậy, ta tô màu các ô vuông nằm ở cột chẵn và hàng chẵn. Do bảng có 20102 ô vuông nên
số ô vuông bị tô màu bằng 20102

4
= 1010025 là số lẻ.

Giả sử ngược lại rằng ta có thể lấp kín được cả bảng ô vuông bằng các mảnh bìa. Khi đó, mỗi
mảnh bìa sẽ che đi hoặc hai ô vuông hoặc không có ô vuông nào của bảng ô vuông, tức là luôn
có một số chẵn ô vuông bị che đi. Do đó, số ô vuông bị che đi trên bảng là một số chẵn. Từ đó
ta thấy có mâu thuẫn.
Vậy không thể che hết bảng ô vuông này bằng các hình chữ nhật 1× 4 được.
Gọi k là số tứ giác đẹp lớn nhất cần tìm thì k < 1010025 ⇒ k 6 1010024.
Ta sẽ chứng minh k = 1010024 bằng cách chỉ ra cách dùng các mảnh bìa che kín bảng ô vuông.
Thật vậy, chia bảng ô vuông thành hai phần:
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• Phần 1 gồm 2008 cột đầu, ta xếp các mảnh bìa theo các hàng, mỗi hàng có đúng 502
mảnh bìa. Khi đó, ta sẽ có thể che kín hết phần 1 bởi các mảnh bìa.

• Phần 2 gồm 2 cột cuối, ta xếp nối tiếp các mảnh bìa từ trên xuống dưới thì cuối cùng sẽ
còn lại một ô vuông 2× 2 ở góc dưới cùng của bảng.

Như vậy, ta dùng 1010024 mảnh bìa che được tối đa 20102 − 4 ô vuông của bảng. Từ đó, ta
thấy, số tứ giác “đẹp” lớn nhất cần tìm là k = 1010024. ❒

Các bạn thử tìm hiểu bài toán sau:

Bài toán 8. Có bao nhiêu cách lát một hình chữ nhật kích thước 2×n bởi các viên gạch: hình
chữ I (hình chữ nhật kích thước 1× 2) và hình chữ L (hình vuông 2× 2 bỏ đi một ô)?
Nếu thay hình chữ nhật 2 × n bằng hình chữ nhật 3 × n thì số cách lát thu được sẽ là bao
nhiêu?

Qua đó, ta thấy rằng việc chuyển đổi các mô hình, từ các điểm, các hình trong mặt phẳng đến
các số trong một tập hợp và ngược lại giúp cho bài toán có một dáng vẻ mới khá thú vị. Chúng
ta thử nhắc đến một bài toán trong kì thi IMO 1983:

Bài toán 9. Người ta tô tất cả các điểm nằm trên cạnh của tam giác đều ABC bởi hai màu
xanh và đỏ. Hỏi với mọi cách tô màu như thế, có luôn tồn tại một tam giác vuông có ba đỉnh
được tô cùng màu hay không?

Lời giải. Bài toán này có thể giải quyết không quá khó khăn bằng cách xét các điểm chia các
cạnh của tam giác ABC theo tỉ số 2 : 1, có khá nhiều tam giác vuông được tạo thành từ 6
điểm này và nhờ vậy mà ta có thể áp dụng nguyên lí Dirichlet để giải quyết bài toán. ❒

Tuy nhiên, nếu chúng ta thay đổi cách phát biểu thành tọa độ trong mặt phẳng thì bài toán
sẽ thú vị hơn nhiều. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, một tam giác đều ABC có tọa độ đỉnh là
A
(
0;
√
3
)
, B(−1; 0), C(1; 0) thì phương trình đường thẳng chứa các cạnh AB,AC có thể viết

là
∣
∣
√
3x
∣
∣+ y =

√
3, đường thẳng chứa cạnh BC trùng với trục Ox. Hơn nữa, rõ ràng độ dài của

BC có thể thay bằng một số bất kì nào khác nên ta có bài toán sau:

Bài toán 10. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, xét phần mặt phẳng giới hạn bởi đồ thị của
y =

√
3 (a− |x|) (a > 0) và trục hoành. Gọi S là tập hợp các điểm nằm trên phần bao lồi của

miền đó. Chứng minh rằng với mọi cách chia S thành hai tập hợp con rời nhau thì luôn tồn
tại ba điểm là đỉnh của một tam giác vuông.

Cách giải bài này hoàn toàn tương tự bài trên và vấn đề mấu chốt là nhìn nhận được bao lồi ở
trên thực chất là một tam giác đều và cách chia tập con cũng giống như việc tô các điểm bởi
hai màu.
Tiếp theo, chúng ta sẽ tìm hiểu một mô hình khá thông dụng nữa để giải các bài Toán đếm là
xây dựng một bảng thích hợp và đếm theo hai chiều của bảng đó.
Bài toán tiếp theo khá điển hình cho phương pháp này xuất hiện trong kì thi chọn đội tuyển
Việt Nam dự thi IMO 2001 (số 2001 xuất hiện trong bài toán có thể thay bằng một số nguyên
dương bất kì nào khác).
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Bài toán 11. Cho dãy số {an} thỏa mãn 0 < an+1 − an < 2001. Chứng minh rằng tồn tại vô
số cặp số nguyên dương (p, q) thỏa mãn nếu p < q thì ap | aq.

Lời giải. Từ cách xác định dãy, ta thấy rằng số hạng tiếp theo sẽ không lớn hơn số hạng liền
trước nó cộng thêm 2001 đơn vị. Như thế, chỉ cần xét 2002 số nguyên dương liên tiếp thì sẽ có
ít nhất một số hạng thuộc dãy, đặt số đó là a. Ta xây dựng bảng như sau:

a(1,1) = a a(1,2) = a+ 1 · · · a(1,2002) = a+ 2001

a(2,1) = a(1,1)

+
2002∏

i=1

a(1,i)

a(2,2) = a(1,2)

+
2002∏

i=1

a(1,i)
· · ·

a(2,2002) = a(1,2001)

+
2002∏

i=1

a(1,i)

· · · · · · · · · · · ·
a(2002,1) = a(2001,1)

+
2002∏

i=1

a(2001,i)

a(2002,2) = a(2001,2)

+
2002∏

i=1

a(2001,i)
· · ·

a(2002,2002) = a(2001,2002)

+
2002∏

i=1

a(2001,i)

Bảng này có tất cả 2002 cột và 2003 hàng. Trong đó, mỗi số hạng ở hàng thứ 2 trở đi bằng
tích của tất cả số hạng ở hàng liền trước nó cộng với số hạng cùng cột với nó. Rõ ràng, trong
mỗi hàng, có ít nhất một số hạng thuộc dãy đã cho. Từ đó theo nguyên lí Dirichlet, ta có điều
cần chứng minh. ❒

Bài toán 12. Cho n số thực a1, a2, . . . , an bất kì. Chứng minh rằng tồn tại số thực x sao cho
các số a1 + x, a2 + x, . . . , an + x đều là các số vô tỉ.

Lời giải. Giả sử t là một số vô tỉ bất kì. Ta sẽ chứng minh rằng trong các số t, 2t, 3t, . . . , (n+1)t

có ít nhất một số thỏa mãn đề bài.
Giả sử không có số nào trong n+1 số trên thỏa mãn đề bài. Tức là với mỗi i = 1, n+ 1, trong
các số it+ a1, it+ a2, . . . , it+ an luôn tồn tại một số hữu tỉ. Xét bảng n+ 1× n như sau:

t+ a1 t+ a2 · · · t+ an

2t+ a1 2t+ a2 · · · 2t+ an

· · · · · · · · · · · ·
(n+ 1)t+ a1 (n+ 1)t+ a2 · · · (n+ 1)t+ an

Theo nhận xét trên thì trong mỗi hàng tồn tại ít nhất một số hữu tỉ. Tức là trong toàn bộ
bảng, ta có ít nhất n + 1 số hữu tỉ. Vì bảng có n cột nên theo nguyên lí Dirichlet, tồn tại hai
số hữu tỉ thuộc cùng một cột, giả sử là xt+ ai và yt+ ai. Khi đó (x− y)t = (xt+ ai)− (yt+ ai)

cũng phải là số hữu tỉ. Điều này vô lí vì x, y nguyên và t vô tỉ. Mâu thuẫn trên chứng tỏ điều
giả sử của chúng ta là sai và bài toán được chứng minh. ❒
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2. Xây dựng đồ thị

2.1. Đồ thị một chiều

Về phương pháp quỹ đạo này, chúng ta thường gặp quỹ đạo xét trong mặt phẳng tọa độ hai
chiều và các kết quả xây dựng trên đó. Trong phần này, chúng ta sẽ thử đi phân tích thêm một
số dạng mở rộng nữa để tìm các vấn đề mới mẻ hơn.
Trước hết, ta xét bài toán sau:

Bài toán 13. Có một người đi từ gốc tọa độ O đến điểm A có tọa độ là n (n ∈ N) trên trục
tọa độ. Người này mỗi lần có thể bước một hoặc hai bước. Hỏi có bao nhiêu cách bước để người
này đi được đến A?

Nếu chúng ta tiếp cận bài toán này theo suy luận thông thường thì có thể giải như sau:
Gọi x, y lần lượt là số lần bước 1 bước và số lần bước 2 bước. Như thế người này bước tổng
cộng x+ y bước và hai số này phải thỏa mãn x+2y = n. Ứng với một trong số x+ y lần bước,
số cách bước tương ứng là số cách chọn x lần bước 1 bước, tức là

(
x+y
x

)
và số cách cần tính là

∑

06x,y6n,x+2y=n

(
x+y
x

)
.

Rõ ràng tổng này không dễ dàng rút gọn được!
Ta xét một trường hợp đơn giản, chẳng hạn với n = 4. Ta cần xét phương trình nghiệm nguyên
x+ 2y = 4. Dễ thấy phương trình này có các nghiệm là (x; y) = (0; 2), (2; 1), (4; 0) nên số cách
bước trong trường hợp này là

(
2
2

)
+
(
3
2

)
+
(
4
4

)
= 1 + 3 + 1 = 5.

Nhưng nếu đề thay giá trị n = 4 bởi n = 2011 thì sao? Việc xét tất cả các bộ nghiệm của
phương trình x + 2y = 2011 rõ ràng không đơn giản. Nếu ta viết dưới dạng công thức tổng
quát thì sẽ có bộ nghiệm là x = 1 + 2t, y = 1005− t và số nghiệm cần xét là 1006.
Chúng ta thử đổi cách tiếp cận sang một phương pháp quen thuộc là đếm bằng truy hồi. Gọi
S(n) là số cách bước ứng với trường hợp tọa độ của A là n.
Ta tính được S(1) = 1, S(2) = 2 và nếu n > 3 thì ta có hai trường hợp: nếu ở bước cuối cùng,
người này bước 1 bước thì khi đó, số cách để bước n − 1 bước trước là S(n − 1); nếu ở bước
cuối cùng, người này bước 2 bước thì khi đó, số cách để bước n− 2 bước trước là S(n− 2).
Hai trường hợp này là rời nhau và có tổng là S(n) nên suy ra S(n) = S(n−1)+S(n−2), n > 3.
Vậy dãy số các bước cần tính chính là dãy Fibonacci 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . và S(n) = Fn+1 (ta
xét dãy Fibonacci có hai số hạng đầu là 1, 1). Như thế, ta có thể rút ra một kết quả khá thú vị
là

∑

06x,y6n,x+2y=n

(
x+y
x

)
= Fn+1 bằng một sự thật hiển nhiên là nếu một số lượng mà đếm bằng

hai cách thì phải cho cùng kết quả.
Chúng ta sẽ không dừng lại ở đây mà thử mở rộng bài toán này hơn nữa. Chúng ta có thể thay
hai loại bước là 1 bước và 2 bước bởi nhiều bước hơn, phương trình nghiệm nguyên khi đó cần
xét cũng sẽ phức tạp hơn và dãy số cũng sẽ ở dạng truy hồi nhiều cấp hơn. Chẳng hạn, nếu
thay giả thiết bài toán trên bởi bước từ 1 đến 3 bước chân thì công thức phương trình nghiệm
nguyên sẽ là

∑

06x,y,z6n,x+2y+3z=n

(
x+y+z

x

)(
x+y+z

y

)
và dãy số cần xét sẽ là

S(1) = 1, S(2) = 2, S(3) = 4, S(n) = S(n− 1) + S(n− 2) + S(n− 3), n > 4
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Các ý tưởng lập luận và mô hình giải vẫn tương tự. Nếu ta thay đổi giả thiết thêm chút nữa
thì ta sẽ có bài toán sau:

Bài toán 14. Có một người đi từ gốc tọa độ O đến điểm A có tọa độ n trên trục tọa độ. Người
này bị say rượu nên chỉ bước mỗi lần một bước và có thể bước tới hoặc quay lui lại. Ban đầu,
ngay tại O người đó vẫn có thể quay lui được nhưng nếu người đó đi đến A thì không thể bước
tới nữa.
Hỏi người có đó bao nhiêu cách bước nếu số bước đi thực hiện là m?
(Rõ ràng số bước có thể là vô hạn nên ta chỉ xét trường hợp cụ thể với m bước nào đó).

Trước hết, chúng ta sẽ thử đếm trong trường hợp đơn giản hơn là n = 5. Rõ ràng nếu chỉ đi
tới thì người đó cần 5 bước nhưng ở đây có các bước lùi lại nên nếu gọi x, y lần lượt là số bước
tiến và bước lùi thì x+ y = m và x− y = 5. Tuy nhiên trong suốt quá trình thực hiện cho đến
khi đủ m bước thì đại lượng x − y không được bằng 5 mà phải là x − y 6 4 theo quy ước là
“đến A thì không thể bước tiếp nữa”.
Đến đây, các bạn thử giải tiếp để xây dựng các công thức và các kết quả tương tự như bài toán
đầu tiên ở trên.
Nói về bài toán này, chúng ta lại nhớ đến một bài toán nổi tiếng khác trong kì thi IMO 1979
về con ếch nhảy trên hình bát giác đều, kì thi mà lần đầu tiên Việt Nam có được một giải đặc
biệt của TS. Lê Bá Khánh Trình.

Bài toán 15. Một con ếch nhảy từ đỉnhA đến đỉnh E của một hình bát giác đềuABCDEFGH.
Tại bất cứ đỉnh nào trừ E, con ếch có thể nhảy tới hai đỉnh liền kề với đỉnh đó. Gọi an là số
đường đi phân biệt từ A đến E có đúng n bước nhảy. Chứng minh rằng

a2n−1 = 0, a2n =
1√
2

[(

2 +
√
2
)n−1

−
(

2−
√
2
)n−1

]

O

A

E

G C

B

DF

H

Lời giải. Dễ dàng thấy rằng số cách bước phải là chẵn nên a2n−1 = 0.
Gọi bn là số đường đi phân biệt của ếch từ C (hoặc G) đến E. Rõ ràng sau hai bước nhảy đầu
tiên, ếch có thể đến C, hoặc G hoặc quay trở về A. Ta có công thức sau a2n = 2a2n−2 +2b2n−2.
Từ điểm C (hoặc điểm G), cũng bằng hai bước nhảy, ếch có thể trở về chỗ cũ hoặc đến A (nếu
đến E thì ếch đã dừng lại), ta có b2n = 2b2n−2 + a2n−2.
Từ hai quan hệ này, ta suy ra a2n = 4a2n−2 − 2a2n−4, n > 3.
Ta tính được a1 = a2 = a3 = 0, a4 = 2 nên dễ dàng suy ra điều cần chứng minh. ❒

Bài toán này nếu cắt hình bát giác ra và xếp thành đường thẳng thì ta có thể phát biểu thành:
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Bài toán 16. Có một người đi từ gốc tọa độ O đến điểm A hoặc B (xem như là đi về một
trong hai ngôi nhà) có tọa độ lần lượt là 4,−4 trên trục tọa độ. Người này bị say rượu nên chỉ
bước mỗi lần một bước và có thể bước tới hoặc quay lui lại. Ban đầu, ngay tại O người đó vẫn
có thể quay lui hoặc tiến tới nhưng nếu người đó đi đến A hoặc B thì phải dừng lại.
Hỏi người có đó bao nhiêu cách bước về nhà nếu số bước đi thực hiện là m?

Kết quả của bài này hoàn toàn giống với bài toán trong kì thi IMO ở trên.
Nếu ta thử làm khó vấn đề hơn một chút thì có bài toán sau:

Bài toán 17. Có một người đi từ gốc tọa độ O đến điểm A có tọa độ n trên trục tọa độ. Người
này bị say rượu nên chỉ bước mỗi lần một bước và có thể bước tới hoặc quay lui lại. Ban đầu,
ngay tại O người đó không thể quay lui được và nếu người đó đi đến A thì không thể bước tới
nữa.
Hỏi người có đó bao nhiêu cách bước nếu số bước đi thực hiện là m?

Rõ ràng ở đây có một vấn đề khá rắc rắc là nếu người đó bước một bước rồi lại quay về O
rồi cứ thế lặp lại nhiều lần thì công thức truy hồi sẽ không xây dựng được (do từ O thì không
bước lùi được nhưng từ vị trí có tọa độ là 1 thì có thể được nên hai trường hợp không tương
ứng).
Nói chung, vẫn còn nhiều điều khá thú vị trong trục tọa độ một chiều thế này.
Trước khi kết thúc, ta thử xét một bài toán tổ hợp nổi tiếng xuất hiện trong kì thi IMO năm
2009:

Bài toán 18. Cho n là một số nguyên dương và a1, a2, . . . , an là các số nguyên dương phân
biệt. Giả sử T = {s1, s2, . . . , sn−1} là một tập hợp gồm n − 1 số nguyên dương nhưng không
chứa s = a1 + a2 + · · · + an. Trên trục số thực có một con châu chấu lúc đầu đứng ở điểm 0.
Con châu chấu nhảy đúng n bước về hướng dương của trục số. Các bước nhảy của nó có độ
dài là a1, a2, . . . , an theo một thứ tự nào đó. Trên trục số, người ta đặt sẵn n− 1 cái bẫy ở các
vị trí s1, s2, . . . , sn−1.
Chứng minh rằng con châu chấu có thể sắp xếp thứ tự các bước nhảy của mình để không bao
giờ nhảy vào bẫy.

Đây là bài toán được đánh giá là khó thứ nhì trong 50 năm thi IMO (chỉ sau bài 3, IMO 2007
tổ chức tại Việt Nam). Bài toán sử dụng quy nạp theo n là ý tưởng chính.

Lời giải. Trường hợp n = 1, theo giả thiết thì trên trục không có bẫy nên con châu chấu có
thể nhảy được và như thế thì khẳng định đúng.
Giả sử con châu chấu có thể nhảy được trong mọi trường hợp từ 1 đến n − 1. Xét n bước
nhảy a1, a2, . . . , an và n − 1 cái bẫy s1, s2, . . . , sn−1. Không mất tính tổng quát, ta sắp thứ tự
a1 < a2 < · · · < an và s1 < s2 < · · · < sn−1. Ta sẽ chỉ ra một cách nhảy thỏa mãn điều kiện.
Đầu tiên con châu chấu nhảy bước có độ dài an.
Sử dụng giả thiết quy nạp, ta có thể cho con châu chấu nhảy các bước có độ dài a1, a2, . . . , an−1

sao cho nó không rơi vào bất cứ bẫy nào trong số các bẫy s2, s3, . . . , sn−1.
Nếu trong quá trình nhảy nói trên con châu chấu không rơi vào bẫy s1 thì hiển nhiên ta có
một cách nhảy thỏa mãn điều kiện. Còn nếu con châu chấu rơi vào bẫy s1, ta sẽ chỉ ra một



44

cách đổi chỗ các bước nhảy để nó không nhảy vào một bẫy nào. Thật vậy, giả sử các bước
a1, a2, . . . , an−1 được con châu chấu nhảy theo thứ tự af(1), af(2), . . . , af(n−1). Có hai khả năng
xảy ra:

• Con châu chấu rơi vào bẫy ngay từ bước nhảy đầu tiên, tức là s1 = an. Ta chỉ cần đổi
chỗ hai bước nhảy đầu tiên của con châu chấu. Cụ thể nó sẽ nhảy theo thứ tự

af(1), an, af(2), af(3), . . . , af(n−1)

Do ta đã sắp thứ tự nên af(1) < an = s1 và hiển nhiên con châu chấu không vướng vào
bẫy s1 nữa. Từ bước thứ hai trở đi, con châu chấu nhảy như cũ nên không vướng thêm
bẫy nào.

• Con châu chấu rơi vào bẫy trong bước nhảy af(t), t > 1. Ta xét 3 bước nhảy af(t−1), af(t), an.
Ta đổi chỗ bước nhảy đầu tiên và bước nhảy af(t+1). Tức là cho con châu chấu nhảy theo
thứ tự

af(t+1), af(1), af(2), . . . , af(t−1), af(t), an, af(t+2), . . . , af(n−1)

Chú ý rằng s1 là phần tử nhỏ nhất trong tập n− 1 cái bẫy nên trước s1, con châu chấu
sẽ không rơi vào cái bẫy nào cả. Cũng do sự đổi chỗ af(t+1) và an nên con châu chấu sẽ
không rơi vào bẫy s1 nữa. Tóm lại, từ đầu đến bước an, con châu chấu không rơi vào bẫy
nào. Và vì các bước nhảy sau đó được giữ nguyên nên con châu chấu cũng không nhảy
vào bẫy.

Từ hai trường hợp trên, ta suy ra bài toán cũng đúng với n. Theo nguyên lý quy nạp toán học,
ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán khó nhất theo đánh giá là bài có nội dung như sau (tất nhiên là trong Shortlist vẫn
còn nhiều bài khó hơn nữa):

Bài toán 19. Trong một kì thi Toán, một số thí sinh có quen biết nhau và tính quen biết là
hai chiều. Một nhóm những thí sinh gọi là nhóm “bạn bè” nếu như tất cả những người trong
đó đều có quen biết với nhau. Nếu nhóm có ít hơn 2 người thì cũng được xem là nhóm “bạn
bè”. Số lượng thí sinh trong một nhóm “bạn bè” được gọi là “cỡ” của nhóm đó.
Giả sử rằng trong kì thi này, “cỡ” lớn nhất của một nhóm “bạn bè” tìm được là số chẵn. Chứng
minh rằng có thể sắp xếp những thí sinh này vào hai phòng sao cho “cỡ” lớn nhất của nhóm
“bạn bè” trong hai phòng là bằng nhau.

2.2. Đồ thị hai chiều

Bài toán khá điển hình cho phương pháp này xuất hiện trong kì thi Olympic của Việt Nam là
bài 1, đề chọn đội tuyển tham dự IMO năm 2003 với nội dung như sau:

Bài toán 20. Trong mặt phẳng tọa độ, cho bốn điểm phân biệtA(0, 0), B(p, 0), C(m, q), D(m,n)

với m,n, p, q là bốn số nguyên dương thỏa mãn p < m và n < q. Xét một đường đi f từ A đến
D và một đường đi g từ B đến C thỏa mãn điều kiện: các đường này chỉ đi theo chiều dương
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của các trục tọa độ và chỉ đổi hướng (từ hướng dương của trục tọa độ này sang hướng dương
của trục tọa độ kia) tại các điểm có tọa độ nguyên. Gọi S là số các cặp đường đi (f, g) sao cho
chúng không có điểm chung. Chứng minh rằng

S =

(
m+ n

n

)(
m+ q − p

q

)

−
(
m+ q

q

)(
m+ n− p

n

)

Cũng như các mô hình đã phân tích ở trên thì sử dụng quỹ đạo để giải các bài toán Tổ hợp
giúp cho lời giải và lập luận rõ ràng hơn dựa trên các nhận xét trực quan. Tuy nhiên, chúng ta
cũng phải công nhận rằng phương pháp này chỉ được áp dụng trên một số bài toán đặc trưng
nhất định nào đó. Một số bài toán đếm thuần túy cũng có thể giải bằng cách dùng quỹ đạo
thế này.
Trước hết, chúng ta sẽ xây dựng một số khái niệm cơ sở cho phương pháp này:

Định nghĩa 1. Trên mặt phẳng tọa độ Oxy, mỗi điểm có các tọa độ đều nguyên gọi là một
điểm nguyên và tập hợp các điểm nguyên gọi là lưới điểm nguyên (hay lưới Gauss).

Định nghĩa 2. Trong hệ tọa độ Oxy, người ta gọi một đường đi từ M tới N là một đường
gấp khúc nối M và N , còn đường đi ngắn nhất là đường gấp khúc tạo bởi các đoạn thẳng đơn
vị ngang và dọc sao cho số đoạn thẳng là ít nhất. Phương pháp chứng minh một công thức tổ
hợp bởi số đường đi ngắn nhất gọi là phương pháp quỹ đạo.

Ta sẽ chứng minh một số kết quả cơ sở của phương pháp này :

Định lý 1. Số đường đi ngắn nhất từ gốc tọa độ O đến điểm A(m,n) với m,n ∈ N∗ là
(
m+n
m

)
.

Chứng minh. Từ O đến A, ta cần thực hiện m bước dịch chuyển theo chiều ngang và n bước
dịch chuyển theo chiều dọc, tức là tổng cộng có m + n bước. Các đường đi như thế chỉ khác
nhau ở cách chọn thứ tự dọc và ngang. Do đó, số đường đi cần tìm chính là số cách chọn m

đoạn ngang trong m+ n đoạn dọc - ngang đó và có tổng cộng
(
m+n
m

)
đường đi. ❒

Từ đây, ta có một số kết quả sau:

• Số cách chọn đoạn ngang và số cách chọn các đoạn dọc cũng giống nhau nên
(
m+n
m

)
=

(
m+n
n

)
.

• Số đường đi ngắn nhất từ điểm A(m,n) đến điểm B(p, q) với 0 6 m < p, 0 6 n < q là
(
p+q−m−n

p−m

)
.

• Số đường đi ngắn nhất từ điểm O đến điểm B(p, q) và đi qua điểm A(m,n) chính là tích
(
m+n
m

)(
p+q−m−n

p−m

)
và số đường đi từ O đến B không đi qua A là

(
p+q
p

)
−
(
m+n
m

)(
p+q−m−n

p−m

)
.

Từ đó ta suy ra
(
p+q
p

)
>
(
m+n
m

)(
p+q−m−n

p−m

)
với 0 6 m < p, 0 6 n < q.

Tiếp theo, ta thử dùng phương pháp này chứng minh một số bài toán:

Bài toán 21 (Đẳng thức Pascal). Với k, n là các số nguyên và 1 6 k 6 n− 1, ta có
(
n

k

)

=

(
n− 1

k − 1

)

+

(
n− 1

k

)
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Lời giải. Ta thấy rằng có
(
n
k

)
đường đi ngắn nhất từ O(0, 0) đến A(k, n− k).

Xét hai điểm B(k − 1, n− k) và C(k, n− k − 1). Rõ ràng mỗi đường đi từ O đến A nhất thiết
phải qua B hoặc C.
Số đường đi từ O đến B là

(
n−1
k−1

)
và số đường đi ngắn nhất từ O tới C là

(
n−1
k

)
.

Do đó, ta có
(
n
k

)
=
(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
. ❒

Bài toán 22. Chứng minh rằng với m,n, k ∈ Z+,m > k thì

Ck
m+n+1 = Ck

mC
0
n + Ck−1

m−1C
1
n+1 + · · ·+ C0

m−kC
k
n+k

Lời giải. Có
(
m+n+1

k

)
đường đi nối O(0, 0) với M(m + n − k + 1, k). Rõ ràng có

(
m−i
k−i

)(
n+i
i

)

đường cắt đường thẳng x = n+ 1
2

tại điểm có tung độ i (i = 0, 1, . . . , k) gồm:
(
n+i
i

)
đường nối O

với điểm (n, i), một đường nối điểm (n, i) với điểm (n+1, i) và
(
m−i
k−i

)
đường nối điểm (n+1, i)

với M . Từ đó ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 23. Có m+n người đi mua vé (m 6 n), trong đó có m người mang tiền loại 2 đồng,
n người mang tiền loại 1 đồng và mỗi vé giá 1 đồng. Biết rằng ban đầu người bán vé không
mang theo tiền, hỏi có bao nhiêu cách xếp m + n người vào mua vé để người nào cũng được
thối tiền (nếu cần) ngay lập tức?

Lời giải. Đặt ai = x1 + x2 + · · · + ai, trong đó xj bằng 1 nếu người thứ j mang tiền loại 1
đồng và bằng −1 nếu ngược lại.

1 2 3

y = −1

m+ n

y

...

xO

a1

a2

am+n

Am+n

A1

A2

A3

Ai

Bài toán quy về việc đếm số đường đi qua các điểm Ai(i, ai) mà không nằm dưới trục hoành
trong mặt phẳng toạ độ Oxy. Muốn vậy ta sẽ đếm số đường đi cắt đường thẳng (d) : y = −1.
Xây dựng một song ánh từ mỗi đường Q như vậy đến một đường Q′ là đường nhận được từ Q
khi cho đối xứng phần của Q kể từ điểm đầu tiên gặp (d). Nếu Q′ có x đoạn hướng lên và y
đoạn hướng xuống thì x+ y = m+ n, y − x = n−m+ 2 hay y = n+ 1.
Vậy số đường Q′ là

(
m+n
n+1

)
, nên đáp số cần tìm là

(
m+n
n

)
−
(
m+n
n+1

)
. ❒
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Để thấy rõ hơn hiệu quả của phương pháp này, ta sẽ dùng một cách khác để giải bài toán này
trong trường hợp đặc biệt hơn là khi m = n. Cụ thể như sau: Giả sử có 2n người khách, n
người trong đó có 1 đồng và n người còn lại có 2 đồng. Ta cũng cần tính số cách sắp xếp 2n

người này thỏa mãn điều kiện đề bài, tức là người bán vé có thể bán được ngay vé cho những
người khách mà không có ai phải đứng chờ.
Ta xét bài toán dưới một hình thức khác cho dễ lập luận.
Đặt 2n số, bao gồm n số 1 và n số 2 lên một hàng và đánh số chúng từ 1 đến 2n theo chiều từ
trái sang phải. Với mỗi 1 6 i 6 2n, ta gọi ai, bi lần lượt là số các số 1 và số các số 2 tính từ vị
trí i trở về trước, dễ thấy rằng i = ai + bi, ∀i = 1, 2n. Chúng ta cần tính số trường hợp thỏa
ai 6 bi ∀i = 1, 2n.
Gọi S là tập hợp các hoán vị (t1, t2, t3, . . . , t2n) của 2n phần tử trên thỏa đề bài, T là tập hợp
còn lại.
Suy ra |T | = Cn

2n − |S| và ta sẽ tính |T | trước.
Do cách xác định T nên với mỗi phần tử t = (t1, t2, . . . , tn) của T , ta thấy tồn tại ít nhất một
số i thỏa ai < bi. Gọi f(t) là số thứ tự đầu tiên thỏa mãn ai < bi, tức là trước đó, ai vẫn không
bé hơn bi và ngay tại thời điểm đó thì bi hơn ai đúng một phần tử, tức là f(t) phải là số lẻ vì
f(t) = ai + bi. Khi đó, ta tính được af(t) =

f(t)−1
2

, b(t) =
f(t)+1

2
, tf(t) = 2. Tại thời điểm này, số

các số 2 hơn số các số 1 đúng một đơn vị nên khi ta đổi giá trị của các vị trí phía sau tf(t), từ
1 sang 2, từ 2 sang 1 thì ta sẽ có một hoán vị g(t) của n+ 1 số 2 và n− 1 số 1.
Xét ví dụ minh họa trong trường hợp n = 6 như sau

t = {1, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 1}
ai = {1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 6}, bi = {0, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 6, 6, 6, 6}
f(t) = 3, a2 = 1, b2 = 1, t3 = 10

g(t) = {1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 2}

Khi đó, g là một ánh xạ từ T sang U , với U là một hoán vị của n+ 1 số 2 và n− 1 số 1. Ta sẽ
chứng minh g là song ánh. Thật vậy:
Gọi u là một phần tử của U . Ta sẽ đếm số các số 1 và số các số 2 từ trái sang phải. Cũng gọi
i là vị trí nhỏ nhất sao cho số các số 2 lớn hơn số các số 1, do cách xác định U nên vị trí đó
luôn tồn tại duy nhất. Tiếp tục chuyển đối 1 sang 2, 2 sang 1 ở các vị trí phía sau i Ban đầu,
số các số 2 hơn số các số 1 đúng một đơn vị tại i vị trí đầu và điều này cũng đúng tại 2n− i vị
trí sau. Sau khi thay đổi số các số hơn số các số 2 đúng một đơn vị tại 2n− i vị trí sau; nghĩa
là số các số 1 và số các số 2 là bằng nhau; tức là nó tương ứng với 1 phần tử của T . Do đó, g
là một toàn ánh.
Tiếp theo, ta sẽ chứng minh g là đơn ánh. Gọi t và t′ là hai phần tử khác nhau của T . Giả sử i
là vị trí đầu tiên mà các số ở t và t′ khác nhau. Không mất tính tổng quát, giả sử ti = 1, t′i = 2.
Khi đó dễ thấy f(t) 6= i. Ta có hai trường hợp.

• Nếu f(t) < i thì f(t′) < f(t) vì tại i− 1 vị trí đầu, các số là giống nhau. Mà tại vị trí thứ
i, ti = 1, t′i = 2 nên g(t) 6= g(t′).

• Nếu f(t) > i. Khi đó vị trí thứ i của g(t) là ti = 5. Tại i − 1 vị trí đầu, cả hai bên



48

đều giống nhau nên f(t′) > 1. Do đó, vị trí thứ i của g(t′) là t′i = 2. Tức là ta cũng có
g(t) 6= g(t′).

Do đó, luôn có g(t) 6= g(t′), với mọi t 6= t′ nên g là đơn ánh.
Kết hợp hai điều trên lại, ta thấy g là song ánh.
Ta được |T | = |U | =

(
2n
n−1

)
, suy ra |S| =

(
2n
n

)
−
(

2n
n−1

)
.

Kết quả này tương ứng với điều ta thu được trong bài toán trên và rõ ràng để nhận được điều
này thì các bước lập luận rắc rối hơn khá nhiều. Quay lại bài toán ban đầu trong kì thi TST
2003 của Việt Nam, ta có một lời giải đầy đủ như sau :

Lời giải. Ta gọi một đường đi thỏa mãn đề bài là đường đi “tốt”. Trước hết, ta thấy số đường
đi “tốt” từ điểm A(0, 0) đến điểm D(m,n) là

(
m+n
n

)
và từ B(p, 0) đến C(m, q) là

(
m+q−p

q

)
. Do

đó, số cặp đường đi “tốt” (f, g) tùy ý là
(
m+n
n

)(
m+q−p

q

)
.

Ta sẽ tính số cặp đường đi “tốt” (f ′, g′) trong đó f ′ đi từ A đến C và g′ đi từ B đến D, rõ ràng
hai đường đi này phải có ít nhất một điểm chung K(i, j), p 6 i 6 m, 0 6 j 6 q.
Tương tự trên, số cặp đường đi “tốt” (f ′, g′) là

(
m+q
q

)(
m+n−p

n

)
.

Ta lại thấy rằng, số đường đi “tốt” từ A đến C đi qua K là
(
i+j
j

)(
(q−j)+(m−i)

q−j

)
, số đường đi “tốt”

từ B đến D đi qua K là
(
i+j−p

j

)(
(n−j)+(m−i)

n−j

)
.

Do đó
(
m+q
q

)(
m+n−p

n

)
=
(
i+j
j

)(
(q−j)+(m−i)

q−j

)(
i+j−p

j

)(
(n−j)+(m−i)

n−j

)
.

Ta lại thấy K là điểm chung của các cặp đường đi (f, g) mà chúng có ít nhất một điểm chung
nên ta tính được số cặp đường đi này là

(
i+j
j

)(
(q−j)+(m−i)

q−j

)(
i+j−p

j

)(
(n−j)+(m−i)

n−j

)
.

Điều này có nghĩa là số cặp đường đi tốt (f ′, g′) cũng chính bằng số cặp đường đi (f, g) mà
chúng có ít nhất một điểm chung.
Vậy số cặp đường đi (f, g) thỏa mãn đề bài chính là

(
m+n
n

)(
m+q−p

q

)
−
(
m+q
q

)(
m+n−p

n

)
. Ta có điều

cần chứng minh. ❒

Tiếp theo ta xét một số khái niệm mở đầu về phương pháp quỹ đạo

Định nghĩa 3. Cho x > 0 và y là các số nguyên. Quỹ đạo từ gốc toạ độ đến điểm(x, y) là
đường gấp khúc nối các điểm (0, 0), (1, s1), (2, s2), . . . , (x, sx) trong đó |si − si+1| = 1, sx = y.

Gọi Nx,y là số các quỹ đạo nối điểm 0, 0 với điểm (x, y). Ta có các định lý sau

Định lý 2. Nx,y =
(
p+q
p

)
với p = x+y

2
, q = x−y

2
nếu x, y cùng tính chẵn lẻ và Nx,y = 0 nếu x, y

khác tính chẵn lẻ.

Chứng minh. Giả sử quỹ đạo gồm p đoạn hướng lên trên và q đoạn hướng xuống dưới. Khi
đó, ta có p+ q = x, p− q = y hay p = x+y

2
, q = x−y

2
.

Vì p và q là các số nguyên nên x, y cần phải có cùng tính chẵn lẻ. Do quỹ đạo sẽ hoàn toàn
được xác định nếu ta chỉ ra các đoạn được hướng lên trên, do đó số các quỹ đạo từ điểm O

đến điểm (x, y) là Nx,y =
(
p+q
p

)
. Trường hợp x, y khác tính chẵn lẻ có thể thấy do không tồn

tại các số p, q nguyên để có thể thực hiện được đường đi của quỹ đạo nên Nx,y = 0. ❒

Định lý 3 (Nguyên lý đối xứng gương). Giả sử A(a, α) và B(β, b) là các điểm có toạ độ nguyên
vói b > a > 0, α > 0, β > 0 và A′(a,−α) là điểm đối xứng với A qua trục Ox. Khi đó số các
quỹ đạo từ A đến B cắt trục Ox hoặc có điểm chung với Ox bằng số các quỹ đạo từ A′ đến B.
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Chứng minh. Mỗi một quỹ đạo T từ A đến B, cắt trục Ox hoặc có điểm chung với Ox ta
cho tương ứng với quỹ đạo T ′ từ A′ đến B theo quy tắc sau: xét đoạn quỹ đạo T từ A cho đến
điểm gặp nhau đầu tiên giữa T và Ox và lấy đối xứng đoạn này qua Ox, tiếp theo T và T ′

trùng nhau. Như vậy mỗi một quỹ đạo T từ A đến B cắt Ox tương ứng với một quỹ đạo xác
định từ A′ đến B. Ngược lại mỗi một quỹ đạo từ A′ đến B tương ứng với một và chỉ một quỹ
đạo từ A đến B cắt Ox (lấy đoạn quỹ đạo từ A′ đến B đến điểm gặp đầu tiên và lấy đối xứng
đoạn này qua Ox).
Như vậy, ta đã thiết lập được song ánh từ tập hợp các quỹ đạo từ A đến B cắt Ox vào tập hợp
các quỹ đạo từ A′ đến B. Định lý được chứng minh. ❒

Ta xét tiếp bài toán sau xuất hiện trong IMO Shortlist 41.

Bài toán 24. Cho p, q ∈ Z+, (p, q) = 1. Hỏi có bao nhiêu tập S gồm các số tự nhiên sao cho 0
thuộc S và nếu x thuộc S thì x+ p, x+ q cũng thuộc S?

Lời giải. Mỗi số nguyên n biểu diễn duy nhất dưới dạng px + qy, với 0 6 x < q, nên ta có
thể đồng nhất mỗi số nguyên n với điểm (x, y) trong mặt phẳng toạ độ.

1 2

−1

−2

−3

−p

...

y

xq

A(q, −p)

O

Rõ ràng S chứa mọi điểm n không nằm dưới trục hoành, nên bài toán quy về việc tìm số cách
đánh dấu các điểm nằm trong tam giác vuông cạnh huyền OA với A(q,−p), sao cho nếu một
điểm được đánh dấu thì những điểm bên phải và nằm trên nó cũng được đánh dấu. Ta thấy
rằng mỗi cách đánh dấu như vậy tương ứng với một chuỗi gồm q số 0 và p số 1 thể hiện một
con đường đi từ O tới A (0 là sang phải, còn 1 là đi xuống) mà nằm hoàn toàn trên đường OA
(để ý là trừ hai đầu mút, đoạn OA không chứa điểm nguyên nào).
Phân hoạch tất cả các chuỗi thành các lớp, mà hai chuỗi bất kỳ trong một lớp là hoán vị vòng
quanh của nhau. Dễ thấy mỗi lớp có p+ q chuỗi, hơn nữa trong mỗi lớp chỉ có đúng một chuỗi

thoả mãn. Từ đó ta đi tới đáp số là (p+q

p )
p+q

. ❒

Nếu ta mở rộng bài toán ra trong không gian 3 chiều thì vấn đề sẽ trở nên thú vị hơn rất nhiều.
Các định lí và các kết quả của những phép đếm nói chung vẫn tương tự như trong trường hợp
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hai chiều nhưng chúng ta sẽ có dịp để tưởng tượng, hình dung ra các quỹ đạo, những con đường
đi xuất hiện trong đó và từ đây, ta hoàn toàn có thể xây dựng được nhiều bài toán, biểu thức
phức tạp hơn.

Ta xét tiếp một số ứng dụng khác trong Số học.

Bài toán 25. Cho p, q ∈ Z+, (p, q) = 1. Chứng minh rằng
[
p

q

]

+

[
2p

q

]

+ · · ·+
[
(q − 1)p

q

]

=

[
q

p

]

+

[
2q

p

]

+ · · ·+
[
(p− 1)q

p

]

=
(p− 1)(q − 1)

2

Lời giải. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, xét các điểm nguyên nằm trong hình chữ nhật đường
chéo OA, với A(p, q). Ta thấy ngay là có (p− 1)(q − 1) điểm. Do (p, q) = 1 nên không có điểm
nào nằm trên đường chéo, do đó OA chia chúng thành hai phần đối xứng nhau.

O

N

A

M

y

xi p

q

Xét phần nằm dưới OA, ta thấy số điểm nằm trên đường thẳng x = i, 0 < i < p là

[MN ] =

⌊
OM · AB

OA

⌋

=

⌊
iq

p

⌋

Do đó số điểm nằm dưới đường chéo OA là
p−1
∑

i=1

⌊
iq

p

⌋

=
(p− 1)(q − 1)

2

Do tính đối xứng của p và q, ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 26. Với mọi số dương t, ta gọi d(t) là số các phân số tối giản p
q

mà 0 < p, q 6 t.
Tính tổng sau với m,n ∈ Z+

S = d
(m

1

)

+ d
(m

2

)

+ · · ·+ d
(m

n

)

Lời giải. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, ta đồng nhất mỗi phân số a
b

(không nhất thiết tối
giản) với điểm M(a, b) trong đó a, b là các số nguyên dương.
Xét các điểm nguyên không nằm ngoài hình chữ nhật đường chéo AB, với A(1, 1), B(m,n).
Giả sử một đường thẳng l nào đó qua O và chứa các điểm nguyên (p, q), (2p, 2q), . . . , (kp, kq)

với (p, q) = 1. Vì kp 6 m, kq 6 n nên suy ra

p 6
m

k
<

m

k − 1
< · · · < m

1
, q 6

n

k
<

n

k − 1
< · · · < n

1

Suy ra phân số tối giản p
q

được tính k lần trong các số d
(
m
1

)
, d
(
m
2

)
, . . . , d

(
m
k

)
. Điều đó cho thấy

S chính là số tất cả các điểm không nằm ngoài hình chữ nhật đường chéo AB, nên S = mn. ❒
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Bài toán 27.

(a) Chứng minh rằng với mỗi số tự nhiên n, tồn tại duy nhất xn, yn ∈ N sao cho

2n = (xn + yn)
2 + 3xn + yn

(b) Với (xn, yn) được xác định ở trên, chứng minh rằng

x1 + x2 + · · ·+ x2015 = y1 + y2 + · · ·+ y2015 = 41664

Lời giải. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, gọi Tn là điểm thứ n trong dãy điểm chỉ ra trên hình
vẽ dưới đây.

1

2

3

5

6

9

10

14

4

7

8

12

11

13

O

y

x

Dễ chứng minh nếu tọa độ của Tn là (xn, yn) thì (xn + yn)
2 + 3xn + yn = 2n. Từ đó câu (a) là

hiển nhiên. Bây giờ ta chứng minh câu (b).

Để ý rằng T2015 là điểm thứ 62 trên trục hoành và
−→
V =

2015∑

i=1

−−→
OTi =

(
2015∑

i=1

xi,
2015∑

i=1

yi

)

.

Gọi −→v là vector đường chéo của hình vuông đơn vị, dễ thấy tổng các vector
−−→
OTi với các điểm

Ti nằm trên cạnh huyền của tam giác cạnh k vuông cân tại O bằng k(k+1)
2

· −→v . Do đó

−→
V =

−→v
2
·(1·2+2·3+· · ·+62·63) =

−→v
6
·(1·2·(3−0)+2·3·(4−1)+· · ·+62·63·(64−61)) = 41664·−→v

Ta có điều cần chứng minh. ❒
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PHƯƠNG PHÁP HÀM SINH
Hoàng Minh Quân1

1. Tóm tắt lý thuyết

1.1. Định nghĩa

Định nghĩa 1. Hàm sinh của dãy số thực a0, a1, a2, . . . , an, . . . là hàm số được xác định bởi

G(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · ·

Định nghĩa 2. Cho dãy số thực a0, a1, a2, . . . , an, . . . Hàm số cho bởi công thức

G(x) =
∞∑

n=0

an
xn

n!

được gọi là hàm sinh dạng mũ của dãy a0, a1, a2, . . . , an, . . .

1.2. Một số đẳng thức liên quan đến hàm sinh

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · ·

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + · · ·

1

(1− x)n
= 1 + nx+

n(n+ 1)

2!
x2 +

n(n+ 1)(n+ 2)

3!
x3 + · · · =

∞∑

i=0

C i
i+n−1x

i

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · ·

1

(1− ax)2
= 1 + 2ax+ 3a2x2 + 4a3x3 + · · ·

1

1− xr
= 1 + xr + x2r + x3r + · · ·

Hai mệnh đề thường được sử dụng :

Mệnh đề 1. Cho hàm sinh G(x) = (1 + x+ x2 + · · · )n.

(a) Đặt ar là hệ số của xr trong khai triển của G(x) thì ar = Cr
r+n−1;

(b) (1− xm)n = 1− C1
nx

m + C2
nx

2m − · · ·+ (−1)nxmn;

1Giáo viên trường THPT Ngọc Tảo, Hà Nội.
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(c) (1 + x+ x2 + · · ·+ xm−1)n = (1− xm)n(1 + x+ x2 + · · · )n.

Mệnh đề 2 (Công thức xác định hệ số tích của hai hàm sinh). Cho hai hàm sinh của hai dãy
(an), (bn) lần lượt là

A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·

B(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·

Đặt

G(x) = A(x)B(x) = (a0 + a1x+ a2x
2 + · · · )(b0 + b1x+ b2x

2 + · · · )
= a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x

2 + (a0b3 + a1b2 + a2b1 + a0b3)x
3 + · · ·

Khi đó hệ số của xr trong khai triển của G(x) là

a0br + a1br−1 + a2br−2 + · · ·+ ar−2b2 + ar−1b1 + arb0 (∗)

Chú ý. Trong các ví dụ ứng dụng hàm sinh để giải bài toán đếm nâng cao ở phần II chúng ta
rất hay sử dụng đẳng thức (∗).

2. Ứng dụng hàm sinh giải các bài toán đếm điển hình

2.1. Ứng dụng hàm sinh giải bài toán chia kẹo Euler

Ý tưởng chung của phương pháp sử dụng hàm sinh giải bài toán đếm là đi tìm hệ số của xr

trong khai triển của hàm sinh với r là số phần tử được chọn ra trong n đối tượng với những
điều kiện rằng buộc cho trước. Bây giờ chúng ta sẽ vận dụng những kiến thức hàm sinh trên
vào việc giải quyết các bài toán đếm tổ hợp nâng cao. Thông qua nhiều ví dụ khác nhau dưới
đây chúng ta sẽ định hình và nắm chắc được cách sử dụng hàm sinh trong việc giải bài toán
đếm tổ hợp nâng cao.

Ví dụ 1. Vào ngày nghỉ chủ nhật, cô Hoa đi chơi và mua quà là 12 quả cam cho 3 đứa trẻ An,
Bình, Chi.Hỏi cô Hoa có bao nhiêu cách phân phối 12 quả cam sao cho An có ít nhất 4 quả,
Bình và Chi mỗi người đều có ít nhất 2 quả, nhưng Chi không được nhiều hơn 5 quả?

Lời giải. Hàm sinh cho số cách chọn quả cho An là

A(x) = x4 + x5 + x6 + x7 + x8 = x4(1 + x+ x2 + x3 + x4) = x4 · 1− x5

1− x

Hàm sinh cho số cách chọn quả cho Bình là

B(x) = x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = x2(1 + x+ x2 + x3 + x4) = x2 · 1− x5

1− x

Hàm sinh cho số cách chọn quả cho Chi là

C(x) = x2 + x3 + x4 + x5 = x2(1 + x+ x2 + x3) = x2 · 1− x4

1− x
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Hàm sinh cho số cách phân phối 12 quả cam thỏa mãn điều kiện đề bài là

G(x) = A(x)B(x)C(x) = x4 · 1− x5

1− x
· x2 · 1− x5

1− x
· x2 · 1− x4

1− x
=
x8(1− x5)

2
(1− x4)

(1− x)3

= x8(1− 2x5 + x10)(1− x4)

(
1

x− 1

)3

= (x8 − x12 − 2x13 + 2x17 + x18 − x22)

(
1

x− 1

)3

Do cần tìm hệ số của x12 trong khai triển của G(x) nên ta chỉ quan tâm tới hệ số của U(x) =
(x8 − x12 − 2x13 + 2x17 + x18 − x22) với bậc 6 12. Do đó U(x) chỉ có các hệ số a8, a12 là thỏa
mãn.
Và hệ số của xr trong khai triển V (x) =

(
1

x−1

)3 là br = Cr
r+2.

Vậy hệ số của x12 trong khai triển của G(x) là a8b4 + a12b0 = 1.C4
6 − 1.C0

2 = 14.
Kết luận : Cô Hoa có 14 cách phân chia 12 quả cam cho 3 đứa trẻ thỏa mãn yêu cầu An có ít
nhất 4 quả, Bình và Chi mỗi người đều có ít nhất 2 quả, nhưng Chi không được nhiều hơn 5
quả. ❒

Nhận xét. Thoạt nhìn ban đầu chúng ta thấy cách giải bằng liệt kê cho lời giải ngắn gọn hơn
cách hàm sinh nhưng suy nghĩ sâu thêm chúng ta sẽ thấy đối với bài toán có dữ kiện lớn thì
cách làm liệt kê tỏ ra kém hiệu quả thậm chí khó làm ra được, chẳng hạn bài toán trên chúng
ta thay đổi một chút như sau : “Vào ngày nghỉ chủ nhật, cô Hoa đi chơi và mua quà là 50 cái
kẹo cho 3 đứa trẻ An, Bình, Chi.Hỏi cô Hoa có bao nhiêu cách phân phối 50 cái kẹo sao cho
An có ít nhất 4 kẹo, Bình và Chi mỗi người đều có ít nhất 2 kẹo, nhưng Chi không được nhiều
hơn 5 kẹo?”
Rõ ràng cách làm liệt kế đối với bài toán này trở nên kém hiệu quả, khó khăn và mất thời gian
hơn rất nhiều vì chúng ta phải xét quá nhiều trường hợp. Khi đó giải pháp hàm sinh trong bài
toán này đem lại cho chúng ta hiệu quả rõ rệt vì chúng ta chỉ cần quan tâm tới hệ số trong
khai triển của hàm sinh tương ứng đề bài.
Trong thực tiễn thì dữ liệu rất đa dạng, với những bài toán đếm có nhiều điều kiện rằng buộc
khác nhau việc sử dụng hàm sinh sẽ cho chúng ta lời giải hiệu quả.

Ví dụ 2. Có bao nhiêu cách xếp một giỏ gồm n trái cây gồm (táo, chuối, cam,đào), sao cho
số táo phải là chẵn, số chuối chia hết cho năm, chỉ có thể nhiều nhất 4 quả cam và nhiều nhất
1 quả đào.

Lời giải. Hàm sinh cho số cách chọn quả táo (số chẵn) là

A(x) = 1 + x2 + x4 + x6 + · · · = 1

1− x2

Hàm sinh cho số cách chọn quả chuối (số chia hết cho 5) là

B(x) = 1 + x5 + x10 + x15 + · · · = 1

1− x5

Hàm sinh cho số cách chọn quả cam (nhiều nhất 4 quả) là

C(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x4 =
1− x5

1− x
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Hàm sinh cho số cách chọn quả đào (nhiều nhất 1 quả) là

D(x) = 1 + x =
1− x2

1− x

Hàm sinh cho số cách chọn cả 4 loại quả là

G(x) = A(x)B(x)C(x)D(x) =
1

1− x2
· 1

1− x5
· 1− x5

1− x
· 1− x2

1− x
=

1

(1− x)2
=

∞∑

i=0

(i+ 1)xi

Vậy số cách chọn trái cây thỏa mãn đề bài là n+ 1 cách. ❒

Ví dụ 3. Có bao nhiêu cách chọn ra 15 USD từ 20 người nếu 19 người đầu, mỗi người có thể
đưa ra nhiều nhất 1 USD, người thứ 20 có thể đưa ra 1 USD hoặc 5 USD hoặc không USD nào.

Lời giải. Hàm sinh cho số cách chọn nhiều nhất 1 USD từ 19 người là

A(x) = (1 + x)19

Hàm sinh cho số cách chọn 1 USD hoặc 5 USD hoặc không USD nào ở người thứ 20 là

B(x) = 1 + x+ x5

Hàm sinh cho số cách chọn ra 15 USD là

G(x) = A(x)B(x) = (1 + x)19(1 + x+ x5)

Chúng ta tìm hệ số của x15 trong khai triển của G(x).
Ta có:

(1 + x)19 =
19∑

k=0

Ck
19x

19−k

Đặt ar là hệ số của xr trong khai triển của A(x), br là hệ số của xr trong khai triển của B(x).
Khi đó ta có ar = Cr

19 và b0 = b1 = b5 = 1.
Vậy hệ số của x15 trong khai triển của G(x) là

a15b0 + a14b1 + a13b2 + · · ·+ a0b15

Ta có
a15b0 + a14b1 + a10b5 = C15

19 + C14
19 + C10

19 = 107882

Vậy có 107882 cách chọn ra 15 USD thỏa mãn điều kiện đề bài. ❒

Ví dụ 4. Tìm số nghiệm nguyên dương của phương trình

u+ v + w + z = 27 với 3 6 u, v, w, z 6 8

Lời giải. Hàm sinh cho số nghiệm nguyên dương của phương trình là

G(x) = (x3 + x4 + · · ·+ x8)4

= [x3(1 + x+ x2 + · · ·+ x5)]4

= x12(1 + x+ x2 + · · ·+ x5)4
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Số nghiệm nguyên dương của phương trình là hệ số của x27 trong khai triển của G(x) và là hệ
số của x15 trong khai triển của H(x) = (1 + x+ x2 + · · ·+ x5)4.
Ta có

H(x) = (1 + x+ x2 + · · ·+ x5)4 =

(
1− x6

1− x

)4

= (1− x6)4
(

1

1− x

)4

Đặt A(x) = (1− x6)4, B(x) =
(

1
1−x

)4. Ta có

A(x) = (1− x6)4 = 1− C1
4x

6 + C2
4x

12 − C3
4x

18 + x24

B(x) =

(
1

1− x

)4

= 1 + C1
4x+ C2

5x
2 + C3

6x
3 + · · ·

Do tìm hệ số của x15 trong khai triển của H(x) nên ta chỉ quan tâm tới hệ số của A(x) với bậc
6 15.Do đó A(x) chỉ có các hệ số a0, a6, a12là thỏa mãn.
Và hệ số của xr trong khai triển B(x) =

(
1

x−1

)4là br = Cr
r+4−1 = Cr

r+3.
Vậy hệ số của x15 trong khai triển của H(x) là

a0b15 + a6b9 + a12b3 = 1 · C15
18 − C1

4C
9
12 + C2

4C
3
6

Vậy số nghiệm nguyên dương của phương trình là C15
18 − C1

4C
9
12 + C2

4C
3
6 . ❒

Ví dụ 5. Phương trình
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 30

có bao nhiêu nghiệm nguyên dương thỏa mãn

0 6 x1, x2 6 10; 3 6 x3, x4, x5 6 5 và x1, x2 chẵn

Hướng dẫn. Hàm sinh cho số nghiệm nguyên dương của phương trình là

G(x) =
(
1 + x2 + x4 + · · ·+ x10

)2 (
x3 + x4 + x5

)3

Công việc tìm hệ số x30 xin dành cho bạn đọc. ❒

2.2. Ứng dụng hàm sinh chứng minh đẳng thức tổ hợp

Ví dụ 6. Chứng minh đẳng thức sau với n là số tự nhiên
(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+ · · ·+
(
n

n

)2

=

(
2n

n

)

Lời giải. Xét đa thức (1 + x)2n có hệ số của xn là
(
2n
n

)
. Mặt khác ta có

(1 + x)2n = (1 + x)n(1 + x)n

Xét hàm sinh G(x) = H(x) = (1 + x)n có hệ số ar = br =
(
n
r

)
. Hệ số xn của G(x)H(x) là

a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 =

(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+ · · ·+
(
n

n

)2

Vì vậy ta có
(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+ · · ·+
(
n

n

)2

=

(
2n

n

)

❒



58

Ví dụ 7 (Đẳng thức Vandermonde). Chứng minh đẳng thức sau với r 6 min{m,n}
m∑

k=0

(
m

k

)(
n

r − k

)

=

(
m+ n

r

)

Lời giải. Dựa vào ý tưởng lời giải ví dụ ??? bạn đọc có thể tự chứng minh đẳng thức Vander-
monde. ❒

Ví dụ 8 (China 1994). Chứng minh đẳng thức

n∑

k=0

2n−k

(
n

k

)(
k
⌊
k
2

⌋

)

=

(
2n+ 1

n

)

Lời giải. Ta có
(

k
⌊ k
2
⌋
)

là hệ số tự do trong khai triển (1 + x)(x+ x−1)k.

Khi đó
n∑

k=0

(
n

k

)

(1 + x)

(

x+
1

x

)k

2n−k = (1 + x)
n∑

k=0

(
n

k

)(

x+
1

x

)k

2n−k

= (1 + x)

(

2 + x+
1

x

)n

=
1

xn
(1 + x)(2x+ x2 + 1)n

=
1

xn
(1 + x)2n+1

So sánh hệ số tự do ta có
n∑

k=0

(
n

k

)

2n−k

(
k
⌊
k
2

⌋

)

=

(
2n+ 1

n

)

❒

Ví dụ 9. Chứng minh các số Fibonacci có thể được viết dưới dạng

Fn =

(
n

0

)

+

(
n− 1

1

)

+

(
n− 2

2

)

+ · · ·

Lời giải. Chúng ta đã biết công thức dạng truy hồi của số Fibonacci
{

F1 = F2 = 1

Fn = Fn−1 + Fn−2

, n > 3

Đặt G(x) là hàm sinh cho dãy (Fn) và giả sử F0 = 0. ta có:

G(x) = F0 + F1x+ F2x
2 + F3x

3 + · · ·
−xG(x) = −F0x− F1x

2 − F2x
3 − · · ·

−x2G(x) = −F0x
2 − F1x

3 − F2x
4 − · · ·

Cộng vế với vế ba đẳng thức trên, ta có

(1− x− x2)G(x) = F0 + (F1 − F0)x+ (F2 − F1 − F0)x
2 + · · · = x
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Do đó
G(x) =

x

1− x− x2

Ta viết lại G(x) như sau:

1

1− x− x2
=

1

1− x(1 + x)
= 1 + x(1 + x) + x2(1 + x)2 + · · ·+ xn(1 + x)n

Hệ số của xn trong khai triển cuối là
(
n
0

)
+
(
n−1
1

)
+
(
n−2
2

)
+ · · · . ❒

2.3. Ứng dụng hàm sinh giải bài toán phân hoạch

Một phân hoạch của số tự nhiên r là một cách viết r thành tổng của các số nguyên dương hay
một bộ số không thứ tự (ai) thỏa mãn

∑
ai = r.

Ví dụ về phân hoạch :

2 = 1 + 1

3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1

4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1

5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

Đặt ek là số nguyên dương thành phần xuất hiện k lần. Ta có

1e1 + 2e2 + · · ·+ kek + · · ·+ rer = r

Xây dựng hàm sinh cho phương trình trên ta có

G(x) = (1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · · )
× (1 + x2 + x4 + x6 + · · ·+ x2n + · · · )
× (1 + x3 + x6 + x9 + · · ·+ x3n + · · · )
· · ·
× (1 + xk + x2k + x3k + · · ·+ xkn + · · · )
· · ·

Ví dụ 10. Xây dựng hàm sinh đếm số nghiệm nguyên dương của phương trình

2x+ 3y + 5z = r với x, y, z > 0

Lời giải. Hàm sinh cho phương trình trên là

(1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n)(1 + x3 + x6 + · · ·+ x3n)(1 + x5 + x10 + · · ·+ x5n)

❒

Ví dụ 11. Hỏi có bao nhiêu cách đổi tờ 500 nghìn đồng thành các tờ 1 nghìn, 2 nghìn, 5 nghìn,
10 nghìn, 20 nghìn.
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Hướng dẫn. Bài toán đã cho quy về đếm số nghiệm nguyên dương của phương trình

x1 + 2x2 + 5x3 + 10x4 + 20x5 = 500

Số nghiệm nguyên dương của phương trình chính là hệ số của x500 trong khai triển của hàm
sinh

G(x) =
(
1 + x+ x2 + · · ·

) (
1 + x2 + x4 + · · ·

) (
1 + x5 + x10 + · · ·

)

×
(
1 + x10 + x20 + · · ·

) (
1 + x20 + x40 + · · ·

)

=
1

(1− x) (1− x2) (1− x5) (1− x10) (1− x20)

❒

Ví dụ 12 (China 1996). Cho n là số nguyên dương. Tìm số đa thức P (x) với hệ số thuộc
{0; 1; 2; 3} thỏa mãn P (2) = n.

Lời giải. Đặt P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ akx

k + · · ·
Theo giả thiết P (2) = n nên ta có a0 + 2a1 + 4a2 + · · ·+ 2kak + · · · = n với 0 6 ak 6 3.
Chúng ta xây dựng hàm sinh:

G(x) = (1 + x+ x2 + x3)(1 + x2 + x4 + x6)(1 + x4 + x8 + x12) · · ·

=
∞∏

k=0

(

1 + x2
k

+ x2(2
k) + x3(2

k)
)

=
∞∏

k=0

1− x2
k+2

1− x2k
=

1

(1− x) (1− x2)

=
1

4

1

1− x
+

1

2

1

(1− x)2
+

1

4

1

1 + x

=
∞∑

k=0

(
1

4
+

1

4
(−1)n +

1

2
(n+ 1)

)

xn

Vậy có
∞∑

k=0

(
1
4
+ 1

4
(−1)n + 1

2
(n+ 1)

)
đa thức thỏa mãn đề bài. ❒

3. Một số bài toán tổng hợp

Ví dụ 13. Huấn luyện viên bóng đã có n cầu thủ tập luyện hàng ngày. Đầu tiên huấn luyện
viên chia các cầu thủ thành 2 nhóm và yêu cầu các cầu thủ mỗi nhóm xếp thành hàng. Nhóm
thứ nhất có thể chọn áo da cam, áo trắng hoặc áo xanh, nhóm thứ hai có thể chọn áo đỏ. Hỏi
có bao nhiêu cách thực hiện công việc chọn áo như thế.

Hướng dẫn. Giả sử huấn luyện viên chọn k người từ nhóm thứ nhất. Đặt ak là số cách mà
k người này chọn các áo màu da cam, trắng, xanh và nhóm xếp thẳng hàng nên có ak = k!3k.
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Do đó hàm sinh lũy thừa cho ak là

A(x) =
∑

k>0

k!3k
xk

k!
=

1

1− 3x

Tương tự đặt bm là số cách chọn m người từ nhóm thứ hai xếp hàng thẳng và chọn áo đỏ, ta
có bm = m!. Hàm sinh cho dãy bm là

B(x) =
∑

m>0

m!
xm

m!
=

1

1− x

Vậy hàm sinh cho cả 2 nhóm chọn áo là

G(x) = A(x)B(x) =
1

1− 3x
.

1

1− x

Đến đây bạn đọc chỉ cần tìm hệ số của xn

n!
trong khai triển G(x) là xong.

Đáp số :
n!(3n+1−1)

2
. ❒

Ví dụ 14. Cho r đồ vật. Hỏi có bao nhiêu cách phân phối r dồ vật khác nhau vào trong n cái
hộp sao cho không có hộp nào rỗng.

Lời giải. Hàm sinh lũy thừa cho số cách phân phối r đồ vật là

G(x) =

(

x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

)n

= (ex − 1)n

=
n∑

i=0

(
n

i

)

(ex)n−i(−1)i

=
n∑

i=0

(
n

i

)( ∞∑

r=0

(n− i)rxr

r!

)n−i

(−1)i

=
∞∑

r=0

(
n∑

i=0

(−1)i
(
n

i

)

(n− i)r

)

xr

r!

Do đó ta có ar =
n∑

i=0

(−1)i
(
n
i

)
(n− i)r. ❒

Ví dụ 15. Cho số tự nhiên r. Đếm số phân hoạch r gồm các thành phần xuất hiện các số
1, 2, 3, 5, 7.

Hướng dẫn. Xây dựng hàm sinh

G(x) =
1

(1− x)(1− x2)(1− x3)(1− x5)(1− x7)

❒

Ví dụ 16. Có bao nhiêu cách phân phối 25 quả bóng giống hệt nhau vào bảy hộp riêng biệt
sao cho hộp đầu tiên có không quá 10 quả bóng và số bóng là tùy ý ở mỗi hộp trong sáu hộp
còn lại.
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Lời giải. Hàm sinh cho số cách phân phối r quả bóng vào bảy hộp riêng biệt sao cho hộp đầu
tiên có không quá 10 quả bóng là:

G(x) = (1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ x10)(1 + x+ x2 + · · · )6

=

(
1− x11

1− x

)(
1

1− x

)6

= (1− x11)

(
1

1− x

)7

Đặt A(x) = 1− x11, B(x) =
(

1
1−x

)7.
Chúng ta có hệ số khác 0 trong hàm số A(x) là a0 = 1; a11 = −1.

Và B(x) =
(

1
1−x

)7
=

∞∑

r=0

Cr
r+6 nên hệ số của xr là Cr

r+6.

Vậy hệ số của x25 trong khai triển của G(x) là a0b25 + a11b14 = C25
31 − C14

20 = 697521.
Vậy có 697521 cách phân phối 25 quả bóng giống hệt nhau vào bảy hộp riêng biệt sao cho hộp
đầu tiên có không quá 10 quả bóng và số bóng là tùy ý ở mỗi hộp trong sáu hộp còn lại. ❒

Ví dụ 17. Có bao nhiêu cách chọn 25 đồ chơi từ bảy loại đồ chơi khác nhau sao cho mỗi loại
đồ chơi có từ 2 đến 6 đồ chơi được chọn.

Lời giải. Hàm sinh cho số cách chọn r đồ chơi từ bảy loại đồ chơi khác nhau sao cho mỗi loại
có từ 2 đến 6 đồ chơi được chọn là:

G(x) = (x2 + x3 + x4 + x5 + x6)7

= [x2(1 + x+ x2 + x3 + x4)]7 = x14(1 + x+ x2x3 + x4)7

Để tìm hệ số của x25 trong khai triển của G(x) thì chúng ta tìm hệ số của x11 trong khai triển

H(x) = (1 + x+ x2x3 + x4)7 =

(
1− x5

1− x

)7

= (1− x5)7
(

1

1− x

)7

Đặt

A(x) = (1− x5)7;B(x) =

(
1

1− x

)7

B(x) =

(
1

1− x

)7

=
∞∑

r=0

Cr
r+6 x

r

Do tìm hệ số của x11 trong khai triển của H(x) nên ta chỉ quan tâm tới hệ số của A(x) với bậc
6 11.Do đó A(x) chỉ có các hệ số a0; a5; a10 là thỏa mãn. Và hệ số của xr trong khai triển B(x)

là br = Cr
r+6.

Vậy hệ số của x11 trong khai triển của H(x) là a0b11+a5b6+a10b1 = C11
17 +(−C1

7)C
6
12+C

2
7C

1
7 =

6055. ❒

Ví dụ 18. Tính tổng
S = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

Lời giải. Xuất phát từ hàm sinh

x

(1− x)2
= 1x+ 2x2 + 3x3 + · · ·+ rxr + · · ·
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Ta có

x

(
d

dx

x

(1− x)2

)

=
x(1 + x)

(1− x)3
= 12x+ 22x2 + 32x3 + · · ·+ r2xr + · · ·

Nhân cả 2 vế của đẳng thức cuối với 2 ta có

G(x) =
2x(1 + x)

(1− x)3
= 2(12x+ 22x2 + 32x3 + · · ·+ r2xr + · · · )

Vậy hệ số ar = 2r2. Ta có cần tính 1
2
(a0 + a1 + a2 + · · ·+ an).

Ta có

G∗(x) =
G(x)

2(1− x)
=
x(x+ 1)

(1− x)4
= x(1− x)−4 + x2(1− x)−4

Hệ số của xn trong khai triển x(1− x)−4 là hệ số của xn−1 trong khai triển (1− x)−4.
Hệ số của xn trong khai triển x2(1− x)−4 là hệ số của xn−2 trong khai triển (1− x)−4.
Do đó

S =

(
(n− 1) + 4− 1

n− 1

)

+

(
(n− 2) + 4− 1

n− 2

)

=

(
n+ 2

3

)

+

(
n+ 1

3

)

❒

Ví dụ 19. Trong một túi sách của Long có chứa bao gồm 10 chiếc nhẫn vàng, 20 chiếc nhẫn
bạc và 30 viên kim cương.Hỏi Long có bao nhiêu cách chọn ra 30 đồ vật để đem bán, biết rằng
mỗi loại trang sức có ít nhất 1 đồ vật được lấy ra.

Lời giải. Hàm sinh cho số cách chọn ít nhất một chiếc nhẫn vàng được chọn là

M(x) = x+ x2 + x3 + · · ·+ x10

Hàm sinh cho số cách chọn ít nhất một chiếc nhẫn bạc được chọn là

N(x) = x+ x2 + x3 + · · ·+ x20

Hàm sinh cho số cách chọn ít nhất một viên kim cương được chọn là

P (x) = x+ x2 + x3 + · · ·+ x30

Vậy hàm sinh cho số cách chọn 30 đồ vật để đem bán, biết rằng mỗi loại trang sức có ít nhất
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một đồ vật được lấy ra là:

G(x) =M(x)N(x)P (x)

= (x+ x2 + x3 + · · ·+ x10)(x+ x2 + x3 + · · ·+ x20)(x+ x2 + x3 + · · ·+ x30)

= x3(1 + x+ x2 + · · ·+ x9)(1 + x+ x2 + · · ·+ x19)(1 + x+ x2 + · · ·+ x29)

= x3
1− x10

1− x
.
1− x20

1− x
.
1− x30

1− x

=
x3(1− x10)(1− x20)(1− x30)

(1− x)3

=
x3(1− x20 − x10 + x30)(1− x30)

(1− x)3

=
x3(1− x30 − x20 + x50 − x10 + x40 + x30 − x60)

(1− x)3

=
x3(1− x10 − x20 + x40 + x50 − x60)

(1− x)3

= (x3 − x13 − x23 + x43 + x53 − x63)
1

(1− x)3

=
x3(1− x10 − x20 + x40 + x50 − x60)

(1− x)3

= (x3 − x13 − x23 + x43 + x53 − x63)
1

(1− x)3

Đặt A(x) = x3 − x13 − x23 + x43 + x53 − x63;B(x) = 1
(1−x)3

.

Hệ số khác không và có bậc nhỏ hơn 30 của A(x) là a3 = 1; a13 = −1; a23 = −1.

Trong khi đó B(x) = 1
(1−x)3

=
∞∑

r=0

Cr
r+3−1x

r =
∞∑

r=0

Cr
r+2x

r có hệ số của xr là br = Cr
r+2.

Vậy hệ số của x30 trong khai triển của hàm sinh G(x) là

a3b27 + a13b17 + a23b7 = C27
29 − C17

19 − C7
9 = 199

Vậy Long có 199 cách chọn 30 đồ vật để đem bán mà mỗi loại trang sức có ít nhất một đồ vật
được lấy ra. ❒

Ví dụ 20. Có bao nhiêu cách phân hoạch số tự nhiên n thành các thành phần gồm các số
nguyên dương lẻ khác nhau?

Hướng dẫn. Bài toán trở thành tìm hệ số của xn trong khai triển của hàm sinh

1

1− x
· 1

1− x3
· 1

1− x5
· 1

1− x7
· · ·

❒

Ví dụ 21. Phương trình sau có bao nhiêu nghiệm nguyên?

u+ v + w + z = 20 với u > 0, v > 0, w = 2m, z = 2k + 1
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Hướng dẫn. Xét hàm sinh

G(x) = (1 + x+ x2 + x3 + x4 + · · · )2(1 + x+ x2 + x4 + · · · )(1 + x3 + x5 + x7 + · · · )

❒

Ví dụ 22 (Đẳng thức Pascal). Chứng minh rằng
(
n

k

)

=

(
n− 1

k

)

+

(
n− 1

k − 1

)

Lời giải. Xét hàm sinh Gn(x) = (1 + x)n. Ta viết lại như sau :

Gn(x) = (1 + x)n = (1 + x)(1 + x)n−1 = (1 + x)Gn−1x = Gn−1(x) + xGn−1(x)

Để ý rằng : Hệ số của xk trong khai triển Gn(x) = (1 + x)n là
(
n
k

)
, còn hệ số của xk trong khai

triển Gn−1(x) + xGn−1(x) là
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1

)
.

Vậy
(
n
k

)
=
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1

)
. ❒

Ví dụ 23 (PTNK 2009). Tìm số tất cả các số có n chữ số lập từ các chữ số 3, 4, 5, 6 và chia
hết cho 3.

Lời giải. Một số chia hết cho 3 nếu tổng các chữ số của nó chia hết cho 3. Mỗi chữ số có thể
là 3, 4, 5, 6. Xét hàm sinh G(x) = (x3 + x4 + x5 + x6)n = g0 + g1x+ g2x

2 + · · ·+ g6nx
6n

Gọi số tất cả các số có n chữ số lập từ các chữ số 3, 4, 5, 6 và chia hết cho 3 là Sn thì Sn chính
là tổng các hệ số của các số mũ chia hết cho 3.
Gọi ε = e

2πi
3 là căn bậc ba nguyên thủy của phương trình x3 = 1, ta có ε2 + ε+ 1 = 0. Suy ra

G(1) +G(ε) +G(ε2) = 3g0 + (1 + ε+ ε2)g1 + (1 + ε+ ε2)g2 + 3g3 + · · ·
= 3(g0 + g3 + g6 + · · · ) = 3Sn

Vậy

Sn =
1

3

(
G(1) +G(ε) +G(ε2)

)

=
1

3

[
(1 + 1 + 1 + 1)n +

(
ε2 + 1 + ε+ 1

)n
+
(
ε+ 1 + ε2 + 1

)n]

=
1

3
(4n + 2)

❒

Ví dụ 24. Cho số nguyên dương n. Gọi αn là số cách phân tích n thành tổng các số tự nhiên
lẻ, βn là số cách phân tích n thành tổng các số tự nhiên đôi một khác nhau. Hãy chứng tỏ rằng
αn = βn.

Lời giải. Xét hàm sinh F (x) =
∏

i∈N,i lẻ

(1 + xi + x2i + x3i + · · · ).

Hệ số của xn trong khai triển của F (x) chính là αn.
Xét hàm sinh G(x) = (1 + x) (1 + x2) (1 + x3) · · · .
Hệ số của xn trong khai triển của G(x) chính là βn.
Ta có F (x) = 1

1−x
· 1
1−x3 · 1

1−x5 · · · và G(x) = 1−x2

1−x
· 1−x4

1−x4 · 1−x6

1−x3 · · · = 1
1−x

· 1
1−x3 · 1

1−x5 · · ·
Do đó F (x) ≡ G(x) hay αn = βn. ❒
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Ví dụ 25 (IMO 1998 Shortlist). Cho dãy số a0, a1, a2, . . . , an là dãy số không giảm sao cho
mọi số tự nhiên đều có thể biểu diễn duy nhất dưới dạng ai + 2aj + 4ak với i, j, k là các số tự
nhiên không nhất thiết khác nhau. Tìm a1998.

Lời giải. Xét hàm sinh G(x) = xa0 + xa1 + xa2 + · · ·
Ta có G(x2) = x2a0 + x2a1 + x2a2 + · · · và G(x4) = x4a0 + x4a1 + x4a2 + · · ·
Vậy ta có hàm sinh F (x) = G(x)G(x2)G(x4) =

∑

i,j,k

xai+2aj+4ak

Theo giả thiết: Mọi số tự nhiên đều có thể biểu diễn duy nhất dưới dạng ai + 2aj + 4ak với
i, j, k là các số tự nhiên không nhất thiết khác nhau nên ta có thể biểu diễn

F (x) = 1 + x+ x2 + x3 + · · · = 1

1− x

Từ đó ta có:

F (x) = G(x)G(x2)G(x4) =
1

1− x

F (x2) = G(x2)G(x4)G(x8) =
1

1− x2
=

1

1− x
· 1

1 + x

Vì thế G(x)
G(x8)

= 1 + x hay G(x) = (1 + x)G(x8) = (1 + x)(1 + x8)G(x8
2

) = · · ·
Vậy G(x) = (1 + x)G(x8) = (1 + x)(1 + x8)G(x8

2

) = (1 + x)(1 + x8)(1 + x8
2

)G(x8
3

) · · ·
Ta có ai là số tự nhiên nên viết theo cơ số 8 thì được biểu diễn bởi các số 0 và 1. Do đó ta
biểu diễn 1998 theo cơ số 2 , rồi thay cơ số 2 bởi cơ số 8. Ta có 1998 = 11111001110(2). Do đó
a1998 = 11111001110(8). ❒

Ví dụ 26. Tìm số các tập con của tập {1, 2, 3, . . . , 2003} sao cho tổng các phần tử của chúng
chia hết cho 5.

Hướng dẫn. Xét hàm sinh G(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · (1 + x2003).
Giả sử khai triển được G(x) =

∑
anx

n. Ta cần tính tổng các hệ số có số mũ chia hết cho 5,
tức là tính a0 + a5 + a10 + · · ·
Đáp số : 1

5
(22003 + 2401). ❒

4. Các bài tập tự luyện

Bài tập 1. Tìm số nghiệm nguyên dương của phương trình

u+ v + w + z = 20, 1 6 u, v, w, z 6 7

Bài tập 2. Tìm số nghiệm nguyên dương của phương trình

u+ v + w + z = 20 với 1 6 u 6 4; 3 6 v, w, z 6 8

Bài tập 3. Có bao nhiêu cách phân phối 10 quả bóng giống nhau cho 2 cậu bé và 2 cô bé sao
cho mỗi cậu bé được ít nhất 1 quả bóng và mỗi cô bé được ít nhất 2 quả bóng?

Bài tập 4. Cô Trang có 25 bông hoa và 4 lọ hoa. Hỏi cô Trang có bao nhiêu cách phân phối
25 bông hoa vàò 4 lọ hoa sao cho mỗi lọ có ít nhất là 3 bông hoa và nhiều nhất là 7 bông hoa.
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Bài tập 5. Hỏi có bao nhiêu cách chọn 25 quả bóng gồm 3 loại bóng, xanh, đỏ, trắng sao cho
số bóng đỏ chọn nhiều nhất là 2, số bóng xanh chọn nhiều nhất là 3 và số bóng trắng chọn
nhiều nhất là 4.

Bài tập 6. Một cậu bé được cha tặng 30 viên bi làm đồ chơi. Hỏi cậu bé có bao nhiêu cách
phân phối 30 viên bi đó vào 5 cái hộp sao cho hai hộp đầu có chứa số chẵn viên bi và số bi
trong mỗi hộp đó không vượt quá 10 viên, và số bi trong mỗi hộp còn lại có ít nhất 3 viên và
nhiều nhất là 5 viên.

Bài tập 7. Có bao nhiêu cách sưu tầm 24 con tem từ 4 bạn nam và 6 bạn nữ.Biết rằng mỗi
người có ít nhất một con tem nhưng mỗi bạn nam có nhiều nhất 4 con tem còn mỗi bạn nữ có
nhiều nhất 7 con tem.

Bài tập 8 (IMO 1995). Cho p là một số nguyên tố lẻ. Tìm số các tập con A của tập hợp
{1, 2, . . . , 2p} thỏa mãn

i) Tập A có đúng p phần tử.

ii) Tổng các phần tử của tập A chia hết cho p.

Bài tập 9. Chứng minh rằng số cách thêm dấu ngoặc vào vào tích gồm n + 1 nhân tử là số
Catalan Cn = 1

n+1
Cn

2n.

Bài tập 10 (Rookie Contest 1990). Cho n là số nguyên tố và a1, a2, . . . , am là các số nguyên
dương. Gọi f(k)là số các bộ m số (c1, c2, . . . , cm) thỏa mãn điều kiện 0 6 ci 6 ai và c1 + c2 +

· · · + cm ≡ k (mod m). Chứng minh rằng f(0) = f(1) = · · · = f(n − 1) khi và chỉ khi n | aj
với j nào đó thuộc {1, 2, . . . ,m}.

Bài tập 11. Tìm hệ số của x18 trong khai triển

(1 + x3 + x6 + x9 + · · · )7

Bài tập 12 (AMM 2010). Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n ta có

n∑

k=0

(
n
k

)2

(2k + 1)
(
2n
2k

) =
24n (n!)4

(2n)! (2n+ 1)!
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PHƯƠNG PHÁP HÀM SINH
Lê Hữu Phước1

Trần Nguyễn Quốc Cường2

1. Cơ sở lý thuyết

1.1. Hàm sinh

Định nghĩa 1. Cho một dãy (an)n>0, khi đó, hàm số f xác định như sau:

f(x) =
∞∑

i=0

aix
i

được gọi là hàm sinh bởi dãy (an)n>0.

Rõ ràng các hệ số của f cho ta thông tin của dãy (an)n>0.
Các phép toán. Cho hàm f sinh bởi dãy (an)n>0 và hàm g sinh bởi dãy (bn)n>0. Khi đó ta có
các phép toán thường dùng sau:

• Phép cộng:

f(x) + g(x) =
∞∑

i=0

(ai + bi)x
i

Đây là hàm sinh của dãy (an + bn)n>0.

• Phép nhân:

f(x)× g(x) =
∞∑

i=0

cix
i

Trong đó ci =
i∑

k=0

akbi−k.

Từ đây ta cũng suy ra được phép nhân với hằng số.

• Phép chia: Khi b0 6= 0 ta có thể định nghĩa được phép chia:

f(x)

g(x)
= f(x)× g(x)

Trong đó g(x)× g(x) = 1. Điều kiện b0 6= 0 ở đây là điều kiện cần và đủ để tồn tại g(x).

1SV Cử nhân Khoa học tài năng Toán học K15, ĐHKHTN - ĐHQGHN.
2Lớp 11A1, trường THPT chuyên Lê Quý Đôn, Đà nẵng.
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• Đạo hàm:

f ′(x) =
∞∑

i=1

iaix
i−1

Ngoài ra, ta cũng thường sử dụng loại hàm sinh khác của dãy (an)n>0 sau:

F (x) = xa0 + xa1 + xa2 + · · ·

Với kiểu hàm sinh như thế này, ta có phép toán nhân như sau:
Cho hàm F sinh bởi (an)n>0 và G sinh bởi (bn)n>0, khi đó:

F (x)×G(x) =
∑

c∈C
xc

trong đó C = {ai + bj|i, j > 1}.

1.2. Một số công cụ bổ sung

Định lý 1 (Khai triển lũy thừa của một hàm). Cho hàm f khả vi vô hạn lần trên R, khi đó:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f”(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·

Định lý 2 (RUF (Root of Unity Filter)). Cho số nguyên dương n, định nghĩa ǫ = cos 2π
n
+

i sin 2π
n

. Xét đa thức

F (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·

(ak = 0 nếu k > degF ).
Khi đó:

a0 + an + a2n + · · · = 1

n
(F (1) + F (ǫ) + F (ǫ2) + · · ·+ F (ǫn−1)

Định lý 3. Cho p là một số nguyên tố, đặt ǫ = cos 2π
p
+ i sin 2π

p
. Khi đó, nếu:

a0 + a1ǫ+ a2ǫ
2 + · · ·+ ap−1ǫ

p−1 = 0

thì

a0 = a1 = a2 = · · · = ap−1

Các bạn nên tự chứng minh các vấn đề trên (không khó) và thực hiện khai triển lũy thừa đối
với một số hàm quen thuộc như ex, ln x, sin x, cos x, (x+ 1)α với α ∈ R, . . .
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1.3. Khai triển của một số hàm

1

1− x
=

∞∑

k=0

xk
1

(1− x)n+1
=

∞∑

k=0

(
n+ k

k

)

xk

ln
1

1− x
=

∞∑

k=0

xk

k

1√
1− 4x

=
∞∑

k=0

(
2k

k

)

xk

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
sin x =

∞∑

k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!

(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)

xk sin x =
∞∑

k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!

(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)

xk cos x =
∞∑

k=0

(−1)k
x2k

(2k)!

2. Một số kĩ thuật dùng hàm sinh

Thực ra sử dụng đa thức trong giải toán không quá xa lạ, ta có thể lấy ngay ví dụ như để
chứng minh

n∑

i=0

(
n

i

)

= 2n

ta có thể xét F (x) = (1 + x)n và thay x = 1; để chứng minh:

n∑

i=0

(
n

i

)2

=

(
2n

n

)

ta lại xét G(x) = (1 + x)2n và so sánh hệ số của xn trong hai cách khai triển.
Những phần sau sẽ nói rõ hơn một phần của việc dùng đa thức để giải toán qua các ví dụ.

2.1. Tìm công thức tổng quát của dãy số

Ví dụ 1. Tìm công thức tổng quát của dãy Fibonacci xác định bởi

i) f0 = 1, f1 = 1;

ii) fn+2 = fn+1 + fn với mọi n ∈ N.



72

Lời giải. Xét hàm sinh của dãy Fibonacci:

F (x) =
∞∑

i=0

fix
i

=
∞∑

i=0

(fi + fi+1)x
i+2 + f1x+ f0

= x2F (x) + x(F (x)− 1) + x+ 1

Suy ra:

F (x) =
1

1− x− x2

Ta phân tích

F (x) =
1√
5x

(
1

1− α1x
− 1

1− α2x

)

Trong đó α1 =
1+

√
5

2
, α2 =

1−
√
5

2
, nên:

F (x) =
∞∑

i=0

(

1 +
√
5

2

)i+1

xi −
∞∑

i=0

(

1−
√
5

2

)i+1

xi

Vậy ta có

fn =
1√
5





(

1 +
√
5

2

)n+1

−
(

1−
√
5

2

)n+1




❒

Ví dụ 2. Tìm công thức tổng quát của số Catalan Cn xác định bởi công thức: C0 = 1 và

Cn =
n−1∑

k=0

CkCn−1−k

Lời giải. Xét hàm sinh:

F (x) =
∞∑

t=0

Ctx
t

Ta có:

F (x) =
∞∑

t=0

Ctx
t = 1 +

∞∑

t=1

Ctx
t

= 1 +
∞∑

t=1

t−1∑

k=0

CkCt−1−kx
t

= 1 + xF 2(x)

Suy ra:

F (x) =
1±

√
1− 4x

2x

Ta khai triển lũy thừa của
√
1− 4x:

√
1− 4x = 1−

∞∑

m=1

2

m

(
2m− 2

m− 1

)

xm
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Do F (x) có hệ số không âm nên ta có:

F (x) =
∞∑

m=1

1

m

(
2m− 2

m− 1

)

xm−1

=
∞∑

m=0

1

m+ 1

(
2m

m

)

xm

Vậy Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
. Số Catalan có nhiều ý nghĩa về mặt tổ hợp và các cách chứng minh khác,

các bạn có thể tham khảo trong nhiều tài liệu. ❒

Ví dụ 3. Tìm công thức tổng quát của số hoán vị derangement Dn.3

Lời giải. Ta có công thức sau:

n! =
n∑

i=0

Dn−i

(
n

i

)

Tương đương với
Dn

n!
= 1−

n−1∑

i=0

Di

i! · (n− i)!

Thật vậy, tập các hoán vị của {1, 2, . . . , n} có thể được chia thành các tập con, mà trong mỗi
tập con đó, mỗi hoán vị có đúng i điểm cố định. Số phần tử của mỗi tập con đó sẽ bằng cách
chọn ra i điểm cố định và hoán vị derangement n− i phần tử còn lại.
Đặt ai = Di

i!
. Xét hàm sinh:

F (x) =
∞∑

t=0

atx
t = 1 +

∞∑

t=1

atx
t

= 1 +
∞∑

t=1

(

1−
t−1∑

i=0

ai
(t− i)!

)

xt =
1

1− x
−

∞∑

t=1

t−1∑

i=0

ai
(t− i)!

xt

=
1

1− x
−

∞∑

i=0

∞∑

t=i+1

ai
(t− i)!

xt =
1

1− x
−

∞∑

i=0

aix
i

∞∑

t=i+1

xt−i

(t− i)!

=
1

1− x
− (ex − 1)F (x)

Vậy ta có

F (x) =
e−x

1− x

=
∞∑

i=0

xi
∞∑

i=0

(−x)i
i!

Bằng phép nhân hai hàm, dễ dàng suy ra:

an =
n∑

i=0

(−1)i

i!

Tương đương

Dn = n!
n∑

i=0

(−1)i

i!

❒

3Hoán vị σ của {1, 2, . . . , n} được gọi là derangement nếu σ(i) 6= i với mọi 1 6 i 6 n.
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2.2. Tính các tổng tổ hơp

Ví dụ 4. Cho số tự nhiên n. Tính tổng sau:

A =
∞∑

k=0

(
n

3k

)

Lời giải. Đặt ǫ = cos 2π
3
+ i sin 2π

3
. Khi đó:

A =
(1 + ǫ)n + (1 + ǫ2)n + (1 + 1)n

3

=
(−1)n(ǫ2n + ǫn) + 2n

3

Nếu n chia hết cho 3:
A =

2n + 2(−1)n

3

Nếu n không chia hết cho 3:

A =
2n + (−1)n+1

3

❒

Ví dụ 5. Cho số tự nhiên n. Tính tổng:

∑

k

(
n

⌊k
2
⌋

)

xk

Lời giải. Ta có: ∞∑

k=0

(
n
⌊
k
2

⌋

)

xk =
∞∑

i=0

(
n

i

)

x2i +
∞∑

i=0

(
n

i

)

x2i+1

= (1 + x2)
n
+ x(1 + x2)

n

= (x+ 1)(1 + x2)
n

❒

Ví dụ 6. Cho hai số nguyên dương n và m thỏa mãn n > m. Tính tổng:

n∑

k=m

(
n

k

)(
k

m

)

Lời giải. (i) Cách 1. Ta có đẳng thức sau:
(
n

k

)(
k

m

)

=

(
n

m

)(
n−m

k −m

)

Như vậy:
n∑

k=m

(
n

k

)(
k

m

)

=

(
n

m

) n∑

k=m

(
n−m

k −m

)

= 2n−m

(
n

m

)
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(ii) Cách 2. Đặt

an =
n∑

k=m

(
n

k

)(
k

m

)

Xét hàm:

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n =

∞∑

n=0

n∑

k=m

(
n

k

)(
k

m

)

xn

=
∞∑

k=m

∞∑

n=k

(
n

k

)(
k

m

)

xn =
∞∑

k=m

(
k

m

)

xk
∞∑

n=k

(
n

n− k

)

xn−k

=
∞∑

k=m

(
k

m

)
xk

(1− x)k+1
=

xm

(1− x)m+1

∞∑

k=m

(
k

k −m

)
xk−m

(1− x)k−m

=
xm

(1− x)m+1
· 1
(
1− x

1−x

)m+1

=
xm

(1− 2x)m+1

Vậy hệ số của xn trong khai triển của f là:

an =

(
n

m

)

2n−m

❒

Ví dụ 7.
n∑

k=m

(−1)k
(
n

k

)(
k

m

)

Lời giải. (i) Cách 1. Ta có
(
k
m

)
là hệ số tự do trong khai triển (1+x)k

xm . Đặt

S =
n∑

k=m

(−1)k
(
n

k

)(
k

m

)

thì S là hệ số tự do trong khai triển:

n∑

k=m

(−1)k
(
n

k

)
(1 + x)k

xm
=

(−1)n

xm

n∑

k=0

(
n

k

)

(−1)n−k(1 + x)k

=
(−1)nxn

xm

Do đó:

i) nếu m = n thì S = (−1)n;

ii) nếu m 6= n thì S = 0.

(ii) Cách 2. Đặt:

am =
n∑

k=m

(−1)k
(
n

k

)(
k

m

)
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Xét hàm sinh:

F (x) =
∞∑

m=0

amx
m

=
∞∑

m=0

n∑

k=m

(−1)k
(
n

k

)(
k

m

)

xm

=
∞∑

m=0

(−1)k
(
n

k

) n∑

k=m

(
k

m

)

xm

=
∞∑

m=0

(−1)k
(
n

k

)

(1 + x)k

Suy ra
F (x) = (−x)n

Ta thu được kết quả tương tự lời giải trước. ❒

Ví dụ 8. Tính tổng:
n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)(
2n− 2r

n− 1

)

Lời giải. (i) Cách 1. Đặt:

ak =
n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)(
2n− 2r

k

)

Xét hàm sinh:

F (x) =
∞∑

k=0

akx
k

=
∞∑

k=0

n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)(
2n− 2r

k

)

xk

=
n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

) ∞∑

k=0

(
2n− 2r

k

)

xk

=
n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)

(1 + x)2n−2r

= (x2 + 2x)n

Suy ra
F (x) = xn(x+ 2)n

Vậy an−1 = 0.

(ii) Cách 2. Ta có
(
2n−2r
n−1

)
là hệ số tự do trong khai triển (1+x)2n−2r

xn−1 , do đó:

n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)(
2n− 2r

n− 1

)

là hệ số tự do trong khai triển:

1

xn−1

n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)

(1 + x)2n−2r =
(x2 + 2x)n

xn−1

= x(x+ 2)n
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Mà hệ số tự do của biểu thức này bằng 0, ta thu được cùng kết quả với lời giải trước. ❒

Trong lời giải 1, ta thay lượng n − 1 thành biến mới là k, điều này làm điều cần chứng minh
trở nên nhiều hơn (tổng quát hơn) nhưng lại làm tăng tính độc lập cho các biến.

2.3. Các bài toán đếm

Ví dụ 9. Cho số tự nhiên n và số nguyên dương m. Tính số nghiệm tự nhiên (x1, x2, . . . , xm)

của phương trình
x1 + x2 + · · ·+ xm = n

Lời giải. Gọi số nghiệm của phương trình trên là fm,n thì nó chính là hệ số của yn trong khai
triển của:

F (y) =

( ∞∑

i=0

yi

)m

=
1

(1− y)m

Sử dụng khai triển lũy thừa ta có:

F (y) =
∞∑

i=0

F (i)(y0)

i!
(y − y0)

i

Cho y0 = 0 ta được:

F (y) =
∞∑

i=0

yi
(
m+ i− 1

m− 1

)

Từ đó suy ra:

fm,n =

(
m+ n− 1

m− 1

)

❒

Trong nhiều trường hợp, xi nhận giá trị thuộc tập Ai ⊆ N, khi đó ta xét hàm sinh:

F (y) =
m∏

i=1

(
∑

a∈Ai

ya

)

Ví dụ 10. Andrian có các đồng xu C1, C2, . . . , Cn. Với mỗi k, Ck được đúc sao cho khi tung
lên, xác suất để nó xấp là 1

2k+1
. Tung tất cả n đồng xu, tính xác suất để số đồng xấp là lẻ (biểu

diễn ở dạng rút gọn).

Lời giải. Xác suất để số đồng xấp là lẻ là tổng hệ số bậc lẻ của đa thức:

P (x) =
n∏

k=1

(
2k

2k + 1
+

x

2k + 1

)

Tổng hệ số này bằng
P (1)− P (−1)

2
=

n

2n+ 1

❒
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Ví dụ 11. Tìm tất cả n sao cho có thể tô màu xanh và đỏ cho tập S = {1, 2, . . . , n} để S3

chứa đúng 2007 bộ (x, y, z) mà x, y, z cùng màu và x+ y + z chia hết cho n.

Lời giải. Gọi các số được tô màu đỏ là a1, a2, . . . , au và các số được tô màu xanh là b1, b2, . . . , bv.
Xét hai đa thức:

U(x) = xa1 + xa2 + · · ·+ xau

V (x) = xb1 + xb2 + · · ·+ xbv

Như vậy số bộ số thỏa mãn đề bài chính là hệ số của các đơn thức có số mũ chia hết cho n
trong khai triển U3(x) + V 3(x).
Ta có:

U3(x) + V 3(x) = (U(x) + V (x))((U2(x)− U(x)V (x) + V 2(x))

Để ý rằng:
U(x) + V (x) = x+ x2 + x3 + · · ·+ xn

Với mỗi đơn thức trong khai triển của U2(x)−U(x)V (x) + V 2(x) sẽ tồn tại duy nhất một đơn
thức trong U(x) + V (x) sao cho tích của chúng là một đơn thức có số mũ chia hết cho n. Từ
đó suy ra tổng các bộ số thỏa mãn đề bài là:

U2(1)− U(1)V (1) + V 2(1) = u2 − uv + v2

❒

Ví dụ 12. Với một tập hợp A, định nghĩa s(A) là tổng tất cả phần tử của A (nếu A = ∅ thì
s(A) = 0). Đặt

S = {1, 2, . . . , 1999}

Với 0 6 r 6 6, định nghĩa:

Tr = {T |T ⊆ S, s(T ) ≡ r (mod 7)}

Với mỗi r, tính số phần tử của Tr.

Lời giải. Xét hàm sinh:

F (x) =
1999∏

i=1

(xi + 1)

Đặt ǫ = cos 2π
7
+ i sin 2π

7
, ta có:

F (ǫ) = 2285(1 + ǫ)(1 + ǫ2)(1 + ǫ3)(1 + ǫ4)

= 2285(1 + ǫ3)

Mặt khác, ta viết

F (ǫ) =
6∑

r=0

|Tr|ǫr

Như vậy
T0 − 2285 = T1 = T2 = T3 − 2285 = T4 = T5 = T6
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Mà
T0 + T1 + T2 + T3 + T4 + T5 + T6 = 21999

Suy ra

T1 = T2 = T4 = T5 = T6 =
21999 − 2286

7

T0 = T3 =
21999 + 5 · 2285

7

Ở đây, ta có thể tính T0 một cách đơn giản bằng RUF như sau:

T0 =
1

7

6∑

i=0

F (ǫi)

=
21999 + 5 · 2285

7

Cũng bằng cách này, chỉ cần một chút điều chỉnh đơn giản, ta có thể tính được các Tr khác,
các bạn nên tự thực hiện việc này. ❒

Ví dụ 13. Cho p là một số nguyên tố lẻ và đặt A = {1, 2, . . . , 2p}. Tính số tập con của A có
p phần tử và tổng các phần tử của nó chia hết cho p.

Lời giải. Đặt ǫ = cos 2π
p
+ i sin 2π

p
. Xét đa thức:

F (x) =

2p
∏

i=1

(x− ǫi)

= (xp − 1)2

= x2p − 2xp + 1

Ta viết:

F (x) =

2p
∑

i=1

(−1)iaix
i

ai =

p−1
∑

t=0

Ai,tǫ
t

Khi đó ta sẽ thấy rằng Ai,t chính là số tập con có 2p− i phần tử và tổng các phần tử đồng dư
t theo modulo p.
Ta có

ap =

p−1
∑

t=0

Ap,tǫ
t = 2

Do Ap,t đều là số nguyên nên:

Ap,0 − 2 = Ap,1 = Ap,2 = · · · = Ap,p−1

Lại có

Ap,0 + Ap,1 + Ap,2 + · · ·+ Ap,p−1 =

(
2p

p

)
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Suy ra

Ap,0 =

(
2p
p

)
+ 2(p− 1)

p

❒

Ví dụ 14. Cho p là một số nguyên tố lẻ và n là một số nguyên dương không chia hết cho p.
Tính số tất cả các bộ (x1, x2, . . . , xp−1) ∈ {0, 1, . . . , n− 1}p−1 sao cho:

p−1
∑

i=1

ixi

chia hết cho p.

Lời giải. Xét hàm sinh:

F (x) =

p−1
∏

i=1

(1 + xi + x2i + · · ·+ x(n−1)i)

Ta có:

F (1) = np−1

Đặt ǫ = cos 2π
p
+ i sin 2π

p
. Khi đó, với mọi 1 6 j 6 p− 1:

F (ǫj) =

p−1
∏

i=1

1− ǫnij

1− ǫij

= 1

Theo định lý RUF ta có số bộ cần tính là:

1

p

p−1
∑

j=0

F (ǫj) =
np−1 + p− 1

p

❒

2.4. Các bài toán chứng minh

Ví dụ 15. Xét các cặp (ai, bi) ∈ Z+ × N với 1 6 i 6 k, (k > 2). Biết rằng với mỗi số nguyên
không âm n, tồn tại duy nhất một chỉ số i sao cho n ≡ bi (mod ai). Chứng minh rằng:

(a) Tồn tại i 6= j sao cho ai = aj;

(b)
k∑

i=1

1
ai

= 1,

(c)
k∑

i=1

bi
ai

= n−1
2

.
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Lời giải. Theo đề bài, ta có:

k∑

i=1

xbi(1 + xai + x2ai + · · · ) = 1 + x+ x2 + · · ·

Tương đương
k∑

i=1

xbi

1− xai
=

1

1− x

Hay
k∑

i=1

xbi

1 + x+ x2 + · · ·+ xai−1
= 1

(a) Giả sử phản chứng, các ai là đôi một phân biệt.
Với mỗi i từ 1 đến k đặt:

ri = 1 + x+ x2 + · · ·+ xai−1

và

A =
k∏

i=1

ri

Ta có:
k∑

i=1

xbi
A

ri
= A

Đặt ak = max{ai|1 6 i 6 k}, ǫ = cos 2π
ak

+ i sin 2π
ak

. Như vậy ta có ǫ là nghiệm của rk và
không là nghiệm của tất cả các ri còn lại, điều này cho ta mâu thuẫn với biểu thức trên.

(b) Thay x = 1 trong biểu thức:

k∑

i=1

xbi

1 + x+ x2 + · · ·+ xai−1
= 1

Ta được
k∑

i=1

1

ai
= 1

(c) Lấy đạo hàm của biểu thức:

k∑

i=1

xbi

1 + x+ x2 + · · ·+ xai−1
= 1

ta có:
k∑

i=1

bix
bi−1(1 + x+ · · ·+ xai−1)− xbi(1 + 2x+ · · ·+ (ai − 1)xai−2)

(1 + x+ · · ·+ xai−1)2
= 0

Lúc này thay x = 1 ta thu được:

k∑

i=1

biai − ai(ai−1)
2

a2i
= 0
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Suy ra:
k∑

i=1

bi
ai

=
k − 1

2

❒

Ví dụ 16. Tìm hàm sinh của dãy số (pn)n>1 trong đó pn là số cách phân hoạch số nguyên
dương n.

Lời giải. Trong một phân hoạch của n, ta xác định một dãy các số tự nhiên (ai)i>1 với định
nghĩa trong phân hoạch có đúng ai phần có giá trị bằng i.
Như vậy dễ thấy rằng hàm sinh của dãy (pn)n>1 sẽ là:

F (x) = (1 + x+ x2 + · · · )(1 + x2 + x4 + · · · )(1 + x3 + x6 + · · · ) · · ·

=
1

(1− x)(1− x2)(1− x3) . . .

❒

Ví dụ 17. Chứng minh rằng số cách phân hoạch n thành các phần đôi một phân biệt bằng số
cách phân hoạch n thành các phần lẻ.

Lời giải. Số phân hoạch n thành các phần đôi một phân biệt là hệ số của xn trong khai triển

P (x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) . . .

Số cách phân hoạch n thành cách phần lẻ là hệ số của xn trong khai triển

Q(x) = (1 + x+ x2 + · · · )(1 + x3 + x6 + · · · )(1 + x5 + x10 + · · · ) . . .

Ta có:

P (x) =
1− x2

1− x
· 1− x4

1− x2
· 1− x6

1− x3
. . .

=
1

1− x
· 1

1− x3
. . .

Q(x) =
1

1− x
· 1

1− x3
. . .

Vậy P (x) ≡ Q(x), suy ra điều cần chứng minh. ❒

3. Bài tập

Bài tập 1. Cho số tự nhiên n. Tính tổng:
∞∑

i=0

(
n

i

)(
n− i

i

)

2n−2i

Bài tập 2. Cho số tự nhiên n. Tính tổng:
n∑

i=0

(
n

i

)(
n− i
⌊
n−i
2

⌋

)
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Bài tập 3. Cho m,n là hai số tự nhiên. Tính tổng:

∞∑

k=0

(
n

k

)(
n− k
⌊
m−k
2

⌋

)

Bài tập 4. Cho số tự nhiên n. Tính tổng:

n∑

k=0

(
2n

2k

)(
2k

k

)

22n−2k

Bài tập 5. Cho m,n là hai số nguyên dương. Chứng minh rằng:

m∑

k=0

(
2m− k

m+ n

)

2k = 4m −
n∑

j=1

(
2m+ 1

m+ j

)

Bài tập 6. Tìm công thức tổng quát của dãy số (an,k) xác định như sau: an,0 = 2n+1, a0,k = 1,
với n > 0 và k > 1, ta có:

an+1,k = an,k + an,k−1 + · · ·+ an,0

Bài tập 7. Cho số tự nhiên n. Biết rằng các phương trình ix + (i + 1)y = n + 1 − i có đúng
Ri nghiệm (x, y) ∈ N2 với mọi 1 6 i 6 n+ 1. Chứng minh rằng:

n+1∑

k=1

Ri = n+ 1

Bài tập 8. Cho dãy (an) xác định bởi a1 = 0, a2 = 1, và với mọi n > 3:

an =
nan−1

2
+
n(n− 1)an−2

2
+

(−1)n−1n

2
+ (−1)n

Tính tổng:

an + 2

(
n

1

)

an−1 + · · ·+ n

(
n

n− 1

)

a1

Bài tập 9. Đếm số đường đi với k bước đi để đi từ (0, 0) đến (m,n) sao cho mỗi bước đi là đi
từ (i, j) đến đúng một trong bốn vị trí (i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1).

Bài tập 10. Cho 2n số thực phân biệt a1, a2, . . . , an và b1, b2, . . . , bn. Bảng n× n được điền số
theo quy tắc: ô ở hàng i cột j thì được điền số ai + bj. Chứng minh rằng tích các số ở mỗi cột
là bằng nhau thì tích các số ở mỗi hàng cũng bằng nhau.

Bài tập 11. Chứng minh rằng số phân hoạch một số nguyên dương n thành các phần mà các
phần chẵn đôi một phân biệt bằng số cách phân hoạch n thành các phần mà mỗi giá trị xuất
hiện không quá 3 lần.

Bài tập 12. Gọi an là số cách biểu diễn n dưới dạng tổng có thứ tự của các số 1 và số 2, bn
là số cách biểu diễn n dưới dạng tổng có thứ tự của các số không nhỏ hơn 2. Chứng minh rằng
an = bn+2.
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Bài tập 13. Cho hai tập A = {ai|i = 1, n}, B = {bi|i = 1, n} phân biệt. Xác định hai tập
A2 = {ai+aj|1 6 i < j 6 n}, B2 = {bi+ bj|1 6 i < j 6 n}. Giả sử ta có A2 = B2. Chứng minh
rằng n là một lũy thừa của 2.

Bài tập 14. Cho tập E = {1, 2, . . . , 2008}, mỗi số thuộc E được tô bởi đúng 1 trong 3 màu
đỏ, vàng, xanh. Gọi A là số bộ (x, y, z) ∈ E3 mà x, y, z cùng màu và x + y + z chia hết cho
2008, B là số bộ (x, y, z) ∈ E3 mà x, y, z đôi một khác màu và x + y + z chia hết cho 2008.
Chứng minh rằng 2A > B.

Bài tập 15. Xét một phân hoạch của tập các số nguyên không âm thành hai tập A,B sao
cho, với mỗi số nguyên không âm n, số cách biểu diễn n = a1 + a2 (a1, a2 ∈ A, a1 6= a2) bằng
số cách biểu diễn n = b1 + b2 (b1, b2 ∈ B, b1 6= b2). Chứng minh rằng cách phân hoạch này tồn
tại và duy nhất.

Bài tập 16. Xét một phân hoạch π của số nguyên dương n. Gọi α(π) là số số 1 trong phân
hoạch π, β(π) là số phần phân biệt trong phân hoạch π. Chứng minh rằng

∑

α(π) =
∑

β(π)

(tổng lấy theo tất cả các phân hoạch π của n)

Bài tập 17. Cho số nguyên dương n > 3. Kí hiệu [n] := {1, 2, . . . , n}, i(σ) là số cặp nghịch thế
trong hoán vị σ của [n], và ak là số hoán vị σ của [n] sao cho i(σ) = k. Chứng minh rằng:

∑

k>0

a3k+1 =
∑

k>0

a3k+2

Bài tập 18. Cho số nguyên tố lẻ p. Chứng minh rằng trong 2p− 1 số nguyên bất kì, luôn tồn
tại p số có tổng chia hết cho p.

Bài tập 19. Một dãy số thực a1, a2, . . . , an gọi là p - cân bằng nếu ta có tổng ak + ak+p +

ak+2p + · · · bằng nhau với mọi 1 6 k 6 p. Chứng minh rằng nếu một dãy có 50 phần tử là p -
cân bằng với p bằng 3, 5, 7, 11, 13, 17 thì dãy đó gồm toàn các số 0.

Bài tập 20. Cho hai họ tập hợp (An)n>1, (Bn)n>1 thỏa mãn:

i) A1 = ∅, B1 = {0};

ii) An = {x+ 1|x ∈ Bn−1}, Bn = An−1 ∪ Bn−1 − An−1 ∩ Bn−1.

Tìm tất cả số nguyên dương n sao cho Bn = {0}.

4. Lời giải

Bài tập 1. Cho số tự nhiên n. Tính tổng:

∞∑

i=0

(
n

i

)(
n− i

i

)

2n−2i
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Lời giải. Ta có:

an =
∞∑

i=0

(
n

i

)(
n− i

i

)

2n−2i

là hệ số tự do trong khai triển:

∞∑

i=0

(
n

i

)
2n−2i(1 + x)n−i

xi
=

∞∑

i=0

(
n

i

)
(2 + 2x)n−i

(2x)i

=

(

2x+ 2 +
1

2x

)n

=
(2x+ 1)2n

(2x)n

Do đó suy ra:

an =

(
2n

n

)

❒

Bài tập 2. Cho số tự nhiên n. Tính tổng:

n∑

i=0

(
n

i

)(
n− i
⌊
n−i
2

⌋

)

Lời giải. Ta có
( n−i

⌊n−i
2 ⌋
)

là hệ số tự do trong khai triển của (x+ 1)
(
x+ 1

x

)n−i.

Do đó: ∞∑

k=0

(
n

k

)(
n− k
⌊
n−k
2

⌋

)

2k

là hệ số tự do trong khai triển:

∞∑

k=0

(
n

k

)

(1 + x)

(

x+
1

x

)n−k

2k = (1 + x)

(

x+
1

x
+ 2

)n

=
(1 + x)2n+1

xn

Suy ra:
∞∑

k=0

(
n

k

)(
n− k
⌊
n−k
2

⌋

)

2k =

(
2n+ 1

n

)

❒

Bài tập 3. Cho m,n là hai số tự nhiên. Tính tổng:

∞∑

k=0

(
n

k

)(
n− k
⌊
m−k
2

⌋

)

Lời giải. Chú ý rằng
( n−k

⌊m−k
2 ⌋
)

là hệ số tự do trong khai triển của:

yn−m(1 + y)

(

y +
1

y

)n−k
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Do đó: ∞∑

k=0

(
n

k

)(
n− k

⌊m−k
2

⌋

)

xk

là hệ số tự do trong khai triển theo y của:

∞∑

k=0

(
n

k

)

yn−m(1 + y)

(

y +
1

y

)n−k

xk = (1 + y)yn−m

∞∑

k=0

(
n

k

)(

y +
1

y

)n−k

xk

= (1 + y)yn−m

(

x+ y +
1

y

)n

=
(1 + y)(xy + y2 + 1)n

ym

Từ đó ta có được cách tính tổng đã cho. ❒

Bài tập 4. Cho số tự nhiên n. Tính tổng

n∑

k=0

(
2n

2k

)(
2k

k

)

22n−2k

Lời giải. (i) Cách 1. Ta có:
(
2n

2k

)(
2k

k

)

=
(2n)!

(2k)!(2n− 2k)!
· (2k)!
(k!)2

=
(2n)!

(2n− k)!k!
· (2n− k)!

(2n− 2k)!k!

=

(
2n

k

)(
2n− k

k

)

Do đó:
n∑

k=0

(
2n

2k

)(
2k

k

)

22n−2k

là hệ số tự do trong khai triển:

2n∑

k=0

(
2n

k

)
22n−2k(x+ 1)2n−k

xk
= (2x+ 2)2n

2n∑

k=0

(
2n

k

)
1

(4x2 + 4x)k

= (2x+ 2)2n
(

1 +
1

4x2 + 4x

)2n

=
(2x+ 1)4n

(2x)2n

Tức là:
n∑

k=0

(
2n

2k

)(
2k

k

)

22n−2k =

(
4n

2n

)

(ii) Cách 2. Ta có
(
2k
k

)
là hệ số tự do trong khai triển (x+1)2k

xk . Như vậy ta có:

n∑

k=0

(
2n

2k

)(
2k

k

)

22n−2k
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là hệ số tự do trong khai triển của

n∑

k=0

(
2n

2k

)
(1 + x)2k

xk
22n−2k

tức là hệ số tự do trong khai triển:

22n−1

((

1 +
1 + x

2
√
x

)2n

+

(

1− 1 + x

2
√
x

)2n
)

=
(1 +

√
x)4n + (1−√

x)4n

2xn

Ta có đáp số là
(
4n
2n

)
.

(iii) Cách 3. Xét hàm sau:

F (x) =
∞∑

n=0

xn
n∑

k=0

(
2n

2k

)(
2k

k

)

22n−2k

=
∞∑

k=0

1

22k

(
2k

k

) ∞∑

n=k

(
2n

2k

)

(2
√
x)2n

Ta có: (
2n

2k

)

(2
√
x)2n =

1

2
(2
√
x)2k

(
1

(1− 2
√
x)2k+1

+
1

(1 + 2
√
x)2k+1

)

Như vậy:

F (x) =
1

2(1− 2
√
x)

∞∑

k=0

(
2k

k

)(
x

(1− 2
√
x)2

)k

+
1

2(1 + 2
√
x)

∞∑

k=0

(
2k

k

)(
x

(1 + 2
√
x)2

)k

=
1

2(1− 2
√
x)

1
√

1− 4x
(1−2

√
x)2

+
1

2(1 + 2
√
x)

1
√

1− 4x
(1+2

√
x)2

=
1

2
√

1− 4
√
x
+

1

2
√

1 + 4
√
x

=
1

2

∞∑

n=0

(
2n

n

)√
x
n
+

1

2

∞∑

n=0

(
2n

n

)

(−√
x)n

=
∞∑

n=0

(
4n

2n

)

xn

Ta thu được điều cần chứng minh. ❒

Bài tập 5. Cho m,n là hai số nguyên dương. Chứng minh rằng:

m∑

k=0

(
2m− k

m+ n

)

2k = 4m −
n∑

j=1

(
2m+ 1

m+ j

)

Lời giải. Ta có:

22m+1 =
2m+1∑

i=0

(
2m+ 1

i

)

= 2
2m+1∑

i=m+1

(
2m+ 1

i

)
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Suy ra:

4m =
2m+1∑

i=m+1

(
2m+ 1

i

)

Như vậy ta được:

4m −
n∑

j=1

(
2m+ 1

m+ j

)

=
2m+1∑

j=m+n+1

(
2m+ 1

j

)

Ta đặt:

at =
2m+1∑

j=t+1

(
2m+ 1

j

)

Xét hàm sinh:

F (x) =
∞∑

t=0

atx
t

Vậy:

F (x) =
∞∑

t=0

2m+1∑

j=t+1

(
2m+ 1

j

)

xt

=
2m+1∑

j=1

j−1
∑

t=0

(
2m+ 1

j

)

xt

=
2m+1∑

j=1

(
2m+ 1

j

)
xj − 1

x− 1

=
1

x− 1

(
2m+1∑

j=0

(
2m+ 1

j

)

xj −
2m+1∑

j=0

(
2m+ 1

j

))

=
1

x− 1

(
(1 + x)2m+1 − 22m+1

)

= (1 + x)2m + 2(1 + x)2m−1 + · · ·+ 22m

Từ đó ta được hệ số của xt trong khai triển của F là:

at =
2m∑

j=0

(
j

t

)

22m−j

Suy ra đẳng thức cần chứng minh. ❒

Bài tập 6. Tìm công thức tổng quát của dãy số (an,k) xác định như sau: an,0 = 2n+1, a0,k = 1,
với n > 0 và k > 1, ta có:

an+1,k = an,k + an,k−1 + · · ·+ an,0

Lời giải. Ta có:
an+1,k+1 = an,k+1 + an,k + · · ·+ an,0

= an,k+1 + an+1,k
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Xét hàm sinh:

F (x, y) =
∞∑

n=0

∞∑

k=0

an,kx
nyk

=
∞∑

n=0

an,0x
n +

∞∑

k=0

a0,ky
k − 1 +

∞∑

n=1

∞∑

k=1

an,kx
nyk

=
∞∑

n=0

an,0x
n +

∞∑

k=0

a0,ky
k − 1 +

∞∑

n=1

∞∑

k=1

(an−1,k + an,k−1)x
nyk

=
∞∑

n=0

an,0x
n +

∞∑

k=0

a0,ky
k − 1 + y

∞∑

n=1

∞∑

k=0

an,kx
nyk + x

∞∑

n=0

∞∑

k=1

an,kx
nyk

Ngoài ra ta có:
∞∑

n=0

an,0x
n =

∞∑

n=0

(2n+ 1)xn

= 2
∞∑

n=0

(n+ 1)xn −
∞∑

n=0

xn

=
2

(1− x)2
− 1

1− x
∞∑

k=0

a0,ky
k =

∞∑

k=0

yk

=
1

1− y

y

∞∑

n=1

∞∑

k=0

an,kx
nyk = y

(

F (x, y)−
∞∑

k=0

a0,ky
k

)

= yF (x, y)− y

1− y

x

∞∑

n=0

∞∑

k=1

an,kx
nyk = x

(

F (x, y)−
∞∑

n=0

an,0x
n

)

= xF (x, y)− x2 + x

(1− x)2

Như vậy ta suy ra:

F (x, y) =
1 + x

(1− x)(1− x− y)

=
1 + x

1− x

∞∑

t=0

(x+ y)t

=
1 + x

1− x

∞∑

k=0

yk
∞∑

t=k

(
t

k

)

xt−k

=
1 + x

1− x

∞∑

k=0

yk

(1− x)k+1

Vậy an,k bằng hệ số của xn trong khai triển của 1+x
(1−x)k+2 tức là:

an,k =

(
n+ k + 1

k + 1

)

+

(
n+ k

k + 1

)
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❒

Bài tập 7. Cho số tự nhiên n. Biết rằng các phương trình ix + (i + 1)y = n + 1 − i có đúng
Ri nghiệm (x, y) ∈ N2 với mọi 1 6 i 6 n+ 1. Chứng minh rằng:

n+1∑

k=1

Ri = n+ 1

Lời giải. Ta có Ri là hệ số tự do trong khai triển của:

1

xn+1−i(1− xi)(1− xi+1)

=
(1− xi+1)− (1− xi)

(1− x)xn+1(1− xi)(1− xi+1)

=
1

xn+1(1− x)

(
1

1− xi
− 1

1− xi+1

)

Như vậy:
n+1∑

k=1

Ri

là hệ số tự do trong khai triển:

1

xn+1(1− x)

(
1

1− x
− 1

1− xn+2

)

=
1

xn+1

∞∑

k=0

xk

( ∞∑

k=0

xk −
∞∑

k=0

xk(n+2)

)

tức là hệ số tự do trong khai triển:

1

xn
(1 + x+ x2 + · · ·+ xn)2

Từ đó ta có:
n+1∑

k=1

Ri = n+ 1

❒

Bài tập 8. Cho dãy (an) xác định bởi a1 = 0, a2 = 1, và với mọi n > 3:

an =
nan−1

2
+
n(n− 1)an−2

2
+

(−1)n−1n

2
+ (−1)n

Tính tổng

an + 2

(
n

1

)

an−1 + · · ·+ n

(
n

n− 1

)

a1

Lời giải. Bổ sung thêm a0 = 1.
Đặt bn = an

n!
. Khi đó:

bn =
bn−1

2
+
bn−2

2
+

(−1)n

n!
+

(−1)n−1

2(n− 1)!
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Khi đó, xét:

F (x) =
∞∑

k=0

bkx
k

Ta có:

F (x) = 1 +
x2

2
+

∞∑

k=3

bkx
k

= 1 +
x2

2
+

∞∑

k=3

(
bk−1

2
+
bk−2

2
+

(−1)k

k!
+

(−1)k−1

2(k − 1)!

)

xk

= 1 +
x2

2
+
x

2
(F (x)− 1) +

x2

2
(F (x)− 1) + e−x − 1 + x− x2

2
+
x

2
(e−x − 1 + x)

Suy ra:

F (x) =
e−x

1− x

Ta tính tổng:

an + 2

(
n

1

)

an−1 + · · ·+ n

(
n

n− 1

)

a1 + (n+ 1)

(
n

n

)

a0

=n!
n∑

i=0

(i+ 1)bn−i

i!

Dễ thấy:
n∑

i=0

(i+ 1)bn−i

i!

là hệ số của xn trong khai triển của:

∞∑

k=0

bkx
k

∞∑

k=0

k + 1

k!
xk

=
e−x

1− x
(xex + ex)

=1 +
2x

1− x

=1 + 2x+ 2x2 + · · ·

Vậy ta có kết quả:

an + 2

(
n

1

)

an−1 + · · ·+ n

(
n

n− 1

)

a1 = 2n!− n− 1

❒

Bài tập 9. Đếm số đường đi với k bước đi để đi từ (0, 0) đến (m,n) sao cho mỗi bước đi là đi
từ (i, j) đến đúng một trong bốn vị trí (i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1).

Lời giải. Điều kiện tồn tại đường đi là k +m+ n chẵn và k > m+ n.
Xét hàm:

f(x, y) =

(

x+ y +
1

x
+

1

y

)k



92

Hệ số của xmyn trong f chính là số đường đi cần tìm.
Ta có:

f(x, y) = (x+ y)k
(

1 +
1

xy

)k

= (x+ y)k
k∑

t=0

1

(xy)t

(
k

t

)

Như vậy ta cần tìm hệ số của xrys trong (x + y)k với r, s thỏa mãn r − s = m− n, r + s = k.
Tức là:

r =
k +m− n

2

s =
k −m+ n

2

Từ đó suy ra hệ số của xmyn trong f là:
(

k
k+m−n

2

)(
k

k−m−n
2

)

Ta có kết quả cần tìm. ❒

Bài tập 10. Cho 2n số thực phân biệt a1, a2, . . . , an và b1, b2, . . . , bn. Bảng n × n được điền
số theo quy tắc: ô ở hàng i cột j thì được điền số ai + bj. Chứng minh rằng tích các số ở mỗi
cột là bằng nhau thì tích các số ở mỗi hàng cũng bằng nhau.

Lời giải. Xét đa thức sau:

P (x) = (x+ a1)(x+ a2) · · · (x+ an)− U

Trong đó U = (a1 + b1)(a2 + b1) · · · (an + b1).
Theo đề bài thì P (x) có n nghiệm là b1, b2, . . . , bn mà P (x) bậc n nên ta phải có:

P (x) = (x− b1)(x− b2) · · · (x− bn)

Như vậy ta suy ra với mọi i = 1, n ta có:

P (−ai) = (−1)n(ai + b1)(ai + b2) + · · ·+ (ai + bn)

Mặt khác, P (−ai) = −U .
Từ đó suy ra:

n∏

j=1

(a1 + bj) =
n∏

j=1

(a2 + bj) = . . . =
n∏

j=1

(an + bj)

Như vậy tích tất cả các số ở mỗi hàng cũng bằng nhau. ❒

Bài tập 11. Chứng minh rằng số phân hoạch một số nguyên dương n thành các phần mà các
phần chẵn đôi một phân biệt bằng số cách phân hoạch n thành các phần mà mỗi giá trị xuất
hiện không quá 3 lần.



93

Lời giải. Số cách phân hoạch n thành tổng của các phần mà các phần chẵn đôi một phân
biệt là hệ số của xn trong khai triển:

P (x) = (1 + x+ x2 + · · · )(1 + x2)(1 + x3 + x6 + · · · )(1 + x4) . . .

Số cách phân hoạch n thành tổng các phần mà mỗi giá trị xuất hiện không quá 3 lần là hệ số
của xn trong khai triển:

Q(x) = (1 + x+ x2 + x3)(1 + x2 + x4 + x6) . . .

Ta có:

P (x) =
(1− x4)(1− x8) . . .

(1− x)(1− x2)(1− x3)(1− x4) . . .

Q(x) =
(1− x4)(1− x8) . . .

(1− x)(1− x2) . . .

Vậy P (x) ≡ Q(x), ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài tập 12. Gọi an là số cách biểu diễn n dưới dạng tổng có thứ tự của các số 1 và số 2, bn
là số cách biểu diễn n dưới dạng tổng có thứ tự của các số không nhỏ hơn 2. Chứng minh rằng
an = bn+2.

Lời giải. Xét hai hàm sau:

F (x) =
∞∑

k=1

akx
k =

∞∑

k=1

(x+ x2)k

=
1

1− x− x2
− 1

G(x) =
∞∑

k=2

bkx
k =

∞∑

k=1

(x2 + x3 + · · · )k

=
x2

1− x− x2

Suy ra:

G(x) = x2F (x) + x2

Ta có ngay đpcm. ❒

Bài tập 13. Cho hai tập A = {ai|i = 1, n}, B = {bi|i = 1, n} phân biệt. Xác định hai tập
A2 = {ai+aj|1 6 i < j 6 n}, B2 = {bi+ bj|1 6 i < j 6 n}. Giả sử ta có A2 = B2. Chứng minh
rằng n là một lũy thừa của 2.

Lời giải. Đặt:

A(x) =
n∑

i=1

xai

B(x) =
n∑

i=1

xbi
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Ta có:
∑

a∈A2

xa =
1

2

(
A2(x)− A(x2)

)

∑

b∈B2

xb =
1

2

(
B2(x)−B(x2)

)

Vậy suy ra:
A2(x)− A(x2) = B2(x)− B(x2)

tương đương:
(A(x)− B(x))(A(x) + B(x)) = A(x2)−B(x2)

Do A(1) = B(1) = n nên ta có thể viết A(x)−B(x) = (x− 1)kP (x) trong đó P là một đa thức
sao cho P (1) 6= 0 và k ∈ Z+. Khi đó:

P (x)(A(x) + B(x)) = (x+ 1)kP (x2)

Thay x = 1 ta được n = 2k−1. Yêu cầu bài toán được chứng minh xong. ❒

Ta có thể chứng minh được nếu n là một lũy thừa của 2 thì sẽ tồn tại hai tập A và B thỏa
mãn giả thiết bằng quy nạp, các bạn có thể thử tự chứng minh.

Bài tập 14. Cho tập E = {1, 2, . . . , 2008}, mỗi số thuộc E được tô bởi đúng 1 trong 3 màu
đỏ, vàng, xanh. Gọi A là số bộ (x, y, z) ∈ E3 mà x, y, z cùng màu và x + y + z chia hết cho
2008, B là số bộ (x, y, z) ∈ E3 mà x, y, z đôi một khác màu và x + y + z chia hết cho 2008.
Chứng minh rằng 2A > B.

Lời giải. Gọi các số trong E được đánh lần lượt màu đỏ là a1, a2, . . . , am, màu vàng là
b1, b2, . . . , bn, màu xanh là c1, c2, . . . , cp.
Xét các đa thức:

A(x) = xa1 + xa2 + · · ·+ xam

B(x) = xb1 + xb2 + · · ·+ xbn

C(x) = xc1 + xc2 + · · ·+ xcp

Khi đó số bộ (x, y, z) cùng màu thỏa mãn tổng của chúng chia hết cho 2008 chính là hệ số của
x2008 trong khai triển của (A(x))3 + (B(x))3 + (C(x))3. Số những bộ khác màu là hệ số của
x2008 trong khai triển của 6A(x)B(x)C(x).

2(A3(x) +B3(x) + C3(x)− 3A(x)B(x)C(x))

=(A(x) +B(x) + C(x))((A(x)− B(x))2 + (B(x)− C(x))2 + (C(x)− A(x))2)

=(x+ x2 + · · ·+ x2008)((A(x)−B(x))2 + (B(x)− C(x))2 + (C(x)− A(x))2)

Ta cần chứng minh tổng hệ số của các đơn thức có số mũ chia hết cho 2008 trong biểu thức
trên là dương.
Thật vậy, với mỗi đơn thức trong ((A(x)−B(x))2 + (B(x)−C(x))2 + (C(x)−A(x))2), tồn tại
duy nhất một đơn thức trong (x+x2+ · · ·+x2008) sao cho tích của chúng là một đơn thức có số
mũ chia hết cho 2008, như vậy ta được hệ số của các đơn thức có số mũ chia hết cho 2008 trong
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khai triển ban đầu bằng tổng hệ số của ((A(x) − B(x))2 + (B(x) − C(x))2 + (C(x) − A(x))2)

tức là
(A(1)− B(1))2 + (B(1)− C(1))2 + (C(1)− A(1))2

Mà rõ ràng lượng này không âm và đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi m = n = p nhưng rõ ràng
điều này vô lý do m+ n+ p = 2008.
Vậy ta có 2A > B. ❒

Bài tập 15. Xét một phân hoạch của tập các số nguyên không âm thành hai tập A,B sao
cho, với mỗi số nguyên không âm n, số cách biểu diễn n = a1 + a2 (a1, a2 ∈ A, a1 6= a2) bằng
số cách biểu diễn n = b1 + b2 (b1, b2 ∈ B, b1 6= b2). Chứng minh rằng cách phân hoạch này tồn
tại và duy nhất.

Lời giải. Giả sử đã tồn tại một cách phân hoạch thỏa mãn đề bài. Không mất tổng quát, ta
cho rằng 0 ∈ A.
Xét hai hàm sau:

F (x) =
∑

a∈A
xa

G(x) =
∑

b∈B
xb

Theo đề ta có:
F (x) +G(x) = 1 + x+ x2 + · · ·

F 2(x)− F (x2) = G2(x)−G(x2)

Từ đó suy ra:
F (x)−G(x) = (1− x)(F (x2)−G(x2))

Đặt P (x) = F (x)−G(x), hệ số tự do của P bằng 1. Như vậy, lập luận tương tự như bài trước,
ta có:

P (x) = (1− x)(1− x2)(1− x4) . . .

Từ đó ta suy ra tập A gồm các số nguyên không âm mà biểu diễn nhị phân của số đó có một
số chẵn số 1, tập B gồm các số nguyên không âm mà biểu diễn nhị phân của số đó có một số
lẻ số 1.
Dễ dàng kiểm tra được cách phân hoạch này thỏa mãn đề bài.
Như vậy ta có điều phải chứng minh. ❒

Bài tập 16. Xét một phân hoạch π của số nguyên dương n. Gọi α(π) là số các số 1 trong phân
hoạch π, β(π) là số phần phân biệt trong phân hoạch π. Chứng minh rằng

∑

α(π) =
∑

β(π)

(tổng lấy theo tất cả các phân hoạch π của n)

Lời giải. Xét:

P (y) = (1 + xy + x2y2 + · · · )(1 + x2 + x4 + · · · )(1 + x3 + x6 + · · · ) · · ·
Q(y) = (1 + xy + x2y + · · · )(1 + x2y + x4y + · · · )(1 + x3y + x6y + · · · ) · · ·
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Ta thấy rằng tổng số số 1 trong tất cả phân hoạch π của n là hệ số của xn trong P ′(1) và tổng
số phần phân biệt trong tất cả phân hoạch π của n là hệ số của xn trong Q′(1). Ta có:

P (y) =
1

1− xy

∞∏

m=2

1

1− xm

Q(y) =
∞∏

m=1

(

1− y +
y

1− xm

)

=
∞∏

m=1

1− xm + yxm

1− xm

Định nghĩa:

R =
∞∏

m=2

1

1− xm

Khi đó:
P ′(y) =

x

(1− xy)2
R

Q′(y) =

( ∞∏

m=1

1− xm + yxm

1− xm

)( ∞∑

m=1

xm

1−xm

1 + yxm

1−xm

)

Suy ra:
P ′(1) =

x

(1− x)2
R

Q′(1) =

( ∞∏

m=1

1

1− xm

)( ∞∑

m=1

xm

)

=
x

(1− x)2
R

Vậy ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài tập 17. Cho số nguyên dương n > 3. Kí hiệu [n] := {1, 2, . . . , n}, i(σ) là số cặp nghịch thế
trong hoán vị σ của [n], và ak là số hoán vị σ của [n] sao cho i(σ) = k. Chứng minh rằng:

∑

k>0

a3k+1 =
∑

k>0

a3k+2

Lời giải. Với mỗi hoán vị σ của [n] ta xác định một dãy x1, x2, . . . , xn−1 với xi được định
nghĩa là số chỉ số 1 6 t 6 i mà σ(t) > σ(i + 1), từ đó 0 6 xi 6 i. Ta "dễ" thấy rằng có một
tương ứng song ánh giữa tập các dãy (xi) và tập các hoán vị của [n].
Như vậy:

F (x) =
∑

σ∈Sn

xi(σ)

= (1 + x)(1 + x+ x2) . . . (1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1)

Đặt ǫ = cos 2π
3
+ sin 2π

3
, ta có:

∑

k>0

a3k+1 =
F (1) + ǫ2F (ǫ) + ǫF (ǫ2)

3

∑

k>0

a3k+2 =
F (1) + ǫF (ǫ) + ǫ2F (ǫ2)

3
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Mà F (ǫ) = F (ǫ2) = 0 nên ta có ngay điều cần chứng minh. ❒

Bài tập 18. Cho số nguyên tố lẻ p. Chứng minh rằng trong 2p− 1 số nguyên bất kì, luôn tồn
tại p số có tổng chia hết cho p.

Lời giải. Gọi 2p− 1 số nguyên đó là a1, a2, . . . , a2p−1. Giả sử phản chứng rằng: tổng của p số
bất kì trong này đều không chia hết cho p. Từ đó, theo định lý nhỏ Fermat:

(ai1 + ai2 + · · ·+ aip)
p−1 ≡ 1 (mod p)

với 1 6 i1 < i2 < . . . < ip 6 2p− 1.
Suy ra:

∑

(i1,i2,...,ip)

(ai1 + ai2 + · · ·+ aip)
p−1 ≡

(
2p− 1

p

)

(mod p)

Ta có
(
2p−1
p

)
không chia hết cho p, bây giờ ta sẽ chứng minh:

∑

(i1,i2,...,ip)

(ai1 + ai2 + · · ·+ aip)
p−1

chia hết cho p.
Vì

(ai1 + ai2 + · · ·+ aip)
p−1 =

∑

x1+x2+···+xp=p−1

(
p− 1

x1, x2, . . . , xp

)

ax1

i1
ax2

i2
. . . a

xp

ip

nên
∑

(i1,i2,...,ip)

(ai1 + ai2 + · · ·+ aip)
p−1 =

∑

(i1,i2,...,ip)

∑

x1+x2+···+xp=p−1

(
p− 1

x1, x2, . . . , xp

)

ax1

i1
ax2

i2
. . . a

xp

ip

=
∑

x1+x2+···+xp=p−1

(
p− 1

x1, x2, . . . , xp

)
∑

(i1,i2,...,ip)

ax1

i1
ax2

i2
. . . a

xp

ip

(các tổng ở hàng dưới lấy theo các tập không thứ tự)
Ta đếm số lần xuất hiện của giá trị ax1

i1
ax2

i2
. . . a

xp

ip
trong tổng.

Trong các số x1, x2, . . . , xp có đúng 1 6 m 6 p− 1 số có giá trị bằng 0. Như vậy ta có
(
p−1+m

m

)

cách chọn các số aj ứng với các giá trị bằng 0 này. Tức là giá trị ax1

i1
ax2

i2
. . . a

xp

ip
lặp
(
p−1+m

m

)
trong

tổng.
Mà

(
p−1+m

m

)
chia hết cho p, suy ra tổng chia hết cho p.

Ta có mâu thuẫn với giả thiết phản chứng, và bài toán được chứng minh. ❒

Bài tập 19. Một dãy số thực a1, a2, . . . , an gọi là p - cân bằng nếu ta có tổng ak + ak+p +

ak+2p + · · · bằng nhau với mọi 1 6 k 6 p. Chứng minh rằng nếu một dãy có 50 phần tử là p -
cân bằng với p bằng 3, 5, 7, 11, 13, 17 thì dãy đó gồm toàn các số 0.

Lời giải. Xét đa thức:

F (x) =
50∑

i=1

aix
i−1

Theo giả thiết ta có, tất cả các nghiệm của các phương trình xp−1 + xp−2 + · · · + 1 = 0 với
p ∈ {3, 5, 7, 11, 13, 17} đều là nghiệm của F . Tổng số nghiệm này là 2+4+6+10+12+16 = 50,
như vậy F là một đa thức bậc 49 nhưng có đến 50 nghiệm, suy ra tất cả các hệ số của F đều
bằng 0. ❒
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Bài tập 20. Cho hai họ tập hợp (An)n>1, (Bn)n>1 thỏa mãn:

i) A1 = ∅, B1 = {0};

ii) An = {x+ 1|x ∈ Bn−1}, Bn = An−1 ∪ Bn−1 − An−1 ∩ Bn−1.

Tìm tất cả số nguyên dương n sao cho Bn = {0}.
Lời giải. Ta xét hai dãy đa thức sau:

an(x) =
∑

a∈An

xa

bn(x) =
∑

b∈Bn

xb

Ta thấy rằng nếu xét hệ số của hai dãy đa thức này theo modulo 2 ta sẽ có:

bn(x) = an−1(x) + bn−1(x)

và
an(x) = xbn−1(x)

suy ra:
bn(x) = bn−1(x) + xbn−2(x)

Bây giờ ta sẽ xét dãy đa thức Kn(x) thỏa mãn: K1(x) = K2(x) = 1,

Kn(x) = Kn−1(x) + xKn−2(x)

Nếu lấy các hệ số của Kn(x) theo modulo 2 ta sẽ được bn(x). Sau đây ta đi tìm công thức cho
Kn(x), xét hàm sinh:

f(y) =
∞∑

i=0

Ki+1(x)y
i

Biến đổi từ công thức truy hồi ta có:

(1− y − xy2)f(y) = 1

hay

f(y) =
∞∑

i=0

(y + xy2)i

Từ đó ta tính được

Kn(x) =
n−1∑

k=0

xk
(
n− 1− k

k

)

Bằng cách tính thử vài giá trị đầu của bn(x) ta sẽ có dự đoán bn(x) = 1 khi n = 2m. Vậy ta sẽ
chứng minh điều này. Xét n = 2m, ta chứng minh:

(
n−1−k

k

)
chia hết cho 2 với mọi 1 6 k 6 n−1.

v2

((
n− 1− k

k

))

=
∞∑

t=1

(⌊
2m − 1− k

2t

⌋

−
⌊
k

2t

⌋

−
⌊
2m − 1− 2k

2t

⌋)

=
m∑

t=1

(⌊{
k

2t

}

+

{−1− 2k

2t

}⌋)

=
m∑

t=1

(⌊{
k

2t

}

+ 1−
{
1 + 2k

2t

}⌋)



99

Ta chọn t sao cho 2t−1 6 k < 2t (do k > 1 nên ta chọn được như vậy), khi đó:
{
k

2t

}

=
k

2t
{
1 + 2k

2t

}

=
1 + 2k

2t
− 1

Suy ra: ⌊{
k

2t

}

+ 1−
{
1 + 2k

2t

}⌋

=

⌊
2t − 1− k

2t

⌋

+ 1 = 1

Ta đã chứng minh được nếu n = 2m thì
(
n−k−1

k

)
chia hết cho 2 với mọi 1 6 k 6 n− 1.

Bây giờ đặt n = 2mr, r lẻ, r > 1. Ta sẽ cmr tồn tại n− 1 > k > 1 sao cho
(
n−1−k

k

)
là số lẻ: Ta

chọn k = 2m−1(r − 1), khi đó:

v2

((
n− 1− k

k

))

=
∞∑

t=1

(⌊
2mr − 1− 2m−1(r − 1)

2t

⌋

−
⌊
2m−1(r − 1)

2t

⌋

−
⌊
2mr − 1− 2m(r − 1)

2t

⌋)

=
∞∑

t=1

(⌊{
2m−1(r − 1)

2t

}

+

{
2mr − 1− 2m(r − 1)

2t

}⌋)

=
∞∑

t=1

(⌊{
2m−1(r − 1)

2t

}

+

{
2m − 1

2t

}⌋)

Nếu t 6 m thì ⌊{
2m−1(r − 1)

2t

}

+

{
2m − 1

2t

}⌋

= 0

Nếu t > m+ 1 thì đặt 0 6 α < 2t

α ≡ 2m−1(r − 1) (mod 2t)

suy ra: α = 2ms 6 2m(2t−m − 1). Khi đó:
⌊{

2m−1(r − 1)

2t

}

+

{
2m − 1

2t

}⌋

=

⌊
α + 2m − 1

2t

⌋

= 0

Vậy nếu n 6= 2m thì sẽ tồn tại 1 6 k 6 n− 1 để
(
n−1−k

k

)
là số lẻ.

Từ đó ta có tất cả giá trị cần tìm của n là các phần tử của tập {2m|m ∈ N}. ❒
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GIẢI TOÁN TỔ HỢP
BẰNG ĐẠI LƯỢNG BẤT BIẾN

Trần Gia Huy1

1. Thuật toán

Định nghĩa 1. Cho tập A 6= ∅ và ta gọi là không gian các trạng thái, mỗi phần tử của A gọi
là một trạng thái. Khi đó, mỗi ánh xạ T : A→ A gọi là một thuận toán (ôtômat).

2. Các bài toán về thuật toán

Bài toán 1 (Bài toán tìm kiếm thuật toán). Cho trạng thái ban đầu α0 và trạng thái kết thúc
αn. Hỏi có hay không thuật toán T trên A sao cho khi thực hiện T hữu hạn lần ta thu được
αn?

α0
T−→ α1

T−→ α2
T−→ · · · T−→ αn.

Bài toán 2. Cho thuật toán T trên A và trạng thái ban đầu α ∈ A.

a) Giả sử β ∈ A. Hỏi có thể nhận được β từ α sau một số hữu hạn bước thực hiện T hay
không?

b) Tìm tập tất cả các trạng thái có thể nhận được từ α sau một số hữu hạn bước thực hiện
thuật toán T :

α = {β ∈ A : β = T n(α)}.

3. Hàm bất biến

Cho T là một thuật toán trên A, I là một tập hợp khác rỗng mà ta gọi là không gian các mẫu
bất biến.
Khi đó ánh xạ H : A→ I gọi là hàm bất biến trên A nếu:

∀a, b ∈ A : b ∈ a⇒ H(a) = H(b).

Để giải các bài toán bằng nguyên lý bất biến thì việc quan trọng nhất chính là phát hiện ra
các yếu tố bất biến, sau đó là việc sử dụng các yếu tố đó vào trong bài toán một cách thích
hợp. Trong mỗi bài toán sau khi giải xong chúng tôi đều phân tích những bất biến nằm trong
bài toán. Đó chính là chìa khóa để tìm lời giải cho bài toán.

1Giáo viên trường THPT chuyên Quang Trung, Bình Phước.
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4. Các ví dụ

Ví dụ 1. Trên bảng, người ta viết các số tự nhiên liên tiếp từ 1 đến 99 sau đó thực hiện trò
chơi như sau: mỗi lần xóa hai số bất kỳ và viết một số mới bằng tổng hai số đã xóa. Việc làm
này thực hiện liên tục cho đến khi còn một số trên bảng. Hỏi số cuối cùng còn lại trên bảng là
bao nhiêu? Tại sao?

Lời giải. Vì mỗi lần thực hiện trò chơi thì thay hai số bằng tổng của chúng nên tổng các số
trên bảng không thay đổi trong mọi thời điểm. Tổng các số lúc đầu là

1 + 2 + 3 + · · ·+ 99 =
(1 + 99)× 99

2
= 4950

Suy ra số cuối cùng là 4950. ❒

Nhận xét. Bất biến trong bài toán trên là tổng của các số trên bảng không thay đổi trong
mọi thời điểm. Với mọi cách thực hiện trò chơi thì số cuối cùng còn lại trên bảng là 4950.

Ví dụ 2. Trên bảng, người ta viết các số tự nhiên liên tiếp từ 1 đến 999 sau đó thực hiện trò
chơi như sau: mỗi lần xóa hai số bất kì và viết một số mới bằng hiệu hai số đã xóa(lấy số lớn
trừ số nhỏ). Việc làm này thực hiện liên tiếp cho đến khi còn một số trên bảng. Hỏi số cuối
cùng còn lại trên bảng có thể là 1 không? Tại sao?

Lời giải. Ta thấy rằng nếu xóa đi hai số a, b (a > b) và thay bằng hiệu a − b thì tổng các số
trên bảng giảm đi một đại lượng là a + b − (a − b) = 2b là số chẵn. Như vậy tổng các số trên
bảng không thay đổi tính chẵn lẻ tại mọi thời điểm thực hiện trò trơi. Tổng các số lúc đầu là:

1 + 2 + 3 + · · ·+ 999 =
(1 + 999)× 999

2
= 499500

là số chẵn. Suy ra số còn lại cuối cùng là số chẵn và do đó không thể là số 1. ❒

Nhận xét : Bất biến của bài toán là tổng của các số trên bảng không thay đổi tính chẵn lẻ
tại mọi thời điểm dựa vào đặc điểm tổng các số giảm đi một lượng chẵn.

Ví dụ 3. Trên bảng, người ta viết 100 chữ số 1 và 10 chữ số 2 sau đó thực hiện trò chơi như
sau: mỗi lần xóa hai số bất kỳ và viết một số mới bằng tích hai số đã xóa. Việc làm này thực
hiện liên tục cho đến khi còn một số trên bảng. Hỏi số cuối cùng trên bảng còn lại là bao nhiêu?
Tại sao?

Lời giải. Vì mỗi lần thực hiện trò chơi thay hai số bằng tích của chúng nên tích các số trên
bảng không thay đổi trong mỗi thời điểm. Tích các số lúc đầu là 1100 × 210 = 1024 nên số còn
lại cuối cùng là 1024. ❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán trên là tích các số trên bảng không thay đổi trong mọi thời
điểm.

Ví dụ 4. Trên bảng, người ta viết các số tự nhiên liên tiếp từ 1 đến 100 sau đó thực hiện trò
chơi như sau: mỗi lần xóa hai số bất kỳ và viết một số mới bằng tổng lập phương của hai số
đã cho. Việc làm này thực hiện liên tục cho đến khi còn một số trên bảng. Hỏi số cuối cùng
còn lại trên bảng có thể là 9876543212008 hay không? Tại sao?
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Lời giải. Ta thấy rằng nếu xóa hai số a, b (a > b) và thay bằng tổng lập phương a3 + b3 thì
tổng các số trên bảng tăng một đại lượng là:

a3 + b3 − (a+ b) = (a3 − a) + (b3 − b)

là số chia hết cho 3 Tổng các số trên bảng lúc đầu và tổng các số trên bảng tại mọi thời điểm
kém nhau một bội số của 3. Tổng các số lúc đầu là

1 + 2 + 3 + · · ·+ 100 =
(1 + 100)× 100

2
= 5050

là số chia cho 3 dư 1(vì tổng các chữ số của 5050 bằng 10 chia 3 dư 1). Suy ra số còn lại cuối
cùng phải là số chia 3 dư 1. Số 987654321 chia hết cho 3 vì tổng các chữ số của số này là 45
chia hết cho 3. Suy ra 9876543212008 chia hết cho 3. Vậy số còn lại cuối cùng không thể là
9876543212008. ❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán trên là tổng các số trên bảng tại mọi thời điểm hơn kém
nhau một bội số của 3.

Ví dụ 5. Cho số tự nhiên có 8 chữ số là 12456789. Từ số này người ta đổi vị trí các chữ số
của nó, hỏi có thể tạo được số chính phương hay không?

Lời giải. Tại mọi thời điểm thay đổi vị trí các số hạng thì số được tạo thành có tổng các chữ
số là:

1 + 2 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 42

chia hết cho 3 nhưng không chia hết cho 9. Suy ra số được tạo thành chia hết cho 3 nhưng
không chia hết cho 9 nên không thể là số chính phương. ❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán chính là tổng của các số được tạo thành luôn không đổi bằng
42.

Ví dụ 6. Xét một bảng vuông 4× 4 ô. Tại mỗi ô của bảng vuông có chứa dấu + hoặc dấu −.
Mỗi một lần thực hiện, cho phép đổi dấu của tất cả các ô trên cùng một hàng hoặc cùng một
cột. Giả sử bảng vuông ban đầu có một dấu + và 15 dấu −. Hỏi có thể đưa bảng ban đầu về
bảng có toàn dấu cộng được không?

Lời giải. Câu trả lời là không. Và lời giải khá đơn giản. Thay dấu cộng bằng số 1 và dấu
trừ bằng −1. Xét tích tất cả các số trên bảng vuông. Khi đó, qua mỗi phép biến đổi, tích này
không thay đổi (vì sẽ đổi dấu 4 số). Vì vậy, cho dù ta thực hiện bao nhiêu lần, từ bảng vuông
(1, 15) sẽ chỉ đưa về các bảng vuông có số lẻ dấu −, có nghĩa là không thể đưa về bảng có toàn
dấu cộng. ❒

Nhận xét. Việc thay dấu cộng bằng số 1 và dấu trừ bằng số −1 để tìm ra bất biến của bài
toán trên. Bất biến của nó là tích của các số trên bảng không thay đổi qua mỗi lần thực hiện.

Ví dụ 7. Trên một cái bảng, người ta viết 2008 dấu (+) và 2009 dấu (−). Giả sử mỗi lần, hai
dấu bất kỳ bị xóa đi và viết thay bởi một dấu (+) nếu chúng giống nhau và thay bằng một dấu
(−) nếu chúng khác nhau. Sau khi thực hiện 4016 lần như vậy, dấu nào sẽ còn lại trên bảng?
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Lời giải. (i) Cách 1. Sau mỗi lần xóa, số các dấu (−) được giữ nguyên hoặc giảm đi 2. Vì
thế, tính chẵn lẻ của số dấu (−) trên bảng không thay đổi. Ban đầu, số dấu trừ là số lẻ nên
cuối cùng dấu còn lại trên bảng là dấu (−).

(ii) Cách 2. Thay mỗi dấu (+) bởi số 1, thay mỗi dấu (−) bởi số −1. Khi đó mỗi lần thực hiện
cách làm theo đề bài có thể mô tả dưới dạng như sau: hai số bất kỳ được xóa đi và thay bằng
tích của chúng. Nhu vậy tại mọi thời điểm thực hiện thì tích của các số trên bảng không thay
đổi. Ban đầu tích các số trên bảng là −1 nên cuối cùng tích các số trên bảng cũng là −1. Vậy
dấu còn lại trên bảng là dấu (−).

(iii) Cách 3. Thay mỗi dấu (+) bởi số 0, thay mỗi dấu (−) bởi số 1. Khi đó, tổng hai số bị xóa
đi cùng tính chẵn lẻ với số được viết thay chúng, như vậy tổng các số trên bảng không thay
đổi tính chẵn lẻ. Vì tổng các số lúc đầu bằng 2009, là số lẻ nên số còn lại cuối cùng là số lẻ.
Do đó dấu còn lại trên bảng là dấu (−). ❒

Nhận xét.

• Trong cách 1, đại lượng bất biến là tính chẵn lẻ của số dấu (−) trên bảng.

• Trong cách 2, đại lượng bất biến là tích tất cả các số trên bảng.

• Trong cách 3, đại lượng bất biến là tính chẵn lẻ của tổng các số trên bảng.

Ta có thể lập một tình huống mới tương đương với tình huống được xác định ở điều kiện và
yêu cầu trong bài toán để dễ tìm đại lượng bất biến.

Ví dụ 8. Ngoài biển đông, trên một hòn đảo sinh sống ba giống thằn lằn có ba loại màu: màu
xám có 133 con, màu nâu có 155 con và màu đỏ có 177 con. Nếu hai con thằn lằn khác màu
gặp nhau thì chúng đồng thời đổi sang màu thứ ba (ví dụ nếu thằn lằn màu xám gặp thằn lằn
màu nâu thì cả hai con đều đổi sang màu đỏ). Trong những trường hợp hai con thằn lằn cùng
màu gặp nhau thì chúng giữ nguyên không đổi màu. Có xảy ra tình trạng là trên đảo tất cả
thằn lằn cùng một màu được không?

Lời giải. Đặc điểm của bài toán này nằm ở bộ số 133, 155, 177 vì khi chia cho 3 ta được bộ
số dư 1, 2 và 0. Ta thử xét nếu một con thằn lằn xám gặp một con thằn lằn nâu, thì chúng
đồng thời đổi màu đỏ. Khi đó ta có 132 con xám, 154 con nâu và 179 con đỏ. Những số dư của
132, 154 và 179 cho 3 tương ứng là 0, 1 và 2, nghĩa là gặp đầy đủ các số dư đã có. Nếu một
con thằn lằn xám gặp con thằn lằn màu đỏ, thì chúng đồng thời đổi màu nâu. Khi đó ta có
132 thằn lằn xám, 157 thằn lằn nâu và 176 thằn lằn đỏ. Lấy những số trên chia cho 3 cho số
dư tương ứng là 0, 1, 2 nghĩa là gặp lại cả ba khả năng của số dư. Nếu con thằn lằn nâu và
thằn lằn đỏ gặp nhau, thì chúng cùng đổi màu xám. Khi đó có 135 thằn lằn xám, 154 thằng
lằn nâu và 176 thằn lằn đỏ. Số dư của những số thằn lằn trên chia cho 3 tương ứng là 0, 1 và
2, vẫn có đầy đủ các số dư khi chia cho 3. Dù thay đổi màu thế nào thì số dư của các số lượng
thằn lằn chia cho 3 đều có đầy đủ ba số là 0, 1, 2. Số lượng tất cả thằn lằn trên đảo là 133 +
155 + 177 = 465 là một số chia hết cho 3. Nếu tất cả thằn lằn cùng một màu thì số dư lượng
thằn lằn màu xám, màu nâu, và đỏ chia cho 3 có dư tương ứng là 0, 0, 0. Điều này vô lý vì các
số dư phải có đầy đủ các số dư khi chia cho 3. Như vậy câu trả lời là không được. ❒
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Nhận xét. Bất biến ở đây là dù thay đổi màu thế nào thì số dư của các số lượng thằn lằn chia
cho 3 đều có đầy đủ ba số là 0, 1, 2.

Ví dụ 9. Những số 1, 2, 3, . . . , 1974 được viết trên một bảng. Người ta thay hai số bất kỳ bằng
một số hoặc là tổng hoặc là hiệu của hai số đó. Chứng minh rằng sau 1973 lần thực hiện thao
tác trên, chỉ còn một số còn lại trên bảng không thể là số 0.

Lời giải. Ta quan tâm đến tính chẵn lẻ của các số đã cho và sau mỗi lần thao tác được số
chẵn lẻ như thế nào. Khi bắt đầu trên bảng có 987 số lẻ. Mỗi lần ta thực hiện thay đổi, số của
những số lẻ hoặc là còn nguyên (khi ta lấy hai số có tính chẵn lẻ khác nhau hoặc hai số cùng
tính chẵn) hoặc là giảm đi hai số (khi ta lấy hai số cùng tính lẻ). Như vậy số các số lẻ còn lại
sau mỗi lần thực hiện thay đổi luôn là một số lẻ. Vậy khi còn lại một số cuối cùng trên bảng
thì nó phải là số lẻ, do đó nó không thể là số 0. ❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán là số các số lẻ sau mỗi phép biến đổi còn lại là số lẻ.

Ví dụ 10. Trên bảng có các số 1
96
, 2
96
, . . . , 96

96
. Mỗi một lần thực hiện, cho phép xoá đi hai số

a, b bất kỳ trên bảng và thay bằng a + b − 2ab. Hỏi sau 95 lần thực hiện phép xoá, số còn lại
trên bảng là số nào?

Lời giải. Giả sử các số trên đang là a1, a2, . . . , ak. Ta cho tương ứng bảng này với tích số

(2a1 − 1)(2a2 − 1) · · · (2ak − 1)

Khi đó, sau mỗi lần biến đổi, tích trên bị mất đi hai thừa số (2a − 1), (2b − 1) và được thêm
vào thừa số

2(a+ b− 2ab)− 1 = −(2a− 1)(2b− 1)

Do đó tích trên vẫn không đổi (chỉ đổi dấu). Vì tích ban đầu bằng 0 (do bảng ban đầu có chứa
số 48

96
= 1

2
!) nên số cuối cùng s cũng phải cho tích số bằng 0, tức là

2s− 1 = 0 ⇒ s =
1

2

❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán là tích số của bảng không thay đổi. Dĩ nhiên trong bài này
ta phải thiết lập được bất biến của các số trên bảng là cho tương ứng với tích số trên. Bài toán
trên được tạo ra từ đẳng thức 2(a+ b− 2ab) + 1 = (2a− 1)(1− 2b), nếu ta có nhiều đẳng thức
dạng này thì có thể chế tạo ra nhiều bài toán tổ hợp dạng này.

Ví dụ 11. Từ một điểm S(a, b) trên mặt phẳng với 0 < a < b, Ta xây dựng các điểm được
xác định bởi :

x1 = a; y1 = b; xn+1 =
xn + yn

2
; yn+1 =

2xnyn
xn + yn

.

Tìm giới hạn của dãy (xn), (yn).
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Lời giải. Ta dễ dàng thấy được tính bất biến của dãy số này đó là

xn · yn = a · b, ∀n ∈ Z+ (1)

Dùng bất đẳng thức Cauchy ta suy ra rằng xn > yn, ∀n ∈ Z+. Dấu bằng không thể xảy ra vì
xn luôn khác yn (điều này dùng quy nạp có thể dễ dàng chứng minh được) (2)
Nhưng ta lại có x1 > x2 > · · · > xn (điều này cũng có thể dễ dàng có được bằng quy nạp) (3).
Từ các kết luận (1) và (3), ta suy ra (xn) là một dãy giảm còn (yn) là một dãy tăng (4).
Từ (1), (2) và (4) ta suy ra lim xn = lim yn =

√
ab. ❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán trên là tích của hai dãy luôn là một hằng số.

Ví dụ 12. Mỗi số trong các số a1, a2, a3, . . . , an nhận một trong hai giá trị là −1 hoặc 1. Biết
rằng:

S = a1a2a3a4 + a2a3a4a5 + · · ·+ ana1a2a3 = 0

Hãy chứng minh rằng n chia hết cho 4.

Lời giải. Đây là một bài toán lý thuyết số, nhưng ta vẫn sẽ dùng bất biến để giải nó. Tính
bất biến này như sau: S sẽ không thay đổi số dư khi chia cho 4 nếu như ta đổi dấu của 4 số
hạng liên tiếp. Thật vậy, nếu có 2 số dương và 2 số âm thì sẽ không có chuyện gì thay đổi, nếu
có 1 số khác dấu 3 số còn lại thì khi đổi dấu giá trị của S sẽ thay đổi 4 hoặc –4 và điều này
không ảnh hưởng gì tới số dư của S khi chia cho 4 cả, cuối cùng nếu 4 số cùng dấu thì khi đổi
dấu S sẽ thay đổi một đại lượng là 8 hay –8 điều này dĩ nhiên cũng không ảnh hưởng gì tới số
dư của S khi chia cho 4. Bây giờ quay lại bài toán của chúng ta. Ta thực hiện thuật toán đổi
dấu của 4 số hạng liên tiếp sao cho cuối cùng đưa tất cả n số thành số dương. Khi đó S = n

và theo tính bất biến thì S chia hết cho 4 (vì ban đầu S = 0 chia hết cho 4 ) Vậy n chia hết
cho 4. Ta đã có kết luận cho bài toán. ❒

Nhận xét. S sẽ không thay đổi số dư khi chia cho 4 nếu như ta đổi dấu của 4 số hạng liên
tiếp.

Ví dụ 13. Hai người chơi cờ, mỗi ván người thắng được 2 điểm, người thua được 0 điểm, nếu
trận hòa thì mỗi người được 1 điểm. Hỏi sau một số ván cờ có thể xảy ra trường hợp một người
được 9 điểm và người kia được 10 điểm hay không?

Lời giải. Tổng số điểm của hai người trong mỗi ván luôn bằng 2. Suy ra tại mọi thời điểm thì
tổng điểm của hai người luôn là số chẵn. Mà 9 + 10 = 19 là số lẻ nên không thể xảy ra trường
hợp một người được 9 điểm và người kia được 10 điểm. ❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán là tổng điểm của hai người trong mỗi ván luôn bằng 2.

Ví dụ 14. Có 1981 tách uống trà đặt trên một bàn. Lúc đầu tất cả các tách đều được đặt
ngửa lên. Giả sử mỗi lần người ta làm cho 200 tách trong chúng lật ngược lại. Hỏi sau một số
lần như vậy, có thể làm cho tất cả các tách đều úp xuống được không?
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Lời giải. Nếu có 1981 tách, ta không thể quay úp xuống tất cả được. tại mỗi thời điểm có x
tách đặt ngửa được làm úp xuống và có 200−x tách úp xuống được lật ngửa lên. Do đó số các
tách đang úp đã thay đổi đi một số là |200− 2x|, và đây là một số chẵn. Điều này có nghĩa là
số các tách đặt úp xuống không bị thay đổi về tính chẵn lẻ. Ban đầu số này bằng 0, là số chẵn.
Do đó không thể thay đổi số này thành 1981, là số lẻ. ❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán là các tách đang úp luôn thay đổi một lượng chẵn. Trong đề
toán ta có thể thay đổi 1981 bằng một số lẻ bất kỳ và 200 bằng một số chẵn bất kỳ nhỏ hơn
số ban đầu.

Ví dụ 15. Có 2005 đồng xu, mỗi đồng xu có hai mặt, một mặt màu xanh và một mặt màu
đỏ. Xếp các đồng xu trên bảng sao cho các mặt màu xanh ngửa lên. Thực hiện trò chơi như
sau: mỗi lần thực hiện cho phép đổi bốn mặt của bốn đồng xu tùy ý. Hỏi có thể nhận được kết
quả mà tất cả các đồng xu đều có mặt đỏ ngửa lên trên được không?

Lời giải. Thay mỗi đồng xu mặt màu xanh ngửa lên trên bởi số −1. Thay mỗi đồng xu màu
đỏ ngửa lên trên bởi số (+1). Khi đó mỗi cách thực hiện theo đề bài có thể mô tả dưới dạng
khác như sau: bốn số bất kỳ được xóa đi và thay mỗi số bằng số đối của nó. Ban đầu có 2005
số (−1) tương ứng với 2005 đồng xu có mặt màu xanh ngửa lên trên. Ta thấy rằng nếu thay
bốn số a, b, c, d bởi bốn số −a,−b,−c,−d thì tích của các số mới thay vào là

(−a)(−b)(−c)(−d) = abcd

bằng tích của các số ban đầu. Như vậy tại mọi thời điểm thì tích của các số không đổi. Ban đầu
có 2005 số −1 nên tích của chúng là (−1), suy ra tại mọi thời điểm tích các số luôn là (−1).
Vậy không thể nhận được kết quả mà tất cả các đồng xu đều có mặt đỏ ngửa lên trên. ❒

Nhận xét. Bài toán trên được thay đổi để dễ tìm bất biến hơn, bất biến là trong mọi thao tác
thì tích các chữ số là không đổi.

Ví dụ 16. Trong dãy 1, 9, 9, 9, 8, . . . , mỗi chữ số bắt đầu từ chữ số thứ năm bằng chữ số hàng
đơn vị của tổng bốn chữ số liền trước nó. Hỏi trong dãy này có gặp các bộ 1234 và 5678 không?

Lời giải. Ta thay mỗi chữ số của dãy đã cho bằng số 0 nếu nó là số chẵn và bằng số 1 nếu nó
là số lẻ. Ta nhận được dãy số 111101111011110..., trong đó cứ sau bốn chữ số 1 có một chữ số
0 và cứ sau mỗi số 0 có bốn chữ số 1. Các bộ số 1234 và 5678 ứng với các bộ 4 chữ số 1010 và
1001 nên không thể có mặt trong dãy số đã cho. ❒

Nhận xét. Đây là bài toán tôi rất thích, nó thể hiện được tư duy chuyển bài toán khó thành
bài toán dễ để có thể phát hiện được bất biến. Rõ ràng để nguyên rất khó để tường minh được
lời giải, tuy nhiên khi chuyển hóa thì bất biến chính là cứ sau bốn chữ số 1 có một chữ số 0 và
cứ sau mỗi số 0 có bốn chữ số 1.

Ví dụ 17. Một hình tròn được chia thành 10 ô hình quạt, trên mỗi ô người ta đặt 1 viên bi.
Nếu ta cứ di chuyển các viên bi theo quy luật: mỗi lần lấy ở 2 ô bất kì mỗi ô 1 viên bi, chuyển
sang ô liền kề theo chiều ngược nhau thì có thể chuyển tất cả các viên bi về cùng 1 ô hay
không?



108

Lời giải.

bc

bc

Trước tiên, ta tô màu xen kẽ các ô hình quạt, như vậy sẽ có 5 ô được tô màu (ô màu) và 5 ô
không được tô màu (ô trắng). Ta có nhận xét : Nếu di chuyển 1 bi ở ô màu và 1 bi ở ô trắng
thì tổng số bi ở 5 ô màu không đổi. Nếu di chuyển ở 2 ô màu, mỗi ô 1 bi thì tổng số bi ở 5 ô
màu giảm đi 2. Nếu di chuyển ở 2 ô trắng, mỗi ô 1 bi thì tổng số bi ở 5 ô màu tăng lên 2. Vậy
tổng số bi ở 5 ô màu hoặc không đổi, hoặc giảm đi 2 hoặc tăng lên 2. Nói cách khác, tổng số
bi ở 5 ô màu sẽ không thay đổi tính chẵn lẻ so với ban đầu. Ban đầu tổng số bi ở 5 ô màu là
5 viên (là số lẻ) nên sau hữu hạn lần di chuyển bi theo quy luật trên thì tổng số bi ở 5 ô màu
luôn khác 0 và khác 10, do đó không thể chuyển tất cả các viên bi về cùng 1 ô. ❒

Nhận xét. Bài toán được giải dễ dàng bằng cách tô màu xen kẽ các ô hình quạt. Trong rất
nhiều bài toán thì việc tô màu chính là ý tưởng chính để giải bài toán. Và bất biến trong bài
toán này là tổng số bi ở 5 ô màu sẽ không thay đổi tính chẵn lẻ.

Ví dụ 18. Mỗi số trong dãy
21, 22, 23, . . . , 22005

đều được thay thế bởi tổng các chữ số của nó. Tiếp tục làm như vậy với các số nhận được cho
tới khi tất cả các số trong dãy đều có 1 chữ số. Chứng minh trong dãy này: số các số 2 nhiều
hơn số các số 1.

Lời giải. Ta thấy : “Số tự nhiên A và tổng các chữ số của A luôn cùng số dư trong phép chia
cho 9”.
Mặt khác ta có : 21 chia cho 9 dư 2; 22 chia cho 9 dư 4; 23 chia cho 9 dư 8; 24 chia cho 9 dư 7;
25 chia cho 9 dư 5; 26 chia cho 9 dư 1; 27 chia cho 9 dư 2;. . .
Do đó 26k + r lần lượt nhận các số dư trong phép chia cho 9 là 2, 4, 8, 7, 5, 1 tương ứng
với các giá trị của r là 1, 2, 3, 4, 5, 0. Dãy cuối cùng nhận được gồm 2005 số thuộc tập hợp
{2; 4; 8; 7; 5; 1}. Ta có 2005 = 334 × 6 + 1 nên dãy cuối cùng có 335 số 2 (nhiều hơn số các số
khác 1 số). Vậy số các số 2 nhiều hơn số các số 1 đúng 1 số. ❒

Nhận xét. Bài toán trên xuất phát từ tính chất trong số học. Số tự nhiên A và tổng các chữ
số của A luôn cùng số dư trong phép chia cho 9 và dãy các số dư khi chia an cho m luôn tuần
hoàn (có thể không xuất phát từ chỉ số đầu tiên). Và bất biến của bài toán là dãy số trên được
chuyển thành dãy các số dư của nó 248751248751 . . .

Ví dụ 19. Một tờ giấy bị cắt nhỏ thành 6 mảnh hoặc 11 mảnh. Các mảnh nhận được lại có
thể chọn để cắt (thành 6 mảnh hoặc 11 mảnh nhỏ hơn),. . . Cứ như vậy ta có thể nhận được
2005 mảnh cắt không ?
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Lời giải. Sau mỗi lần cắt một mảnh giấy thành 6 mảnh hoặc 11 mảnh thì số mảnh giấy tăng
lên là 5 hoặc 10. Như vậy tính bất biến của bài toán là “số mảnh giấy luôn tăng lên một bội
số của 5”. Vậy số mảnh giấy sau các lần cắt có dạng 1 + 5k, mặt khác 2005 có dạng 5k nên với
cách cắt như trên, từ một tờ giấy ban đầu, ta không thể cắt được thành 2005 mảnh. ❒

Nhận xét. Bất biến của bài toán là số mảnh giấy tăng lên luôn là một bội số của 5.

Ví dụ 20. Ta xét bảng 4 hàng 4 cột bao gồm những dấu + và dấu − như sau:

+ + − +
+ + + +
+ + + +
+ + + +

Người ta có thể đồng thời thay đổi dấu của tất cả các dấu trong một hàng bất kỳ, một cột
bất kỳ, hoặc trong một đường bất kỳ mà nó song song với một trong những đường chéo(thực
tế người ta có thể thay đổi dấu ở 4 góc). Có khả năng hay không nhận được một bảng không
chứa dấu − nào?

Lời giải. Ta xét bảng thứ hai như sau:

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

Bảng này có tính chất: trong mỗi hàng, mỗi cột hoặc những đường thẳng song song với đường
chéo có đúng hai số 1 hoặc không có số 1 nào. Bây giờ ta gọi những phần tử trong bảng thứ
nhất là phần tử tốt nếu nó được đặt vào đúng vị trí có số 1 như ở bảng thứ hai. Sau khi ta
thay đổi dấu thì chỉ có thể xảy ra một trong ba trường hợp sau:

• Trường hợp 1. Hai dấu + phần tử tốt được chuyển thành hai dấu − phần tử tốt.

• Trường hợp 2. Hai dấu − phần tử tốt được chuyển thành hai dấu − phần tử tốt.

• Trường hợp 3. Một cặp phần tử tốt gồm một dấu + và một dấu − chuyển đổi cho nhau.

Như vậy số lượng dấu − phần tử tốt luôn là số lẻ. Do đó luôn tồn tại ít nhất một dấu − trên
bảng. ❒

Ví dụ 21. Có hai đống đá, một đống có n hòn và đống kia có k hòn. Cứ mỗi phút một máy
tự động lại chọn một đống có số hòn đá là chẵn và chuyển một nửa số hòn đá của đống đá
được chọn sang đống kia (nếu cả hai đống đều có số hòn đá là chẵn thì máy sẽ chọn ngẫu nhiên
một đống). Nếu trong hai đống số hòn đá đều là lẻ thì máy sẽ ngừng làm việc. Hỏi tồn tại bao
nhiêu cặp thứ tự (n, k), với n và k là các số tự nhiên không vượt quá 1000, để máy tự động sau
khoảng thời gian hữu hạn sẽ dừng.
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Lời giải. Giả sử n = 2au và k = 2bv, với u và v là các số lẻ. Chúng ta sẽ chứng minh rằng máy
tự động nhất thiết sẽ dừng đối với các cặp và chỉ các cặp số (n, k) với a = b. Nếu a = b thì từ
cặp (n, k) máy tự động có thể nhận được cặp (2a−1u, 2a−1(u+ v)) hoặc (2a−1(2u+ v), 2a−1v).
Vì các số (2u + v) và (2v + u) lại là lẻ, nên máy tự động đã làm giảm số mũ của 2 xuống 1
đơn vị. Qua a bước thì số mũ này trở nên bằng 0, và máy tự động sẽ dừng lại. Bây giờ giả sử
a < b(trường hợp a > b xét tương tự). Nếu a 6 b−2, thì từ cặp (n, k) máy tự động có thể nhận
được cặp (2a(u+ 2b−1−av), 2b−1v) với các số mũ trong lũy thừ của 2 khác nhau. Nếu a = b− 1,
thì từ cặp (n, k) máy tự động có thể nhận được cặp (2a(u+ v), 2au) =

(
2a + 1u+v

2
, 2au

)
lại với

các số mũ trong lũy thừa của 2 khác nhau. Dễ dàng thấy rằng trong trường hợp này máy tự
động sẽ làm việc mãi mãi không dừng. Chỉ còn việc đếm các cặp số khả dĩ. Có 500 số lẻ không
vượt quá 1000, bởi vậy số cặp (n, k) = (2au, 2bv) với a = b = 0 bằng 5002; có 250 số không
vượt quá 1000 chia hết cho 2 và không chia hết cho 4, bởi vậy số lượng cặp với a = b = 1 bằng
2502. Cứ tiếp tục như vậy, ta nhận được đáp số của bài toán:

5002 + 2502 + 1252 + 632 + 312 + 162 + 82 + 42 + 22 + 12 = 333396

❒

Ví dụ 22. Trên bảng viết 10 dấu cộng và 15 dấu trừ. Với 24 lần thực hiện, mỗi lần xóa đi
2 dấu bất kì rồi lại thêm vào 1 dấu (cộng hoặc trừ) để cuối cùng trên bảng chỉ còn lại 1 dấu
duy nhất. Biết rằng dấu được thêm vào sẽ là dấu trừ nếu trước đó đã xóa đi 2 dấu khác nhau,
ngược lại dấu được thêm vào sẽ là dấu cộng. Hỏi dấu còn lại trên bảng là dấu gì ?

Lời giải. Ta thấy, nếu xóa đi 2 dấu cộng thì phải thêm vào 1 dấu cộng, vì vậy số dấu trừ trên
bảng không thay đổi. Nếu xóa đi 2 dấu trừ thì phải thêm vào 1 dấu cộng, vì vậy số dấu trừ
giảm đi 2. Nếu xóa đi 1 dấu cộng và 1 dấu trừ thì phải thêm vào 1 dấu trừ, vì vậy số dấu trừ
trên bảng không thay đổi. Như vậy, tính bất biến là : sau mỗi lần thực hiện việc xóa và thêm
dấu, số dấu trừ trên bảng hoặc không thay đổi hoặc giảm đi 2. Mặt khác, số dấu trừ ban đầu
là số lẻ nên sau mỗi lần thực hiện thì số dấu trừ còn lại trên bảng bao giờ cũng là số lẻ. Sau
24 lần thực hiện, trên bảng chỉ còn lại 1 dấu duy nhất mà dấu trừ không thể mất hết nên dấu
còn lại trên bảng phải là dấu trừ. ❒

Ví dụ 23. Cho một bàn cờ quốc tế 8× 8. Hỏi rằng quân mã có thể đi nước đầu tiên từ ô dưới
cùng bên trái và kết thúc ở ô trên cùng bên phải hay không? Với điều kiện nó phải đi qua tất
cả các ô trên bàn cờ và mỗi ô chỉ đi qua đúng một lần

Lời giải. Ta tô các ô trên bàn cờ xen kẽ các màu đen trắng như bàn cờ vua(hình dưới)
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Do sự “bình đẳng màu” nên không mất tính tổng quát ta có thể giả sử rằng ô dưới cùng bên
trái có màu trắng. Từ cách đi của con mã ta nhận thấy rằng sau mỗi nước đi con mã sẽ sang
một ô khác màu với ô mà nó đang đứng. Vì thế sau một số lẻ nước đi con mã sẽ ở ô màu đen,
sau một số chẵn nước đi con mã sẽ ở ô màu trắng. Đây là tính bất biến của chúng ta. Trở lại
bài toán ta thấy rằng đi từ ô dưới cùng bên trái lên ô trên cùng bên phải cần đi 63 nước đi.
Vì thế ô trên cùng bên phải sẽ cần mang màu đen (theo như tính bất biến). Điều này là vô lý.
Vậy quân mã không thể đi từ ô dưới cùng bên trái nên ô trên cùng bên phải như yêu cầu của
đầu bài được. ❒

Nhận xét. Bài toán đã được giải quyết nhưng xung quanh bài toán này vẫn còn rất nhiều
điều cần phải suy nghĩ. Chẳng hạn như khi xét bàn cờ X × X với X là một số lẻ thì liệu có
một cách đi từ ô dưới cùng bên trái lên ô trên cùng bên phải và thoả mãn các yêu cầu của bài
toán hay không? Nếu có thì hãy chỉ ra một cách đi như thế? Câu hỏi này khá khó.

Ví dụ 24. Cho một bảng ô vuông chứa số như hình 4a . Ta thực hiện một thuật toán T như
sau: Chọn ra 2 số bất kì nằm ở hai ô vuông cạnh nhau và cộng 2 số đó với một số nguyên nào
đó. Hỏi rằng sau một số lần thực hiện thuật toán T thì bảng hình vuông chứa các số như hình
4a có thể thành bảng hình vuông như hình 4b hay không?

1 2 3 7 8 9
4 5 6 6 2 4
7 8 9 3 5 1

hình 4a hình 4b

Lời giải. Tô màu các ô của hình vuông như hình dưới đây.

Đặt B là tổng các số ở các ô màu đen và W là tổng các số ở các ô màu trắng. Ta thấy vì mỗi
lần thực hiện thuật toán T ta cộng thêm 2 số ở 2 ô cạnh nhau với một số nguyên nên dễ thấy
rằng hiệu B−W là không đổi. Nhưng với giả thuyết của bài toán thì ở hình 4a thì B−W = 5,
còn ở hình 4b thì B −W = −1. Điều này trái với quy tắc bất biến ở trên. Vậy sau những lần
thực hiện thuật toán T thì từ hình 4a ta không thể nhận được hình 4b. ❒

Ví dụ 25 (VMO 2006). Xét bảng ô vuông m× n (m,n là các số nguyên dương lớn hơn 3).
Thực hiện trò chơi sau: mỗi lần đặt 4 viên bi vào 4 ô của bảng (mỗi ô 1 viên) mà 4 ô đó tạo
thành một trong các hình dưới đây:
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Hỏi sau một số lần ta có thể nhận được bảng mà số bi trong các ô bằng nhau được không nếu:

a) m = 2004 và n = 2006?

b) m = 2005 và n = 2006?

Lời giải. a) Bảng đã cho có thể chia thành các hình chữ nhật 4× 2 nên có thể nhận được
trạng thái mà số bi trong các ô bằng nhau.

b) Tô màu các ô của bảng như hình vẽ (tô các hàng 1, 3, . . . , 2005).

Dễ thấy, mỗi lần đặt bi có 2 viên được đặt vào các ô được tô màu và 2 viên được đặt vào
các ô không tô màu. Do đó, nếu gọi S(n) là số bi trong các ô được tô màu và T (n) là số
bi trong các ô không được tô màu sau lần đặt bi thứ n thì S(n)−T (n) là bất biến. Ta có

S(n)− T (n) = S(0)− T (0) = 0, ∀n > 0.

Do đó, nếu nhận được bảng mà số bi trong các ô bằng nhau thì số ô được tô màu và số
ô không được tô màu bằng nhau. Điều này không thể xảy ra vì m là số lẻ.

❒

Ví dụ 26. Có 2n ngài đại sứ được mời đến một bữa tiệc. Mỗi ngài đại sứ có nhiều nhất n− 1

kẻ thù. Chứng minh rằng có thể xếp các ngài đại sứ ngồi quanh một bàn tròn để không ai phải
ngồi cạnh kẻ thù của mình.

Lời giải. Đầu tiên ta xếp chỗ ngồi cho các ngài đại sứ theo mọi cách có thể. Gọi H là số cặp
kẻ thù ngồi cạnh nhau. Gọi (A,B) là một cặp kẻ thù, với B ngồi bên phải của A ( hình a).
Chúng ta sẽ phải tách chúng ra. Xét một cặp (A′, B′) với A′ là một người bạn của A. Ta sẽ đạt
được mục đích bằng cách đảo 2 đầu mút của cung BA′ (hình b). H sẽ bị giảm nếu (A,A′) và
(B,B′) trong hình b là 1 cặp thân thiện.

Hình a Hình b

b B

c

b A

b
A

bA′

bB′

b
A

bB′

bB
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Ta cần chỉ ra rằng luôn tồn tại B′ nằm bên phải của A′ và B là bạn của B′. Ta bắt đầu từ A
và đi khắp xung quanh bàn theo chiều kim đồng hồ. Ta có ít nhất n người bạn của A ,và bên
phải họ sẽ có n chỗ ngồi. Chúng không thể bị chiếm giữ bởi tất cả kẻ thù của B′ vì B′ chỉ có
n− 1 kẻ thù. Như vậy luôn tồn tại một điểm A′ để cho bên phải của nó có B′, một người bạn
của B. Kết hợp với nguyên lý bất biến mà ta đã tìm ra ở trên thì việc làm giảm H là luôn thực
hiện được. Vậy sau một số lần nhất định thưc hiện thuật toán như với cặp (A,B) thì ta sẽ có
một cách xếp thoả mãn yêu cầu của bài toán. ❒

Ví dụ 27. Các số tự nhiên 0, 1, 2, 3, . . . được viết trong các ô của một bảng ô vuông kính thức
2003× 2003 theo vòng xuáy trôn ốc(xoay ngược kim đồng hồ) sao cho số 0 nằm ở ô trung tâm
(tâm của bảng). Các dòng và cột của bảng được đánh số tăng dần từ dưới lên trên và từ trái
sang phải (bắt đầu từ số 1).

a) Số 2004 nằm ở dòng nào, cột nào? Vì sao?

b) Thực hiện thuật toán sau: lần đầu tiên, thay số 0 ở ô trung tâm bởi số 1998; mỗi lần tiếp
theo, cho phép lấy ra 12 số trong 12 ô liên tiếp trong cùng một hàng hoặc trong cùng một
cột hoặc trung cùng một hình chữ nhật 3× 4 rồi tăng mỗi số đó lên một đơn vị. Hỏi sau
một số lần như vậy ta có thể làm cho tất cả các số trong bảng đều là bội của 2004 hay
không? Tại sao?

20 19 18 17 16
21 6 5 4 15
22 7 0 3 14
23 8 1 2 13
24 9 10 11 12

Lời giải. a) Xét hình vuông cạnh 2n + 1 có tâm là ô chứa số 0; số được viết ở đỉnh dưới,
bên trái của hình vuông này là (2n+ 1)2 − 1 (ví dụ các số 8, 24, . . .).

Vì (2 × 22 + 1)2 − 1 = 2024 và số 0 nằm ổ ô dòng số 1002, cột số 1002 nên số 2024
nằm ở hàng số 1002 − 22 = 980 và cột số 1002 − 22 = 980. Vậy số 2004 nằm ở hàng số
980 + 20 = 1000 và cột số 980.

a) Ta tô màu các ô của bản như hình vẽ.
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Gọi S(n) là tổng các số trong các ô được tô màu ở bước thứ n. Do mỗi lần thực hiện
thuật toán (kể từ lần thứ 2) có đúng 4 ô được tô màu nên

S(n+ 1) = S(n) + 4, ∀n > 1.

Do đó S(n) bất biến theo module 4. Suy ra

S(n) ≡ S(1) (mod 4), ∀n > 1.

Ta xét số dư của S(0) khi chia cho 4:

Xét các đường chéo gồm những ô được tô màu, các đường chéo đó gồm một trong ba loại
sau đây:

• Loại 1: chứa toàn các số chia hết cho 4 (đường chéo đi qua ô trung tâm).

• Loại 2: chứa toàn các số chia cho 4 dư 2. Do tính chất đối xứng của bảng nên có
chẵn đường chéo loại này và như vậy tổng các số trên các đường chéo loại này chia
hết cho 4.

• Loại 3: chứa toàn các sổ lẻ: Trên mỗi đường chéo loại này có một nửa số ô chứa các
số chia cho 4 dư 1 và một nửa số ô chứa các số chia cho 4 dư −1 và như vậy tổng
các số trong các đường chéo loại này cũng chia hết cho 4.

Từ đó có S(0) ≡ 4 (mod 4), suy ra S(1) = S(0) + 1994 ≡ 2 (mod 4) hay S(n) ≡ 2

(mod 4), ∀n > 1. Vậy không thể có trạng thái mà tất cả các số trong bảng đều là bội
của 2004 được.

❒

Ví dụ 28. Xác định các số nguyên dương m,n sao cho bảng m × n có thể lát được bởi các
quân hình chữ L dưới đây
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Lời giải. Không mất tính tổng quát ta có thể giả sửm 6 n. Để lát được bảng thìm > 2, n > 3.
Giả sử ta có thể lát được bảng bởi a quân hình chữ L, ta có m.n = 4a. Vì m.n > 6 nên a > 2.
Xét a = 2, ta có bảng 2× 4. Bảng 2× 4 có thể lát được bởi hai quân chữ hình L như hình vẽ
dưới đây:

Với a = 3 ta có m× n = 12 nên có hai bảng thỏa mãn là 2× 6 và 3× 4. Dễ dàng kiểm tra hai
bảng này đều không lát được bởi các quân hình chữ L. Điều đó khiến ta dự đoán, để lát được
bảng bởi các quân hình chữ L thì a chẵn. Để chứng minh dự đoán này ta tô màu các ô của
bảng như sau: Giả sử được m chẵn. Các ô ở dòng có thứ tự lẻ (tính từ trên xuống dưới) được
tô màu đen, có ô ở dòng có thứ tự chẵn được tô màu trắng.

Khi đó, số ô đen và số ô trắng bằng nhau và bằng 2a. Mỗi quân hình chữ L lát vảo bảng chiếm
3 ô đen và 1 ô trắng hoặc chiếm 3 ô trắng và 1 ô đen. Giả sử lát được bởi x quan hình chữ L

chiếm 3 ô đen và 1 ô trắng và y quân hình chữ L chiếm 3 ô trắng và 1 ô đen. Ta có hệ






x+ y = a

3x+ y = 3y + x = 2a.

Suy ra x = y và a = 2x. Điều đó có nghĩa là a chẵn.
Bây giờ ta chứng minh nếu a chẵn, tức là m × n chia hết cho 8 thì có thể lát được bảng bởi
các quân hình chữ L. Thật vậy, nếu m chia hết cho 2 và n chia hết cho 4 thì bảng có thể thành
có hình chữ nhật 2 × 4 nên lát được. Nếu m lẻ và n chia hết cho 8 thì do m có thể được viết
dưới dạng m = 2s+ 3 nên có thể chia bảng đã cho thành các hình chữ nhật 2× 4 và 3× 8. Do
đó, nếu hình chữ nhật 3 × 8 lát được thì bảng đã cho sẽ lát được. Hình vẽ dưới đây chứng tỏ
có thể lát được hình chữ nhật này.
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Vậy để lát được bảng đã cho bởi các quân hình chữ L thì điều kiện cần và đủ là m × n chia
hết cho 8 và m,n > 2. ❒

Ví dụ 29 (IMO 2004). Ta định nghĩa viên gạch hình móc câu là hình gồm 6 ô vuông đơn vị
như hình vẽ dưới đây, hoặc hình nhận được do lật hình đó (sang trái, sang phải, lên trên, xuống
dưới) hoặc hình nhận được do xoay hình đó đi một góc.

Hãy xác định tất cả các hình chữ nhật m × n, trong đó m,n là các số nguyên dương sao cho
có thể lát hình chữ nhật đó bằng các viên gạch hình móc câu.

Lời giải. Dễ thấy m,n 6∈ {1, 2, 5}. Chia hình chữ nhật m× n thành m× n ô vuông và đánh
số các hàng, các cột từ dưới lên trên, tứ trái sang phải. Ta gọi ô (p, q) là ô nằm ở giao của hàng
thứ p và cột thứ q. Hai viên gạch hình móc câu chỉ có thể ghép lại để được một trong hai hình
dưới đây

(H1) (H2)

Do đó, để lát được hình chữ nhật m× n thì m.n phải chia hết cho 12. Nếu ít nhất một trong
hai số m hoặc n chia hết cho 4 thì có thế lát được hình chữ nhật m× n. Thật vậy, giả sử được
m chia hết cho 4. Nếu n chia hết cho 3 thì có thể chia hình chữ nhật m × n thành các hình
chữ nhật 4× 3, do đó có thể lát được. Nếu n không chia hết cho 3 thì có thể viết n dưới dạng
n = 3a+ 4b với a, b là các số nguyên dương, do đó có thể lát được.
Bây giờ ta chứng minh một trong hai số m,n chia hết cho 4. Giả sử ngược lại, khi đó cả m và
n chia hết cho 4 nhưng không chia hết cho 4. Để chứng minh điều này không xảy ra ta tạo bất
biến. Để tạo bất biến ta điền các số vào các ô của hình chữ nhật theo quy tắc sau: Xét ô (p, q).
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Nếu chỉ một trong hai tọa độ p và q chia hết cho 4 thì điền số 1 vào ô đó. Nếu chỉ một trong
hai tọa độ p và q chia hết cho 4 thì điền số 2 vào ô đó. Với cách điền số như vậy ta thu được
bất biến là tổng các số trong hình (H1) và tổng các số trong hình (H2) luôn là số lẻ. Do m,n
chẵn nên tổng các số trong toàn bộ hình chữ nhật m× n là một số chẵn. Muốn lát được hình
chữ nhật m× n thì tổng số hình (H1) và (H2) được sử dụng phải là số chẵn. Khi đó, m.n chia
hết cho 24. Điều này không xảy ra vì cả m,n đều không chia hết cho 4. ❒

Kết luận. Qua các ví dụ trên các bạn có thể thấy được sức mạnh của việc tìm ra các đại lượng
bất biến trong mỗi bài toán tổ hợp. Các đại lượng bất biến xuất hiện trong tất cả các dạng
của bài toán tổ hợp. Tìm ra cũng như phát hiện các đại lượng bất biến chính là con đường giải
cũng như sáng tạo các bài toán liên quan đến nội dung này.

5. Các bài toán luyện tập

Bài tập 1. Trên một bảng gồm 4 × 4 ô vuông được viết các dấu cộng và dấu trừ. Đổi dấu
đồng thời các ô nằm trên cùng một hàng hoặc trên cùng một cột hoặc trên các ô dọc theo các
đường thẳng song song với một trong hai đường chéo. Bằng cách như vậy ta có thể nhận được
bảng chứa toàn dấu cộng không ?

Bài tập 2. Tại đỉnh A1 của một đa giác đều 12 cạnh A1A2A3 . . . A12 được viết dấu trừ, các
đỉnh còn lại được viết dấu cộng. Chứng minh rằng: bằng cách đổi dấu đồng thời tại 6 đỉnh liên
tiếp bất kì với số lần tùy ý, ta không thể nhận được đa giác mà tại đỉnh A2 viết dấu trừ còn
các đỉnh khác viết dấu cộng.

Bài tập 3. Cho dãy số 1, 2, 3, . . . , 2006. Ta thay đổi vị trí các số theo nguyên tắc: mỗi lần lấy
ra 4 số bất kì rồi đặt chúng vào 4 vị trí cũ nhưng theo thứ tự ngược lại. Bằng cách này, ta có
thể sắp xếp dãy số trên về dãy số 2006, 2005, . . . , 2, 1 không?

Bài tập 4. Mỗi người sống trên trái đất đã thực hiện một số cái bắt tay nhất định với những
người khác. Chứng minh rằng số người đã thực hiện một số lẻ cái bắt tay là số chẵn.

Bài tập 5. Cho các số 1, 2, 3, . . . , n sắp xếp theo một thứ tự nào đó. Tiến hành tráo đổi vị
trí của hai số bất kì đứng kề nhau. Chứng minh rằng nếu thực hiện một số lẻ lần như vậy thì
không thể nhận được sắp xếp ban đầu.
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MỘT SỐ BÀI TOÁN TÔ MÀU
Lê Tuấn Linh1

Khi gặp những bài toán có đề bài phức tạp, một công việc chúng ta cần làm là đưa nó trở về
với ngôn ngữ Toán học quen thuộc, giúp chúng ta dễ dàng tư duy và việc trình bày lời giải
cũng trở nên đơn giản hơn. Một phương pháp thường hay được sử dụng để làm công việc này
là Tô màu. Ta sẽ chia đối tượng đang xét ra thành nhiều đối tượng và tô bởi những màu khác
nhau. Không chỉ vậy, nhiều khi Tô màu sẽ thực sự giúp chúng ta làm vấn đề bài ra trở nên
sáng sủa hơn và đi tới lời giải nhanh chóng, ngắn gọn và dễ hiểu.

1. Tóm tắt lý thuyết

1.1. Nguyên lí Dirichlet

Dạng đơn giản nhất của nguyên lí Dirichlet là :

Nguyên lý 1. Nếu nhốt n+ 1 thỏ vào n lồng thì tồn tại một lồng có ít nhất hai con thỏ.

Và dạng tổng quát của nó:

Nguyên lý 2. Nếu nhốt n thỏ vào m lồng mà phép chia n cho m có thương là k và còn dư thì
tồn tại một lồng có ít nhất k + 1 con thỏ.

Chứng minh. Giả sử lồng nào cũng có không quá k thỏ thì m lồng có không quá mk con thỏ,
ít hơn n thỏ (vô lí). Vì vậy ta có điều cần chứng minh. ❒

Nhận xét. Ưu điểm của nguyên lí Dirichlet là nó cho phép khẳng định được sự tồn tại của
một đối tượng có tính chất nào đó mà không cần chỉ ra mô hình cụ thể của nó.

Ví dụ 1 (Bài toán 6 người). Chứng minh rằng trong 6 người bất kì luôn có thể tìm ra ba người
đôi một quen nhau hoặc đôi một không quen nhau.

Lời giải. Đây là một bài toán rất cổ điển của Toán học và là một phần nhỏ trong lớp rất rộng
các bài toán dạng Turan. Để giải quyết bài toán này, ta có thể phát biểu lại bài toán như sau :
Cho 6 điểm trong đó hai điểm nào cũng được nối với nhau bằng một đoạn thẳng và tô bởi chỉ
một trong hai màu xanh hoặc đỏ. Chứng minh bao giờ cũng tìm ra được một tam giác có ba
cạnh cùng màu.

1Lớp 10T, trường THPT chuyên Lam Sơn, Thanh Hoá.
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A

B C

D

Gọi 6 điểm là A,B,C,D,E, F .
Từ điểm A ta kẻ được 5 đoạn thẳng là AB,AC,AD,AE,AF . Theo nguyên lí Dirichlet, tồn tại
ba đoạn thẳng được tô bởi cùng một màu. Không mất tính tổng quát giả sử đó là các đoạn
thẳng AB,AC,AD và cùng tô màu xanh.
Nếu tồn tại ít nhất một đoạn thẳng trong ba đoạn thẳng BC,CD,DB được tô xanh thì bài
toán được chứng minh (giả sử BC được tô xanh thì tam giác ABC thoả mãn)
Nếu cả ba đoạn thẳng BC,CD,DB đều được tô đỏ thì tam giác BCD thoả mãn.
Vậy bài toán đã được chứng minh. ❒

Ví dụ 2. Mỗi điểm trên mặt phẳng được tô bởi một trong hai màu. Chứng minh rằng tồn tại
hai điểm cùng màu có khoảng cách bằng 1.

Lời giải. Chọn ba điểm bất kì trong mặt phẳng sao cho chúng tạo thành một tam giác đều
cạnh 1. Theo nguyên lí Dirichlet, vì ba điểm được tô bởi hai màu nên tồn tại hai điểm cùng
màu và đó chính là hai điểm cần tìm. ❒

Ví dụ 3. Mỗi điểm trên mặt phẳng được tô bởi một trong hai màu. Chứng minh tồn tại một
hình chữ nhật có 4 đỉnh được tô bởi cùng một màu. Hãy phát biểu và chứng minh mệnh đề
tổng quát.

Lời giải. Xét các giao điểm của ba đường thẳng ngang và 9 đường thẳng đứng như hình vẽ.
Số cách tô màu ba giao điểm trên cùng một đường thẳng đứng là 2 · 2 · 2 = 8 cách.
Do có 9 đường thẳng đứng nên tồn tại hai đường thẳng có cách tô màu ba giao điểm giống hệt
nhau.
Giả sử hai đường thẳng đó là hai đường thẳng chứa các giao điểm là A1, A2, A3 và B1, B2, B3

như hình vẽ.

A1

A3
B3

B1

A2
B2

Ba điểm A1, A2, A3 được tô bởi hai màu nên tồn tại hai điểm cùng màu. Giả sử là A1 và A3.
Như vậy hình chữ nhật A1A3B3B1 có 4 đỉnh được tô bởi cùng một màu. ❒

Mệnh đề tổng quát: Mỗi điểm trên mặt phẳng được tô bởi một trong n màu (n là số nguyên
dương). Chứng minh tồn tại một hình chữ nhật có 4 đỉnh được tô bởi cùng một màu.
Chứng minh mệnh đề tổng quát tương tự như với trường hợp n = 2. Ta sẽ xét giao điểm của
của ba đường thẳng ngang và n3 + 1 đường thẳng đứng.
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1.2. Nguyên lí cực hạn

Nguyên lý 3 (Nguyên lý cực hạn). Trong một tập hợp hữu hạn (khác rỗng) các số thực, luôn
tồn tại số nhỏ nhất và số lớn nhất.

Nhờ nguyên lí cực hạn ta có thể xét các phần tử mà một đại lượng nào đó có giá trị nhỏ nhất
hoặc lớn nhất như khoảng cách nhỏ nhất (lớn nhất) trong các khoảng cách giữa hai điểm hay
giữa một điểm với một đường thẳng, xét điểm ở phía bên trái nhất hay bên phải nhất trong
các điểm nằm trên một đoạn thẳng, điểm được nối với nhiều điểm nhất,. . . Ta cùng đến với các
ví dụ dưới đây:

Ví dụ 4. Cho một số hữu hạn điểm, trong đó có một số điểm màu đen, còn lại là điểm trắng.
Biết rằng:

(i) Mỗi điểm đen đều được nối với ít nhất một điểm trắng.

(ii) Không có điểm trắng nào được nối với tất cả các điểm đen.

Chứng minh rằng tồn tại một nhóm 4 điểm gồm 2 điểm trắng, 2 điểm đen mà mỗi điểm được
nối với đúng một điểm khác màu của nhóm đó.

Lời giải. Gọi A là điểm trắng được nối với nhiều điểm đen nhất.
Do điều kiện (ii) nên tồn tại điểm đen không được nối với A, gọi điểm đó là B.
Do điều kiện (i) mà B phải được nối với 1 điểm trắng khác A, gọi điểm đó là C.
Trong tất cả các điểm đen được nối với A tồn tại một điểm không được nối với C, gọi đó là D
(vì nếu không tồn tại thì điểm trắng C được nối với nhiều điểm đen hơn A, trái với cách chọn
điểm A).
Như vậy nhóm 4 điểm A,B,C,D là nhóm cần tìm. ❒

Ví dụ 5. Cho tập hợp X gồm hữu hạn các điểm trên mặt phẳng. Mỗi cặp điểm bất kì được
nối với nhau bởi một đoạn thẳng và tô bằng một trong hai màu xanh hoặc đỏ. Biết rằng nếu
hai điểm A và B thuộc tập hợp X là đầu mút của cùng một số đoạn thẳng xanh thì không tồn
tại điểm C thuộc tập hợp X sao cho AC và BC cùng tô xanh. Chứng minh rằng tồn tại một
điểm mà nó chỉ là đầu mút của đúng một đoạn thẳng xanh.

Lời giải. Vì số điểm thuộc X là hữu hạn nên có thể tìm được một điểm A là đầu mút của
nhiều đoạn thẳng tô màu xanh nhất. Giả sử AB1, AB2, . . . , ABk tô màu xanh và Bi là đầu mút
của ni đoạn thẳng xanh.
Từ điều kiện bài toán ra ta suy ra n1, n2, . . . , nk đôi một khác nhau.
Mặt khác các số n1, n2, . . . , nk nhận các giá trị nguyên trong khoảng từ một đến k nên chắc
chắn tồn tại ni = 1. Ta có điều cần chứng minh. ❒

1.3. Tính chất bất biến

Trong các bài toán tổ hợp, ngoài các bài toán sử dụng nguyên lí Dirichlet và nguyên lí cực hạn,
ta còn gặp các bài toán sử dụng tính chất bất biến của các đối tượng khi chúng thay đổi. Mặc
dù các đối tượng này thay đổi nhưng vẫn có những tính chất không bị thay đổi trong suốt quá
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trình biến đổi và đó được gọi là tính chất bất biến. Sử dụng tính chất bất biến ta có thể loại
bỏ những trường hợp, những khả năng không thể xảy ra.
Một bất biến đơn giản nhất và thường gặp là tính chẵn lẻ của số, tức là ta sẽ xét số dư khi
chia cho 2. Ngoài ra ta cũng có thể xét số dư cho các số bất kì khác.
Để thiết lập các bất biến đôi khi ta cũng sử dụng phương pháp tô màu, tức là chia các đối
tượng đang xét ra làm nhiều nhóm, các phần tử của mỗi nhóm được tô bởi cùng một màu.

Ví dụ 6. Cho 13 đoạn thẳng thẳng đứng, đầu trên tô đỏ, đầu dưới tô xanh. Mỗi lượt người
ta đổi màu hai đầu của 4 đoạn thẳng: đỏ thành xanh, xanh thành đỏ. Có cách nào sau một số
lượt đổi màu, đầu trên của 13 đoạn thẳng được tô xanh hay không?

Lời giải. Nhận thấy rằng sau mỗi lần đổi màu thì số đầu trên màu đỏ của 13 đoạn thẳng luôn
thay đổi một số chẵn, mà ban đầu số đầu trên màu đỏ là số lẻ (13) nên không thể có khả năng
không có đầu trên nào màu đỏ sau một số lần đổi, tức là không xảy ra trường hợp cả 13 đầu
trên của 13 đoạn thẳng đều có màu xanh. ❒

Ví dụ 7. Một hình tròn được chia thành 6 hình quạt, trong mỗi hình quạt ta đặt một viên
bi. Thực hiện trò chơi như sau: Mỗi lần chuyển một viên bi ở một hình quạt nào đó sang hình
quạt kề với nó. Hỏi sau 20 lần chuyển bi ta có thể nhận được trạng thái mà cả 6 viên bi đều ở
cùng một hình quạt hay không?

Lời giải. Tô màu các hình quạt như hình vẽ. Gọi Sn là tổng số viên bi trong các hình quạt
màu đen sau lần chuyển bi thứ n.

b

b b

b

bb

b

Ta thấy Sn thay đổi sau mỗi lần chuyển bi, tuy nhiên Sn ≡ n+ 1 (mod 2) với mọi n > 0.
Suy ra S20 là số lẻ. Nếu sau 20 lần chuyển bi mà ta có thể nhận được khả năng 6 viên bi cùng
thuộc một hình quạt thì Sn = 0 hoặc Sn = 6.
Vậy sau 20 lần chuyển bi ta không thể nhận được kết quả mà cả 6 viên bi đều thuộc một hình
quạt. ❒

Ví dụ 8. Cho một bàn cờ quốc tế. Được phép sơn lại các ô của một đường nằm ngang hoặc
đường thẳng đứng nào đó thành màu khác. Hỏi bằng cách đó có thể nhận được một bàn cờ chỉ
gồm duy nhất một ô đen hay không ?

Lời giải. Khi tô lại một đường nằm ngang hoặc một đường thẳng đứng có k ô đen và 8− k ô
trắng ta được 8− k ô đen và k ô trắng. Do đó số ô đen thay đổi đi (8− k)− k = 8− 2k, tức là
thay đổi một số chẵn ô. Bởi vì tính chẵn lẻ của số ô đen không thay đổi, mà ban đầu có một
số chẵn các ô đen (32 ô) nên ta không thể nhận được khả năng bàn cờ chỉ có duy nhất một ô
đen. ❒



123

2. Một số dạng toán thường gặp về tô màu

2.1. Bài toán liên quan đến đồ thị

Ví dụ 1 đã trình bày ở trên là một bài toán mà lời giải của nó được trình bày theo ngôn ngữ
đồ thị. Dưới đây là một số ví dụ khác về các bài toán dạng này.

Ví dụ 9. Cho 17 điểm trên mặt phẳng sao cho hai điểm nào cũng được nối với nhau bởi đúng
một đoạn thẳng và tô bởi chỉ một trong ba màu xanh; đỏ hoặc vàng. Chứng minh rằng tồn tại
một tam giác có ba cạnh cùng màu.

Lời giải. Theo nguyên lí Dirichlet, từ mỗi điểm ta kẻ được 16 đoạn thẳng và tô bởi ba màu,
do đó tồn tại 6 đoạn thẳng kẻ từ điểm đó và tô cùng một màu.
Gọi 6 đoạn thẳng là MA,MB,MC,MD,ME,MF và chúng cùng được tô vàng.
Nếu tồn tại ít nhất một đoạn thẳng nối hai trong 6 điểm A,B,C,D,E, F tô màu vàng thì bài
toán được chứng minh (ví dụ đoạn AB tô vàng thì tam giác MAB thoả mãn)
Nếu không tồn tại đoạn thẳng nào nối hai trong 6 điểm ấy tô màu vàng, tức là 6 điểm
A,B,C,D,E, F được nối với nhau bởi các đoạn thẳng tô bằng một trong hai màu xanh hoặc
đỏ. Áp dụng kết quả ví dụ 1, ta có điều cần chứng minh.
Tóm lại ta luôn tìm được một tam giác có ba cạnh cùng màu. ❒

Ví dụ 10. Cho 6 điểm trên mặt phẳng trong đó ba điểm nào cũng là đỉnh của một tam giác
có độ dài ba cạnh khác nhau. Chứng minh tồn tại một đoạn thẳng nối hai trong 6 điểm ấy sao
cho nó vừa là cạnh nhỏ nhất của tam giác này, vừa là cạnh lớn nhất của tam giác khác.

Lời giải. Với mỗi tam giác được tạo thành từ ba trong 6 điểm, ta tô đỏ cạnh lớn nhất. Như
vậy bất cứ tam giác nào cũng phải có cạnh đỏ. Làm thao tác trên với tất cả các tam giác. Cuối
cùng những đoạn thẳng chưa được tô màu, ta tô màu xanh.
Theo ví dụ 1, tồn tại một tam giác ABC có ba cạnh cùng màu. Vì tam giác nào cũng có cạnh
đỏ nên tam giác này có ba cạnh cùng màu đỏ. Do vậy, giả sử BC là cạnh nhỏ nhất của tam
giác này thì BC chính là đoạn thẳng cần tìm bởi nó là cạnh nhỏ nhất của tam giác ABC và
là cạnh lớn nhất của một tam giác khác nên mới được tô đỏ. ❒

2.2. Bài toán tô màu bảng ô vuông

Đối với các bài toán tô màu liên quan đến bảng ô vuông, ngoài cách tô màu một số ô của bảng
một cách hợp lí, ta cũng có thể đánh số hoặc đánh toạ độ các ô để đi đến lời giải của bài toán.
Dưới đây là một số ví dụ:

Ví dụ 11. Hỏi có thể lát một bàn cờ quốc tế bị mất hai ô ở hai góc đối diện (như hình vẽ)
bằng các quân cờ đôminô 1× 2 được hay không?
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Lời giải. Tô màu phần còn lại của bàn cờ như hình dưới.

Nhận thấy mỗi quân đôminô khi lát vào bảng luôn chiếm một ô đen và một ô trắng.
Nếu lát được phần còn lại của bảng bởi các quân đôminô thì số ô đen và số ô trắng của bảng
phải bằng nhau. Nhưng trong hình vẽ ta lại có 32 ô đen và chỉ có 30 ô trắng. Như vậy không
thể lát được các quân đôminô thỏa mãn yêu cầu bài toán. ❒

Ví dụ 12. Cho một hình chữ nhật 3 × 7 được chia thành 21 ô vuông con. Chứng minh rằng
tồn tại một hình chữ nhật tạo bởi các ô vuông con mà 4 ô vuông con ở 4 góc của hình chữ
nhật ấy được tô bởi cùng một màu.

Lời giải. Nếu tồn tại một cột có ba ô vuông được tô cùng màu thì bài toán được chứng minh
vì khi đó chắc chắn tồn tại một cột khác có hai ô được tô cùng màu với ba ô đó.Từ đó tìm
được hình chữ nhật cần tìm.
Nếu cột nào cũng chỉ được tô bởi đúng hai màu. Ta thấy số cách tô màu ba ô vuông ở mỗi cột
là 6, do đó theo nguyên lí Dirichlet tồn tại hai cột có cách tô màu giống nhau. Và từ hai cột
này ta tìm ra được hình chữ nhật thoả mãn yêu cầu bài toán. ❒

Ví dụ 13. Có thể đánh số các ô của một bảng ô vuông 4× 4 bởi các số tự nhiên từ một đến
16 (mỗi số viết một lần) sao cho tổng 4 số ở mọi phần của bảng ô vuông có dạng như hình chữ
T dưới đây (có thể xoay về mọi phía) đều chia hết cho 4 hay không?

Lời giải. Ta sẽ chứng minh rằng không có cách đánh số nào thoả mãn yêu cầu bài toán.
Giả sử tồn tại cách đánh số thoả mãn yêu cầu bài toán. Ta xét một phần của bảng vuông như
hình dưới đây.
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Ta có: (a+ b+ n+ d)
... 4 và (a+ b+ n+ c)

... 4. Suy ra c ≡ d (mod 4)

Tương tự a ≡ b ≡ c ≡ d (mod 4)

Như vậy nếu một ô số a chia cho 4 dư m thì ô ở vị trí chéo với nó cũng chia 4 dư m.
Ta tô màu bảng vuông 4× 4 bởi các màu đen trắng xen kẽ. Giả sử số a ở vị trí ô đen, thế thì
các số ở vị trí ô đen khác (trừ hai ô đen ở góc) đều chia 4 dư m, suy ra có 6 ô đen chứa số có
cùng số dư trong phép chia cho 4.

m

m

m

m

m m

Trong bảng không thể có 6 số có cùng số dư khi chia cho 4 vì trong các số từ 1 đến 16 chỉ có 4

số chia 4 dư 0, 4 số chia 4 dư một, 4 số chia 4 dư hai, 4 số chia 4 dư ba.
Vậy không thể đánh số các ô của bảng ô vuông thoả mãn yêu cầu bài toán. ❒

2.3. Các bài toán khác

Ví dụ 14. Người ta tô đỏ một số cạnh của một đa giác lồi và tô xanh các cạnh còn lại. Biết
rằng tổng độ dài các cạnh đỏ nhỏ hơn nửa chu vi đa giác, và không có 2 cạnh kề nhau nào
được tô cùng màu xanh. Hỏi đa giác đó có thể là đa giác ngoại tiếp một đường tròn được hay
không?

Lời giải. Giả sử BC là cạnh xanh, AB,CD là các cạnh kề với cạnh BC. Theo giả thiết, AB
và CD là các cạnh đỏ. Giả sử đa giác ngoại tiếp được đường tròn (O). Gọi M,N,P là các tiếp
điểm của đường tròn trên AB,BC,CD.
Ta có BC = BN + NC = BM + CP . Do đó tổng độ dài các cạnh xanh nhỏ hơn hoặc bằng
tổng độ dài các cạnh đỏ (dấu nhỏ hơn xảy ra khi tồn tại hai cạnh đỏ kề nhau. Dấu bằng xảy
ra khi không tồn tại hai cạnh đỏ kề nhau).
Từ đó suy ra tổng độ dài các cạnh xanh không lớn hơn nửa chu vi đa giác, tức là tổng độ dài
các cạnh đỏ lớn hơn hoặc bằng nửa chu vi đa giác, trái với giả thiết.
Vậy đa giác đã cho không thể ngoại tiếp một đường tròn được. ❒

Ví dụ 15. Cho một đường tròn. Ta tô màu xanh một số cung của đường tròn, tổng độ dài các
cung màu xanh của đường tròn nhỏ hơn nửa chu vi đường tròn. Chứng minh rằng tồn tại một
đường kính của đường tròn mà hai đầu không bị tô màu.

Lời giải. Tô đỏ các cung đối xứng với các cung xanh qua O. Do tổng độ dài các cung xanh
nhỏ hơn nửa chu vi đường tròn nên tổng độ dài các cung xanh và cung đỏ nhỏ hơn chu vi đường
tròn. Suy ra tồn tại một điểm A không được tô màu xanh hay đỏ. Điểm B đối xứng với điểm
đó qua O cũng không được tô màu và vì thế, đường kính AB là đường kính cần tìm. ❒

Ví dụ 16. Có 13 ô vuông xếp thành một hàng ngang, mỗi ô được tô bởi một trong hai màu
xanh hoặc đỏ. Biết rằng số ô mà bên phải là ô cùng màu bằng số ô mà bên phải là ô khác màu.
Ô đầu tiên bên trái là ô đỏ. Hỏi ô cuối cùng bên phải là ô màu gì? Cũng hỏi như trên nếu số ô
vuông là 15 ô.
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Lời giải. Ta gọi một lần đi từ một ô sang ô liền kề bên phải nó là một bước chuyển. Từ ô số
1 đến ô số 13 có 12 bước chuyển.
Theo giả thiết, số ô mà bên phải là ô cùng màu bằng số ô mà bên phải là ô khác màu, nên số
bước chuyển đổi màu bằng số bước chuyển không đổi màu. Do đó có 6 bước chuyển đổi màu
và 6 bước chuyển không đổi màu.
Nếu từ ô a đến ô b có chẵn bước đổi màu thì ô b cùng màu với ô a, nếu có lẻ bước đổi màu thì
ô b khác màu với ô a.
Do vậy nếu có 13 ô thì từ ô một đến ô 13 có 6 bước chuyển đổi màu, do đó 13 có cùng màu đỏ
với ô một.Tương tự, nếu có 15 ô thì từ ô một đến ô 15 có 7 bước chuyển đổi màu, do đó 15 có
màu xanh. ❒

3. Các bài toán tổng hợp

Bài toán 1. Mỗi điểm trên mặt phẳng được tô bởi một trong hai màu. Chứng minh rằng tồn
tại một tam giác vuông có độ dài cạnh huyền bằng một và một góc nhọn bằng 60◦ và ba đỉnh
của tam giác này có cùng màu.

Lời giải. Giả sử ta tô bằng hai màu đen và trắng.
Theo như ví dụ 2 thì tồn tại một tam giác đều ABC có ba cạnh bằng 1 và có hai trong ba đỉnh
của nó có cùng màu.
Gọi AXY BZT là một lục giác đều nhận AB làm đường chéo lớn nhất. Nếu một trong các
đỉnh X, Y, Z, T (chẳng hạn X) có màu trắng thì ba đỉnh của tam giác ABX (có ÂXB =

90◦, X̂AB = 60◦) sẽ có ba đỉnh cùng màu trắng như yêu cầu đề bài. Ngược lại, hiển nhiên ta
thấy tam giác XY T (có Ŷ XT = 90◦, X̂Y T = 60◦) có ba đỉnh cùng màu đen. Vậy ta có điều
cần chứng minh. ❒

Bài toán 2. Mỗi điểm trên mặt phẳng được tô bởi một trong hai màu. Chứng minh tồn tại
một tam giác mà các đỉnh và trọng tâm của nó được tô cùng một màu.

Lời giải. Lấy 7 điểm bất kì trên mặt phẳng sao cho không có bộ ba điểm nào thẳng hàng.
Theo nguyên lí Dirichlet tồn tại ba điểm cùng màu. Giả sử đó là ba điểm A,B,C và chúng
được tô xanh.

A′

B′ C ′

G

A

B C

Xét trọng tâm G của tam giác ABC. Nếu G cũng được tô xanh thì tam giác ABC thoả mãn
yêu cầu bài toán.
Nếu G được tô đỏ. Trên tia GA ta lấy điểm A′ sao cho GA′ = 4GA;B′, C ′ được định nghĩa tương
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tự. Khi đó ta có A,B,C,G tương ứng là trọng tâm các tam giác A′BC,AB′C,ABC ′, A′B′C ′.
Nếu tồn tại một trong ba điểm A′, B′, C ′ được tô xanh, giả sử A′ tô xanh thì khi đó tam giác
A′BC có ba đỉnh và trọng tâm cùng được tô xanh thoả mãn yêu cầu bài toán.
Nếu cả ba điểm A′, B′, C ′ cùng được tô đỏ thì tam giác A′B′C ′ có ba đỉnh và trọng tâm G cùng
tô đỏ thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Vậy bài toán đã được chứng minh. ❒

Bài toán 3. Mỗi điểm trên mặt phẳng được tô bởi một trong ba màu. Chứng minh rằng tồn
tại hai điểm cùng màu có khoảng cách bằng một.

Lời giải. Xét hình thoi ABCD với các tam giác ABD,BCD là các tam giác đều. Theo nguyên
lí Dirichlet tồn tại hai điểm cùng màu.
Nếu hai điểm ấy cùng là đỉnh của một trong hai tam giác đều ABD hoặc BCD thì đó là hai
điểm cần tìm. Nếu ngược lại thì A và C phải cùng màu.
Xét tập hợp các hình thoi như trên với A cố định. Nếu không có hình thoi nào thoả mãn tồn
tại ít nhất một cạnh của một trong hai tam giác đều ABD hoặc BCD có hai đầu cùng màu
thì C phải cùng màu với A. Khi đó tất cả các điểm nằm trên đường tròn (A,

√
3) được tô bởi

cùng một màu. Do đó hai điểm bất kì trên đường tròn này có khoảng cách bằng một sẽ thoả
mãn yêu cầu bài toán. ❒

Bài toán 4. Mỗi điểm trên mặt phẳng được tô bởi một trong bảy màu. Hỏi có phải luôn tồn
tại hai điểm cùng màu có khoảng cách bằng một hay không?

Lời giải. Ta sẽ đưa ra một ví dụ để chứng tỏ rằng mặt phẳng được tô bằng 7 màu nhưng
không có hai điểm cùng màu bất kì có khoảng cách bằng 1. Ta chia mặt phẳng thành các lục
giác đều bằng nhau với các cạnh bằng a và tô chúng như cách ở hình dưới đây (các điểm thuộc
hai hay ba lục giác có thể tô bằng một màu bất kì trong số các màu tô các lục giác đó).

A
B

C

2

1
7

6
5

4

3
7

6
5

1
4

3
2

Khi đó khoảng cách lớn nhất giữa các điểm cùng màu nằm ở cùng một lục giác không quá 2a,
còn khoảng cách giữa các điểm cùng màu ở các lục giác khác nhau không nhỏ hơn độ dài đoạn
thẳng AB.
Ta có AB2 = AC2 + BC2 = 4a2 + 3a2 = 7a2 > (2a)2.
Do đó nếu ta chọn a sao cho 2a < 1 <

√
7a, hay 1√

7
< a < 1

2
thì khoảng cách giữa các điểm

cùng màu không thể bằng một.
Vậy không phải luôn tìm được hai điểm cùng màu có khoảng cách bằng 1. ❒

Bài toán 5. Mặt phẳng có kẻ ô được tô bằng 10 màu sao cho các ô cạnh nhau (có cạnh chung)
được tô bởi các màu khác nhau, đồng thời tất cả 10 màu đều được sử dụng. Hai màu được gọi
là cạnh nhau nếu ở đâu đó chúng được dùng để tô hai ô cạnh nhau. Hỏi số nhỏ nhất các cặp
màu cạnh nhau có thể bằng bao nhiêu?
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Lời giải. Xét một tuyến đường đi qua các ô của tất cả 10 màu và không đi qua một đỉnh nào
của các ô.Trên một tờ giấy khác ta vẽ 10 điểm được tô bằng các màu đã cho, mỗi lần khi ta đi
từ ô màu này sang ô màu khác, ta sẽ nối bằng một đoạn thẳng các điểm của các màu đó. Cuối
cùng ta sẽ được một hình gồm n đỉnh (trong trường hợp này n = 10) được nối bằng những
đoạn thẳng, đồng thời theo các đoạn thẳng đó có thể đi từ một đỉnh bất kì sang một đỉnh bất
kì khác. Bằng phương pháp quy nạp theo n, ta có thể chứng minh được hình như thế có không
ít hơn n − 1 đoạn thẳng. Vì mỗi đoạn thẳng tương ứng với một cặp các màu cạnh nhau, nên
số các cặp các màu cạnh nhau không nhỏ hơn 9.
Ta lấy ví dụ một cách sơn với 9 cặp màu cạnh nhau có thể lập được như sau: Đầu tiên tô màu
thứ nhất vào các ô thứ tự như bàn cờ. Sau đó ta sơn các ô chưa được tô màu bằng các màu
còn lại theo một thứ tự bất kì sao cho tất cả các màu đều được sử dụng. Khi đó trong số hai
ô cạnh nhàu bất kì luôn có một ô được tô bằng màu thứ nhất. ❒

Bài toán 6. Cho 9 điểm trên mặt phẳng, trong đó bất cứ ba điểm nào cũng tạo thành một
tam giác mà cạnh được tô màu xanh hoặc đỏ, nhưng luôn có cạnh đỏ. Chứng minh tồn tại một
tứ giác có các cạnh và đường chéo được tô cùng màu đỏ.

Lời giải. Nếu tồn tại một điểm A nào đó sao cho từ điểm đó xuất phát ít nhất 4 đoạn thẳng
màu xanh (giả sử là AB,AC,AD,AE) thì bài toán được chứng minh (4 điểm B,C,D,E) thoả
mãn.

A

B

C

D

E

Nếu điểm nào trong 9 điểm cũng chỉ là đầu mút của nhiều nhất ba đoạn thẳng xanh, ta thấy
rằng không thể xảy ra trường hợp cả 9 điểm đều là đầu mút của đúng ba đoạn thẳng xanh bởi
khi ấy số đoạn thẳng xanh là 9×3

2
không là số nguyên.

Như vậy tồn tại ít nhất một điểm sao cho nó là đầu mút của nhiều nhất hai đoạn thẳng xanh,
đồng nghĩa với nó là đầu mút của ít nhất 6 đoạn thẳng đỏ.
Giả sử điểm đó là A và 6 đoạn thẳng đỏ là AB,AC,AD,AE,AF,AG.
Theo ví dụ 1, trong 6 điểm B,C,D,E, F,G tồn tại một tam giác có ba cạnh cùng màu (giả sử
là tam giác BCD).
Theo bài ra thì tam giác nào cũng có cạnh màu đỏ nên tam giác BCD có ba cạnh cùng màu
đỏ
Do đó 4 điểm A,B,C,D thoả mãn yêu cầu bài toán. ❒

Bài toán 7. Trên mặt phẳng cho 18 điểm, sao cho không có ba điểm nào trong chúng thẳng
hàng. Nối từng cặp điểm và tô màu cho mọi đoạn thẳng thu được bằng một trong hai màu
xanh hoặc đỏ. Chứng minh rằng tìm được một tứ giác mà các đỉnh của nó nằm trong tập điểm
đã cho sao cho cạnh và đường chéo của nó cùng màu.
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Lời giải. Một điểm M sẽ được nối với 17 điểm còn lại tạo thành 17 đoạn thẳng, theo nguyên
lí Dirichlet tồn tại 9 đoạn cùng màu, giả sử là màu xanh.
Xét 9 điểm khác M ở các đầu mút của các đoạn thẳng xanh kẻ từ M .
Nếu tồn tại tam giác ABC có ba cạnh cùng xanh thì 4 điểm M,A,B,C thoả mãn yêu cầu đề
bài.
Nếu không tồn tại tam giác nào có ba cạnh cùng xanh, tức là tam giác nào có đỉnh là ba trong
9 điểm ấy cũng có ba cạnh đỏ
Theo bài toán 6, luôn tồn tại một tứ giác có 4 cạnh và hai đường chéo cùng màu đỏ. ❒

Bài toán 8. Cho năm điểm A,B,C,D,E trên mặt phẳng sao cho không có ba điểm nào thẳng
hàng. Nối tất cả các cặp hai điểm trong năm điểm trên bởi một đoạn thẳng và tô chúng bởi
một trong ba màu xanh, đỏ hoặc vàng. Chứng minh tồn tại một đường gấp khúc khép kín có
bốn cạnh được tô bởi không quá hai màu.

Lời giải. Xét 4 đoạn thẳng AB,AC,AD,AE. Theo nguyên lí Dirichlet tồn tại ít nhất hai
đoạn thẳng cùng màu. Giả sử hai đoạn AB,AC được tô bởi cùng một màu xanh.

A

B
C

D

E

Xét hai đoạn thẳng DB,DC. Nếu tồn tại một đoạn được tô xanh thì đường gấp khúc ABDCA
có 4 cạnh được tô bởi không quá hai màu.
Xét hai đoạn thẳng EB,EC. Nếu tồn tại một đoạn được tô xanh thì đường gấp khúc ABECA
có 4 cạnh được tô bởi không quá hai màu.
Nếu cả 4 đoạn thẳng DB,DC,EB,EC đều không được tô xanh thì đường gấp khúc BDCEB
có 4 cạnh được tô bởi không quá hai màu.
Vậy ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 9. Cho năm điểm A,B,C,D,E trên mặt phẳng sao cho không có ba điểm nào thẳng
hàng. Nối tất cả các cặp hai điểm trong năm điểm trên bởi một đoạn thẳng và tô chúng bởi
một trong hai màu xanh hoặc đỏ một cách tuỳ ý. Chứng minh rằng luôn tồn tại một đường
gấp khúc khép kín được tô bởi cùng một màu.

Lời giải. Nếu trong 5 điểm tồn tại một là đầu mút của ít nhất ba đoạn thẳng cùng màu (giả
sử là điểm A và các đoạn thẳng AB,AC,AD cùng được tô xanh).
Khi đó nếu một trong các đoạn thẳng BC,BD,CD được tô xanh thì ta nhận được một đường
gấp khúc có ba cạnh cùng màu (ví dụ BC được tô xanh thì đường gấp khúc ABC có ba cạnh
cùng màu xanh)
Nếu cả ba đoạn thẳng BC,BD,CD đều được tô đỏ thì đường gấp khúc BCD thoả mãn yêu
cầu bài toán.
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A

B
C

D

Xét trường hợp từ mỗi điểm trong 5 điểm chỉ xuất phát đúng hai đoạn thẳng xanh, hai đoạn
thẳng đỏ.

A

B
C

D

E

Xét điểm A. Ta giả sử AB,AC tô xanh; AD,AE tô đỏ. Không mất tính tổng quát, giả sử CD
tô xanh.
Từ C xuất phát đúng hai đoạn thẳng xanh (là CA,CD) nên CB,CE phải tô đỏ.
Từ E xuất phát đúng hai đoạn thẳng đỏ (là EA,EC) nên EB,ED phải tô xanh.
Do đó đường gấp khúc ABEDCA có 5 cạnh cùng tô xanh thoả mãn yêu cầu bài toán.
Từ các trường hợp đã xét trên, ta suy ra điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 10. Một đa diện lồi trong không gian có tất cả các mặt đều là hình tam giác. Với
mỗi cạnh AB của đa diện ta vẽ một mũi tên có chiều từ A đến B hoặc từ B đến A sao cho ở
mỗi đỉnh bất kì đều có ít nhất một mũi tên đi vào và một mũi tên đi ra. Chứng minh rằng tồn
tại một mặt ABC của đa diện có các mũi tên trên các cạnh được đánh dấu cùng chiều.

Lời giải. Ở bài toán này chúng ta sẽ đưa ra một khái niệm mới đó là góc cùng màu. Ta định
nghĩa góc ÂBC được gọi là góc cùng màu khi và chỉ khi AB và AC được đánh dấu mũi tên
theo cách có một mũi tên đi vào B và một mũi tên đi ra từ B.

Giả sử tồn tại một cách vẽ mũi tên mà không tồn tại mặt nào của đa diện có các mũi tên trên
các cạnh được đánh dấu cùng chiều. Gọi D,M ;C lần lượt là số đỉnh, số mặt và số cạnh của
đa diện. Theo hệ thức Euler ta có

D +M − C = 2 (1)

Theo giả sử phản chứng ta thấy rằng do không tồn tại mặt nào của đa diện có các mũi tên
trên các cạnh được đánh dấu cùng chiều, mà các mặt của đa diện đều là hình tam giác nên
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mỗi mặt của đa diện đó chỉ có đúng một góc cùng màu. Do đó có tổng cộng M góc cùng màu.
Mặt khác xét một đỉnh bất kì của đa diện. Giả sử tại đỉnh đó có x mũi tên đi ra và y mũi tên
đi vào và x > y. Theo bài ra thì x > 1 và y > 1. Số góc cùng màu tại đỉnh này là xy. Ta lại
có một điều nữa là xy − (x + 1)(y − 1) = x − y + 1 > 0. Do đó tại một đỉnh bậc n (tức là có
n cạnh có đầu mút là đỉnh này) thì có ít nhất n − 1 góc cùng màu. Do đó số góc cùng màu
không bé hơn 2C −D.
Từ đây ta suy ra bất đẳng thức

M > 2C −D (2)

Từ (1) và (2) suy ra D +m > 2C hay 2 > C. Điều này không thể xảy ra đối với đa diện lồi
nên bất đẳng thức sai, dẫn tới giả sử sai và ta có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 11 (IMO 1992). Trong không gian cho 9 điểm sao cho không có bất cứ hệ 4 điểm
nào đồng phẳng. Cứ hai điểm thì được nối với nhau bằng một đoạn thẳng và được tô bởi chỉ
một trong hai màu xanh hoặc đỏ, hoặc không tô gì cả. Tìm giá trị nhỏ nhất của n sao cho để
có đúng n đoạn thẳng được tô màu thì tập hợp các cạnh được tô đó phải chứa một tam giác
có ba cạnh cùng màu.

Lời giải. Với hệ gồm 5 điểm bất kì và cả 10 cạnh đều được tô màu xanh hoặc đỏ thì kết quả
bài toán không đúng. Cách tô màu như dưới đây sẽ chỉ ra điều đó (đoạn thẳng được tô bằng
nét đứt tượng trưng cho đoạn thẳng nối hai điểm mà không tô màu)

Với hệ gồm 6 điểm bất kì mà cả 15 cạnh đều được tô màu xanh hoặc đỏ thì sẽ luôn tồn tại
một tam giác mà có ba cạnh cùng màu. (đã chứng minh ở ví dụ 1)
Xét đến hệ 9 điểm. Nếu chỉ có ba cạnh không được tô màu thì số cạnh được tô màu là 36−3 = 33,
do đó luôn tồn tại một hệ 6 điểm trong 9 điểm ấy mà tất cả 15 cạnh đều được tô màu. Theo
như chứng minh trên thì hệ 6 điểm ấy sẽ chứa một tam giác có ba cạnh cùng màu. Như vậy
với n = 33 thì sẽ luôn đảm bảo có được một tam giác có ba cạnh cùng màu.
Với n = 32. Ta sẽ chỉ ra một trường hợp tô màu mà không tồn tại tam giác có ba cạnh cùng
màu.
Xuất phát từ 5 điểm A,B,C,D,E, ta thêm điểm P rồi nối với B,C,D,E và tô màu các cạnh
PB, PC, PD, PE sao cho chúng tương ứng cùng màu với AB,AC,AD,AE. Khi đó ta được hệ
6 điểm, 14 cạnh có màu nhưng không có tam giác nào có ba cạnh cùng màu.
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A

B
C

P

DE

Ta thêm điểm Q rồi nối với P,A,C,D,E và tô màu các cạnh QP,QA,QC,QD,QE sao cho
chúng tương ứng cùng màu với BP,BA,BC,BD,BE. Khi đó ta được hệ 7 điểm, 19 cạnh có
màu nhưng không có tam giác nào có ba cạnh cùng màu.
Sau đó ta thêm điểmR rồi nối với P,Q,A,B,D,E và tô màu các cạnhRP,RQ,RA,RB,RD,RE
sao cho chúng tương ứng cùng màu với CP,CQ,CA,CB,CD,CE. Khi đó ta được hệ 8 điểm,
25 cạnh có màu nhưng không có tam giác nào có ba cạnh cùng màu.
Cuối cùng ta thêm điểm S rồi nối với P,Q,R,A,B,C,E và tô màu các cạnh SP, SQ, SR, SA,
SB, SC, SE sao cho chúng tương ứng cùng màu với DP,DQ,DR,DA,DB,DC,DE. Khi đó
ta được hệ 9 điểm, 32 cạnh có màu nhưng không có tam giác nào có ba cạnh cùng màu.

Vậy n = 33 là số nhỏ nhất thoả mãn yêu cầu bài toán. ❒

Bài toán 12. Cho n điểm (n > 3) trong đó không có ba điểm nào thẳng hàng. Hai điểm bất
kì được nối với nhau bằng một đoạn thẳng, mỗi đoạn thẳng được tô bởi một màu xanh, đỏ
hoặc vàng. Biết rằng: có ít nhất một đoạn thẳng màu xanh, một đoạn thẳng màu đỏ, một đoạn
thẳng màu vàng, không có điểm nào mà các đoạn thẳng xuất phát từ đó có đủ cả ba màu và
không có tam giác nào tạo bởi các đoạn thẳng đã nối có ba cạnh cùng màu.

(a) Chứng minh rằng không tồn tại ba đoạn thẳng cùng màu xuất phát từ cùng một điểm.

(b) Hãy cho biết có nhiều nhất bao nhiêu điểm thoả mãn yêu cầu bài toán.

Lời giải. (a) Giả sử tồn tại điểm A mà từ đó có ba đoạn thẳng AB,AC,AD cùng được tô
xanh.
Vì không có tam giác nào có ba cạnh cùng màu nên tam giác BCD có ba cạnh được tô bởi
đúng hai màu đỏ và vàng. Do đó chắc chắn tồn tại một điểm trong ba điểm B,C,D mà từ đó
xuất phát ba đoạn thẳng có đủ cả ba màu (ví dụ tam giác BCD có cạnh BC,BD tô đỏ và CD
tô vàng, như thế thì từ điểm C ta có CA tô xanh; CB tô đỏ và CD tô vàng), điều này trái với
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giả thiết “không có điểm nào mà các đoạn thẳng xuất phát từ đó có đủ cả ba màu”, suy ra giả
sử sai và ta có điều cần chứng minh.

(b) Từ bài ra kết hợp với chứng minh câu (a), ta có các đoạn thẳng xuất phát từ một điểm
có không quá hai màu và có không quá hai đoạn thẳng cùng màu. Như vậy từ một điểm xuất
phát không quá 2 · 2 = 4 đoạn thẳng, tức là n 6 5.

• Với n = 5. Giả sử 5 điểm A,B,C,D,E thoả mãn yêu cầu bài toán. Theo lập luận trên,
không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử từ điểm A xuất phát hai đoạn thẳng xanh
AB,AC và hai đoạn thẳng đỏ AD,AE.
Do không có tam giác nào có ba cạnh cùng màu nên BC tô đỏ hoặc vàng.

– Nếu BC tô đỏ, suy ra BD và BE không thể tô vàng, và cũng không thể cùng tô
xanh hoặc cùng tô đỏ, như vậy có một đoạn tô đỏ, một đoạn tô xanh.
Vai trò D,E như nhau nên ta có thể giả sử BD tô đỏ và BE tô xanh.
Chứng minh tương tự như thế ta có các đoạn CD,CE,DE chỉ có thể tô bởi hai
màu xanh hoặc đỏ, như vậy tức là không có đoạn thẳng nào tô vàng (Trái với giả
thiết có ít nhất một đoạn thẳng màu vàng)

– Nếu BC tô vàng, suy ra BD và BE không thể tô đỏ, và cũng không thể cùng tô
xanh hoặc cùng tô vàng, như vậy có một đoạn tô xanh, một đoạn tô vàng.
Vai trò D,E như nhau nên ta có thể giả sử BD tô vàng và BE tô xanh.
Xét điểm D. Ta có DA tô đỏ và DB tô vàng, do đó DC phải tô đỏ hoặc vàng. Nhưng
vì BD và BC đã tô vàng nên DC phải tô đỏ ⇒ DE tô vàng.
Xét điểm E ta có EA tô đỏ, ED tô vàng, EB tô xanh (mâu thuẫn với kết quả câu
(a))

Tóm lại n không thể bằng 5.

• Với n = 4, ta chỉ ra một hệ điểm thoả mãn yêu cầu bài toán như hình vẽ dưới đây

A

B

CD

Vậy số điểm lớn nhất thoả mãn yêu cầu bài toán là 4. ❒

Bài toán 13. Cho hình chóp có đáy là đa giác 9 cạnh. 27 đường chéo của mặt đáy và 9 cạnh
bên của hình chóp được tô bởi hai màu xanh, đỏ. Chứng minh bao giờ cũng tìm ra được một
tam giác có ba cạnh cùng màu.

Lời giải. Theo nguyên lí Dirichlet tồn tại 5 cạnh bên của hình chóp được tô cùng màu. Giả
sử là màu đỏ.
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Xét ngũ giác A′
1A

′
2A

′
3A

′
4A

′
5 với A′

1, A
′
2, A

′
3, A

′
4, A

′
5 có 5 đỉnh là đỉnh của đa giác 9 đỉnh A1A2 . . . A9

và tương ứng là 5 đầu mút khác S của 5 đoạn thẳng đỏ đó (điểm A′ nào của ngũ giác có chỉ
số lớn hơn thì tương ứng trùng với đỉnh A của đa giác 9 đỉnh có chỉ số lớn hơn)
Nếu tồn tại một đoạn thẳng nối hai trong 5 điểm A′

1, A
′
2, A

′
3, A

′
4, A

′
5 tô màu đỏ thì bài toán

được chứng minh (giả sử A′
1A

′
3 tô đỏ thì tam giác SA′

1A
′
3 có 3 cạnh đỏ)

Nếu điều này không xảy ra, tức là tất cả các đoạn thẳng nối hai trong 5 điểm A′
1, A

′
2, A

′
3, A

′
4, A

′
5

phải được tô màu xanh.
Ta thấy rằng tất cả các đường chéo của ngũ giác A′

1A
′
2A

′
3A

′
4A

′
5 đều được tô màu và luôn tồn

tại ít nhất một cạnh của ngũ giác được tô màu (bởi vì không xảy ra trường hợp cả 5 cạnh của
ngũ giác A′

1A
′
2A

′
3A

′
4A

′
5 đều là cạnh của đa giác 9 đỉnh A1A2 . . . A9). Khi đó tam giác có ba đỉnh

mà hai trong số đó là đầu mút của cạnh ngũ giác A′
1A

′
2A

′
3A

′
4A

′
5 được tô màu, đỉnh còn lại là

đỉnh đối diện với cạnh đó, là tam giác cần tìm. Bài toán được chứng minh. ❒

Bài toán 14 (IMO 1979). Cho hình lăng trụ có đáy trên và đáy dưới là hai ngũ giác
A1A2A3A4A5 và B1B2B3B4B5. Mỗi cạnh của hai ngũ giác cũng như các đoạn thẳng AiBj

(i, j = 1, 5) đều được tô bởi chỉ một trong hai màu xanh hoặc đỏ. Biết rằng bất kì tam giác
nào có ba đỉnh là đỉnh của lăng trụ mà cả ba cạnh đều được tô màu thì luôn tồn tại hai cạnh
có màu khác nhau. Chứng minh tất cả 10 cạnh của hai ngũ giác này (ở đáy trên và đáy dưới)
có cùng một màu.

Lời giải. Trước tiên ta chứng minh rằng tất cả 5 cạnh của ngũ giác A1A2A3A4A5 đều có cùng
màu.
Thật vậy, giả sử điều ngược lại xảy ra, tức là tồn tại hai cạnh kề nhau của ngũ giác A1A2A3A4A5

khác màu. Giả sử cạnh A1A2 tô xanh và A1A5 tô đỏ. Xét 5 đoạn thẳng A1Bi với 1, 5. Theo
nguyên lí Dirichlet tồn tại ba trong 5 đoạn thẳng ấy cùng màu, không mất tính tổng quát có
thể giả sử ba đoạn thẳng này màu xanh, và ba cạnh đó là A1Bk, A1Bm, A1Bn. Lúc này ta xét
các tam giác A1A2Bk, A1A2Bm, A1A2Bn, ta có ba cạnh A2Bk, A2Bm, A2Bn cùng màu đỏ. Mặt
khác hai trong ba đỉnh Bk, Bm, Bn là hai đỉnh kề nhau của ngũ giác B1B2B3B4B5 nên chúng
được tô xanh hoặc đỏ, giả sử hai đỉnh đó là Bk, Bm. Từ đây ta thấy:

• Nếu BkBm tô xanh thì tam giác A1BkBm có ba cạnh tô xanh.

• Nếu BkBm tô đỏ thì tam giác A2BkBm có ba cạnh tô đỏ.

Từ đây suy ra điều mâu thuẫn nên giả sử sai. Như vậy 5 cạnh của ngũ giác A1A2A3A4A5 có
cùng màu.
Hoàn toàn tương tự ta chứng minh được 5 cạnh của ngũ giác B1B2B3B4B5 tô cùng màu.
Bây giờ chỉ cần chứng minh màu các cạnh của hai ngũ giác giống nhau thì bài toán kết thúc.
Giả sử ngược lại, chẳng hạn 5 cạnh của ngũ giác A1A2A3A4A5 màu xanh, còn của ngũ giác
B1B2B3B4B5 màu đỏ. Chứng minh tương tự như trên ta có ba trong 5 cạnh A1Bi với i = 1, 5

có cùng màu và hai trong ba đỉnh Bi là hai đỉnh kề nhau, từ đó ta có hai đỉnh này tạo với A1

thành tam giác có ba cạnh đỏ (mâu thuẫn). Như vậy ba trong 5 cạnh A1Bi với i = 1, 5 có cùng
màu xanh.
Lập luận tương tự ta có ba trong 5 cạnh A2Bi với i = 1, 5 có cùng màu xanh.
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Trong số ba cạnh A1Bi (tập hợp một) và ba cạnh A2Bi (tập hợp hai) vừa chỉ ra ở trên, chắc
chắn có Bk nào đó cùng ở tập một và tập hai. Khi đó tam giác A1A2Bk có ba cạnh màu xanh
(mâu thuẫn), do đó giả sử sai.
Tóm lại ta đã có điều cần chứng minh. ❒

Bài toán 15. Tô màu các đỉnh của đa giác đều 12 cạnh bằng hai màu khác nhau. Hãy tìm tất
cả các cách tô màu sao cho không có đa giác đều nào có các đỉnh cùng màu.

Lời giải. Ta gọi một đa giác có các đỉnh cùng màu là đa giác cùng màu.
Trong đa giác đều 12 cạnhA1A2 . . . A12 có 4 tam giác đều (A1A5A9, A2A6A10, A3A7A11, A4A8A12),
3 hình vuông (A1A4A7A10, A2A5A8A11, A3A6A9A12) và hai lục giác đều. Nếu các đỉnh của lục
giác đều cùng màu thì sẽ có hai tam giác đều có các đỉnh cùng màu. Do vậy ta chỉ cần quan
tâm đến số cách tô màu các đỉnh của các tam giác đều và các hình vuông đã liệt kê trên.
Với mỗi tam giác đều, số cách tô màu để không có ba đỉnh cùng màu là 23 − 2 = 6 cách, do đó
có tất cả 64 = 1296 cách tô màu sao cho không có tam giác đều cùng màu.
Trong 1296 cách tô này có những cách tô không thoả mãn yêu cầu bài toán vì tồn tại hình
vuông cùng màu. Bây giờ ta sẽ đếm số cách tô màu sao cho tồn tại ít nhất một hình vuông
cùng màu.
Để có một hình vuông cùng màu ta có 2 · 34 = 162 cách vì chẳng hạn nếu một hình vuông có
cùng màu đỏ, đồng nghĩa với việc mỗi tam giác đều chắc chắn có một đỉnh màu đỏ thì hai đỉnh
còn lại của mỗi tam giác không cùng màu chỉ có thể nhận một trong ba trạng thái màu là :
xanh - đỏ, đỏ - xanh, xanh - xanh.
Để có hai hình vuông cùng màu (các đỉnh của hai hình vuông này có thể có cùng màu hoặc 4

đỉnh hình vuông này khác màu 4 đỉnh hình vuông kia) ta có số các cách tô là: 2 + 2 · 24 = 34

cách.
Để có ba hình vuông cùng màu (lưu ý chỉ cần xét trường hợp mỗi hình vuông có 4 đỉnh cùng
màu nhưng cả 12 đỉnh của ba hình vuông không cùng màu), có tất cả 6 cách.
Do vậy số các cách tô màu để không có đa giác đều nào cùng màu là

1296− (3 · 162− (3 · 34− 6)) = 906 (cách)

❒

Bài toán 16. Cho lục giác đều ABCDEF , trong đó đỉnh A được tô đỏ, các đỉnh còn lại được
tô xanh. Đổi màu các đỉnh của lục giác theo quy tắc mỗi lần đổi màu đồng thời ba đỉnh liên
tiếp (xanh thành đỏ, đỏ thành xanh). Hỏi sau một số hữu hạn lần đổi màu như vậy có thể đạt
được kết quả là đỉnh B tô đỏ còn các đỉnh còn lại tô xanh hay không?

Lời giải. Câu trả lời là không.
Thật vậy. Xét hai cặp đỉnh đối xứng nhau qua tâm O của lục giác là (A,D) và (C,F ). Khi ta
đổi màu ba đỉnh liên tiếp của lục giác thì không bao giờ xảy ra trường hợp cả hai điểm trong
một cặp nói trên đều đổi màu.
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b
A

b
B

b C

b

D
b

E

bF b
O

Ban đầu điểm A tô đỏ, điểm D tô xanh nên muốn chúng cùng màu xanh thì cần một số lẻ lần
đổi màu.
Trong khi đó, ban đầu điểm C tô xanh, điểm F tô xanh nên muốn chúng vẫn cùng màu xanh
thì cần một số chẵn lần đổi màu.
Hai điều trên mâu thuẫn nhau nên không xảy ra trường hợp B tô đỏ, các đỉnh còn lại tô xanh
sau một số hữu hạn lần đổi màu. ❒

Nhận xét : Bài toán sử dụng phương pháp phản chứng bằng cách chỉ ra sau một số m lần
đổi màu, nếu xét một cặp đỉnh này thì m là số chẵn, xét một cặp đỉnh khác thì m là số lẻ. Đối
với bài toán tổng quát hơn cho 2n giác đều (n ∈ N;n > 3) thì ta cũng có lời giải tương tự như
trên.
Bằng phương pháp tương tự, ta giải quyết được hai bài toán sau :

Bài toán 17. Cho lục giác đều ABCDEF , trong đó đỉnh A và D được tô đỏ, các đỉnh còn lại
được tô xanh. Đổi màu các đỉnh của lục giác theo quy tắc mỗi lần đổi màu đồng thời ba đỉnh
của một tam giác cân có đỉnh là đỉnh lục giác (xanh thành đỏ; đỏ thành xanh). Hỏi sau một
số hữu hạn lần đổi màu như vậy có thể đạt được kết quả là đỉnh B tô đỏ còn các đỉnh còn lại
tô xanh hay không?

Bài toán 18. Có 41 học sinh của hai lớp Toán và Văn xếp thành một hàng dọc. Biết rằng số
học sinh mà người đứng liền trên là bạn cùng lớp bằng số học sinh mà người đứng liền trên là
bạn khác lớp. Người đứng đầu là học sinh lớp Toán. Hỏi người đứng cuối cùng là học sinh lớp
nào? Nếu có 43 học sinh thì người đứng cuối là học sinh lớp nào?

Tổng quát bài toán : Nếu có 4k+1 học sinh thì học sinh đứng đầu và học sinh đứng cuối cùng
lớp. Nếu có 4k + 3 học sinh thì học sinh đứng đầu và học sinh đứng cuối khác lớp.

Bài toán 19. Cho hai đĩa hình tròn bằng nhau, mỗi đĩa được chia thành 12 hình quạt bằng
nhau và tô màu đỏ 5 hình quạt một cách tuỳ ý. Đặt đĩa thứ hai lên trên đĩa thứ nhất sao cho
các hình quạt ở hai đĩa trùng nhau. Lần lượt quay đĩa thứ hai quanh tâm của nó một góc 30◦

theo chiều kim đồng hồ, ta có tất cả 12 vị trí. Chứng minh rằng trong 12 vị trí đó, số vị trí có
từ ba cặp hình quạt đỏ trùng nhau trở lên không quá 8.

Lời giải. Mỗi hình quạt được tô màu đỏ ở đĩa thứ nhất sẽ lần lượt trùng với 5 hình quạt đỏ
ở đĩa thứ hai. Như vậy số cặp hình quạt đỏ trùng nhau trong 12 vị trí là 5 · 5 = 25.



137

Gọi a là số vị trí có từ ba cặp hình quạt đỏ trùng nhau trở lên và n là số cặp hình quạt đỏ
trùng nhau trong a vị trí đó
Ta có 3a 6 n và n 6 25. Suy ra 3a 6 25 hay a 6 8. ❒

Bài toán 20. Cho hai đĩa hình tròn bằng nhau, mỗi đĩa được chia thành 2000 hình quạt bằng
nhau và tô màu đỏ 200 hình quạt một cách tuỳ ý. Đặt đĩa thứ hai lên trên đĩa thứ nhất sao
cho các hình quạt ở hai đĩa trùng nhau. Lần lượt quay đĩa thứ hai quanh tâm của nó một góc
360◦

2000
theo chiều kim đồng hồ, ta có tất cả 2000 vị trí. Chứng minh rằng trong 2000 vị trí đó, có

ít nhất 96 vị trí có không quá 20 cặp hình quạt đỏ trùng nhau.

Lời giải. Gọi m là số vị trí có không quá 20 cặp hình quạt đỏ trùng nhau trở lên và n là số
vị trí có từ 21 cặp hình quạt đỏ trùng nhau trở lên. Khi đó m+ n = 2000.
Tương tự bài toán trên, ta có 21n 6 40000. Vì n là số tự nhiên nên n 6 1904.
Do đó m > 2000− 1904 = 96. ❒

Bài toán 21. Cho một lục giác lồi. Chứng minh có thể chia lục giác đó thành các tam giác
con và tô hai màu đen trắng sao cho hoặc có cạnh chung (khi đó chúng được tô bởi hai màu
khác nhau), hoặc có chung đỉnh, hoặc không có điểm chung. Ngoài ra mỗi cạnh của lục giác là
cạnh của một tam giác màu đen.
Nếu thay lục giác lồi bằng đa giác có 8 cạnh, 10 cạnh thì bài toán còn đúng hay không?

Lời giải. Hình vẽ dưới đây sẽ chỉ ra một cách tô thoả mãn yêu cầu bài toán khi đa giác có 6

cạnh.

b

b

b

bb

b

b

b

b

b
b

b

Ta sẽ chứng minh nếu đa giác có k cạnh mà k không là bội của ba thì bài toán không còn đúng.
Thật vậy. Gọi số tam giác trắng là n. Ta có số cạnh tam giác trắng là 3n.
Mỗi cạnh của một tam giác trắng sẽ là cạnh của duy nhất một tam giác đen, mặt khác ta có
mỗi cạnh của đa giác là cạnh của một tam giác đen, do đó số tam giác đen là 3n+k

3
.

Vì k không là bội của 3 nên 3n+k
3

không là số nguyên (vô lí)
Từ đây ta suy ra nếu đa giác có 8 hay 10 cạnh thì bài toán không còn đúng. ❒

Bài toán 22. Trong mặt phẳng cho bát giác lồi A1A2 . . . A8 mà không có ba đường chéo nào
của nó đồng quy tại một điểm (khác đỉnh đa giác). Ta gọi mỗi giao điểm của hai đường chéo
của bát giác là một “nút”.
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Xét các tứ giác lồi mà mỗi tứ giác đều có cả 4 đỉnh là đỉnh của bát giác. Ta gọi mỗi tứ giác
như vậy là “tứ giác con”.
Hãy tìm số nguyên dương n nhỏ nhất có tính chất: Có thể tô màu n nút sao cho với mọi
i, k ∈ {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} và i khác k, nếu kí hiệu S(i, k) là số tứ giác con nhận Ai, Ak làm đỉnh
và đồng thời có giao điểm hai đường chéo là một nút đã được tô màu thì tất cả các giá trị
S(i, k) đều bằng nhau.

Lời giải. Giả sử có một phương án tô màu thỏa mãn yêu cầu bài toán. Đặt S(i, j) = k với
k là số nguyên dương. Ta thấy rằng một điểm được tô màu chung cho 6 cặp điểm phân biệt
(Ai, Aj) mà Ai, Aj là đỉnh của tứ giác có giao điểm của các đường chéo được tô màu đó.
Số cặp (Ai, Aj) là C2

8 = 28 nên số cặp điểm được tô màu là n = 28k
6

= 14k
3

.
Do n nguyên dương và n > C4

8 = 70 nên k chia hết cho ba, do đó n 6 14.
Ta sẽ chỉ ra một phương án tô màu với n = 14 tương ứng với k = 3 thoả mãn yêu cầu bài toán.
Trên hình dưới đây các điểm tô màu được đánh dấu chấm.

A1

A2

A3

A4

A5

A6A7

A8

Vậy n nhỏ nhất bằng 14. ❒

Một câu hỏi nữa được đặt ra là : Với những giá trị nào của n ta có thể tô n trong số 70 giao
điểm của các đường chéo của các tứ giác lồi con có được thoả mãn điều kiện bài toán?
Từ công thức n = 14k

3
suy ra n là bội của 14 và k ∈ {3; 6; 9; 12; 15}. Hơn nữa ta thấy rằng nếu

có một phương án tô màu n điểm thoả mãn yêu cầu bài toán thì cũng có một phương án tô
màu (70− n) điểm thoả mãn yêu cầu bài toán bằng cách đổi lại cách gọi điểm “tô màu” thành
các điểm “không tô màu” và ngược lại. Như vậy ứng với một cách tô màu n = 14 (k = 3) sẽ có
cách tô màu n = 56 (k = 12) điểm.
Với n = 28 (k = 6) ta chỉ ra cách tô màu thoả mãn yêu cầu bài toán như hình dưới đây :

A1

A2

A3

A4

A5

A6A7

A8
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Như vậy thì với n = 70− 28 = 42 (k = 9) sẽ có phương án tô màu tương ứng thoả mãn. Cuối
cùng hiển nhiên với n = 70 (k = 15) có phương án tô màu tất cả 70 điểm thoả mãn. Do đó với
mọi số nguyên dương n, n > 70, n là bội của 14 thì đều có phương án tô màu thoả mãn yêu
cầu bài toán.

Bài toán 23. Cho một bàn cờ hình vuông kích thước 6× 6. Có thể dùng 9 mảnh gỗ hình chữ
nhật kích thước 1× 4 ghép kín bàn cờ được hay không?

Lời giải. (i) Cách 1. Tô màu bàn cờ như hình vẽ.

Khi đặt lên bàn cờ mỗi mảnh gỗ che lấp một ô đen và ba ô trắng, do đó 9 mảnh gỗ che lấp 9

ô đen. Nhưng trên bàn cờ có 10 ô đen nên không thể dùng 9 mảnh gỗ 1× 4 để lấp kín bàn cờ.

(ii) Cách 2. Tô màu bàn cờ như hình dưới.

Khi đặt lên bàn cờ, mỗi mảnh gỗ 1× 4 che lấp hai ô đen và hai ô trắng. Do đó 9 mảnh gỗ che
lấp 18 ô đen. Nhưng bàn cờ có 20 ô đen nên không thể dùng 9 mảnh gỗ 1× 4 để che lấp bảng
được. ❒

Bài toán 24. Trên giấy kẻ ô vuông có thể tô màu 8 ô sao cho mỗi ô được tô đều có một số lẻ
các ô bên cạnh được tô hay không? (hai ô cạnh nhau là hai ô có một cạnh chung). Cũng hỏi
như trên nếu số ô là 9

Lời giải. Nếu số ô là 8, ta tô màu như hình dưới đây

Như vậy nếu số ô là 8 thì ta có cách tô thoả mãn. Ta sẽ chứng minh rằng nếu số ô phải tô là 9

thì không tồn tại cách tô thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Giả sử có 9 ô được tô trong đó gồm x ô có một ô bên cạnh được tô màu, y ô có ba ô bên cạnh
được tô màu. Ta có x+ y = 9.
Gọi m là số cạnh chung của các ô được tô, do mỗi cạnh là chung của hai ô nên m = x+3y

2
.

Ta có m = x+y
2

+ y. Suy ra x+ y chẵn. Điều này mâu thuẫn với x+ y = 9.
Vậy không thể tô màu 9 ô để thoả mãn bài toán. ❒
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Bài toán 25. Cho n đường thẳng trên mặt phẳng. Chúng chia mặt phẳng ấy thành các miền.
Chứng minh rằng có thể tô màu các miền ấy bằng hai màu trắng, đen sao cho hai miền kề
nhau được tô bởi hai màu khác nhau.

Lời giải. Ta chứng minh bài toán bằng quy nạp toán học.
Ta thấy với n = 1, mặt phẳng được chia thành hai miền và hiển nhiên ta có cách tô màu thoả
mãn yêu cầu bài toán.
Giả sử bài toán đúng đến n = k. Kẻ thêm đường thẳng thứ k + 1, đường thẳng này chia mặt
phẳng thành hai nửa mặt phẳng I và II. Đối với các phần ở nửa mặt phẳng I, ta giữ nguyên
như cũ. Còn đối với các phần ở nửa mặt phẳng II, ta đổi màu đen thành trắng, trắng thành
đen. Mặt phẳng được chia ra thành các miền mà hai miền kề nhau có màu khác nhau.
Vậy theo nguyên lý quy nạp, ta có điều cần chứng minh. ❒

Nhận xét : Bài toán vẫn đúng nếu ta thay n đường thẳng bằng n đường bất kì, trong đó có
cả đường tròn. Lời giải hoàn toàn tương tự.



CỰC TRỊ VÀ BẤT ĐẲNG THỨC RỜI RẠC
Nguyễn Hiền Trang1

Toán rời rạc là loại toán ít đòi hỏi tính toán mà đòi hỏi sự thông minh và tư duy logic. Cực
trị rời rạc là một bộ phận của toán rời rạc, yêu cầu tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của một
đại lượng rời rạc. Phương pháp giải dạng toán này là dự đoán giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của
biểu thức f(x) đạt tại giá trị nào của x nào đó và chứng minh được dự đoán đó. Trong phương
pháp này ta thường sử dụng kiến thức của số học, tổ hợp, toán rời rạc, việc dự đoán thường
được tiến hành vào một số tính toán ban đầu.

1. Cực trị trong dãy số nguyên

Hạn chế các biến trên tập R+ thành tập N∗ của một số bất đẳng thức ta sẽ được bất đẳng thức
dạng này. Những bất đẳng thức này nếu nhìn được bài toán ban đầu sẽ khá dễ dàng trong việc
chứng minh. Ta xét một số ví dụ sau :

Ví dụ 1. Cho a, b là các số nguyên dương. Chứng minh rằng

a

1 + a
+

b

1 + b
>

a+ b

1 + (aabb)
1

a+b

Lời giải. Nhận thấy aabb = a× a× · · · × a× b× b× · · · × b (a thừa số a, b thừa số b).

a

a+ 1
=

1

a+ 1
+

1

a+ 1
+ · · ·+ 1

a+ 1
︸ ︷︷ ︸

a số hạng

b

b+ 1
=

1

b+ 1
+

1

b+ 1
+ · · ·+ 1

b+ 1
︸ ︷︷ ︸

b số hạng

Như vậy ta nghĩ đến một bất đẳng thức với n biến, áp dụng cho a lần a và b lần b.

Bổ đề. Với xi > 1, i = 1, n ta có:

n∑

i=1

1

1 + xi
>

n

1 +

(
n∏

i=1

x1

) 1

n

(1)

Chứng minh. Dễ chứng minh được bất đẳng thức sau với a, b > 1 :

1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab

1K39, THPT chuyên Phan Bội Châu, Nghệ An.
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Do đó với a, b > 1 thì
1

1 + a
+

1

1 + b
>

2

1 +
√
ab

Theo bất đẳng thức Jensen thì (1) đúng với n = 2 nên (1) đúng với n nguyên lớn hơn 2. �

Trở lại bài toán. Áp dụng bổ đề trên cho :

x1 = x2 = · · · = xa = a

xa+1 = xa+2 = · · · = xa+b = b

Ta có điều cần chứng minh. ❒

Nhận xét. Với bổ đề trên ta có xây dựng được rất nhiều bất đẳng thức dạng như trên.

Bài toán 1. Với a, b, c nguyên dương, ta có

a

1 + a
+

b

1 + b
+

c

c+ 1
>

a+ b+ c

1 + (aabbcc)
1

a+b+c

Bài toán 2. Cho a, b, c,m, n, p nguyên dương. Chứng minh

ma

1 + a
+

nb

1 + b
+

pc

1 + c
>

ma+ nb+ pc

1 + (aabbcc)
1

a+b+c

Ta có thể xây dựng bài toán 1 bằng cách sau :
Sử dụng nhận xét xx > x, ∀x > 1 suy ra aa

1+aa
> a

1+a
, ta có:

aa

1 + aa
+

bb

1 + bb
+

cc

1 + cc
>

a+ b+ c

1 + (aabbcc)
1

a+b+c

Xét bất đẳng thức sau : Cho a1, a2, . . . , an > 0 thỏa mãn:
n∏

i=1

ai = 1, và k nguyên dương. Chứng

minh rằng
n∑

i=1

1
k
√

(nk − 1)ai + 1
> 1 (2)

Chứng minh. Giả sử tồn tại các số thực dương a1, a2, . . . , an thỏa mãn
n∏

i=1

ai = 1 mà bất đẳng

thức trên không đúng, tức là tồn tại p > 1 thỏa mãn:

n∑

i=1

1
k
√

(nk − 1)ai + 1
=

1

p

Tương đương với
n∑

i=1

p
k
√

(nk − 1)ai + 1
= 1

Đặt p
k
√

(nk−1)ai+1
= xi, ta có

(nk − 1)n =
n∏

i=1

(
pk

xki
− 1

)

>
n∏

i=1

(
1

xi
− 1

)

, xi > 0,
n∑

i=1

xi = 1
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Mặt khác với mọi x1, x2, . . . , xn > 0 thỏa mãn
n∑

i=1

xi = 1 thì

n∏

i=1

(
1

xki
− 1

)

>
(
nk − 1

)n

Thật vậy:

n∏

i=1

(
1

xki
− 1

)

=

n∏

i=1

(
1 + xi + x2i + · · ·+ xk−1

i

)
×

n∏

i=1

(x1 + · · ·+ xi−1 + xi+1 + · · ·+ xn)

(x1x2 · · · xn)k

Ta có
n∏

i=1

(x1 + · · ·+ xi−1 + xi+1 + · · ·+ xn) > (n− 1)n x1x2 · · · xn

Ta cần chứng minh

n∏

i=1

(
1 + x1 + · · ·+ xk−1

i

)
>

(
nk − 1

n− 1

)n

(x1x2 · · · xn)k−1

Đặt G = n
√
x1x2 · · · xn, suy ra 1

nG
> 1.

Ta có
n∏

i=1

xij
1 + xj + · · ·+ xij

>
n n
√

(x1x2 · · · xn)i

n

√
n∏

i=1

(
1 + xj + · · ·+ xk−1

j

)
(i = 0, n)

Suy ra
n∏

i=1

(
1 + xj + · · ·+ xk−1

j

)
> (1 +G+ · · ·+GK−1)n

Mà
n∏

i=1

(
1 + xj + · · ·+ xk−1

j

)
>
(
nk−1 + · · ·+ n+ 1

)n
(Gn)k−1 =

(
nk − 1

n− 1

)

(x1x2 · · · xn)k−1

Ta có điều cần chứng minh. Như vậy điều giả sử sai. Vậy (2) đúng. ❒

Từ (2), chọn n = a+ b, ta có

a1 = a2 = · · · = aa =
a

aabb
=

1

aa−1bb

aa+1 = aa+2 = · · · = aa+b =
b

aabb
=

1

aabb−1

Chọn tiếp k = ab ta có bất đẳng thức sau

Ví dụ 2. Cho a, b là các số nguyên dương. Chứng minh rằng

a
a−1

ab
+1 · b 1

a

ab
√

(ab)ab − 1 + aa−1 · bb
+

b
b−1

ab
+1 · a 1

b

ab
√

(ab)ab − 1 + aa · bb−1
> 1
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Xét bất đẳng thức sau : Cho hai bộ số thực dương x1, x2, . . . , xn và a1, a2, . . . , an thỏa mãn
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

xi. Khi đó ta có

n∏

i=1

xaii >

n∏

i=1

aaii (3)

Chứng minh. Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với

n∑

i=1

ai ln xi >
n∑

i=1

ai ln ai

Hàm số f(x) = ln x là hàm lồi nên

f(xi) 6 f ′(ai)(x− ai) + f(ai) =
1

a
(x− ai) + f(ai)

Suy ra

aif(xi) 6 xi − ai + ai + aif(ai) =
n∑

i=1

aif(ai)

Tương đương với
n∑

i=1

ai ln xi 6
n∑

i=1

ai ln ai

Do đó (3) đúng. ❒

Áp dụng bất đẳng thức (3) với

x1 = x2 = · · · = xa =
a

a2 + b2 + c2

xa+1 = xa+2 = · · · = xa+b =
b

a2 + b2 + c2

xa+b+1 = xa+b+2 = · · · = xa+b+c =
c

a2 + b2 + c2

Chọn a1 = a2 = · · · = an = 1
a+b+c

, ta có bất đẳng thức:

Ví dụ 3. Cho a, b, c là các số nguyên dương. Chứng minh rằng

aabbcc >

(
a2 + b2 + c2

a+ b+ c

)a+b+c

Xét bất đẳng thức sau : Cho x1, x2, . . . , xn > 0 thì

(
n∑

i=1

xi

)(
n∑

i=1

1

xi

)

>

n(n− 1)

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

1 +

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

+
n∑

i=1

xi
1 + xi

(4)
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Chứng minh. Nếu đặt S =
n∑

i=1

xi thì (4) tương đương với dãy các bất đẳng thức sau :

n∑

i=1

S − xi
1 + xi

>

n(n− 1)

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

1 +

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

n∑

i=1

(
S − xi
1 + xi

+ 1

)

>

n(n− 1)

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

1 +

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

+ n

n∑

i=1

(
S − xi
1 + xi

+ 1

)

>

n2

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

+ n

1 +

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM và (1), ta có

n∑

i=1

(
S − xi
1 + xi

+ 1

)

> (1 + S)
n∑

i=1

1

1 + xi

>



1 + n

(
n∏

i=1

xi

) 1

n



× n

1 +

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

=

n2

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

+ n

1 +

(
n∏

i=1

xi

) 1

n

Do đó (4) đúng. ❒

Áp dụng (4) cho:
x1 = x2 = · · · = xa = a

xa+1 = xa+2 = · · · = xa+b = b

xa+b+1 = xa+b+2 = · · · = xa+b+c = c

Ta được bài toán sau:

Ví dụ 4. Cho a, b, c là các số nguyên dương. Chứng minh rằng:

(∑

a2
)( a

1 + a
+

b

1 + b
+

c

1 + c

)

>
(a+ b+ c)(a+ b+ c− 1)

(
aabbcc

) 1

a+b+c

1 + (aabbcc)
1

a+b+c

+
∑ a2

1 + a

Ví dụ 5. Cho hai số nguyên dương x, y thỏa mãn x+ y = 100. Tìm GTNN, GTLN của

(a) A = xy;
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(b) B = x! + y!;

(c) C = x!y!;

(d) D=x2 + y2f(x) 6 g(x).

Lời giải. Không mất tính tổng quát giả sử x 6 y.
Đặt d = y − x (d > 0).

1. Ta chứng minh nếu d > 1 thì A chưa đạt GTLN.
Thật vậy. Xét cặp (x+ 1; y − 1) ta có (x+ 1)(y − 1) = xy + y − x+ 1 > xy.
Do đó A chỉ đạt GTLN khi d = 0 hoặc d = 1. Mà x + y = 100 nên A đạt GTLN khi
x = y = 50.
Vậy maxA = 502 ⇔ x = y = 50.

2. Ta chứng minh nếu 1 < x 6 y thì A chưa đạt GTNN.
Thật vậy. Chọn bộ (x− 1; y + 1), ta có (x− 1)(y + 1) = xy + x− y − 1 < xy.
Cứ tiếp tục như vậy, ta suy ra minA = 99 khi x = 1, y = 99.

Tương tự với B,C,D ta được các kết quả sau:

(a) maxA = 502 ⇔ x = y = 50;minA = 99 ⇔ x = 1, y = 99;

(b) minB = 2.50! ⇔ x = y = 50;maxB = 1 + 99! ⇔ x = 1, y = 99;

(c) minC = (50!)2 ⇔ x = y = 50;maxB = 99! ⇔ x = 1, y = 99;

(d) minD = 2.502 ⇔ x = y = 50;maxB = 1 + 992 ⇔ x = 1, y = 99.

Ta có thể mở rộng bài toán trên như sau :

Ví dụ 6. Cho n số nguyên dương x1, x2, . . . , xn thỏa mãn
n∑

i=1

xi = k. Tìm GTLN, GTNN của

(a) P = x1x2 · · · xn;

(b) Q = x21 + x22 + · · ·+ x2n;

(c) R = x1! + x2! + · · ·+ xn!;

(d) S = x1!x2! · · · xn!.

Lời giải. Không mất tính tổng quát giả sử x1 6 x2 6 · · · 6 xn

Đặt d = xn − x1 Sau đó làm tương tự ví dụ 5, ta có các kết quả sau Nếu đặt k = nq + r, r < n

thì

(a) minP = k − n+ 1;maxP = qn−r.(q + 1)r;

(b) minQ = (n− r).q2 + r.(q + 1)2; maxQ = (n− 1) + (k − n+ 1)2;

(c) minR = (n− r)!.q! + r.(q + 1)!;maxR = (n− 1)! + (k − n− 1)!;
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(d) minS = (q!)n−r. [(q + 1)!]r ; maxS = (k − n− 1)!.

Bài toán trên cũng có thể phát biểu dưới dạng sau : Ví dụ lấy k = 2011;n = 10.

1. Hãy viết 2011 thành tổng của một số số nguyên dương sao cho tích các số đó đạt GTLN.

2. Cho 10 số nguyên dương thỏa mãn
10∑

i=1

ai = 2011. Đặt A = {x | x = BCNN(a1, . . . ; a10)}.
Tìm y0 = max {y | y ∈ A}.

3. Cho một số nguyên dương có 2011 chữ số được viết từ các chữ số 0; 1; . . . ; 9. Chữ số i
được viết ai lần (i = 0, 9).

Tìm các bộ số ai để tồn tại nhiều nhất các số có 2011 chữ số thỏa mãn trên.

2. Một số bài toán bất đẳng thức tổ hợp

2.1. Sử dụng một số tính chất của ánh xạ

Cho A và B là hai tập hữu hạn.

1. Nếu có một đơn ánh f : A→ B thì |A| 6 |B|;

2. Nếu có một song ánh f : A→ B thì |A| = |B|;

3. Nếu có một toàn ánh f : A→ B thì |A| > |B|.

Trong một số bài toán đếm, định lí trên thường được áp dụng bằng cách : Muốn đếm số phần
tử của tập hợp A, ta thiết lập một song ánh từ A đến B mà B là một tập hợp đã biết số phần
tử.
Trong bài toán bất đẳng thức tổ hợp, ý tưởng trên thường được áp dụng như sau : Muốn chứng
minh |A| 6 |B|, ta tìm một ánh xạ đi từ A vào B (hoặc B → A). Sau đó chứng minh ánh xạ
đó là một đơn ánh (hoặc toàn ánh) nhưng không phải là song ánh.

Ví dụ 7 (IMO 1989). Một hoán vị (x1, x2, . . . , x2n) của tập hợp (1, 2, . . . , 2n) (n là số nguyên
dương) được gọi là có tính chất P nếu |xi − xi+1| = 1 với ít nhất một i ∈ {1, 2, . . . , 2n− 1}.
Chứng minh rằng mỗi n, số hoán vị có tính chất P lớn hơn số hoán vị không có tính chất P .

Lời giải. (i) Cách 1. Đặt A là tập tất cả hoán vị của {1, 2, . . . , 2n}; B là tập tất cả hoán vị
của {1, 2, . . . , 2n} có tính chất P ; C là tập tất cả hoán vị của {1, 2, . . . , 2n} không có tính chất
P.
Ta chia các số 1, 2, . . . , 2n thành n cặp sau : (1;n+ 1), (2;n+ 2); . . . ; (n; 2n).
Giả sử (x1; x2; . . . ; xk−1, xk; xk+1, . . . ; x2n) là một hoán vị thuộc C.
Giả sử xk là số cùng cặp với x2n, suy ra k 6 2n− 2.
Ta xây dựng ánh xạ f : C → B như sau

X = (x1, x2, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , x2n) 7→ Y = (x1, x2, . . . , xk−1, xk, x2n, . . . , xk+1)

Dễ thấy rằng f là đơn ánh và f không phải là toàn ánh.
Thật vậy, xét y0 = (x1, x2, . . . , xn−1, xn+1, xn+2, . . . , n, 2n).
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Khi đó không tồn tại x0 để f(x0) = y0. Do đó f không phải là toàn ánh.
Từ đó ta suy điều cần chứng minh.

Nhận xét. Ta có |C| ∩ |B| = ∅ mà |C| + |B| = |A| = (2n)! nên |B| > (2n)!
2

= n(2n − 1)! và
|C| < n(2n− 1)!. Từ đó dẫn đến cách chứng minh thứ 2 sau :

(ii) Cách 2. Gọi Ak là tập tất cả hoán vị thỏa mãn k và k + n đứng cạnh nhau, A là tập hợp
tất cả các hoán vị có tính chất P . Suy ra A =

⋃

k

Ak.

Theo nguyên lý bao hàm loại trừ, ta có

|A| =
∑

k

|Ak| −
∑

k<h

|Ak ∩ Ah|+
∑

k<h<m

|Ak ∩ Ah ∩ Am| − · · · >
∑

k

|Ak| −
∑

k<h

|Ak ∩ Ah|

Ta có
|Ak| = (2n− 1)!, |Ak ∩ Ah| = 4(2n− 1)!

Suy ra
∑

k

|Ak| = 2n(2n− 1)!,
∑

k<h

|Ak ∩ Ah| =
n(n− 1)

2
· 4(2n− 2)!

Vì vậy

|A| > 2n(2n− 1)!− n(n− 1)

2
.4(2n− 2)! = 2n2(2n− 2)! >

(2n)!

2

Từ đó ta có điều cần chứng minh. ❒

Ví dụ 8 (Romania TST 2002). Với mọi số nguyên dương, ta gọi f(n) là số cách chọn các dấu
+,− trong biểu thức: En = ±1± 2± · · · ± n sao cho En = 0. Chứng minh rằng

(a) f(n) = 0 khi n ≡ 1, 2 (mod 4).

(b) Khi n ≡ 0, 3 (mod 4) ta có (
√
2)

n

2
6 f(n) 6 2n − 2[

n
2 ]+1.

Lời giải. (a)Giả sử tồn tại một cách đặt dấu +,− với n ≡ 1, 2 (mod 4) để En = 0.
Khi đó 1 + 2 + · · ·+ n ≡ 0 (mod 2), suy ra n(n+1)

2
≡ 0 (mod 2). Mà điều này xảy ra khi và chỉ

khi n ≡ 0, 3 (mod 4).Ta có điều cần chứng minh.

(b) Ta chứng minh f(n) 6 2n−1.
Thật vậy, chia tất cả biểu thức thành 2n−1 cặp theo dạng: (1 + 2a2 + 3a3 + · · · + nan;−1 +

2a2 + 3a3 + · · ·+ nan) với ai ∈ {1;−1}, i = 1, 2n.
Nếu f(n) > 2n−1 thì theo nguyên lí Dirichlet tồn tại 2 biểu thức cùng nằm trong một cặp như
trên, hiệu của chúng bằng 2. Do đó chúng không thể đồng thời bằng 0 được (mâu thuẫn).
Do đó f(n) 6 2n−1 = 2n − 2n−1 6 2n − 2⌊n

2 ⌋+1

Ta chứng minh f(n) > (
√
2)
2

n

.
Xét biểu thức En, gọi An là tập hợp các số xuất hiện trong En với dấu + ở trước.
Nếu En = 0 thì tổng các phần tử của An bằng n(n+1)

4

Từ En ta sẽ xây dựng En+4

Ta định nghĩa An+4 như sau

• Nếu 1 ∈ An thì chọn An+4 = An \ {1} ∪ {n+ 2;n+ 4};
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• Nếu 1 /∈ Anthì chọn An+4 = An ∪ {1;n+ 1;n+ 3};

• Nếu 2 ∈ An thì chọn An+4 = An \ {2} ∪ {n+ 3;n+ 4};

• Nếu 2 /∈ An thì chọn An+4 = An ∪ {2;n+ 1;n+ 2}.

Như vậy với mỗi cách chọn An ta có thể xây dựng ít nhất 4 tập An+4.

Giả sử cho trước tập An+4. Ta thấy tập An+4. được xây dựng từ tập An và thêm đúng một cặp
trong tập {n+ 1;n+ 2;n+ 3;n+ 4} và An chứa đúng một cặp như thế.
Do đó ta có thể chỉ ra 6 trường hợp khi xây dựng An+4. từ đó xác định được An là duy nhất.
Do đó ánh xạ từ An đến An+4 là đơn ánh.
Mặt khác với mỗi An ta xác định được duy nhất một En, với mỗi En cũng xác định được duy
nhất một An.
Do đó f(n+ 4) > 4f(n). Ta có f(3) = f(4) = 2. Suy ra

f(4k + 3) = f((4k − 1) + 4) > 4f(4k − 1) > 42f(4k − 5) > · · · > 4kf(3) =

(√
2
)4k+3

2

Vì vậy f(n) > (
√
2)

n

2
.

Vậy ta có điều cần chứng minh. ❒

Ví dụ 9. Cho tập hợp A = {1; 2; . . . ; 2n}. Một tập con C của A được gọi là một tập tốt nếu
trong tập đó số các số chẵn ít hơn số các số lẻ. Một tập con B của A được gọi là một tập cân
nếu trong tập đó số số chẵn bằng số số lẻ. Đặt số tập tốt là T , số tập cân là C. Chứng minh
rằng

T + C < 22n−1

Lời giải. Kí hiệu X = {2; 4; . . . ; 2n} là tập tất cả các số chẵn của A; Y = {1; 3; . . . ; 2n − 1}
là tập tất cả các số lẻ của A.
Gọi D là họ tất cả các tập cân của A; E là họ tất cả tập con n phần tử của A.

• Tính số tập cân:
Giả sử B là một tập cân của A. B1, B2 lần lượt là tập các số chẵn và lẻ của B, khi đó
|B1| = |B2|.
Xét ánh xạ

f : D → E

B 7→ B1 ∩ (Y \B2)

Ta có
|f(B)| = |B1 ∩ (Y \B2)| = |B1|+ |Y | − |B2| = |Y | = n

Suy ra f(B) ∈ E. Dễ thấy f là đơn ánh. Ta chứng minh f là toàn ánh.
Thật vậy, giả sử M là một tập con có n phần tử của A.
Gọi M1,M2 lần lượt là tập các số chẵn, các số lẻ của M .
Đặt B1 =M1, B2 = Y \M2, B = B1 ∪ B2.
Suy ra |B1| = |M1|, |B2| = |Y \M2| = |Y | − |M2| = n− |M2| = |M1|. Do đó B là một tập
cân hay f là toàn ánh.
Vì vậy f là song ánh. Từ đó suy ra số tập cân là Cn

2n.
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• Tính số tập tốt:
Giả sử C là một tập tốt của A.
Gọi C1, C2 lần lượt là tâp số chẵn và lẻ của C thì |C| < |C|.
Gọi F là họ tất cả tập tốt của A.
Ta thiết lập ánh xạ sau

g : E → F

C 7→ C1 ∩ (Y \ C2)

Suy ra |g(C)| < n.
Ta có g là một đơn ánh nên |F | < C0

2n + C1
2n + . . .+ Cn−1

2n = 22n−1 − Cn
2n.

Từ các đẳng thức và bất đẳng thức trên, ta có điều cần chứng minh. ❒

Nhận xét. Ta có

Cn
2n =

(2n)!

(n!)2
=

(n+ 1)(n+ 2) · · · 2n
n!

> 2⌊n
2 ⌋

Từ đó ta có bài toán sau:

Ví dụ 10. Cho tập A = {1; 2; . . . ; 2n}. Tập con B cuả A được gọi là tập tốt nếu trong các phần
tử của B số số chẵn nhỏ hơn số số lẻ. Chứng minh rằng số tập tốt của A nhỏ hơn 22n−1− 2⌊n

2 ⌋.

Ví dụ 11. Chứng minh rằng số các cách biểu diễn một số nguyên dương n thành tổng của các
số nguyên dương mà không có số nào chia hết cho p (p là một số cho trước) xuất hiện quá một
lần không lớn hơn số cách biểu diễn n thành tổng các số nguyên dương mà không có số nào
chia hết cho p2.

Lời giải. Xét bộ {a1, a2, . . . , an} sao cho trong bộ không có phần tử nào chia hết cho p xuất

hiện quá một lần và
m∑

i=1

ai = n

Biểu diễn tất cả các số chia hết cho p dưới dạng pr · t (r > 1; t 6 ...p).
Giả sử {a1, a2, . . . , an} =

{
b1, b2, . . . , bk, p

r1 · t1; . . . ; prt ṫt
}

Gọi M là tập tất cả các cách biểu diễn n thành tổng của các số nguyên dương mà không có
số nào chia hết cho p (p là một số cho trước) xuất hiện quá một lần và N là tập tất cả các số
biểu diễn n thành tổng các số nguyên dương mà không có số nào chia hết cho p2.
Xét ánh xạ sau :

f :M → N

{a1, a2, . . . , an} 7→







b1, b2, . . . , bk, pt1, pt1, . . . , pt1
︸ ︷︷ ︸

pr1−1 số

, pt2, pt2, . . . , pt2
︸ ︷︷ ︸

pr2−1 số

, . . . , ptt, ptt, . . . , ptt
︸ ︷︷ ︸

prt−1 số







Dễ thấy f là một đơn ánh nên ta có điều cần chứng minh. ❒

Ví dụ 12. Cho tập X gồm n số thực phân biệt. Giả sử a1, a2, . . . , ak là các số thỏa mãn
∀u 6= v ∈ X thì ∃ai sao cho (u− ai) (v − ai) 6 0. Chứng minh rằng k > ⌊log3 n⌋.
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Lời giải. Với mỗi u ∈ X ta lập bộ {u1, u2, . . . , uk} tương ứng thỏa mãn

ui =







0 nếu u < ai

1 nếu u = ai

2 nếu u > ai

Phép lập này là một đơn ánh. Thật vậy, nếu tồn tại ai thỏa mãn (u− ai) (v − ai) 6 0 mà
ui = vi, ∀i = 1; k thì u, v < ai hoặc u = v = ai hoặc u, v > ai (không thỏa mãn).
Suy ra có tối đa 3k bộ mà |X| = n. Do đó n 6 3k hay k > ⌊log3 n⌋. ❒

2.2. Sử dụng nguyên lí Dirichlet

Nguyên lí Dirichlet được phát biểu lần đầu tiên bởi G. Lejeune Dirichlet (1805-1859), nhàtoán
học gốc Pháp như sau

Nguyên lý 1 (Nguyên lý Dirichlet). Nếu nhốt m con thỏ vào n cái chuồng (m,n ∈ N∗) thì
luôn tồn tại ít nhất một chuồng có

⌊
m−1
n

⌋
+ 1 con thỏ.

Nguyên lý 2 (Nguyên lí Dirichlet đối ngẫu). Cho tập hữu hạn S 6= ∅ và S1, S2, . . . , Sn là các
tập con Si, i = 1, n của S sao cho |S1|+ |S2|+ · · ·+ |Sn| > k|S|. Khi đó tồn tại một phần tử x
thuộc S sao cho x là phần tử chung của k + 1 tập Si, i = 1, n.

Ví dụ 13 (Czech 1998). Cho X là một tập hợp gồm 14 số nguyên dương phân biệt.Chứng
minh rằng có một số nguyên dương k < 8 và có hai tập con k phần tử {a1, a2, . . . , ak} và
{b1, b2, . . . , bk} rời nhau của X sao cho

∣
∣
∣
∣

(
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

ak

)

−
(
1

b1
+

1

b2
+ · · ·+ 1

bk

)∣
∣
∣
∣
<

1

1000

Lời giải. Có 3432 tập con 7 phần tử của X.
Tổng nghịch đảo các phần tử của mỗi tập con 7 phần tử của X không vượt quá 1+ 1

2
+ · · ·+ 1

7
<

2, 6.
Xét 2600 khoảng

(
0, 1

1000

]
,
(

1
1000

, 2
1000

]
, . . . ,

(
2599
2600

, 2600
1000

]
.

Theo nguyên lí Dirichlet tồn tại hai tập con 7 phần tử của X có tổng nghịch đảo các phần tử
thuộc cùng một khoảng trong các khoảng trên.
Bỏ các phần tử giống nhau của hai tập trên ta thu được hai tập con thỏa mãn bài toán. ❒

Ví dụ 14. Một tập hợp M là hợp của các đoạn thẳng nằm trong đoạn [0; 1]. Biết rằng khoảng
cách giữa hai điểm bất kì của M khác 0, 1. Chứng minh rằng tổng độ dài của những đoạn tạo
nên M không vượt quá 0, 5.

Lời giải. Gỉa sử tổng độ dài các đoạn trong M lớn hơn 0, 5.
Chia đoạn [0; 1] thành 10 phần

[
0, 1

10

]
,
[

1
10
, 2
10

]
, . . . ,

[
9
10
, 1
]
.

Kí hiêu Mi là phần của M nằm trong đoạn
[

i
10
, i+1

10

]
, (i = 0, 9) và Di là tổng các đoạn thẳng

tạo ra Mi.
Bằng các phép tịnh tiến thích hợp ta chuyển các đoạn

[
1
10
, 2
10

]
; . . . ;

[
9
10
, 1
]

về đoạn
[
0; 1

10

]
.

Kí hiệu M ′
i là ảnh của Mi.
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Ta có D = D0 +D1 + · · ·+D9 > 0, 5 = 5.0, 1

Theo nguyên lí Dirichlet đối ngẫu có ít nhất 6 tập hợp trong M0,M
′
1,M

′
2, . . . ,M

′
9 có điểm chung.

Tức là một số nào đó trong
[
0; 1

10

]
là kết quả của 6 điểm khác nhau x1, x2, . . . , x6 của M trừ

đi những số tương ứng có dạng k1
10
, k2
10
, . . . , k6

10
với ki là một số nào đó trong {0; 1; 2; . . . ; 9} và

i = 1, 6

Theo nguyên lí Dirichlet có ít nhất hai trong các số k1, k2, . . . , k6 là hai số tự nhiên liên tiếp.
Gỉa sử k2 = k1+1, suy ra x2−x1 = k2−k1

10
= 1

10
(mâu thuẫn với giả thiết). Ta có điều cần chứng

minh. ❒

Nhận xét. Nguyên lí Dirichlet còn có ứng dụng rất quan trọng như sau : Xét đoạn [m;n]

và k số thực x1, x2, . . . , xk (k > n − m) thì luôn tồn tại hai số xi, xj(i, j = 1, k) thỏa mãn
|xi − xj| = 1.

Ví dụ 15. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n > 1, từ n+ 2 phần tử bất kì của tập
{1; 2; . . . ; 3n} có thể chọn ra hai số có hiệu lớn hơn n và nhỏ hơn 2n.

Lời giải. Đặt A = {1; 2; . . . ; 3n}. Xét B ⊂ A và |B| = n+ 2.
Khi thêm vào hai số cùng một lượng thì hiệu của chúng không thay đổi nên ta có thể thêm vào
các phần tử của B cùng một lượng sao cho phần tử lớn nhất sau khi thêm là 3n.
Nếu tồn tại phần tử x ∈ {n+1, n+2, . . . , 2n−1} sau khi thêm vào B thì, ta có n < 3n−x < 2n

(thỏa mãn bài toán).
Giả sử không tồn tại phần tử x ∈ {n+1, n+2, . . . , 2n−1} sau khi thêm vào B. Xét C = B\{3n},
khi đó C là một tập con n+ 1 phần tử của tập {1; 2; . . . ; 3n− 1}.
Phân hoạch tập trên thành các tập sau : T1 = {1; 2n}, T2 = {2; 2n+ 1}, . . . , Tn = {n; 3n− 1}.
Theo nhận xét trên ta suy ra tồn tại ít nhất một tập Ti chứa hai phần tử của B, hai phần tử
này thỏa mãn bài toán. ❒

Nhận xét. Ta có thể mở rộng bài toán trên như sau : Với mọi số nguyên dương n > 1, k, i ∈ N∗

thì trong kn+ 2 phần tử của tập {1; 2; . . . ; (2k + i)n} luôn chọn được hai phần tử có hiệu lớn
hơn kn và nhỏ hơn (2k + i)n.

2.3. Phương pháp ghép cặp

Ví dụ 16 (Liên Xô 1965). Trong cuộc hội thảo có 40 cuộc họp, mỗi cuộc họp có 10 thành
viên. Cho biết hai thành viên bất kì chỉ cùng dự họp với nhau tối đa một lần. Chứng minh
rằng cuộc hội thảo có nhiều hơn 60 thành viên.

Lời giải. Giả sử cuộc hội thảo có n thành viên.
Do đó có C2

n cách chọn hai thành viên.
Có C2

10 cách chọn hai thành viên từ một cuộc họp. Do hai thành viên chỉ cùng dự họp với nhau
tối đa một lần nên C2

n > 40 ·C2
10, tương đương với n(n− 1) > 3600 hay n > 60. Ta có điều cần

chứng minh. ❒

Nhận xét. Nếu giả thiết đổi thành hai thành viên bất kì cùng đi dự họp với nhau ít nhất một
lần thì cuộc hội thảo có nhiều nhất 60 thành viên. Tổng quát bài toán lên với cuộc họp có m
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thành viên thì

C2
n > k · C2

m ⇒ n(n− 1)

2
>
km(m− 1)

2
⇒ n >

⌊√

km(m− 1)
⌋

Ví dụ 17. Cho 5 số, mỗi số có 100 chữ số 1 hoặc 2. Biết trong hai số bất kì có r hàng bằng
nhau và trong mỗi hàng có cả chữ số 1 và 2. Chứng minh rằng 40 6 r 6 60.

Lời giải. Gọi T là số cặp mà mỗi cặp có hai chữ số thuộc hai số có tính chất cùng hàng và
bằng nhau.

• Cứ hai số bất kì có r hàng bằng nhau mà có C2
5 cách chọn hai số. Suy ra T = rC2

5 .

• Trong mỗi hàng (gồm 5 chữ số) có cả chữ số 1 và 2 nên có hai trường hợp sau :

– Có một chữ số 1 (hoặc 2) và 4 chữ số 2 (hoặc 1) nên có C2
4 cặp thuộc T .

– Có hai chữ số 1 (hoặc 2) và 3 chữ số 2 (hoặc 1) nên có C2
2 + C2

3 cặp thuộc T .

Có tất cả 100 hàng nên
100

(
C2

3 + C2
2

)
6 T = 10r 6 100C2

4

Từ đó suy ra 40 6 r 6 60. ❒

Ví dụ 18. Một hội nghị toán học sử dụng 4 ngôn ngữ chính. Biết hai đại biểu bất kì luôn có
một ngôn ngữ mà họ đều biết. Chứng minh rằng có một ngôn ngữ được biết đến bởi nhiều hơn
60% đại biểu.

Lời giải. Giả sử có tất cả n đại biểu và 4 ngôn ngữ I, II, III, IV.
Gọi A,B,C,D lần lượt là tập các đại biểu biết ngôn ngữ I, II, III, IV.

• Nếu tồn tại một người chỉ biết duy nhất một ngôn ngữ thì n− 1 người còn lại cũng phải
biết ngôn ngữ đó. Do đó ngôn ngữ đó được biết bởi 100% đại biểu.

• Nếu tất cả đại biểu đều biết được ít nhất hai thứ tiếng thì C2
|A|+C

2
|B|+C

2
|C|+C

2
|D| > 2C2

n.
Giả sử A là tập thỏa mãn |A| = max {|A| , |B| , |C| , |D|}.
Suy ra C2

n

2
6 C2

|A| hay tương đương với 2|A|(|A| − 1) > n.(n− 1).
Giả sử |A| < 3

5
n thì 2|A|(|A| − 1) < 6

5
· n
(
3
5
n− 1

)
= 18

25
n2 − 6

5
n < n2 − n (mâu thuẫn)

Do đó A > 3
5
n.

Vậy trong mọi trường hợp, ta có điều cần chứng minh. ❒

Ví dụ 19 (IMO 1988). Cho n, k là các số nguyên dương, n > k và S là tập hợp n điểm trong
mặt phẳng thỏa mãn

(i) Không có ba điểm nào thẳng hàng.

(ii) Với mỗi điểm P của hệ đều không có ít hơn k điểm trong hệ cách đều P .

Chứng minh rằng

k 6
1

2
+
√
2n
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Lời giải. Giả sử k > 1
2
+
√
2n.

Lấy điểm P thuộc S thì tồn tại ít nhất k điểm trong S cách đều P . Suy ra tồn tại ít nhất C2
k

cặp điểm (A,B) mà PA = PB.
Có ít nhất nC2

k cặp điểm mà trên đường trung trực của đoạn thẳng mà hai đầu mút là hai
điểm đó có ít nhất một điểm thuộc S. Ta có

nC2
k = n · k(k − 1)

2
>

1

2
· n ·

(
1

2
+
√
2n

)(√
2n− 1

2

)

= n

(

n− 1

8

)

> n(n− 1) = 2C2
n

Lại có C2
n là số cặp điểm không thứ tự của S, 2C2

n là số cặp điểm có thứ tự của S.
Theo nguyên lí Dirichlet tồn tại một cặp điểm A,B và ba điểm P1, P2, P3 thỏa mãn APi =

BPi

(
i = 1; 3

)

Suy ra P1, P2, P3 thẳng hàng (vô lý). Vậy ta có điều cần chứng minh. ❒

Nhận xét. Có thể mở rộng bài toán trên trong không gian như sau :

Ví dụ 20. Cho n, k là các số nguyên dương, n > k và S là tập hợp n điểm trong không gian
thỏa mãn

(i) Không có 65 điểm nào thẳng hàng.

(ii) Mỗi điểm P của hệ đều không có ít hơn k điểm trong hệ cách đều P .

Chứng minh rằng
k 6 1 + 4 3

√

(n− 1)(n− 2)

Lời giải. Gọi A là tập các bộ điểm (M,N,P ) thỏa mãn M,N,P là ba điểm của hệ và tồn tại
ít nhất một điểm của hệ cách đều ba điểm đó (điểm này được gọi là tâm của hệ).

• Với mỗi điểm P của hệ có ít nhất k điểm thuộc hệ cách đều P . Suy ra số bộ thuộc A
nhận P làm tâm của bộ lớn hơn hoặc bằng C2

n.
Có n điểm được tính nên số cặp không nhỏ hơn n · C3

k .

• Có n điểm nên có C3
n bộ. Theo (i), mỗi bộ có không quá 64 lần tính. Số cặp được tính

không lớn hơn 64C3
n.

Từ đó suy ra
n · C3

k 6 64 · C3
n

Tương đương với
nk(k − 1)(k − 2) 6 64n(n− 1)(n− 2)

k(k − 1)(k − 2) 6 64(n− 1)(n− 2)

(k − 1)3 < 64(n− 1)(n− 2)

k < 1 + 4 3
√

(n− 1)(n− 2)

Bất đẳng thức cuối cho chúng ta điều cần chứng minh. ❒

Nhận xét. Có thể tổng quát giả thiết (i) thành không có quá m điểm nào thẳng hàng. Khi đó
k < 1 + 3

√

m(n− 1)(n− 2).
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Ví dụ 21 (IMO 1998). Trong một cuộc thi có m thí sinh và n giám khảo, n là số nguyên dương
lẻ và n > 2. Mỗi giám khảo đánh giá thí sinh theo hai mức “đỗ”, “trượt”. Gọi k là một số sao
cho lấy hai giám khảo tùy ý thì hai người đó có chung đánh giá k thí sinh. Chứng minh rằng

k

m
>
n− 1

2n

Lời giải. Gọi N là bộ ba (hai giám khảo, một thí sinh) thỏa mãn hai giám khảo trong nhóm
đó có cùng đánh giá (“đỗ” hoặc “trượt”) cho thí sinh trong bộ đó.
Có C2

n cách chọn bộ hai giám khảo. Mà k là số nguyên dương thỏa mãn nếu lấy hai giám khảo
bất kì thì hai giám khảo này đánh giá trùng nhiều nhất k thí sinh nên

N 6 kC2
n (5)

Xét thí sinh A bất kì. Giả sử có x giám khảo đánh giá A đậu.

• Có C2
xcặp giám khảo đánh giá A đậu, C2

n−x cặp giám khảo đánh giá A trượt.

• Có tất cả C2
n−x + C2

xcặp giám khảo có cùng đánh giá đối với A.

Ta có:
C2

n−x + C2
x =

x(x− 1) + (n− x)(n− x− 1)

2

=
(

x− n

2

)2

+
n2

4
− n

2

>
n2

4
− n

2
=

(n− 1)2

4
− 1

4

Mà (n−1)2

4
∈ N∗ nên có ít nhất (n−1)2

4
cặp giám khảo có cùng đánh giá đối với A. Suy ra

N > m · (n− 1)2

4
(6)

Từ (1) và (2) ta có k · n(n−1)
2

> m · (n−1)2

4
Suy ra k

m
> n−1

2n
. ❒

2.4 Một số bài toán khác

Ví dụ 22. Cho n là số tự nhiên lớn hơn 1. Gọi S là tập hợp gồm n phần tử và Ai, i = 1,m là
m tập con đôi một khác nhau của S thỏa mãn







|Ai| > 2;

∀i, j, k : Nếu |Ai ∩ Aj| 6= ∅, |Aj ∩ Ak| 6= ∅, |Ak ∩ Ai| 6= ∅ thì |Ai ∩ Aj ∩ Ak| 6= ∅.

Chứng minh rằng m 6 2n−1 − 1.

Lời giải. Ta chứng minh quy nạp theo n.

• Với n = 2, 3 thì kết luận bài toán đúng.

• Với n > 4. Giả sử bài toán đúng với n − 1. Ta cần chứng minh với n thì bài toán đúng
đúng. Thật vậy, gọi T là họ gồm các tập Ai. Xét hai trường hợp sau :
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– Trường hợp 1. Tồn tại tập A mà A và S A đều thuộc T .
Chia T thành 3 họ gồm: T1 là họ các tập con của A, T2 là họ các tập con của
S \ A, T3 = T \ (T1 ∪ T2).
Ta có nhận xét sau: Với mọi tập B ∈ T3 thì |B ∩ A| > 0, |B ∩ (S \ A)| > 0. Do đó
với mọi B,C ∈ T3 thì |B ∩ C| = 0.
Thật vậy, nếu |B ∩ C| = 0 thì |A∩B ∩C| > 0 và | (S \ A)∩B ∩C| > 0 (theo nhận
xét trên), vô lí.
Ta có |T3| 6 min{|A|, |S \ A|}. Suy ra

|T | = |T1|+ |T2|+ |T3| 6
(
2|A| − 1

)
+
(
2n−|A|+1

)
+min{|A|, n− |A|} 6 2n−1 − 1

– Trường hợp 2. Với ∀A ∈ T thì S \ A /∈ T .
Vì S có 2n tập con nên |T | 6 2n−1.
Giả sử |T | > 2n−1. Suy ra |T | = 2n−1.
Giả sử X = {1; 2; . . . ;n− 1} ∈ T .
Chia T thành 2 họ như sau: T4 là họ các tập con của X và T5 là họ các tập chứa
phần tử n.
Ta có nhận xét sau : ∀Bi, Bj ∈ T5 thì |Bi ∩Bj| > 1.
Thật vậy, nếu |Bi ∩ Bj| < 1 thì |Bi ∩ Bj ∩X| = 0 mà |Bi ∩ Bj| > 0; |Bi ∩X| >
0; |X ∩ Bj| > 0 (Mâu thuẫn)
Xét T ′

5 = {B \ {n}|B ∈ T5}, mỗi tập T ′
5 là 1 tập con của {1; 2; . . . ;n−1} và mọi tập

C,D con của T ′
5 thì |C ∩D| > 1 ⇒ |T5| = |T ′

5| 6 2n−2

Theo giả thiết quy nạp thì
|T4| 6 2n−2− 1 ⇒ |T | = |T4|+ |T5| 6 2n−2− 1+2n−2 = 2n−1− 1 (Mâu thuẫn với gt).

Kết hợp cả hai trường hợp ta có điều cần chứng minh.

❒

Ví dụ 23. Cho hàm f xác định trên các tập con của tập hữu hạn S (S 6= ∅). Chứng minh
rằng nếu f (S \ A) = f (A) và max {f (A) ; f (B)} > f (A ∪B) với mọi tập con A,B của S thì
f nhận không quá |S| giá trị phân biệt.

Lời giải. Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp theo số phần tử của S.

• Với |S| = 1 và |S| = 2 số các cặp gồm hai tập con bù nhau của S tương ứng bằng 1 và
2. Kết luận bài toán đúng.

• Với |S| > 2. Giả sử bài toán đúng cho số phần tử bé hơn.
Gọi m là phần tử lớn nhất của Imf .

– Trước hết ta chứng minh S có một tập con có 1 phần tử X = {x} thỏa mãn
f(x) = m.
Thật vậy, xét tập tất cả tập con nhận giá trị m qua ánh xạ f .
Vì f (S \ A) = f (A) nên trong các tập con này có ít nhất một tập con khác rỗng.
Gọi X là tập con bé nhất thỏa mãn f(X) = m. Nếu X có ít nhất 2 phần tử
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thì X có thể viết thành hợp của hai tập phân biệt : X = X1 ∪ X2. Suy ra
max {f (X1) ; f (X2)} > f (X1 ∪X2) = f (X) = m

Màm là phần tử lớn nhất trong tập giá trị của f nên trong hai phần tử f (X1) ; f (X2)

có ít nhất một phần tử bằng m (mâu thuẫn). Do đó S có một tập con có 1 phần tử
X = {x} thỏa mãn f(X) = m.

– Đặt R = S\X. Xét hàm g : R → f (R) như sau : Với ∀A ⊂ R thì

g (A) = min {f (A) ; f (A ∪X)} = min {f (A) ; f (R \ A)}

Với ∀A ⊂ R thì

m = f (X) = f (S \X) = f (A ∪ (R \ A))
6 max {f (A) ; f (R \ A)} = max {f (A) ; f (S \ (R \ A))}
= max {f (A) ; f (A ∪X)}

Ta chứng minh bằng quy nạp giả thiết cũng đúng với hàm g, tức là g (R \ A) = g (A)

và g (A ∪ B) 6 max {g (A) ; g (B)}
Thật vậy,
g (R \ A) = g (A) đúng theo cách xác định hàm g.

Nếu g(A) = m hoặc g(B) = m thì g (A ∪B) 6 max {g (A) ; g (B)} (theo định nghĩa
số m).
Nếu g(A), g(B) < m thì một trong hai giá trị f (A) ; f (A ∪X) < m và một trong
hai giá trị f (B) ; f (B ∪X) < m.
Nếu f(A) < m đặt C = A, nếu f (A ∪X) < m đặt C = A ∪X.
Nếu f(B) < m đặt D = B, nếu f (B ∪X) < m đặt D = B ∪X.
Suy ra f (C) = g (A) ; f (D) = g (B) và tập C ∪ D hoặc bằng A ∪ B hoặc bằng
A ∪B ∪X. Từ đó ta có

max {g (A) ; g (B)} = max {f (C) ; f (D)}
> f (C ∪D) > min {f (A ∪ B) ; f (A ∪ B ∪X)}
= g (A ∪B)

Vậy g thỏa mãn giả thiết.

Theo giả thiết quy nạp thì g chỉ có thể nhận |S| − 1 giá trị khác nhau.
Vậy ∀A ⊂ R, một trong hai giá trị f(A) và f (R \ A)có một giá trị bằng m và giá trị còn lại
bằng g(A).
Do đó hàm f chỉ có thể nhận nhiều hơn hàm g một giá trị. Từ đó ta có điều cần chứng minh. ❒

Ví dụ 24 (THTT 395). Cho X là tập con của {1; 2; . . . ; 2011} thỏa mãn

(i) |X| = 62;

(ii) Với ∀x ∈ X đều ∃a, b ∈ X ∪ {0; 2011} (a; b 6= x) thỏa mãn x = a+b
2

.
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Chứng minh rằng có hai phần tử x, y của X thỏa mãn |x− y| > 11, x+y
2

/∈ X.

Lời giải. Giả sử X là tập có 62 phần tử có sắp thứ tự x1 6 x2 6 · · · 6 x62.
Ta sẽ chứng minh bài toán này bằng phản chứng : Giả sử không tồn tại hai phần tử x, y của
X thỏa mãn |x− y| > 11, x+y

2
/∈ X.

Ta chứng minh các phần tử của X cùng tính chẵn lẻ. Thật vậy : X ⊂ {1; 2; . . . ; 2011}. Suy ra
xi+1 > xi + 1, ∀i = 1, 61.
Do đó x62 > xk + 11, k = 1, 51. Suy ra xk (k = 1, 51) cùng tính chẵn lẻ với x62, nếu không thì
xk+x62

2
/∈ X (mâu thuẫn)

Tương tự ta có xl (l = 12, 62) cùng tính chẵn lẻ với x1. Vì vậy xi
(
i = 1, 62

)
cùng tính chẵn lẻ.

Từ giả thiết suy ra ∃a; b ∈ X ∪ {0; 2011} thỏa mãn x62 = a+b
2

.
Do x62 > x1 nên ∃xp (p = 1; 2; . . . ; 61) thỏa mãn x62 =

xp+2011

2
hay xp lẻ.

Tương tự do xi > x1 (i = 1; 62) nên ∃xq (q = 2; 3; . . . ; 61) thỏa mãn x1 = xq+0

2
chẵn (mâu

thuẫn). Vậy ta có điều cần chứng minh. ❒

3. Một số bài toán tìm cực trị tổ hợp

Các bài toán này thường được chứng minh theo các bước sau : Để chứng minh min k = ∂ hay
max k = ∂ ta sẽ chứng minh k > ∂ (hoặc k 6 ∂) và chỉ xảy ra một khả năng có dấu bằng hoặc
là chỉ ra k = ∂ thỏa mãn rồi chứng minh ∀k 6 ∂ (hoặc ∀k > ∂) thì không đúng. Cái khó nhất
của những bài toán dạng này chính là tìm được ∂ (thường là không tự nhiên). Thực tế toán tổ
hợp có rất nhiều ý tưởng giải nên không có điều gì thật sự hữu hiệu ngoài kinh nghiệm và cảm
giác có được nhờ sự luyện tập một cách thông minh của chúng ta.

Các bài toán này thường rơi vào một trong hai dạng sau :

• Dạng 1 : Tìm số nguyên dương n lớn nhất (bé nhất) để tồn tại tập hợp gồm n phần tử
thỏa mãn điều kiện (*).

• Dạng 2 : Tìm số nguyên dương n lớn nhất (bé nhất) để mọi tập hợp gồm n phần tử thỏa
mãn điều kiện (*).

Cách giải hai dạng toán này đã được trình bày ở trên.

Nhận xét : Trong những bài toán có nội dung tối ưu mà các phần tử có quan hệ chia hết hoặc
nguyên tố cùng nhau, ta thường quan tâm đến những điều sau :

• Xét theo modulo 2 hoặc lũy thừa của 2.

• Nếu việc phân tích trên không thành công thì chúng ta phải quan tâm đến các số nguyên
tố và phân tích chính tắc của các số tự nhiên.

Ví dụ 25. Tìm số nguyên dương k nhỏ nhất sao cho ta có thể tô màu các số nguyên dương từ
1 đến 2011 bằng k màu khác nhau để không có hai số nào cùng màu là bội của nhau.
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Lời giải. Với bài này ta sử dụng lũy thừa của 2.
Vì các số 20; 21; 22; . . . ; 210 không thể có hai số nào cùng tô một màu nên k > 11.
Với k = 11 ta có cách tô màu như sau : đặt Ai =

{

2i, 2
i

+ 1; . . . ; 2i+1 − 1
}(

i = 0; 9
)

và
A10 = {210, 210 + 1; . . . ; 2011}.
Tô màu các số thuộc Ai bởi màu thứ i + 1. Cách tô màu này thỏa mãn bài toán. Vậy kmin =

11. ❒

Nhận xét : Ta có thể thay 2011 bởi một số nguyên n dương bất kì, khi đó kmin = [log2n] + 1.

Ví dụ 26. Cho S là tập hợp gồm 2011 số nguyên dương và chọn ra n tập con của S sao cho
tổng các phần tử trong n tập con đó đôi một nguyên tố cùng nhau. Tìm giá trị lớn nhất có thể
có của n.

Lời giải. Đáp số là 22010 + 1.

• Trước hết ta chứng minh n 6 22010 + 1.
Trong 22011 tập con của S thì nhiều nhất trong một nửa trong số đó có tổng các phần tử
là số lẻ. Thật vậy, nếu tất các phần tử của S đều là số chẵn thì tất cả các tập con của S
đều có tổng các phần tử đều chẵn nên không có tập con nào trong S có tổng các phần tử
là số lẻ. Nếu tồn tại một phần tử x của S là số lẻ thì ta có thể chia 22011 tập con của S
thành 22010 cặp (T ;T ∪ {x}) với T là tập con của S mà x /∈ T . Trong mỗi cặp đó có một
tập có tổng các phần tử của nó là lẻ, tập còn lại có tổng các phần tử là chẵn. Do đó có
tối đa 22010 các tập con của S có tổng các phần tử là số lẻ.
Vì vậy nếu n > 22010 + 1 thì có ít nhất hai tập có tổng các phần tử đều là số chẵn (trái
với giả thiết). Vậyn 6 22010 + 1.

• Ta sẽ xây dựng một ví dụ cho n = 22010 + 1.
Đặt k = (22010)! và tập S = {k + 1; 2k + 1; 4k + 1; . . . ; 22009k + 1}. Xét 22010 tập con của
S và thêm một tập {k}.
Các tập con của S chứa phần tử 1 thì có tổng các phần tử có dạng ak+1 với 0 6 a 6 22010

và hai tập khác nhau thì có tổng các phần tử khác nhau. Ta có gcd(k; ak + 1) = 1. Nếu
gcd(ak+1; bk+1) = p (a 6= b) thì p|k(a− b). Suy ra p|a− b hoặc p|k, mà k > |a− b| > 0

nên p|k hay p = 1. Do đó tổng các phần tử của các tập trên nguyên tố cùng nhau.

Vậy maxn = 22010 + 1. ❒

Nhận xét : Cũng giống như bài toán trên ta có thể thay 2011 bởi một số nguyên dương k bất
kì, cách giải hoàn toàn tương tự, khi đó maxn = 2k−1 + 1.

Ví dụ 27 (Ba Lan 2001, Trung Quốc 2001). Cho tập X = {1; 2; . . . ; 2001}. Tìm số n bé nhất
sao cho nếu A là tập con gồm n phần tử của X thì ta luôn có thể tìm được một phần tử là lũy
thừa của 2 hoặc hai phần tử có tổng là lũy thừa của 2.

Lời giải. Đáp số là 999.
Giả sử A là một tập con của X không chứa bất kì một lũy thừa nào của 2 và không có 2 phần
tử nào có tổng là lũy thừa của 2. Do đó A không chứa các phần tử 1; 2; 22; . . . ; 210 và ít nhất
một phần tử trong 992 cặp sau đây cũng bị loại:
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17 cặp (47; 2001); (48; 2000); . . . ; (63; 1985)

63 cặp (65; 1983); (66; 1982); . . . ; (127; 1921)

127 cặp (129; 1919); (130; 1918); . . . ; (255; 1793)

255 cặp (257; 1981); (258; 1980); . . . ; (511; 1537)

511 cặp (513; 1535); (514; 1534); . . . ; (1023; 1025)

(Các cặp này có tổng là 211)
14 cặp (18; 46); (19; 45); . . . ; (31; 33) (Các cặp này có tổng là 26)
1 cặp (15; 17) (Cặp này có tổng là 25)
4 cặp (3; 13); . . . ; (7; 19) (Các cặp này có tổng là 24)
Vậy A chỉ chứa nhiều nhất 998 phần tử.
Xét tập có 998 phần tử sau:
977 phần tử: 1025; 1026; . . . ; 2001 (nhóm 1)
14 phần tử: 33; 34; . . . ; 46 (nhóm 2)
7 phần tử: 9, 10, 11, 12, 13, 14, 17 (nhóm 3)
Dễ thấy tập trên không có phần tử nào là lũy thừa của 2.
Tổng 2 phần bất kì trong nhóm 1 nằm giữa 2 · 1025 = 2050 và 2 · 2001 = 4002

Tổng 2 phần bất kì trong nhóm 2 nằm giữa 2 · 33 = 66 và 2 · 46 = 92

Tổng 2 phần bất kì trong nhóm 3 nằm giữa 2 · 9 = 18 và 2 · 17 = 34

Tổng 2 phần bất kì trong nhóm 1 và nhóm 2 nằm giữa 33 + 1025 = 1058 và 46 + 2001 = 2047

Tổng 2 phần bất kì trong nhóm 2 và nhóm 3 nằm giữa 33 + 9 = 42 và 46 + 17 = 63

Tổng 2 phần bất kì trong nhóm 1và nhóm 3 nằm giữa 1025 + 9 = 1034 và 2001 + 17 = 2018

Vậy trong các tập con của S không có tập nào chứa hai phần tử có tổng là một lũy thừa của
2. Do đó minn = 999. ❒

Ví dụ 28 (IMO 1991). Xét tập S = {1; 2; . . . ; 280}. Tìm số nguyên dương n nhỏ nhất sao cho
n số bất kì lấy ra từ S có 5 số nguyên tố cùng nhau.

Lời giải. Đáp số là 217.

• Xét tập hợp A = {k ∈ S | k chia hết cho 2,3,5 hoặc 7}. Ta có

|A| =
[
280

2

]

+

[
280

3

]

+

[
280

5

]

+

[
280

7

]

−
[
280

6

]

−
[
280

10

]

−
[
280

14

]

−
[
280

15

]

−
[
280

21

]

−
[
280

35

]

+

[
280

30

]

+

[
280

42

]

+

[
280

70

]

+

[
280

105

]

−
[
280

210

]

= 216

và trong 5 phần tử bất kì của A luôn có hai số có ước chung lớn hơn 1. Do đó n > 216.

• Xét tập con T ⊂ S; |T | = 217. Ta sẽ chứng minh T chứa 5 phần tử nguyên tố với nhau
từng đôi một. Đặt

B1 = A \ {2; 3; 5; 7}

B2 =
{
112, 11 · 13; 11 · 17; 11 · 19; 11 · 23; 13 · 17; 13 · 19

}

P = S \ (B1 ∪ B2)
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Khi đó ta có |P | = |S| − |B1| − |B2| = 60 và P là hợp của 1 và tất cả các số nguyên tố
trong S.
Nếu |T ∩ P | > 5 thì ta có điều cần chứng minh.
Nếu |T ∩ P | < 5, ta có |T ∩ (S \ P )| > 217− 4 = 213.
Do đó tập hợp các số nguyên tố trong S có nhiều nhất 280−213−60 = 7 số không thuộc
T . Xét các tập hợp M1 = {2 · 23; 3 · 19; 5 · 17; 7 · 13; 11 · 17}
M2 = {2 · 29; 3 · 23; 5 · 19; 7 · 17; 11 · 13}
M3 = {2 · 31; 3 · 29; 5 · 23; 7 · 19; 11 · 17}
M4 = {2 · 37; 3 · 31; 5 · 23; 7 · 19; 11 · 17}
M5 = {2 · 41; 3 · 37; 5 · 29; 7 · 29; 11 · 23}
M6 = {2 · 43; 3 · 41; 5 · 37; 7 · 31; 13 · 17}
M7 = {2 · 47; 3 · 43; 5 · 41; 7 · 37; 13 · 19}
M8 = {22; 32; 52; 72; 132}
Ta có Mi ⊂ S \ P và các phần tử của Mi nguyên tố cùng nhau. Tồn tại j để Mj ⊂ T .

Vậy minn = 217. ❒

Ví dụ 29. Tìm số nguyên dương k nhỏ nhất sao cho mọi tập con k phần tử của tập {1; 2; . . . ; 50}
đều có chứa 2 phần tử phân biệt a và b sao cho a2 + b2 là số chính phương.

Phân tích. Gọi (a, b) là một cặp Pythagore nếu a2+ b2 là số chính phương. Biểu diễn số trong
tập {1; 2; . . . ; 50} trên một graph, các số trong một cặp Pythagore thì được nối với nhau bằng
một đoạn thẳng, các số không cùng nằm trong một cặp Pythagore nào thì không được nối với
nhau.
Đầu tiên ta xây dựng tập B gồm ít phần tử nhất sao cho trong tập C = S \ B không có bộ
Pythagore nào. Muốn vậy trên graph B phải là các đỉnh sao cho khi xóa các đỉnh này và tất
cả các đỉnh được nối từ nó thì graph không còn cạnh nào nữa. Ta chọn các điểm thuộc B
như sau: (3;4); (33;44) là 2 đoạn thẳng riêng rẽ nên ta chọn B ⊃ {3; 33} (hoặc B ⊃ {3; 44}
hoặcB ⊃ {20; 28} hoặc B ⊃ {4; 44} đều được) và xóa các đoạn đó đi.
Các đoạn thẳng có một đầu là đỉnh đơn thì đỉnh kia (không đơn) phải thuộc B nên B ⊃
{8; 12; 24; 36; 40; 48}. Xóa chúng và các cạnh nối với chúng. Cặp (16; 30) riêng lẻ nên ta chọn
B ⊃ {16} (hoặc B ⊃ {30}). Cuối cùng B ⊃ {20, 28}. Lúc này graph đã bị xóa hết.
Vậy ta có B = {3; 33; 12; 24; 8; 36; 40; 48; 16; 20; 28}.
Tiếp theo ta sẽ chỉ ra 11 bộ Pythagore rời nhau, trong graph các cặp này chính là các đoạn
thẳng rời nhau.
Muốn chọn đủ 11 cặp ta phải chọn được nhiều đoạn nhất.
Trước hết ta chọn 2 căp (3; 4) và (33; 44).
Tiếp đến ta chọn các cặp sau (5; 12); (7; 24); (6; 8); (27; 36); (40; 42); (48; 14); (16; 30) và chọn hai
trong 4 cặp (42; 58); (28; 21); (21; 20); (20; 15). Như vậy 11 cặp Pythagore rời nhau đã được xác
định.

Lời giải. Trước hết ta liệt kê tất cả các cặp Pythagore:
(3; 4); (6; 8); (9; 12); (12; 16); (15; 20); (18; 24); (21; 28); (24; 32); (27; 36);

(30; 40); (33; 44); (36; 48); (8; 15); (16; 30); (24; 45); (12; 35); (5; 12);
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(10; 24); (15; 36); (20; 48); (20; 21); (40; 42); (28; 45); (7; 24); (14; 48); (9; 40)

Xét B = {3; 8; 12; 16; 20; 24; 28; 33; 36; 40; 48}.
Dễ thấy mỗi cặp Pythagore đều có ít nhất một phần tử thuộc tập B nên C = S \ B là tập
không chứa bất kì 1 cặp Pythagore nào. Vậy k > |C| = 39.
Xét 11 cặp số Pythagore rời nhau sau:
(3; 4); (33; 44); (5; 12); (7; 24); (6; 8); (27; 36); (40; 42); (48; 14); (16; 30); (45; 28); (21; 20).Vì mọi tập
con chứa k phần tử của S phải chứa ít nhất một cặp Pythagore ở trên nên min k = 40.Vậy
min k = 40. ❒

Nhận xét : Từ bài toán này ta nghĩ đến một bài toán khác có ý tưởng tương tự nhưng việc
tìm tập B và các bộ rời nhau sẽ khó khăn hơn. ❒

Ví dụ 30. Tìm số nguyên dương k nhỏ nhất sao cho trong k phần tử tùy ý của tập {1; 2; . . . ; 50}
luôn chứa 3 số là độ dài 3 cạnh của một tam giác vuông.

Một bộ 3 số thuộc tập {1; 2; . . . ; 50} được gọi là bộ 3 số Pythagore nếu 3 số đó là độ dài 3 cạnh
tam giác vuông.
Có 15 bộ 3 số Pythagore sau:
{3; 4; 5}, {6; 8; 10}, {9; 12; 15}, {12; 16; 20}, {15; 20; 25},
{18; 24; 30}, {21; 28; 35}, {24; 32; 40}, {27; 36; 45}, {8; 15; 17}
{16; 30; 34}, {5; 12; 13}, {10; 24; 26}, {15; 36; 39}, {30; 40; 50}
Xét tập B = {5; 8; 9; 16; 20; 24; 35; 36; 50}.
Dễ thấy mọi bộ 3 số Pythagore đều có ít nhất một số thuộc tập B nên C = A \B không chứa
bộ 3 số Pythagore nào. Do đó k > |C| = 41.

Xét 9 bộ 3 số Pythagore rời nhau sau:
{3; 4; 5}, {6; 8; 10}, {12; 35; 37}, {27; 36; 45}, {9; 40; 41}
{20; 21; 29}, {14; 48; 50}, {16; 30; 34}, {7; 24; 25}
Bất cứ tập con 42 phần tử nào của A cũng phải chứa ít nhất một bộ 3 số Pythagore trong 9
bộ trên. Vậy min k = 42. ❒

Ví dụ 31. Cho X = {1; 2; . . . ; 15}. M là tập con của X sao cho tích của 3 phần tử khác nhau
của M đều không là số chính phương. Tìm max |M |.

Lời giải. Gọi bộ 3 số thuộc X có tích là số chính phương là một bộ tốt.
Ta chứng minh với mọi tập con T của X mà |T | = 11 thì trong T luôn tồn tại một bộ tốt.
Thật vậy:
Các bộ tốt gồm:
Loại 1 (chứa 2): (2; 1; 8); (2; 3; 6). . .
Loại 2 (chứa 3, không chứa 2)
Loại 3 (chứa 8, không chứa 2, 3)
Loại 4 (chứa 15, không chứa 2, 3, 8)
Loại 5 (các bộ còn lại)
Trường hợp xấu nhất để T không chứa bộ tốt nào là 4 số không thuộc T phải tham gia vào
nhiều bộ tốt nhất.
Để trường hợp xấu nhất xảy ra, ta chọn 4 số không thuộc T là 2; 3; 4; 15 nhưng vẫn còn một
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tập loại 5. Do đó |M | < 11. Khi |M | = 10 ta có tập sau : M = {1; 5; 6; 7; 9; 10; 11; 13; 14; 15}.
Vậy max |M | = 10. ❒

Ví dụ 32 (THTT, Hello IMO 2007). Một lớp có 15 học sinh nam và 15 học sinh nữ. Vào ngày
8/3 có một số nam sinh gọi điện đến chúc mừng một số nữ sinh. Biết rằng ta có thể phân chia
tất cả học sinh của lớp một cách duy nhất thành 15 cặp sao cho mỗi cặp đều gồm một nữ sinh
và một nam sinh mà nam sinh đó đã gọi điện thoại chúc mừng.
Hỏi có tối đa bao nhiêu cuộc điện thoại đã được gọi?

Lời giải. Giả sử 15 bạn nam là a1, a2, . . . , a15 và 15 bạn nữ là b1, b2, . . . , b15, cách ghép cặp
duy nhất là (ai; bi), (1 6 i 6 15).

Với mỗi cuộc gọi (ai; bj), (i 6= j; 1 6 i, j) ta cho ứng với một tập con gồm hai phần tử {i; j}.
Dễ thấy ứng với mỗi tập con hai phần tử {i; j} này có hai cuộc gọi (ai; bj) và (aj; bi) thì ta có
cách ghép cặp thứ 2 {(ak; bk) | k 6= i, k 6= j} ∪ {(ai; bj); (aj; bi)} (mâu thuẫn).
Do đó số cuộc gọi không vượt quá 15 + C2

15 = 120. Cách gọi thoả mãn điều kiện bài toán là
người ai chỉ gọi cho đúng i người b1, b2, . . . , bi. Vậy có tối đa 120 cuộc gọi. ❒
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MỘT SỐ BÀI TOÁN TỔ HỢP ĐIỂN HÌNH
VỀ BÀN CỜ
Nguyễn Việt Dũng1

Tổ hợp bàn cờ bao gồm các bài toán hay và khó. Bài viết này thông qua một số bài toán điển
hình nhằm giúp cho bạn đọc có nhìn tổng quan và phương hướng giải quyết khi gặp các bài
toán bàn cờ dạng này.

Bài toán 1.

(a) Tìm số lớn nhất các quân xe có thể đặt trên bàn cờ n× n để sao cho không có hai quân
nào tấn công lẫn nhau? Và có bao nhiêu cách đặt thỏa mãn với số lượng quân xe đó?

(b) Tìm số nhỏ nhất các quân xe có thể sắp xếp trên một bàn cờ n×n sao cho bất kì ô vuông
nào trên bàn cờ đều bị khống chế bởi ít nhất một quân xe trong số chúng? Có bao nhiêu
cách xếp thỏa mãn với số lượng quân xe đó?

Lời giải. (a) Do không có quân xe nào trên bàn cờ tấn công quân khác nên điều kiện cần và
đủ là không có hai quân nào nằm trên cùng hàng hoặc cùng cột. Do đó tổng số các quân xe
không vượt quá n. Ta chỉ ra cách đặt n quân thỏa mãn điều kiện bài toán là đặt n quân xe
trên đường chéo chính của bàn cờ.
Chúng ta sẽ xác định số cách sắp xếp n quân xe thỏa mãn điều kiện bài toán. Trước hết chúng
ta gọi quân xe ở cột đầu tiên là quân xe đầu tiên, quân xe ở cột thứ 2 là quân xe thứ 2,. . . và
quân xe ở cột thứ n là quân xe thứ n. Quân xe đầu tiên có thể di chuyển trong n ô. Với bất kì
cách đặt quân xe đầu tiễn ở hàng nào thì còn lại n − 1 hàng để các quân xe còn lại có thể di
chuyển. Hay quân xe thứ 2 có thể di chuyển trong n − 1 hàng. Và các quân xe còn lại có khả
năng di chuyển trong n− 2 hàng. . . Cuối cùng chỉ có duy nhất một hàng cho quân xe thứ n có
thể đặt. Theo quy tắc nhân, số cách đặt n quân xe thỏa mãn bài ra là n(n−1)(n−2) · · · 1 = n!

cách đặt khác nhau.

(b) Rõ ràng không thể dùng ít hơn n quân xe để đặt lên bàn cờ n× n thỏa mãn bài ra vì trái
lại dùng ít hơn n quân thì sẽ có một cột và một hàng không chứa quân xe nào, khi đó ô giao
nhau của cột và hàng đó không bị kiểm soát bởi bất kì quân xe nào. Mặt khác, rõ ràng có thể
đặt n quân xe trên bàn cờ thỏa mãn bài toán nên n là số nhỏ nhất thỏa mãn bài ra.
Nếu n quân xe trên bàn cờ n× n kiểm soát mọi ô vuông trên bàn cờ thì có hoặc một quân xe
trên mỗi cột hoặc một quân xe trên mỗi hàng. Ngược lại nếu có một quân xe trên mỗi hàng
hoặc một quân xe trên mỗi cột thì chúng sẽ kiểm soát cả bàn cờ. Số các cách sắp xếp n quân xe
trên mỗi cột là nn (mỗi quân có thể đặt trên n hàng). Tương tự có nn cách sắp xếp các quân

1Lớp 12A1, THPT chuyên ĐHKHTN - ĐHQGHN.
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xe để mỗi hàng chứa một quân xe. Mặt khác ở hai cách xếp trên bị trùng nhau n! cách (xem
câu a) nên đáp số là 2nn − n!. ❒

Bài toán 2.

(a) Tìm số lớn nhất các quân tượng có thể sắp xếp trên bàn cờ 8× 8 sao cho không có quân
nào tấn công quân khác? Giải bài toán với bàn cờ n× n?

(b) Tìm số nhỏ nhất các quân tượng có thể sắp xếp trên một bàn cờ 8 × 8 sao cho bất kì
ô vuông nào trên bàn cờ đều bị khống chế bởi ít nhất một quân tượng trong số chúng?
Giải bài toán với bàn cờ n× n?

Lời giải. (a) Xét các đường chéo đi từ góc dưới bên trái lên góc trên bên phải (để gọn hơn
ta gọi các đường chéo này là các đường chéo dương). Có tất cả 15 đường chéo như vậy (hình
minh họa). Nếu không có hai quân tượng nào tấn công lẫn nhau thì không thể có hơn một
quân cùng nằm trên một đường chéo. Do đó tổng số quân tượng không thể lớn hơn 15. Nhưng
không thể đặt tất cả 15 quân trên bàn cờ vì quân đầu tiên và quân cuối cùng cùng nằm trên
một hàng. Do đó, nhiều nhất 14 quân tượng có thể xếp trên bàn cờ thỏa mãn. Ta chỉ ra cách
xếp thỏa mãn trong trường hợp 14 quân tượng như hình sau

Tổng quát cho bàn cờ n × n, với cách lập luận tương tự ta nhận được số lớn nhất các quân
tượng có thể đặt là 2n− 2.

(b) Chúng ta sẽ chứng tỏ rằng cần ít nhất 8 quân tượng để sắp xếp trên bàn cờ 8 × 8 thỏa
mãn. Để làm điều này chúng ta tô màu xen kẽ các ô bàn cờ và chứng tỏ phải có ít nhất 4 quân
tượng trên mỗi màu. Quy ước quân tượng chiếm giữ ô đen là quân tượng đen và quân tượng
chiếm giữ ô trắng là quân tượng trắng. Nếu các hình vuông đen được quay một góc 45◦ theo
chiều ngược chiều kim đồng hồ như hình sau



167

Để thuận tiện, ta thay đổi thành hình sau

Khi đó các quân tượng có thể di chuyển ngang và dọc như các quân xe. Bây giờ chúng ta thấy
rằng cần ít nhất 4 quân xe để đặt vào các hình vuông trong hình trên vì nó chứa hình vuông
4× 4 (in đậm). Do đó chúng ta cần ít nhất 4 quân tượng đen, và tương tự cần ít nhất 4 quân
tượng trắng. Mặt khác, chúng ta chỉ ra cách xếp thỏa mãn cho 8 quân tượng như trong hình
sau

Giải bài toán với bàn cờ n× n.
Tổng quát hơn, với n = 2k thì chúng ta có thể chứng minh rằng cần ít nhất n quân tượng để
đặt vào bàn cờ n × n. Bằng cách quay một góc 45◦ các ô vuông màu đen và chuyển các quân
tượng thành các quân xe, khi đó sẽ có một ô vuông k × k chứa trong hình mới.
Từ đó cần ít nhất k quân tượng đen, và tương tự cần ít nhất k quân tượng trắng. Tổng số quân
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tượng ít nhất là k + k = n.
Mặt khác n quân tượng để xếp trên bàn cờ thỏa mãn bài ra vì chúng ta có thể đặt trên cùng
một cột. Khi đó mỗi ô vuông bị khống chế bởi ít nhất một quân tượng.
Trong trường hợp n lẻ, vị trí các quân cờ được đặt khác một chút vì số ô đen khác với số ô
trắng. Tuy nhiên ta vẫn có thể giải tương tự như trong trường hợp bàn cờ 8× 8. Một cách đặt
thỏa mãn là đặt các quân cờ trên cùng một cột của bàn cờ.
Tương tự như trên, quay bàn cờ một góc 45◦, ta thu được hai hình tương ứng với các ô màu
đen và các ô màu trắng. Trong đó hình tương ứng với các ô đen chứa hình vuông 4× 4 và hình
tương ứng với các ô trắng chứa hình vuông 5× 5. Do đó chúng ta cần ít nhất 4 + 5 = 9 quân
tượng để đặt lên bàn cờ. Với số quân này có cách xếp thỏa mãn như trên.
Tổng quát, nếu n = 2k + 1 là số lẻ bất kì thì với cách chứng minh tương tự thì có tổng số
k+ (k+ 1) = n quân tượng cần dùng, bởi vì có thể biến đổi các ô trắng thành hình chứa bảng
(k + 1) × (k + 1) (do ô trắng nằm ở góc nên sẽ nhiều hơn ô đen) và hình chứa bảng k × k ô
đen. Ta có thể chỉ ra trường hợp như vậy bằng cách đặt các quân tượng vào đường chéo chính
giữa. ❒

Bài toán 3. Chứng minh rằng với n chẵn, các số sau là các số chính phương

(a) Số các cách sắp xếp khác nhau các quân tượng trên bàn cờ n×n để không có quân tượng
nào tấn công quân khác và số lớn nhất các quân tượng có thể được sử dụng.

(b) Số các cách sắp xếp khác nhau các quân tượng trên bàn cờ n× n để mỗi ô vuông đều bị
kiểm soát bởi ít nhất một quân tượng và số nhỏ nhất các quân tượng được sử dụng.

Lời giải. (a) Bởi vì các quân tượng chỉ kiểm soát hoặc các ô màu trắng hoặc các ô màu đen.
Bài toán về việc xây dựng cách xếp lớn nhất các quân tượng đề không có hai quân nào tấn
công lẫn nhau có thể phân hoạch bàn cờ thành hai phần không phụ thuộc vào nhau; xây dựng
cách xếp nhiều nhất các quân tượng trắng (đen) để không có hai quân nào tấn công lẫn nhau.
Theo giả thiết thì n chẵn nên các ô đen trên bàn cờ có thể chuyển thành các ô trắng bởi phép
quay 90◦. Do đó số các quân tượng trắng trong cách xếp lớn nhất bằng số quân tượng đen
trong cách xếp lớn nhất và chúng tương đương nhau về cách xếp.
Bởi vì tổng số quân tượng là 2n− 2 (theo bài 2) nên mỗi màu có n− 1 quân. Chúng ta nhận
được số cách xếp thỏa mãn của 2n − 2 quân tượng trên bảng bởi số cách xếp thỏa mãn của
n− 1 quân tượng đen và cách xếp thỏa mãn của n− 1 quân tượng trắng. Theo quy tắc nhân
suy ra tổng số cách xếp thỏa mãn là bình phương số cách xếp của n− 1 quân tượng mỗi màu.

(b) Lời giải tương tự phần a. ❒

Bài toán 4. Chứng minh rằng trong cách sắp xếp các quân tượng thỏa mãn giả thiết bài 3a,
tất cả các quân tượng đều nằm ở các hàng ngoài cùng và các cột ngoài cùng của bàn cờ.

Lời giải. Trước hết theo bài 3a ta có cách sắp xếp để 2n− 2 quân tượng trên bảng n× n mà
không có 2 quân nào tấn công lẫn nhau.
Trên mỗi ô vuông của bảng ta viết số các quân tượng kiểm soát nó. Một ô vuông bị kiểm soát
bởi một quân tượng được đánh dấu bởi số 1 (quy ước mỗi quân tượng kiểm soát chính nó).
Không có hình vuông nào được đánh dấu bởi 0, bởi vì nếu có hình vuông như thế chúng ta có
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thể đặt một quân tượng mới vào nó mà không tấn công quân khác, điều này mâu thuẫn với
tính lớn nhất của cách xếp đã cho.
Các ô vuông ở góc được đánh dấu bởi 1 bởi vì chỉ có một đường chéo đi qua nên chỉ có một
quân tượng kiểm soát nó. Các ô không ở góc được đánh dấu bởi hoặc 1 hoặc 2, bởi vì mỗi ô
chỉ có hai đường chéo đi qua và có nhiều nhất một quân tượng trên mỗi đường chéo này. Trên
4 góc của bàn cờ, ít nhất hai ô không được đặt quân tượng nào vì nếu có nhiều hơn hai ô được
đặt thì sẽ có hai quân tượng cùng nằm trên một đường chéo và chúng tấn công lẫn nhau.
Do đó có ít nhất 2n ô vuông được đánh dấu bởi 1 (2n ô vuông này gồm các ô được đặt tượng
và các góc không được đặt tượng). Đặt S là tổng tất cả các số được viết trên bàn cờ. Bởi vì
có ít nhất 2n phần tử cộng thêm vào S 1 đơn vị và n2 − 2n phần tử cộng thêm vào S ít nhất
2 đơn vị nên ta có

S 6 2n+ 2(n2 − 2n) = n(2n− 2) (1)

Bây giờ giả sử rằng trong cách xếp đã cho có B quân tượng trên biên và I quân tượng ở phía
bên trong của bảng (do đó B + I = 2n − 2). Một quân tượng trên biên luôn kiểm soát chính
xác n ô vuông (bao gồm cả chính nó). Ví dụ, nếu một quân tượng nằm trên một ô vuông trên
hàng đầu tiên hoặc hàng cuối cùng, nó sẽ kiểm soát chính xác một ô vuông trên một cột. Mặt
khác, một quân tượng trên một ô vuông nằm phía trong sẽ kiểm soát ít nhất n + 1 ô vuông.
Nhưng khi một quân tượng kiểm soát một ô vuông thì nó thêm một đơn vị vào số được viết
trên ô vuông đó. Khi đó, chúng ta có:

S > nB + (n+ 1)I = n(B + I) + I = n(2n− 2) + I

Kết hợp với (1) suy ra n(2n− 2) + I 6 n(2n− 2).
Suy ra I 6 0. Mà ta luôn có I > 0. Vậy I = 0 chứng tỏ tất cả các quân tượng ở biên. ❒

Bài toán 5. Có bao nhiêu cách xếp 8 con xe lên bàn cờ vua sao cho không có con xe nào nằm
trên đường chéo chính (đường chéo nối góc trên bên trái và góc dưới bên phải) và không có
con nào ăn con nào?

Lời giải. 2 Kí hiệu un là số cách xếp các quân xe thỏa đề bài ứng với bàn cờ n× n. Gọi con
xe ở hàng thứ i là Xi.
Xét bàn cờ n × n.Không giảm tổng quát, có thể giả sử X1 nằm ở ô B1 (sau cùng sẽ nhân
n− 1lên).

• Nếu X2 nằm ở A2 : Ta có thể xóa đi (không quan tâm đến) hàng 1, 2 và cột A, B. Phần
còn lại của bảng có số cách xếp quân xe là un−2.

• Nếu X2 nằm ở các ô còn lại (tức là khác A2, B2), ta có thể xóa đi hàng 1 và cột B, sau
đó tịnh tiến cột A lại tạo thành một bàn cờ mới với yêu cầu xếp các quân xe vẫn như cũ.
Vậy số cách xếp là un−1.

Rõ ràng, với cách giải quyết bài toán bằng tịnh tiến bàn cờ như vậy thì dù X1 nằm ở đâu ta
cũng chỉ có hai trường hợp của các quân xe như trên, và kết quả cũng tương tự. Do đó có thể

2Của bạn Nguyễn Hưng,Trường THPT Nguyễn Thượng Hiền, TP.HCM.
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giả sử như trên.
Vậy un = (n− 1)un−1 + (n− 1)un−2 với u1 = 0, u2 = 1. Ta cần tính u8.
Ta tính được u3 = 2, u4 = 3(2 + 1) = 9, u5 = 4(u4 + u3) = 44, u6 = 5(u5 + u4) = 265,
u7 = 6(u6 + u5) = 1854, u8 = 7(u7 + u6) = 14833. ❒

Để hiểu rõ hơn, sau đây là một số bài tập các bạn tự luyện.

Bài tập 1. Xác định số các cách sắp xếp các quân tượng và số nhỏ nhất các quân tượng được
sử dụng để bất kì ô vuông nào đều bị kiểm soát bởi ít nhất một con tượng

(a) Trên bàn cờ 8× 8.

(b) Trên bàn cờ 9× 9.

(c) Trên bàn cờ 10× 10.

(d) Trên bàn cờ n× n.

Bài tập 2. Tìm số lớn nhất các quân vua có thể sắp xếp để không có hai quân nào tấn công
lẫn nhau

(a) Trên bàn cờ 8× 8.

(b) Trên bàn cờ n× n.

Bài tập 3. Tìm số nhỏ nhất các quân vua có thể sắp xếp để bất kì ô vuông nào đều bị kiểm
soát bởi ít nhất một quân vua

(a) Trên bàn cờ 8× 8.

(b) Trên bàn cờ n× n.

Bài tập 4. Tìm số lớn nhất các quân hậu có thể sắp xếp để không có hai quân nào tấn công
lẫn nhau

(a) Trên bàn cờ 8× 8.

(b) Trên bàn cờ n× n.

Bài tập 5.

(a) Tìm số lớn nhất các quân mã có thể sắp xếp trên bàn cờ 8× 8 để không có hai quân nào
tấn công lẫn nhau.

(b) Xác định số các cách sắp xếp các quân mã trên bàn cờ 8 × 8 để không có hai quân nào
tấn công lẫn nhau và số lớn nhất các quân mã có thể được sử dụng..
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SỐ STIRLING LOẠI HAI
Hoàng Minh Quân1

Các kí hiệu sử dụng trong chuyên đề

1. [x]0 = 1, [x]n = x(x− 1)(x− 2) · · · (x− n+ 1) với n = 1, 2, 3, . . .

2. [x]0 = 1, [x]n = x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n+ 1) với n = 1, 2, 3, . . .

1. Định nghĩa

Trước khi đến định nghĩa chúng ta bắt đầu với ví dụ sau:

Ví dụ 1. Hãy chỉ ra rằng có 7 cách phân hoạch tập hợp {1, 2, 3, 4} gồm 4 phần tử thành hai
tập con khác rỗng.

Lời giải. Chúng ta sẽ chỉ ra có 7 cách phân hoạch thỏa mãn đề bài:
{1}∪{2, 3, 4}, {2}∪{1, 3, 4}, {3}∪{1, 2, 4}, {4}∪{1, 2, 3}, {1, 2}∪{3, 4}, {1, 3}∪{2, 4}, {1, 4}∪
{2, 3}. ❒

Định nghĩa 1. Số phân hoạch tập hợp n phần tử thành k khối không rỗng (partittions in k

blocks) gọi là số Stirling loại II, kí hiệu
{
n
k

}
.

Nói cách khác, số Stirling loại 2 là số cách phân phối n quả bóng phân biệt vào k hộp giống
nhau mà không có hộp nào rỗng.

Điều khó khăn đối với chúng ta là đi tìm công thức tổng quát cho số Stirling loại 2. Bài viết
sau sẽ chỉ ra một số cách chứng minh và các vấn đề liên quan đến số Stirling loại 2.

Mệnh đề 1. Số toàn ánh từ tập n phần tử vào tập k phần tử bằng k!
{
n
k

}
.

Chứng minh. Lấy các tập hợp X = {x1, x2, . . . , xk} và Y = {y1, y2, . . . , yk}.
Ta biết rằng mỗi cách phân hoạch một tập hợp tương ứng 1-1 với một quan hệ tương đương
trên tập hợp đó. Có k! toàn ánh 1-1 như vậy và theo định nghĩa có

{
n
k

}
cách phân chia tập X.

Do đó ta có số toàn ánh từ tập n phần tử vào tập k phần tử bằng k!
{
n
k

}
. ❒

2. Công thức tính số Stirling

Định lý 1. Số Stirling loại 2 được tính theo công thức sau :
{
n

k

}

=
1

k!

k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

)

in

1Giáo viên trường THPT Ngọc Tảo, Hà Nội.
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Chứng minh. (i) Cách 1. Gọi N và K là hai tập hợp với |N | = n, |K| = k. H là tập con của
K và f(H) là số ánh xạ từ N tới K \H.
Thay i = k − j và áp dụng nguyên lí bù trừ, ta có:

k!

{
n

k

}

= #{f : N → K | f là toàn ánh}

=
∑

H⊆K

(−1)|H| f(H)

=
k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

(k − j)n

=
k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

)

(i)n

(ii) Cách 2. Áp dụng hàm sinh lũy thừa cho số Stirling loại 2:

Gk(x) =
+∞∑

n=k

{
n

k

}
xn

n!
=

(ex − 1)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

Ta có
+∞∑

n=k

{
n

k

}
xn

n!
=

1

k!

k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

)

eix

=
1

k!

k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

) +∞∑

n=0

in
xn

n!

=
+∞∑

n=0

{

1

k!

k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

)

in

}

xn

n!

❒

Một số giá trị của số Stirling loại 2

{
n

k

}

=


















1

1 1

1 3 1

1 7 6 1

1 15 25 10 1

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .


















3. Một số bài toán về số Stirling loại 2

Bài toán 1. Chứng minh rằng
{
n

k

}

= k

{
n− 1

k

}

+

{
n− 1

k − 1

}
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Lời giải. Kí hiệu [n] là tập gồm n phần tử.
Với mỗi cách phân hoạch [n] thành k khối ta đều thu được từ một phân hoạch [n− 1] thành k
khối bằng cách bổ sung phần tử n vào một trong k khối (điều này có k cách thực hiện) hoặc
thu được từ một phân hoạch [n − 1] thành k − 1 khối bằng cách bổ sung một khối mới {n}.
Từ đó ta có

{
n
k

}
= k
{
n−1
k

}
+
{
n−1
k−1

}
. ❒

Bài toán 2. Chứng minh rằng
n∑

k=1

{
n

k

}

x(x− 1)(x− 2) · · · (x− k + 1) = xn

Lời giải.

xn = #{f : N → X}

=
n∑

k=0

#{N → X : |f(N)| = k}

=
n∑

k=0

(
x

k

)

k!

{
n

k

}

=
n∑

k=1

{
n

k

}

x(x− 1)(x− 2) · · · (x− k + 1)

Chẳng hạn với n = 3 ta có
{
3

1

}

· x+
{
3

2

}

· x(x− 1) +

{
3

3

}

· x(x− 1)(x− 2) = 1 · x+ 3(x2 − x) + 1(x3 − 3x2 + 2x)

= x3

❒

Bài toán 3. Chứng minh rằng với n > 2, ta có
{
n

2

}

= 2n−1 − 1

Lời giải. Ý tưởng : Đây là một đẳng thức chứa biến n. Đối với nhưng bài toán chứa một biến
n chúng ta thường chứng minh bằng phương pháp quy nạp. Cụ thể bài này ta làm như sau:
Với n = 2 ta có:

{
2
2

}
= 1, 21 − 1 = 1 vậy

{
2
2

}
= 21 − 1 (đúng)

Giả sử đẳng thức đúng với n = k > 2, tức là
{
k
2

}
= 2k−1 − 1, ta chứng minh đẳng thức đúng

với n = k + 1 , thật vậy:
{
k + 1

2

}

=

{
k

1

}

+ 2

{
k

2

}

(theo bài toán 1)

= 1 + 2(2k−1 − 1)

= 1 + 2k − 2 = 2(k+1)−1 − 1

Vậy bài toán được chứng minh. ❒

Bài toán 4. Chứng minh đẳng thức về hàm sinh lũy thừa cho số Stirling loại 2 :

fk(u) =
+∞∑

n=k

{
n

k

}
un

n!
=

(eu − 1)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . .
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Lời giải. Từ tính chất tn =
n∑

k=0

{
n
k

}
[t]k, n = 0, 1, 2..., áp dụng công thức nhị thức Newton ta

xây dựng được hàm sinh

f(t, u) =
∞∑

n=0

n∑

k=0

{
n

k

}

[t]k
un

n!
= etu

Ta có

f(t, u) =
∞∑

k=0

∞∑

n=k

{
n

k

}
un

n!
[t]k =

∞∑

k=0

fk(u)[t]k (1)

Mặt khác ta có

f(t, u) = [1 + (eu − 1)]t =
∞∑

k=0

(
t

k

)

(eu − 1)k =
∞∑

k=0

(eu − 1)k

k!
[t]k (2)

Từ (1) và (2) ta suy ra

fk(u) =
+∞∑

n=k

{
n

k

}
un

n!
=

(eu − 1)k

k!

❒

Bài toán 5. Chứng minh rằng số Stirling loại 2 với k = 0, 1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . . được biểu
diễn dưới dạng sau:

{
n+ 1

k + 1

}

=
n∑

r=k

(
n

r

){
r

k

}

Lời giải. Từ công thức tn =
n∑

k=0

{
n
k

}
[t]k, n = 0, 1, 2, . . . (∗) và từ

{
n+1
0

}
= 0 ta có

n∑

k=0

{
n+ 1

k + 1

}

[t+ 1]k+1 = (t+ 1)n+1

Mặt khác lại có [t+ 1]k+1 = (t+ 1)[t]k

Do đó ta có
n∑

k=0

{
n+ 1

k + 1

}

[t]k = (t+ 1)n

Áp dụng công thức nhị thức Newton và từ (∗) ta có:

n∑

k=0

{
n+ 1

k + 1

}

[t]k = (t+ 1)n =
n∑

r=0

(
n

r

) r∑

k=0

{
r

k

}

[t]k

=
n∑

k=0

(
n∑

r=k

(
n

r

){
r

k

})

[t]k

Vậy
{
n+ 1

k + 1

}

=
n∑

r=k

(
n

r

){
r

k

}

❒
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