Bat bién, don bién va tng dung

Tran Nam Ding

Tt cd réi sé dé; thay, chi Tinh yeu va Niém tin I3 mai mdi

Bét bién 13 mot trong nhing khéi niém trung tam cia todn hoc. N§ ¢4 mgt trong
hau hét cac linh vie cia Todn hoc: Dai s6, Hinh hoc, T6-po, Ly thuyét s6, Xac suét,
Phuong trinh vi phan A Chéng han, céc bat bién duge st dung trong viéc nghién city
cdc dd thi phing (dinh ly Kuratowsky), gidi tich ham (ching minh dinh ly vé diém b4t

S

dong Brawer hay chitng minh hinh ciy khong déng phai véi xuyén. Khé cé dinh Iy vé

ddi, nhung s& c6 mot bit bién khéc, d6 1a ty Ie gilta hai doan thing,

Mot vi du khéc v& bit bién: L&y m¢t s6 nguyen duong N (viét trong he thap phan).
Phép bién déi T bién N thanh téng cic chit 6 ctia V. Vidu: 1997 - 26 -8 g

A Vay c6 gi bat bién & day? C6 day, tat ca cic b N,T(N),T(T(N)),... A ddu c6 cung
s6 du khi chia cho 8. Pg chinh 1a b4t bién.

Xét bd sb nguyen duong (a, b, c). Phép bién d&; T bién (a, b, ¢) thanh (lbcl, |cal, |ab)).
Khi d6 c6 thé chitng minh dudc ring ham sb

S(a,b,¢c) =a+b+c
1a mot ham khéng tang, tic 1a mot don bién déi ve; phép bién déi T
Trong bai viét nay, chiing ta s& tim hidu va b4t bién, don bién va ing dung cia ching

trong viéc gidi cic bai toan Olympic. C6 hai may bai toén tdng quat thudng duge gidi
quyét bing bat bién va dgp bién:
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Bai 1. C6 mot tap hop cdc trang thdi Q va tdp hop cdc phép bién doi T ta Q vao Q. C6
hat trang thdi o va B thuoc Q. Héi ¢é thé dung hdu han cdc phép bién déi thuoc T dé
dua trang thdi o vé trang thdi § duoc khong?

Bai 2. C6 mot tap hop cdc trang thdi Q va tap hop cdc phép bidn doi T tu Quao Q. Cén
chiing minh rdng, bdt ddu tv mot trang thdi a bt ky, sau mot s6 hiw han cée phép bién
doi tu T, ta sé di dén trang thdi két thic (trong nhiéu truong hop, dé la trang thdi én
dinh, tic la sé khong tiép tuc thay doi khi tdc dong cdc phép bién ddi tu T, tinh hubng
T(8) =8 d trén day la mot vi du).

Bat bién va don bién s& gitp chiing ta gidi quyét céc tinh hubng cin ban nay. Tht
nhién, cdc tinh hubng 4p dung s& mudn hinh van trang, nhung ciing can cé nhitng kién
thitc co bédn va 16i tu duy chung dé tiép can céc vin da. Ching ta sé bdt didu bing mot
s6 vi du don gian. ’

1 Cac vi du mé dau

Vi du 1. Xét mot bdng vuong 4 x 4 6. Tai méi 6 cia bdng vuong cé chia didu + hodc
dau — . M&i mot lan thuc hién, cho phép doi ddu cia tét cd cic 6 tren cting mot hang
hodc cing mot cot. Gid st bdng vuong ban ddu 6 1 déu + va 15 déu — . Héi c6 thé
dua bdng ban dau vé bdng cé toan déu cong duge khong?

Cau trd 18 1a khong. Va 15i gidi kha don gian. Thay diu cong bing sb 1 va du trix
bang -1. Xét tich tit ci cic sb trén béng vuéng. Khi d6, qua mdi phép bién déi, tich
nay khong thay ddi (vi sé ddi ddu 4 sb). Vi vay, cho dir ta thuc hién bao nhiéu lan, tir
bédng vuéng (1, 15) s& chi dua vé cac bang vudng c6 s6 1& dau -, ¢6 nghia 13 khong thé
dua vé bang c6 toan diu cong.

"Vidu 2. Trén bing c6 cic sé 1/96,2/96,3/96, ...,96/96. M&i mot lan thuc hién, cho

phép zod di hai s6 a,b bdt ky trén bing va thay bing a + b2ab. Héi sau 95 lan thuc hien
phép zod, s6 con lai trén bing la s6 nao?

Toi rat thich vi du nay. Khi dat bai toan cho céc hoc sinh, ban no ciing lic diu 1@
ludi vi dé bai yéu ciu tinh todn qua nhidu. Hon nita, trong bai todn trén, thd tu thuc
hien cac phép toan lai khong dudc néi 5, tao ra mot tinh hudng gdn nhu khong thé xi
1y nédi.

Nhung chinh nhitng khé khan dé lai goi md ra cach giai. O day toi sé khéng trinh
bay cu thé cach phan tich dé tim ra huéng giai. Chi biét ring, khi lai gidi duge dua ra,
cac ban hoc sinh déu v6 cling bat ngd va thich thia. Cing tit sy thich tha nay, viéc dua
tiép céc vi du tiép theo duge dén tiép mot cach ndng nhist hon hin.

Sau day 1 18i giai d6.

Gid sit cac sb trén dang 1a a, az, ..., ag. Ta cho tuong ting bang nay véi

(2(11 - 1)(2&2 — 1)(2(1}C - 1)
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Khi d6, sau méi 1an bién déi, tich tren bi mét di hai thita s6 (2a — 1)(2b — 1) va duoe
thém vao thita sé
2(a+b~2ab)~ 1= —(2a - 1)(26 - 1).

Do d6 tich trén vin khéong déi (chi déi dau). Vi tich ban ddu bing 0 (do bang ban diu
c6 chita 56 48/96 = 1/2!) nén sb cudi cling s cling phai cho tich s bing 0, tic 13 251 = 0,
suy ra s = 1/2! That 4n tugng.

K&t qua khéng phu thudc vao thit tu thuc hieén (diéu nay c6 thé dy doan duge qua
cach dit cau héi & dé bai). Va 18i gidi méi ngdn gon lam sao! Khong cin mot tinh todn
nao.

Vi du 3. Cho 3 s6 nguyén khong am a,b,c bat ky. Mbi mot lan thuc hien, ta bidn bo

(a,b,c) thanh bj (|be], |cal, |ab]). Chiing minh ring sau mot sé hitu han céc phép bién
doi, ta thu dude b6 c6 chita sé 0.

Dit M = max{a,b, c}. Ta chiing minh rdng néu bo (a, b, c) khong chia sb 0 thi M
s& giam sau khi thyc hign phép bién déi. That vay, khong mét tinh tdng quét, gia st
az2b>c Khidétaco

lbe| < b < a, lc—al < a,|ab| < a,

suy ra
max{lbc|, |cal, |ab|} < a = max(a, b, c).

Nhu vay, néu ta chwa thu duge sé 0 thi M sé& nhé di it nhat mot don vi (do tinh chét

cia sb nguyén). Qué trinh nay khong thé kéo dai vo han. Vi thé, chic chin phai ¢6 lac
nao dé6 xuat hién sb 0.

Trong vi du trén, max{a, b, c} chinh 14 mét don bién. Day 1a mét phuong phép kha
higu qua dé chitng minh mot qud trinh 13 ding.

Chti y ring phuong phap nay thudng st dung céc tinh chit co ban sau day cta sb
nguyén:

i) m < mnsuyram < nl;
il) Mot tap con bat ky clia N déu c6 phin tit nhé nhét (tinh sip thi ty t6t).

Dé thiy r6 didu quan trong cia cc tinh chat xem chimg rat don gidn nay, ta sé dua
ra vi du cho thiy ring két luan & vi du 3 khong con ding néu q, b, ¢ khong con 14 sé
nguyen (hay ding hon, khong con 13 8 hitu ty).

That vay, goi o 14 nghiém dudng cla phuong trinh z2z1 = 0, Chon cécsba = a?, b =
a,c =1 thita co

lab] = 0® —a = (a - 1)q, lacf =®1 = (e~ 1)(a+1) = (a=1)a? |be|=a 1.

Suy ra bd s6 méi ty 1e véi bo sb ciy theo'ty 1& & — 1. V& nhu thé, sau n lin thuc hién, bo
80 ctia chiing ta s& 1a (a — 1)n(a?, a, 1), khong bao gio chia 0.
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Vi du 4. Trong quéc hoi Mg, méi mot nghi si cé khong qud 3 ké thu. Chung minh ring
¢6 thé chia qudc hoi thanh 2 vién sao cho trong mot vién, mé&i mot nghi si cé khong qud
mot ké thi.

bay ciing 1a mdt vi du ma t6i rét thich. C6 nhidu cach giai khic nhau nhung & day
ching ta sé trinh bay moét cach giai sit dung don bién. Y tudng tuy don gidn nhung c6
rdt nhiéu ing dung (trong nhiéu bai tosn phc tap hon).

Ta chia quéc hdi ra thanh 2 vién A, B mot cach tuy y. Véi moi vién A, B, ta goi
s(A), s(B) 1a tong cla tdng sb cdc k& thii cha mdi thanh vién tinh trong vién dé. Gia
st rang cach chia nay vin chua thod maén yéu cau, titc 1a vAn c6 mot nghi si nao d6 ¢6
nhiéu hon 1 ké thil trong vien cfia minh. Khong mét tinh tdng quat, gid st nghi si z
thudc A cé it nhdt 2 ké thii trong A. Khi d6 ta thuc hién phép bién déi sau: chuyén z
tit A sang B dé dugc céch chia méi 13 A = A\{z} va B = BU{z}. Vi z c6 it nhét 2
ké thl trong A vd A khéng con chia z nén ta cé

(trong tong méat di it nhat 2 cia s(z) va 2 clia céc ké thii cla x trong A).

Vi z c6 khong qua 3 ké thii va c6 it nhat 2 k& thii trong A nén z ¢6 nhidu nhit 1 ké
thu trong B (hay B), cho nén
s(B) < s(B) + 2.

Tt d6 s(A) + s(B)
legslants(A) + s(B)2.

Nhu vay néu (A, B) 1a mét cach chia chua thod man didy kién thi ta cé thé bién ddi
A, B dé c6 mot cach chia mdi c6 tong s(A) + s(B) nhé di it nhit 2 don vi. RS rang quéi
trinh nay khong thé thyc hien duge mai, c6 nghia la ton tai cdch chia (Ax, Bx) ma & do
khong ton tai nghi si ¢6 qua 1 k& thi trong vién clia minh, dé chinh 1a dpcm.

B4t bién ciing c6 thé xuit hién trong cac bai todn vé trd choi. Trd choi Nim.la mot
vi du dién hinh.

Vi du 5. C6 3 déng séi c6 k,m,n vién séi. Hai ngudi cing choi tro choi sau: Nguoi
thit mhat chon ra mot déng séi va bdc di mot sé séi tuy § (it nhdt la 1 vien s6i); sau dé
dén lugt ngui thit hai chon ra mét dong séi va bée di mot sé s6i tuy g (it nhat la 1 vién
§6%); v& ct nha thé tiép tuc. Ngudi nao dén luot mink khong thé béc duoc nita (tic la
khong con vién sdi ndo) sé la ngudi thua cude. Héi ai la ngudi cé chién thudt thing.

Y tudng cta 16i gidi bai todn nay la tim mét tinh chét cia bo (k,m,n) sao cho vdi
moi cich bdc séi thanh b (k,m,n), tinh chit nay sé bi mat di, nhung tit bo (k, m,n)
'khong c6 tinh chat nay, luon tim duoc mot cach bbe dé dura vé bd méi ¢6 tinh chét na

Gia sit ¢6 mot tinh chit nhu vay (gid st 1a T') va gid st b6 (0,0,0) c6 tinh chét 7.
Khi d6 ngudi di trudc sé théng cude néu bd (k,m,n) ban dau khong cé tinh chét T va
s€ thua cudc néu bd ban dau cé tinh chat T
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Ta sé quay lai 181 giai ctia bai todn ndy & phan sau, nhung truéc hét ta gidi thich vé
Otinh chit TO thong qua mét trudng hop don gidn cla bai todn Nim.

Cu thé, xét bai toan Nim trong trudng hop chi 6 hai déng séi. Khi d6 ta néj b
(m,n) c6 tinh chit T néu m = n. RG rang (0,0) c6 tinh chit T. Ty bs (m,n) c6 tinh
chét T (tic 12 m=n), véi moi cich béc 80l, ta déu pha di tinh chit T cia né, Ngugc lai,
v6i bd (m, n) khong c6 tinh chit T, ta ludn dua duge v& b cé tinh chit T bing cach
béc di |mn| vien séi & déng sbi c6 s6 s6i nhidu hon. Nhu thé tinh chdt T cla ching ta
thod méan yéu ciu dé bai. Va nhu thé, néu ban dau hai ddng s8i ¢6 sb sdi khac nhau th
ngudi thit nhat thing cude, con néu haj déng sbi ¢6 sb si gibng nhau thi ngudi thi haj
thing cudc.

Cudi ciing, ta xét dén mot ing dung ctia bt bién trong hinh hoc

Vi du 6. Ching minh ring trong mot da dién 163, luon tén tai it nhét 1 dinh la dinh
cla mot géc tam dién hodc it nhit mot mat la tam gidc.

Vi du nay hoi la so véi cac vi du trudc vi khéng c6 phép bién déi nio, Thuc ra, bat
bién khéng chi xuit hien & nhitng chd ¢6 c4c phép bidn ddi ma né con xult hién khi ta
xét mot 16p cac déi tugng thod man nhing tinh chat ndo d6. Vi du véi cie didm (z,y)
nam trén dudng tron don vi thi 22 + y2 1a mat bat bién. Con vé; mot da dién 16i bt ky
thi ta c6 céng thite Euler néi tiéng

VeE + F = 2,

trong d6 V' 1a s6 dinh, F 12 sé mit va E 13 s6 canh clia mot da dien 131 bét ky.
Ta s& dung cong thic nay dé gii bai tosn cla ching ta.

Gié stt nguge lai, tdn tai mot da didn ma khong ¢6 dinh nao 13 dinh ciia, mot géc
tam dién va khéng c6 mét nao la tam gidc. Khi d6, do mot mat sé c6 it nhit 4 canh vi

mot canh chf c6 thé 14 canh cfia haj mét nén ta cé F < E/2. Véi 1y luén tuong tu, ta

OV S E/2 VivayV 4+ FE < E/2+ E/2E = 0, mau thuin.

Cudi cuing, ching ta s& két thic phan vi du md diu béng phép chitng minh cong
thic Euler néu trén. Qua chitng minh nay c6 thé thdy sy xuat hién cia céc phép bién
déi. Phép chitng minh nay do Cauchy dua ra khi ong chi méi 20 tudi.

Remove one face of the polyhedron.

By pulling the edges of the missing face away from each other, deform all the rest
into a planar network of points and curves, as illustrated by the first of the three graphs

for the special case of the cube. (The assumption that the polyhedron is homeomorphic
to the sphere at the beginning is what makes this possible.) After this deformation, the

regular faces are generally not regular anymore O in fact, they are not even polygons.
However, the numbers of vertices, edges and faces remain the same as those of the given
polyhedron. (The removed face corresponds to the exterior of the network.)

If there is a face with more than three sides, draw a diagonal O that is, a curve
through the face connecting two vertices that aren’t connected yet. This adds one edge
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and one face and does not change the number of vertices, so it does not change the
quantity V' — E + F. Continue adding edges in this manner until all of the faces are
triangular.

Apply repeatedly either of the following two transformations:

1. Remove a triangle with only one edge adjacent to the exterior, as illustrated by
the second graph. This decreases the number of edges and faces by one each and does
not change the number of vertices, so it preserves V — E + F.

2. Remove a triangle with two edges shared by the exterior of the network, as illus-
trated by the third graph. Each triangle removal removes a vertex, two edges and one
face, so it preserves V — F + F.

Repeat these two steps, one after the other, until only one triangle remains.

At this point the lone triangle has V = 3, F =3, and F = 2 (counting the exterior),
so that V — E'+ F = 2. This equals the original V — E + F, since each transformation
step has preserved this quantity. Therefore at the start of the process it was true that
V — E + F = 2. This proves the theorem.

2 Béit bién va tung dung

Bay gid ta s& dua ra dinh nghia chit ché cho mot dang bat bién ma ta sé sit dung nhiéu
nht trong cac bai todn 4p dung, ciing nhu mét sé céc khai niém lién quan nhu quy dao,
bat bién toan ning, hé bit bién toan nang.

Dinh nghia 1. Cho Q la mgt tap hop cdc trang thdi. T la tap hop cdc phép bién doi tu
Q2 vao Q. Ham s6 f : Q — R dugc goi la bét bién trén tap cdc trang thd: Q déi vdi tap
cdc phép bién déi T néu

ftw)) = f(w), Yw e Q, V2 € T.

Nhu vay, bat bién f c6 thé gitp ching ta gidi quydt tron ven cau hdi OB&ng céc
phép bién ddi T, c6 thé dua tit trang théi w, vé trang thai w;O trong trudng hop ma
flws) # f(wy). Cu thé cau tra 15i s& 1a OkhongO (nhu 8 vi du 1). Tuy nhién, néu
f(ws) = f(ws) thi ta lai chua c6 thé két luan gi. Chinh vin dé nay dan dén mot khai
niém mdi: bat bién todn ning.

Dinh nghia 2. Bat bién f déi vdi cap (Q,T) dude goi la bét bién toan nang néu:

Trang thdi w; c6 thé dua vé tu trang thdi ws bing cdc phép bién d6i T khi va chi khi

- flwr) = fws).

Bat bién toan ning s& giap chiing ta giai quyét tron ven bai toan Ochuyén dugcO.
Tuy nhién, vigc xdy dung mot bit bién nhu vay khong don gidn. Trong nhiéu trudng
hop, sé dé dang hon khi chiing ta xét dén mot hé bit bién toan ning.
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Dinh nghia 3. He cdc bat bién (f,, f,, . .. , fi) doi vdi ciip (Q,T) duoe goi la he bét bién
toan ndng néu: Trang thdi wy ¢6 thé dua vé tu trang thdi ws bang cdc phép bién d6i T
khi va chi khi fi(wys) = fi(ws) vdi moii = 1, 2,... k.

Mot khéi niém quan trong khac c6é nhiéu tng dung trong viéc nghién cttu cic bét
bién, d6 1a khai niém quy dao. Trén Q, ta dua ra quan hé échuyén dugcO nhu sau: Ta
néi trang thai w, c6 thé chuyén duge vé trang thai wy bing céc phép bién déi T nédu tdn
tai mot day céc phép bién déi ¢,, ta,...,tm thudc T sao cho

LUf = tk(tk - 1((t1(w3) .. ))

Khi dé ta viét w,—qwy.

Trong nhiéu trudng hop, quan hé —4 ¢6 tinh phén xa (w, c6 thé dua v& w, bing cich
A khong 1am gi ca), béc ciu (thuc hién phép hop cac phép bién déi) va déi xtng (néu céc
phép bién déi T 1a kha nghich). Trong trudng hop d6 —r 14 mot quan hg tuong duong
va ta sé viét w, = — 71wy thay vi ws—Twys. V6i quan hé tuong duong nay, {2 sé dugc chia
thanh céc 16p tuong duong, c6 dai dién 1a wi,ws, ..., w,, ky hicu la ; = {wlw = —7w; }.
Ta goi §; 1a céc quy dao sinh bsi w;. D& thiy hai quy dao bat ky hoac trung nhau, hosc
khong giao nhau.

Vidu 7. Trén tap hop cdc ham s0, cho phép thuc hién cic phép todn sau:

1) Nhan hai ham s8 dé c6 vdi nhau,

2) Cong hai ham s6 da 6 vdi nhau,

3) Nhan ham sé vdi mot héng s6 thuc.

Cdc phép todn trén tiép tuc c6 thé duge thyc hién vdi cdc ham da c6 va cdc ham két
qud thu duge. Ching minh réng tit hai ham sé flz) =z +1/x va fo(z) = 22, bing cdc
phép todn trén khong thé thu dugc ham sé f(z) = z.

S(')l hda
Loi giai. Ta thiy {4(:) = 0 va f2(i) = —1. Qua céc phép bién ddi trén, s6 thyc ludn
bién thanh sb thuc'do d6 néu f 1a mot ham két qua thi £(3) 1a s6 thue. Vi thé, ham sé
f(z) = z khong thé 12 mot ham két qua.

Vi du 8. Hinh tron duge chia thanh n 6. Trén méi 6 c6 mot vien séi. Mdi mot budc di
cho phép chon hai vién séi va chuyén sang 0 bén canh, mot vién chuyén theo chidu kim,

by
A

dong ho, mot vién chuyén nguge chidy kim, dong hé. Véi nhiing ¢id tri ndo cia n thi cd
the chuyén tdt cé cic vien séi vé mot 6 sau mot s6 hitu han lan thuc hién.

Vi du 9. Cho bing vuong 4 x 4. Tren méi 6 vuong nguot ta ghi diu + hodc déu -. M&i
phép bién déi cho phép chon mot hang hodc mot cot va déi déu tét cd cdc déu tren do.

1) C6 thé bién mot bing gom 9 déu cong, 7 dau tric vé bdng cé toan déu cong dugc
khong?

2) Tap trang thdi c6 bao nhicy phan ti? C6 bao nhicu quy dao?

8) Hay tim mot hé bét bién toan ndng cia bai todn nay.
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3 Don bién va ting dung

Don bién 1a dai lugng ma ludn ting hodc lusn gidm trong qua trinh bién déi. Sau day
la dinh nghia chit ché cda don bién.

Dinh nghia 4. Cho Q la mét tap hop cic trang thdi. T la tap hop cdc phép bién ddi tic
Q vao Q. Ham s6 f : Q — N dugc goi la don bién trén tap cdc trang thdi Q dbéi vdi tap
cdc phép bién doi T néu

ftw)) < fw),VweQ, VteT.
Chi ¥ 1a dau béing doi khi c6 thé thay thé bing dau >,>, <. Ngoai ra, tap dich N
ciing ¢6 thé dugc thay thé bing mot tap hop c6 thit tu tdt bat ky.

Don bién dugc st dung trong viéc chitng minh mét qué trinh la dimg. Ching ta minh
hoa ung dung nay thong qua mét sé vi du.

Vi du 10. Cho ham sé [ NXZ— Z thod man dong thoi cic diéu kién sau:

i)£(0,0) = 5*°%%) £(0,n) = 0 vdi moi s6 nguyén n # 0,
i) f(m,n) = f(m - 1,n) _2[f(m— l,n} N [f(m~— 1,n— 1] N [f(m— 1,n+ 1]

A .. 2 2 2
VOl moi $O tir nhién
Chiing minh rang ton tai sé nguyén duong N sao cho

flm,n) = f(m,n)Vm,m > N, n €€ N.

Vi du 11. Cho 2n diém trén mat phdng, trong dé khong c6 3 diém nao thdng hang.
Chiing minh rdng nhimg diém nay c6 thé phan thanh n cdp sao cho cic doan thdng néi
ching khong cdt nhau.

Loi gidi. Dau tién ta phan cip cic diém mot cich ngiu nhién va néi ching lai véi
nhau. Goi S 1 téng céac doan théng dugc néi (Cht § ring, do chiing ta ¢6 hitu han cich
phan cdp nén tap gid tri chia S 12 hitu han). Néu ¢6 hai doan thing AB va CD cét nhau
tai O thi ta thay AB, CD biing AC, BD. Vi

AB+CD:(AO+OB)+(CO+OD)=(AO+OC)+(BO+OD) > AC + BD

theo bat ddng thic tam gidc, nén néu cip doan thang nao dé giao nhau, ta c6 thé thay
thé cach néi dé S gidm xubng. Vi S chi c6 hitu han céc gia tri nén mot lic nao dé quéa
trinh phéi dimg. Va khi dé, sé khong ¢6 céc ciap doan thing giao nhau.

4 Bai tap

1.0 Vuong quée OSéc mau ky 400 c6 45 hiep si: 13 hiép si téc dé, 15 hiep si téc vang,
17 hiép si téc xanh. Khi hai hiép s ¢6 mau téc khac nhau gdp nhau, téc cla ho sé lap
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tic doi sang mau thit ba. Hoi ¢6 thé cb mét lic nao d6, tat ca cac hiép si ddu ¢6 may
téc gibng nhau?

2. C6 7 chiéc cbc dung nude: chide cbe thi nhit chia 1 /2 nuédc, chiée cbe thit hai
chita 1/3 nuéc, chiée thit ba chia 1 /4 nudc, chiéc tht tu chita 1/5 nude, chiée thi nim
chita 1/8 nudc, chiéc thit siu chita 1/9 nude va chiée thi bay chita 1/10 nuéc. Cho phép
dd tat ca nudc tit cbe nay sang cbe khac hogic d6 nudc tir cdc nay sanng cée khéc cho
dén khi cbc chua diy. C6 thé sau mot sb 1an d6 nude, mot chibe cbe ndo dé chita

a) 1/12 nuée b) 1/6 nudc?

3. C6 1 bang vuéng n x n. Trong n — 1 6 clia bang c6 ghi cac sb 1, trong céc & con
lai ghi s6 0. Cho phép thuc hién trén bang phép bién ddi sau: chon mot 6, gidm sb dang
viét ¢ 6 d6 di 1 don vi va ting tAt ca cic sb & cac o cung hang, cling ¢t vdi 6 nay lén
mot don vi. Héi c6 thé tir bang ban diu, sau mot sb phép bién déi, thu duge bing gdm
toan céc sb bing nhau?

4. Trén bang c6 4 sb 3, 4, 5, 6. Méi mot 1an thue hién cho phép x6a di hai sé z,y ¢6
trén bang va thay bing z +y + /22 + 42,z + Y — v/2? + 2. Héi sau 1 s6 hitu han budc
thue hién, trén béng c6 thé xuit hien 1 s6 nhd han 1 dugc khong?

5. Trén ban c6 100 vién keo. Hai ngudi cung thay phién nhau béc di k vién keo,
trong d6 k € {1,2,3}. Hdi ai 13 ngudi c6 chién thuat thing? Clng cau héi trén véi
ke {1,2,a}, lasbd nguyén dudng cho trudc.

6. Trén béng c6 1 s6 nguyén. Ngudi ta ghi nhé chit sb cudi cung cia sb nay, sau dé
x04 di va cong thém vao véi sb con lai trén béng 5 lan chit s6 vita xo4. Ban diu trén
bang ghi sb 7'%%8. Hei c6 thé sau mot s6 s6 1an thyc hién nhu thé, thu dugc sé 199877

7. S6 nguyén duong ¢6 4 chit sb trén béng c6 thé bién ddi thanh mot sé ¢6 4 chit sb
khdc theo quy tic sau: hoic cong tham 1 vao hai chit s& lién tiép clia né, néu hai chit sb
nay deu khong biing 9; hoiic trir di 1 tit hai chit s lién ti€p clia né, néu hai chit sé nay
déu khong bing 0. Héi bing cac phép bién ddi nhu vay, ¢6 thé thu dugc sb 2002 tir sé
12347

8. Hal ngudi chai trd choi sau. Ban ddu 6 céc sé 1,2, 3, 4. M&i mét 1an thyc hién,
ngudi thit nhat cong vao hai sé canh nhau nao d6 1 don vi, con ngudi thit hai déi ché
hai s6 canh nhau nao d6. Ngudi tht nhét thdng néu sau mot nude di ndo d6 tt cd cac
s0 bang nhau. Héi ngudi thtt hai 6 thé can trd ngudi thit nhat chién thing?
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