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PHƯƠNG TRÌNH HÀM CAUCHY TỔNG QUÁT 

 
Trong bài giảng này chúng tôi sẽ đề cập đến một lớp bài toán phương trình hàm dạng 

                          ,),()()()( yxHgyxfyfxf                                     (1) 

trong đó f  và g  là các hàm phải tìm còn H  là hàm đã cho. Khi 0g  thì (1) trở 
thành phương trình hàm Cauchy. Các hàm số ở đây được xét là hàm số thực, tức là tập 
xác định và tập giá trị của nó là R hoặc tập con của R. 
1. Phương trình hàm Cauchy và Pexider 

Xét  phương trình Cauchy 

                         ).()()( yxfyfxf                                                  (2) 

Bài toán 1.1: Chứng minh rằng tất cả các hàm f  liên tục trên R thỏa mãn phương 
trình Cauchy (2) đều có dạng ,)( cxxf   ở đây c  là hằng số bất kỳ. 

Bài toán 1.2: Chứng minh rằng tất cả các hàm f  liên tục tại một điểm thỏa mãn 
phương trình Cauchy (2) đều có dạng ,)( cxxf   ở đây c  là hằng số bất kỳ. 

Bài toán 1.3: Chứng minh rằng tất cả các hàm  f  không âm (không dương) với x  
dương đủ nhỏ thỏa mãn (2) đều có dạng ,)( cxxf   ở đây c  là hằng số dương (âm) 
bất kỳ. 

Bài toán 1.4: Chứng minh rằng tất cả các hàm f  bị chặn trên một khoảng đủ nhỏ 
thỏa mãn (2) đều có dạng ,)( cxxf   ở đây c  là hằng số. 

Bài toán 1.5: Chứng minh rằng tất cả các hàm f  bị chặn một phía (bị chặn trên 
hoặc bị chặn dưới) trên một đoạn [a,b] cho trước và thỏa mãn (2) đều có dạng 

,)( cxxf   ở đây c  là hằng số. 

Bài toán 1.6: Chứng minh rằng tất cả các hàm f  đơn điệu thỏa mãn (2) đều có 
dạng ,)( cxxf   ở đây c  là hằng số. 

Bài toán 1.7: Chứng minh rằng tất cả các hàm f  khả tích trên mọi đoạn hữu hạn 
và thỏa mãn (2) đều có dạng ,)( cxxf   ở đây c  là hằng số bất kỳ. 

Định lý 1: Giả sử RR :f  là nghiệm của (2) với 0)1(  fc . Khi đó ta có các 
khẳng định sau là tương đương. 

(i) f  liên tục tại một điểm .0x  

(ii) f  liên tục. 
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(iii) f  là hàm đơn điệu tăng. 

(iv) f  không âm với mọi .0x   

(v) f  bị chặn trên trên một đoạn hữu hạn. 

(vi) f  bị chặn dưới trên một đoạn hữu hạn. 

(vii) f  bị chặn trên (dưới) trên một tập bị chặn có độ do Lebesgue dương. 

(viii) f  bị chặn trên một đoạn hữu hạn. 

(ix) .)( cxxf   

(x) f  khả tích Lebesgue địa phương. 

(xi) f  khả vi 

(xii) f  đo được Lebesgue. 

Chú ý: Một câu hỏi đặt ra là có tại tại hay không những nghiệm không tuyến tính 
( cxxf )( ) của phương trình Cauchy (2)? Lý thuyết của phương trình hàm đã có 
câu trả lời thông qua khái niệm cơ sở Hamel. 

Định nghĩa: Cho S  là  một tập con của R. Khi đó một con B của  S được gọi là 
một cơ sở Hamel của S nếu với mọi số thuộc S đều biểu thị tuyến tính qua các 
phần tử của B một cách duy nhất với các hệ số là các số hữu tỷ. 

Định lý 2: Nghiệm tổng quát của phương trình Cauchy (2) có dạng 

),()()()( 2211 nn bfrbgrbgrxf    

trong đó B là cơ sở Hamel của R và  

,2211 nnbrbrbrx    ir Q và ib B, 

và g  là một hàm tùy ý xác định trên cơ sở Hamel B. 

 Phương trình hàm  

                        )()()( ygxhyxf                                                           (3) 

được gọi là phương trình Pexider. 

Bài toán 1.8: Chứng minh rằng nghiệm tổng quát của (3) là  

,)()(,)()(,)()( btAthatAtgbatAtf         

trong đó A  là hàm bất kỳ thỏa mãn phương trình Cauchy (2) và ba,  là các hằng số 
bất kỳ. 
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Bài toán 1.9: Cho RR :,, hgf  thỏa mãn (3), khi đó nếu một trong các hàm 
hgf ,,  là đo được hoặc bị chặn dưới, hoặc bị chặn trên, hoặc liên tục tại một điểm 

thì các hàm hgf ,,  là liên tục. Hơn nữa chúng có dạng 

,)(,)(,)( bctthacttgbacttf         

ở đây cba ,,  là các hằng số bất kỳ. 

2. Phương trình hàm Cauchy tổng quát 
Trước hết chúng ta xét một số trường hợp đặc biệt của (1)  
 + :),( xyyxH   (1) trở thành 

                        ).()()()( xygyxfyfxf                                              (4) 

 + 
yx

yxH 11),(   và :fg   

                     ).()()()( 11   yxfyxfyfxf                                       (5) 

 + 
xyyx

yxxyyxH



 22

)(),(  và :fg   

                .)()()()( 22 












xyyx
yxxyfyxfyfxf                                     (6) 

Ta nhận thấy rằng các phương trình (4)-(6) là những dạng bài toán quen thuộc 
trong lý thuyết phương trình hàm.  

Nhận xét:  
 + Nếu g  là hàm hằng, tức là cxg )(  thì với bất cứ hàm H  đã cho nào (1) đều 
tương đương với  

.)()()( cyxfyfxf   

Rõ ràng nghiệm tổng quát của phương trình trên là  

,)()( cxAxf   

ở đây )(xA  là một hàm cộng tính bất kỳ, nghĩa là )(xA  là nghiệm của phương trình 
Cauchy (2). Vậy nghiệm của (1) trong trường hợp này là 

cxAxf  )()(  và .)( cxg   

 + Tương tự trong trường hợp cyxH ),( , công thức nghiệm của (1) là 

)()()( cgxAxf   và  g  là hàm bất kỳ 
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với )(xA  cũng là một hàm cộng tính tùy ý. 
Chúng ta gọi nghiệm ),( gf  của phương trình (1) là tầm thường nếu f  là afin, 

tức là ,)()( cxAxf   trong đó )(xA  là cộng tính và c  là hằng số.  
 + Để ý rằng các phương trình (4)-(6) là dạng phương trình (1) với ),( yxH  có 
dạng sau 

                    ,)()()(),( yxyxyxH                                           (7) 

vì dễ thấy (4)-(6) tưong ứng với việc chọn 12   ,ln  ,)(  xxxx  và 
.  ,  ,2/)( 1 ueuu u  

Bây giờ chúng ta xét một trường hợp đặc biệt của (1) có dạng như sau 

        .)()()()()()( yxyxgyxfyfxf                            (8) 

Rõ ràng nếu   là afin thì với mọi g  phương trình (8) đều có nghiệm f  là afin, tức 
là (8) có nghiệm tầm thường, vì vậy chúng ta xét   không là afin và ký hiệu I  là 

),(   (hoặc  ,,  ),,(   ),,(     , ) trong đó .0  

Bài toán 2.1: Cho I :  R là giải tích và không afin, hãy tìm tất cả các nghiệm 
của phương trình (8). 

Giải: Giả sử f  và g  là nghiệm của (8). Đặt ),()()(),( yxfyfxfyxF   thì F  
là nghiệm của phương trình 

               ).,(),(),(),( zyFzyxFzyxFyxF                                    (9) 

Do f  là nghiệm của (8) nên ta có  

 ,)()()(),( yxyxgyxF    

vì vậy đẳng thức (9) tương đương với 

      
   
   .)()()()()()(

)()()()()()(
zyzygzyzyxxg

zyxzyxgyxyxg






                 (10) 

Đặt 

                 













),()()(
),()()(

),()()(

zyzyw
zyxzyxv

yxyxu





                                      (11) 

chúng ta có thể viết lại phương trình (10) dưới dạng sau 

              ).()()()( wgwvugvgug                                           (12) 
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Ta sẽ chỉ ra rằng (11) là một phép đổi biến, tức là định thức Jacobi của phép đổi 
biến (11) là khác .0  Thật vậy,  

   
   .)(')(')(')(')(')('                   

)(')(')(')(')(')('                
)(')(')(')('0

)(')('0)(')('
0)(')(')(')('

det                

(')(')(')('0
)(')(')(')(')(')('

0)(')(')(')('
det

),,(
),,(

zyzxyzyxyx
zyyzyxzyxx

zyzzyy
zyxzzyxyx

xyyxx

zyzzyy
zyxzzyxyxzyxyx

yxyyxx

zyxD
wvuD





























































Giả sử tồn tại một tập con mở khác rỗng của 3I  mà định thức thức Jacobi đồng 
nhất bằng 0, khi đó do    giải tích nên suy ra định thức Jacobi đồng nhất bằng 0 
trên ,3I  tức là ,u  ,v w  là các hàm phụ thuộc. Mặt khác, ta có 

  .)(')(')(')('             
)(')('(')('

y)(x'-(y)'y)(x'-(x)'
det

),(
),(

zyxyxyx
zyxyxzyxyxyxD

vuD




















 

Từ   là giải tích và không là afin nên 
yxD
vuD
,(

),(   không thể đồng nhất bằng 0 trên 

con mở khác rỗng của .2I  Vậy ta nhận được  ,u  ,v w  là các hàm phụ thuộc và  ,u  
v  là các hàm độc lập, suy ra tồn tại hàm khả vi   sao cho 

  . , ,   ,),,(),,,(),,( Izyxzyxvzyxuzyxw   

Vậy chúng ta nhận được 

  .z)y,(x, ,)()()(),()()(  
)()()(

3Izyxzyxyxyx
zyzy








 

Thay đổi vai trò của x  và y  cho nhau trong hệ thức trên suy ra 

3z)y,(x,  ),()()()()()( Izxzxzyzy    

hay  

.z)y,(x,  ),()()()( 3Izxxzyy    

Để ý rằng vế trái của đẳng thức trên không phụ thuộc vào x  nên vế bên phải là 
một hàm số chỉ theo biến z , điều này không thể xảy ra vì giả thiết   không là afin. 
Vậy không tồn tại một tập con mở khác rỗng của 3I  mà định thức Jacobi đồng 
nhất 0 trên đó, nghĩa là ,u  ,v w  là các hàm độc lập với mọi .),,( 3Izyx   Bởi vì w  
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là độc lập đối với u  và v  nên phương trình (12) có thể xem như là phương trình 
Pexider 

)()()( vuhvgug   

với mọi giá trị của ),,( wvu  nhận được từ 3),,( Izyx   qua phép đổi biến (11). Tuy 
nhiên do ,u  ,v w  là các hàm độc lập nên phương trình Pexider có tập xác định là 
tập mở khác rỗng trong R2. Theo kết quả của phương trình Pexider với mọi 

)()()( yxyxu    với 2,),( Iyx    hàm g  có dạng 

,)()( 1 cuAug   

ở đây 1A  là hàm cộng tính và c  là hằng số bất kỳ. 

C2: Ta có (12) tương đương với 

      ),()()()()()()( wgwwvwugwgwwvgwgwwug   

hay 

).()()()()()( wgwtgwgwsgwgwtsg   

Đặt )()()( wgwzgz   ta nhận được 

),()()( yxyx    

hay 

),()( 1 xAx   

trong đó )(1 xA  là một hàm cộng tính bất kỳ. 

Suy ra ),()()( 1 xAxgyxg   đặt )()()( 1 xgxAxg   khi đó ta nhận được 

)()( xgyxg  , tức là cxg )(  với c  là hằng số. Vậy 

,)()( 1 cuAug   

trong đó 1A  là hàm cộng tính và c  là hằng số bất kỳ. 

Thay biểu thức của hàm g  này vào phương trình (8), ta nhận được 

 
cyxAyAxA

cyxyxAyxfyfxf



)()()(                                     

)()()()()()(

111

1





 

hay tương đương với 

     .)()()()()()( 111 cyxAyxfcyAyfcxAxf     

Điều này chứng tỏ cAf  1  là hàm cộng tính, tức là 
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,  ,)()()( 21 IxcxAxAxf    

trong đó 2A  cũng là một hàm cộng tính bất kỳ.  

 Ngược lại, rõ ràng các hàm f  và g  xác định như trên thỏa mãn phương trình 
(8). Vậy công thức nghiệm của phương trình (8) là  

           






,,|)()()(  ,)()(
,  ,)()()(

1

21

IyxyxyxscsAsg
IxcxAxAxf



                       

ở đây ,1A  2A  là các hàm cộng tính bất kỳ và c  là hằng số tùy ý.                             

Bài toán 2.2: Xét I R và ,2/)( 2xx   khi đó phương trình (8) trở về phương 
trình (4). Theo Bài toán 2.1 thì nghiệm tổng quát của phương trình (4) là  





















,,)(
2

)(

,)()(

2

2

1

1

R  

R  

xcxAxAxf

,scsAsg
 

trong đó ,1A  2A  là các hàm cộng tính và c  là hằng số bất kỳ. Để ý rằng 1A  là hàm 
cộng tính nên  

.),(
2
1

2
2

1

2

1 R  







 xxAxA  

Từ đó nếu đặt 11 2
1 AB   thì nghiệm tổng quát của phương trình (4) được viết dưới 

dạng gọn hơn như sau 









R  
R  

xcxAxBf(x)
scsBsg

,)()(

,,)(2)(

2
2

1

1  

với ,1B  2A  là các hàm cộng tính và c  là hằng số tùy ý. 

Ví dụ 2.1: Tìm RR  :f  liên tục trên R thỏa mãn  








.1)1(
,,,2)()()(

f
yxxyyfxfyxf R  

 

Bình luận: Từ hàm f  thỏa mãn  điều kiện 

,2)()()( xyyfxfyxf    yx, R 

ta suy ra f  là nghiệm của Bài toán 2.2 với .2)( ssg   Theo kết quả của bài toán 
này ta có  sssB ,)(1 R và ),()( 2 xAxxf   trong đó )(xA  là một hàm cộng tính 
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bất kỳ. Vì vậy ta sử dụng phép thế 2)()( xxgxf   thì sẽ nhận được phương trình 
Cauchy đối với ẩn mới .g  

Giải: Đặt ,)()( 2xxgxf   khi đó do f  liên tục trên R nên g  cũng liên tục trên R 
và điều kiện của bài toán tương đương với 








.0)1(
),()()(

g
ygxgyxg

 

Đây là phương trình Cauchy, nên nghiệm của bài toán là .,0)( R  xxg  vậy bài 
toán đã cho có duy nhất nghiệm là .)( 2xxf                                                            

Ví dụ 2.2: Tìm RR  :f  thỏa mãn 


















.0,1)(

,,,2)()()(

4 x
x

fxxf

yxxyyfxfyxf

  

R   
 

Giải: 

 

 Đặt 2)()( xxgxf   ta có bài toán trở thành 

 

                        (2.2.1) 

Từ điều kiện thứ nhất của (2.2.1) suy ra 

                              ttgtg ),(2)2( R                                                      (2.2.2) 

và 

                         .0,
2
121














 t

t
g

t
g                                                      (2.2.3) 

Mặt khác theo điều kiện thứ hai của (2.2.1) thì 

0,)(1
4 






 t

t
tg

t
g  và .0,

16
)2(

2
1

4 





 t

t
tg

t
g  

Thế hai biểu thức trên vào (2.2.3) ta nhận được 

.0),(16)2(  ttgtg  

Hơn nữa, chú ý rằng từ điều kiện thứ nhất của (2.2.1) ta suy ra ,0)0( g  do đó ta 
có 


















.0,1)(

,),()()(

4 x
x

gxxg

,yxygxgyxg

  

 R  
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 ttgtg ),(16)2( R. 

Kết hợp đẳng thức này với (2.2.2) ta nhận được  ttg ,0)( R.  

Thử lại ta có 2)( xxf   thỏa mãn, vậy bài toán có duy nhất nghiệm .)( 2xxf       

Nhận xét: Ràng buộc thứ hai là một trong 4 ràng buộc đại số quen thuộc của 
phương trình hàm Cauchy cộng tính. Chúng ta có kết quả quen thuộc sau. 

"Cho RR :f  thỏa mãn (2), khi đó các khẳng định sau là tương đương 

(i) .,),()()( R    yxxyfyxfxyf  

(ii) .0),(11
2 






 xxf

xx
f    

(iii) .),(2)( 2 R    xxfxf  

(iv)     .,)(4)( 2222 R    xxfxxf " 

Ví dụ 2.3: Xác định tất cả các hàm RR :f  thỏa mãn 

.,,2012)()()( R yxxyyfxfyxf  

Giải: Đặt ,1006)()( 2xxgxf   khi đó điều kiện đã cho tương đương với 

.,),()()( R yxygxgyxg  

Vậy nghiệm của bài toán là 21006)()( xxAxf   với A  là hàm cộng tính bất kỳ.  

Bài toán 2.3: Bây giờ ta lấy  ),,0( I  ,ln)( xx   )()( xehxg   thì phương 
trình (8) trở thành 

.0,),()()()( 11   yxyxhyxfyfxf  

Giải: Áp dụng kết quả của Bài toán 2.1, ta nhận được nghiệm của bài toán đã cho 
là 








0,)()(ln)(
,,)()(

21

1

xcxAxAxf
scsAeh s

 

hay 








,0,)()(ln)(
,0,)(ln)(

21

1

xcxAxAxf
scsAsh

 

ở đây 21 , AA  là các hàm cộng tính và c  là hằng số bất kỳ.                                     

Bình luận: Khi lấy fh   thì ta nhận được công thức nghiệm của (5) là 
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),(ln)( xAxf   

trong đó A  là hàm cộng tính tùy ý. Còn khi lấy fh   thì ta có kết luận phương 
trình 

0,),()()()( 11   yxyxfyxfyfxf    

chỉ có nghiệm tầm thường xcxf  ,)(  với c  là hằng số bất kỳ. 

Chú ý: Ta biết rằng nghiệm của phương trình Cauchy logarit 

                   0,),()()(  yxyfxfxyf                                             (13) 

có dạng 

,0|),|(ln)(  xxAxf  

trong đó A  là hàm cộng tính bất kỳ. 

Thật vậy, từ (13) cho 0 tyx  và 0 tyx  ta có 

,0),(2)(    và)(2)( 22  ttftftftf  

do đó  

                              .0),()(  ttftf                                                    (2.3.1) 

Giả sử (13) thỏa mãn với ,0, yx  khi đó đặt st eyex  ,  và )()( sefsg   thì (13) 
tương đương với phương trình Cauchy 

).()()( tgsgtsg   

Suy ra .0),(ln)(  xxAxf  Mặt khác theo (2.3.1) ta  nhận được nghiệm tổng quát 
của (13) là 

,0|),|(ln)(  xxAxf  

trong đó A  là một hàm cộng tính bất kỳ. 

 Vậy chúng ta nhận được khẳng định “Các phương trình (5) và (13) là tương 
đương với mọi .0, yx ” 

Bài toán 2.4: Chứng minh rằng các phương trình (5) và  (13) là tương đương với 
nhau trên ).,0(   

Giải: Giả sử f  là nghiệm của (5), khi đó từ (5) với 1 xy  suy ra 

0),()()()( 111   xxxfxxfxfxf  

hay  
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                      0),()( 1  xxfxf                                                      (2.4.1) 

và  

                               .0)1( f                                                                 (2.4.2) 

Đặt ),()()(),( yfxfyxfyxF   do f là nghiệm của (5) nên  

0,),(),( 11   yxyxfyxF  

và dễ dàng kiểm tra được 

),(),(),(),( zyFzyxFyxFzyxF   

hay 

.0,,,11111111








































zyx

zy
f

zyx
f

yx
f

zyx
f          (2.4.3) 

Xét 111


zy
 với 0, zy , khi đó ta có 1, zy  và , hơn nữa 

)(
11 2

yxy
xxyy

zyx 





  và  .11
2

2

xy
xxyy

xzy





 

Áp dụng (2.4.2) vào (2.4.3) ta nhận được 

.1,0,
)( 2

22








 








 










 yx

xy
xxyyf

xy
yxf

yxy
xxyyf  

Đặt 
xy

yxu 
 , 

)(

2

yxy
xxyyv




  thì hệ thức trên trở thành 

).()()( vfufuvf   

Từ 
xy

yxu 
  và 1)(1  yx

y
xv  suy ra  

                        
1


ux

xy                                                                (2.4.4) 

và 
1

2




ux
uxyx  hay ,1)( 2

1

ux
uxyx 

   do đó 
ux

uxv 2

2)1(1 
 , vậy 

.)1(
2

2

x
uxuvu 

  

Do 0u  nên ta nhận được ,10  v  hơn nữa kết hợp với (2.4.4) ta có 
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vu
y




1
1 . 

Vì 11   yux  nên  vuu
x




1
1  hay tương đương với 

,
)1(

1




vuu

vux  

vậy ta thu được .01  vu  Điều này được thỏa mãn nếu .1u  Vậy với 0, yx  
thì 1u  và ,10  v  tức là ta có 

.10 ,1           ),()()(  vuvfufuvf  

Từ (2.4.2) ta dễ thấy đẳng thức trên cũng đúng với 1u  hặc ,1v  nói cách khác ta 
đã chứng minh được 

           .10 ,1           ),()()(  vuvfufuvf                             (2.4.5) 

Xét P1  thì 10 1  P  và 21 PP  ,  áp dụng (2.4.5) cho 2P  và 1P  và (2.4.1)  
ta nhận được 

)()()()( 212 PfPfPPfPf    

hay 

                        .1  ),(2)( 2  PPfPf                                            (2.4.6)   

Xét QP 1 , khi đó 10 1  PQ  và 21 QQ  , lại áp dụng (2.4.5), (2.4.1) và 
(2.4.6)  ta có 

)(2)()()()()()( 2121 QfQfPfQfPQfQPQfPQf    

hay tương đưong với  

.1,      ),()()(  QPQfPfPQf  

Mặt khác với mọi 1, QP  thì theo hệ thức trên và (2.4.1) ta có 

).()()()()()( 1111   QfPfQfPfPQfQPf  

Vậy ta đã thiết lập được 

,0,      ),()()(  vuvfufuvf  

nói các khác mọi nghiệm của (5) đều là nghiệm của (13). 
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C2: Với 0, vu  ta lấy 0  đủ lớn sao cho 1u  và 1

v , khi đó theo (2.4.5) ta 

nhận được 














 







1)(1)( fufufuf  

và 

).()( 





f
v

f
v

fvf 
















  

Suy ra 

).()(1)()()( uvfvuffvffufvfuf 





 



















  

 Ngược lại, giả sử f  là nghiệm của (13)  khi đó 

    0,),()()()()( 11   yxyfyxfxfyyxxfyxf     

hay f  là nghiệm của (5). Vậy ta đã chứng minh được (5) và (13) tương đương trên 
).,0(                                                                                                                         

Ví dụ 2.4: Tìm tất cả các hàm RR: f  liên tục thỏa mãn 

.0,    ),()()()( 111   yxyxfyxfyfxf  

Giải: Rõ ràng phương trình đã cho tương đương với 

.0,   ),()()()( 11   yxyxfyxfyfxf  

Theo kết quả của Bài toán 2.4 thì phương trình trên tương đương với  

 
 

Vậy bài toán trở thành tìm tất cả các hàm RR :f  sao cho 

.0,),()()(  yxyfxfxyf     

Do 0, yx  và f  lên tục trên R  nên đặt st eyex  ,  và )()( sefsg   thì bài toán 
tương đương với tìm tất cả các hàm RR :g  liên tục thỏa mãn 

,,),()()( tstgsgtsg      

tức là cssg )(  với c  là hằng số bất kỳ. Vậy nghiệm của bài toán đã cho là 

,0,ln)(  xxcxf    

.0,),()()(  yxyfxfxyf    
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ở đây c  là hằng số tùy ý.                                                                                          

Ví dụ 2.5: Tìm tất cả các hàm RR :f  thỏa mãn 





















. 0)0(  và1)1(
0,x |,|ln2)()(

,0   |,|ln)1()()(
,1,0,   |,|ln)()()(

212

111

ff
xxfxf

xxxxfxxf
xyyxyxyfxfyxf

 

Bình luận: Chú ý rằng phương trình đầu của hệ tương đương với 

,,0|,|ln)()()( 11 yxx,yyxyxfyfxf      

đây là dạng (5) với ||ln)( xxf  , hơn nữa dễ thấy ||ln)( xxf   là một nghiệm 
riêng của phương trình trên. 

Giải: Đặt ,0  ),(||ln)(  xxgxxf  và )0()0( gf   ta có bài toán đã cho tương 
đương với 





















 
  

  
   

,1)1(
,),()(

,0),()(
,1,0),()()(

12

11

g
xxgxg

xxgxxg
xyyygxgyxg

 

hay 

         














.1)1(
,0   ),()(

,,   ),()()(
12

g
xxgxxg

yxygxgyxg
                                         (2.5.1) 

Từ phương trình đầu của (2.5.1) ta có  

.),()(     và0)0( xxgxgg   

Để ý rằng 

,1,0  ,1
1

1
)1(

1






x

xxxx
 

do đó 

.1,0  ,1
1

1
)1(

1




























x
x

g
x

g
xx

g  

Áp dụng phương trình thứ hai và thứ ba của (2.5.1) cho hệ thức trên ta thu được 

.1,0   ),(2)( 22  xxxgxxg  
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Hơn nữa, rõ ràng hệ thức trên cũng đúng cho ,1,0x  vậy 

                .  ),(2)( 22 xxxgxxg                                               (2.5.2) 

Từ 22 )()(4 yxyxxy   ta suy ra 

.,   ),)(())(()4( 22 yxyxgyxgxyg   

Kết hợp hệ thức trên với (2.5.2) ta có 

,,)),()()((2)())()()((2)()(4 22 yxygxgyxyxygxgyxyxxyg   

hay tương đương với 

.,  ,)()()( yxxyxygyxgxyg   

Bây giờ ta sử dụng hệ thức trên với 0x  và 1 xy  thì nhận được 

.0   ,1)()()1(1 11   xxgxxxgg  

Áp dụng phương trình thứ hai của (2.5.1) một lần nữa, ta có đẳng thức trên tương 
đương với 

,0   ,)(  xxxg  

vậy  

          








.0                   ,0

0,    ,||ln
)(

x
xxx

xf                                               (2.5.3) 

Thử lại, ta thấy )(xf  cho bởi (2.5.3) thỏa mãn bài toán đã cho, vậy bài toán đã cho 
có duy nhất nghiệm cho bởi công thức (2.5.3).                                                        

Ví dụ 2.6: Tìm tất cả các hàm RR :f  thỏa mãn 

    .0,,)1)(()()()1)(( 1111   yxxyyxfyxfyxfxyyxf    

Giải: Với 0, yx  đặt  

1 yxu    và   ,1 yxv    

khi đó 0, vu  và )1)(( 11   xyyxvu , ).1)((11   xyyxvu  Vậy f  thỏa 
điều kiện của bài toán khi và chỉ khi 

.0,   ),()()()( 11   vuvufvufvfuf  

Suy ra nghiệm của bài toán là 

,0   ),(ln)(  xxAxf  
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trong đó A  là hàm cộng tính bất kỳ.                                                                        

Bài toán 2.5: Tìm tất cả các hàm RR :, hf  biết 

     .0,,)()()()( 22 










 yx

xyyx
yxxyhyxfyfxf                                  (14) 

Giải: Để ý rằng phương trình (14) là trường hợp riêng của (8) với  

0,)( 1   xxx      và .0),()( 1   sshsg    

Do đó theo kết quả của Bài toán 2.1 thì nghiệm của bài toán đã cho là 














,0,)()()(

,0,)()(

2
1

1

1
1

xcxAxAxf
scsAsh

   
   

 

ở đây 21 , AA  là các hàm cộng tính và c  là hằng số bất kỳ.                                       

Bình luận: Nếu ta lấy fh   thì phương trình (14) trở về phương trình (6). Nói 
cách khác, tập hợp tất cả các hàm f  thỏa mãn (6) với mọi 0, yx  là 

,)()( 1 cxAxf    

trong đó A  là hàm cộng tính và c  là hằng số bất kỳ. 

 Ví dụ sau sẽ đưa ra một cách giải sơ cấp phương trình (6). 

Ví dụ 2.7: Tìm tất cả các hàm RR :f  liên tục thỏa mãn 

  .,0,,
)(

)()()(
22

111 yxyx
yxxy

xyyxfyxfyfxf 










                      (15) 

Giải: Giả sử f  là nghiệm của (15), đặt  

  .,0,,)()()(),( 111 yxyxyxfyfxfyxF        

Dễ dàng kiểm tra được 

.0,,,0,,),,(),(),(),(  zyxzyyxzyxzyFzyxFzyxFyxF     

               (2.7.1) 

Vì f  là nghiệm của (15) nên 

      ,111,,111),( 























zyxzyx

fzyxF
yxyx

fyxF  

và 
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.111),(,111),( 























zyzy

fzyF
zyxzyx

fzyxF    

Thế các biểu thức trên vào đẳng thức (2.7.1) ta nhận được 

.0,,,111

111111111



















































zyx
zyzy

f

zyxzyx
f

zyxzyx
f

yxyx
f

                                                               
   (2.7.2) 

Đặt  

,111,111,111
zyxzyx

w
zyzy

v
yxyx

u











      

thì (2.7.2) tương đương với 

,,,),()()()( wvuvwufvfwfuf      

hay 

      ,,,),()()()()()()( wvuvfvvwvufvfvvwfvfvvuf   hay 

     .,,),()()()()()( vtsvfvtfvfvsfvfvtsf           

Đặt ,),()()( zvfvzfzg     thì đẳng thức trên trở thành 

.,),()()( tstgsgtsg      

Mặt khác, vì f  liên tục nên g  liên tục, suy ra assg )(  với a  là hằng số bất kỳ. 
Vậy ta có 

.,,)()( yxaxyfyxf      

Đặt xxhaxxf   ),()( , và thế vào đẳng thức trên ta nhận được 

,,),()( yxyhyxh     

suy ra bxh )( , trong đó b  là hằng số bất kỳ.  

Thử lại baxxf )(  ta thấy thỏa mãn (15), vậy nghiệm của bài toán là 

,)( baxxf   

ở đây a  và b  là các hằng số tùy ý.                                                                           

 Từ kết quả của Bài toán 2.1 ta dẫn đến định lý sau. 
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Định lý 3: Cho R I:  là giải tích và không afin, H  có dạng (7) với mọi 
Iyx ,  trong đó RD:  với  IyxyxyxD  ,:)()()(  . Khi đó mọi 

nghiệm của (1) thỏa mãn 

         







,,)()(
,,)()()(

1

21

DscsAsg
IxcxAxAxf

  
  







                                           (16) 

ở đây 21 , AA  là các hàm cộng tính và c  là hằng số bất kỳ. Hơn nữa nếu   khả 
ngược thì g  có dạng 

).(,)()( 1
1 DscsAsg         

Ngược lại trong trường hợp   không khả ngược thì phương trình (1) với vế trái 
của nó là đo được chỉ có nghiệm tầm thường. 

Chứng minh: Công thức (16) được suy ra từ kết quả của Bài toán 2.1 và trường 
hợp   khả ngược ta nhận được khẳng định ngay từ công thức nghiệm (16). Bây 
giờ xét trường hợp   không khả ngược, khi đó tồn tại 2121 :, ssDss   nhưng 

)()( 21 ss   , kết hợp với (16) ta suy ra )()( 2111 sAsA  . Mặt khác theo giả thiết 
hàm số 

  cyxyxAyxfyfxfyxF  )()()()()()(),( 1   

đo được và do   liên tục và không afin nên hàm cộng tính 1A  đo được, vậy ta nhận 
được 

,)(1 bssA   

trong đó b  là hằng số. Tuy nhiên, từ đẳng thức )()( 2111 sAsA   với 21 ss   suy ra 
.0b  Vậy (1) chỉ có nghiệm tầm thường.                                                                

Ví dụ 2.8: Tìm tất cả các hàm RR :, gf  liên tục sao cho 

           .,),()()()( 22 yxyxgyxfyfxf                                           (17) 

Giải: Ta có (17) là trường hợp riêng của (1) với ),( yxH  có dạng (7) trong đó 

.sssxxx R   R  ,
4

)(,,)(
2

2   

Ta có   không khả ngược trên R và g  liên tục nên  

)()()()(),( 22 yxgyxfyfxfyxF   

liên tục hay F  đo được. Áp dụng Định lý 3 ta nhận được nghiệm của (17) là  
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.,)(
,,)()(

R
R

sbsg
xbxAxf

 

Mặt khác theo giả thiết f  liên tục nên xbaxxf  ,)( . Vậy nghiệm của bài toán 
là  








,,)(
,,)(

sbsg
xbaxxf

 

trong đó ba,  là các hằng số tùy ý. 

Ví dụ 2.9: Tìm tất cả các hàm RR :, gf  liên tục thỏa mãn  

           .0,),()()()( 22  yxyxgyxfyfxf                                           

Giải: Do 0, yx  nên   RR:  và .0,2)(1  sss  Vậy bài toán đã cho 
có nghiệm 











0,2)(

,0,)( 2

scsasg

xcbxaxxf
 

với cba ,,  là các hằng số bất kỳ.                                                                                     

Nhận xét: Giả sử chúng ta tìm được một nghiệm riêng không tầm thường ),( 00 gf  của 
phương trình (1), tức là ta có đẳng thức  

 ),()()()( 0000 yxHgyxfyfxf  . 

Do 0g  khả ngược nên đẳng thức trên tương đương với 

 ,()()(),( 000
1

0 yxfyfxfgyxH    

suy ra trong trường hợp này hàm H  có dạng (7), vậy ta có thể coi H  ở dạng (7) là 
điều kiện cần để (1) có nghiệm không tầm thường. Theo Định lý 3 thì mọi nghiệm của 
(1) có dạng 








,)()(
,)()()(

01

201

csgAsg
cxAxfAxf




 

trong đó 21 , AA  là các hàm cộng tính và c  là hằng số bất kỳ. 

Một câu hỏi đặt ra là nếu H  không có biểu diễn ở dang (7) thì (1) có nghiệm 
không tầm thường không? 

Bài toán 2.6: Cho hàm R ),0(),0(:H  xác định như sau 
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.1,),1)(1(
,1),1,0(,1
,1),1,0(,1

,1:)1,0(,,2

,1:0,,1

),(

yxyx
xyy
yxx

yxyxyx

yxyx
yx

yxH

   
               
                

          

               

                                    (18) 

Chứng minh rằng ),( gf  là nghiệm của (1) nếu và chỉ nếu tồn tại các hàm cộng tính 
RR :, 21 AA  và hằng số b  sao cho  









,1,)()1(

),1,0(,)(
)(

21

2

xbxAxA
xbxA

xf
  

                   
 

 













.1,

),1,0(,)1(
,0),1(

)( 1

1

sb
sbsA
sAb

sg
                   

  
       

 

Hơn nữa, H  không có biểu diễn ở dạng (7) với   khả ngược. 

Giải:  

(i) Xét trường hợp 0, yx  và .1 yx  Khi đó (1) trở thành 

,1)()()( 










yx

gyxfyfxf  

ta có thể coi vế phải của phương trình trên như là một hàm của yx   tức là ta nhận 
được phương trình Pexider, vì vậy ta nhận được nghiệm của (1) là  

    )1,0(,)()( 2  xbxAxf và  ,1,2)(1)( 2 









 yxbyxA
yx

gyxf    

hay đương đương với 

    )1,0(,)()( 2  xbxAxf     và   ,1,)(  sbsg                            (2.6.1) 

trong đó 2A  là hàm cộng tính và b  là hằng số bất kỳ. 

(ii) )1,0(, yx  và 1 yx : Do bxAxf  )()( 2  và byAyf  )()( 2  nên (1) trở thành 

,2)()2()( 2 byxAyxgyxf   

hay  

             .1,2)()2()( 2  tbtAtgtf                                              (2.6.2) 
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(iii) :1),1,0(  yx    Áp dụng (2.6.1) suy ra (1) trở thành 

  ).()()1()(2 yxfyfxgbxA   

Ta coi số hạng đầu của vế phải của phương trình trên là một hàm của x  thì phương 
trình trên cũng có dạng Pexider, do đó nghiệm của nó là 

                   1,)()( 3  ycyAyf                                                     (2.6.3) 

và   

),1,0(),()1()( 32  xxAxgbxA     

hay tương đương với 

    ),1,0(),1()1()( 32  ssAbsAsg                                      (2.6.4) 

ở đây 3A  là hàm cộng tính và c  là hằng số.  

Mặt khác từ (2.6.2) và (2.6.3) ta suy ra 

).1,0(,)2(2)2()( 32  scsAbsAsg    

Kết hợp với (2.6.4) ta nhận được 

,)2(2)2()1()1( 3232 csAbsAsAbsA   

hay 

                       .)1()1( 23 AAbc                                            (2.6.5) 

(iv) :1, yx  Áp dụng (2.6.3) cho (1) ta nhận được 

  ,1,,)1)(1(  yxcyxg    

nói cách khác 

                      .0,)(  scsg                                                  (2.6.6)  

Đặt 231 : AAA   và kết hợp với các công thức (2.6.1), (2.6.3)-(2.6.6) ta nhận được 
khẳng định của bài toán. 

 Giả sử H  có dạng (7) với  ,  nào đó, trong đó   khả ngược, khi đó với 
0, yx  và 1 yx  thì ta có 

.1)()()( 1










 

yx
yxyx   

Đặt  )()()(),( yxyxyxF   , khi đó 
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.1:0,,1),( 1 









  yxyx
yx

yxF     

Chú ý rằng ta có 

),,(),(),(),( zyFzyxFzyxFyxF   

do đó 

.1:0,,,1111 1111 







































 zyxzyx
zyzyxzyxyx

    

Vậy 

,1:0,,,11 11 



















 zyxzyx
zyyx

     

điều này là vô lý với zx  , suy ra H  không thể có biểu diễn dạng (7) với   khả 
ngược.                                                                                                                             

Nhận xét: Cho hàm H  có dạng (18), khi đó tất cả các hàm R),0(:, gf  liên tục 
thỏa mãn (1) là  









1,)1(

),1,0(,
)(

xbcxxa
xbcx

xf
  

                 
 

và 














.1,

),1,0(,)1(
,0,

)(
sb
sbsa
sab

sg
                

 
           

 

Kết luận: Bài giảng này cho chúng ta cách tiếp cận đôi khi khá hiện đại về một lớp 
phương trình hàm. Tuy nhiên, qua đó chúng ta hoàn toàn có thể xây dựng được một số 
bài toán về phương trình hàm mà có thể cho học sinh phổ thông giải theo cách sơ cấp 
(các ví dụ trong bài giảng). Trước khi kết thúc, chúng ta có thể chỉ thêm những ví dụ 
sau và hy vọng bài giảng phần nào giúp các thầy, cô trong việc chuẩn bị các bài giảng 
bồi dưỡng học sinh giỏi Toán. 

(1) Lấy 3)( xx   và 
u

u 3)(   thì ta nhận được bài toán: Tìm tất cả các hàm 

Rgf R :,  thỏa mãn 

.0,,
)(

1)()()( 









 yx
yxxy

gyxfyfxf    
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(2) Chọn 1)(  xex  và uu )(  ta có bài toán: Tìm tất cả các hàm 
RR  :, gf  thỏa mãn 

  .,,)1)(1()()()( yxeegyxfyfxf yx      
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