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CAÙC BAØI TOAÙN PHÖÔNG TRÌNH HAØM TRONG CAÙC ÑEÀ THI QUOÁC GIA - VMO 
 
VMO 1985 A: 
Baøi 2: Goïi M laø taäp hôïp taát caû caùc haøm soá f xaùc ñònh vôùi moïi soá nguyeân nhaän nhöõng giaù trò thöïc 
thoûa maõn caùc tính chaát sau: 
a/ Vôùi moïi soá nguyeân x vaø y thì f(x).f(y) = f(x + y) + f(x - y) 
b/ f(0) 0  

Tìm taát caû caùc haøm soá 51
2

( )f M sao cho f   

VMO 1991 A: 
Baøi 1: Haõy xaùc ñònh taát caû caùc haøm soá :f     sao cho baát ñaúng thöùc sau ñuùng vôùi caùc soá 

thöïc x, y, z baát kì: 1 1 1
2 2 4

( ) ( ) ( ). ( )f xy f xz f x f xy    

 

Ñaùp soá baøi toaùn laø: f(x)  1
2

 . Ta laàn löôït thöïc hieän caùc böôùc choïn aån nhö sau: 

a/ Cho x = y = z = 0 ta nhaän ñöôïc 2 1 10 0 0
4 2

( ) ( ) ( )f f hay f    

b/ Cho y = z = 0 ta nhaän ñöôïc 1
2

( )f x vôùi moïi x  

c/ Cho x = y = z = 1 ta nhaän ñöôïc 11
2

( )f   

d/ Cho y = z = 1 ta nhaän ñöôïc 1
2

( )f x vôùi moïi x  

Vaäy: f(x)  1
2

 , vaø deã thöû laïi, ñoù laø ñaùp soá baøi toaùn. 

VMO 1993 A: 
Baøi 3: Haõy xaùc ñònh taát caû caùc haøm f(n) xaùc ñònh treân taäp caùc soá nguyeân döông vôùi caùc giaù trò 
nguyeân döông thoûa maõn: 19451993( ( )) . ,f f n n n     
VMO 1996 A: 
Baøi 4: Haõy xaùc ñònh taát caû caùc haøm f(n) xaùc ñònh treân taäp caùc soá nguyeân döông vôùi caùc giaù trò 
nguyeân döông thoûa maõn: 1 2 3 1996( ) ( ) ( ) ( ) ,f n f n f n f n n          
 
VMO 1997 A: - THTT thaùng 2/1998 tr22 
Baøi 3: Coù bao nhieâu haøm f(n) xaùc ñònh treân taäp caùc soá nguyeân döông vôùi caùc giaù trò nguyeân döông 
thoûa maõn: f(1) = 1 vaø f(n).f(n+2) = f(n+1)2 + 1997, *n   

 
Goïi D laø taäp taát caû caùc haøm soá f coù tính chaát ñaõ neâu. Ñeå cho goïn, kí hieäu: an = f(n) 
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*Ta CM . , ( , ) ( ) : ( ) .

, ( )

( ) . ( ),( ) : /

n n n n

n n n

p
c Thaät vaäy neáu c vôùi p q thì töø ta coù q a a pa q a

q
Vì a a a q neân q do laø nguyeân toá

Ñaët f a töø ta coù ca a a a a a ca a a

  

 

     

  

          



  

Nghóa laø f(2) laø öôùc döông cuûa 1998 neáu f thuoäc D. Ñaûo laïi, vôùi moãi öôùc döông a cuûa 1998 
xaây döïng haøm f: *     nhö sau: 

2

2 2 2

19981 1 20 2 1

2 1
2 1 3 2 1 1997

*

*

( ) . ( . ( ) ( ) ( ) ( ), .

min
( ) ( ) ( ) ( ) , :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f f a f n a b f n f n ôû ñoù b
a

Ta chöùng h f D
Deã thaáy f n vaø f n f n f n khoâng phuï thuoäc n vaäy
f n f n f n f f a b a a f D

        



   

           




 

Töông öùng f--> f(2) laø 1 song aùnh giöõa D  vaø taäp caùc öôùc döông cuûa 1998. Vaäy: 
1 1 1 3 1 1 16( )( )( )D       

 
VMO 1999: - Baûng A: - THTT thaùng 2/2000 tr 
Baøi 6: Haõy xaùc ñònh taát caû caùc haøm f(t) xaùc ñònh treân taäp caùc soá nguyeân khoâng aâm vôùi caùc giaù trò 
trong T= 0 1 2 1999, , ,...,  thoûa maõn caùc ñk sau: 

a/ f(t) = t vôùi 0 1999t   
b/ f( m + n) = f(f(m) + f(n)) , ,m n   

 
Giaû söû  f laø haøm soá caàn tìm. Ñaët f(2000) = a; b = 2000 - a. Ta coù: 1 2000b   
Ta coù caùc nhaän xeùt sau (deã chöùng minh baèng quy naïp) 
Nhaän xeùt 1: Vôùi moïi r maø 0 2000: ( )r b ta coù f r a r      
Nhaän xeùt 2: Vôùi moïi k  maø 0 2000: ( )r b ta coù f kb r a r       
Töø 2 nhaän xeùt treân ta suy ra neáu f laø haøm caàn tìm thì: 

2000 2000 0 2000
2000

( )
(*) ( ) (mod( ));

( )

f t t
f a vôùi r m a r a
f m a r

 
      
   

 

Ngöôïc laïi, cho a   T. Xeùt haøm soá f xaùc ñònh treân  thoûa maõn (*). Deã thaáy ( ) ,f n T n   . Ta 
caàn kieåm tra: f( m + n) = f(f(m) + f(n)) , ,m n     (1) 
Vieäc kieåm tra naøy döïa treân caùc nhaän xeùt sau: (deã chöùng minh) 
 
Nhaän xeùt 3: 2000( ) ( ), ,f n b f n n a b a       
Nhaän xeùt 4: ( ) (mod ),n f n b n    

Baây giôø chæ caàn CM (1) cho tröôøng hôïp coù ít nhaát moät trong hai soá m, n khoâng thuoäc T.  
Giaû söû 2000 2000.m Khi ñoù m n a     vaø f(m)+ f(n) ( ( ) ).a do f m a   

( ) ( ) (mod )Maø m n f n f m b    (theo nhaän xeùt 4).  
Thaønh thöû do nhaän xeùt 3 => f( m + n) = f(f(m) + f(n)) 
Keát luaän: Taát caû caùc haøm soá thoûa maõn ñaàu baøi ñöôïc xaùc ñònh theo coângthöùc (*) vôùi moãi a thuoäc T 
cho tröôùc. Thaønh thöû coù 2000 haøm soá nhö vaäy. 
 
VMO 2000: - Baûng B:  
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Baøi 6: Tìm taát caû caùc haøm soá f(x) thoûa maõn ñieàu kieän: 2 41 2. ( ) ( ) ,x f x f x x x x       
(cuõng laø baøi cuûa Aùo 199?) 

 
Thay x bôûi 1 - x ta ñöôïc: 2 41 1 2 1 1( ) . ( ) ( ) ( ) ( ) ,x f x f x x x x          

Nhö vaäy ta coù heä: 
2 4

2 4

1 2
1 1 2 1 1

. ( ) ( )
( ) ( ) . ( ) ( ) ( )

x f x f x x x
f x x f x x x

    


      
 

2 2 2 2 21 1 1 1 1: ( )( ) ( )( )( )
. ( ) ,

x

x

Ta coù D x x x x vaø D x x x x x

Vaäy D f x D x

          

  
 

Töø ñoù ta coù nghieäm cuûa baøi toaùn laø: 

2

4 2

1

2

: ;,
( ) : ( )

:

x x a x b
f x c x a c tuøy yù

a a a c x b

   


  
   

  

  2 1 0, :vôùi a b laø nghieäm pt x x    
 
VMO 2001: - Baûng B: - Khoâng coù Phöông trình haøm. 
 
VMO 2001: - Baûng A: - THTT thaùng 11/2001 tr 11 

Baøi 5: Cho haøm soá 2

2
1

( ) x
g x

x



. Haõy tìm taát caû caùc haøm soá f(x) xaùc ñònh, lieân tuïc treân khoaûng  

(-1; 1) vaø thoûa maõn heä thöùc: 2 2 21 1 1 1( ). ( ( )) ( ) . ( ), ( ; )x f g x x f x x       

 

Vieát laïi heä thöùc cuûa ñeà baøi döôùi daïng: 
2 2

2
2 2

1 1 1 1
1
( ) . ( ( )) ( ). ( ), ( ; )
( )

x
f g x x f x x

x


    


  (6) 

Ñaët: 21 1 1( ) ( ). ( ), ( ; )x x f x x     , khi ñoù, f(x) lieân tuïc treân (-1; 1) vaø thoûa maõn (6) khi vaø chæ khi 
( )x  lieân tuïc treân (-1; 1) vaø thoûa maõn heä thöùc: 1 1( ( )) ( ), ( ; )g x x x       (7) 

Deã thaáy: 1 0
1

( ) , ( ; )xu x x
x


  


 laø moät song aùnh töø 0( ; )  ñeán (-1; 1). Do vaäy coù theå vieát laïi (7) 

ôû daïng: 1 1 0
1 1

( ( )) ( ), ( ; )x xg x hay
x x

 
 

  
 

    
2

2

1 1 0 8
11

( ) ( ), ( ; ) ( )x x
x

xx
 

 
  


 

Xeùt haøm soá: h(x) = 1
1

( )x
x





, 0( ; )x   

Khi ñoù, ( )x  lieân tuïc treân (-1; 1) vaø thoûa maõn (8) khi vaø chæ khi h(x) lieân tuïc treân 0( ; )  vaø thoûa 
maõn heä thöùc: h(x2) = h(x), 0( ; )x   (9) 

Töø (9), baèng PP quy naïp theo n  deã daøng chöùng minh ñöôïc: 2 0( ) ( ), ( ; ),
n

h x h x x n       

Töø ñoù, do 2 1 0lim ( ) ( ) ( ; )
n

n
x vaø do h x lieân tuïc treân


  suy ra h(x) = h(1), 0( ; )x    

Daãn tôùi ( )x = const 1 1( ; )x   . Vì vaäy: 2 1 1
1

( ) ( ; )a
f x x trong ñoù a tuøy yù

x
    


  

Deã thaáy caùc hsoá f(x) xaùc ñònh ôû treân thoûa maõn taát caû caùc yeâu caàu cuûa ñeà baøi, vaø vì theá chuùng laø taát 
caû caùc haøm soá caàn tìm. 
 
VMO 2002: - Baûng B: - THTT thaùng 10/2002 tr10 
Baøi 2: Haõy tìm taát caû caùc haøm soá f(x) xaùc ñònh treân taäp hôïp soá thöïc R vaø thoûa maõn heä thöùc: 
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2002 2001( ( )) ( ) . . ( ), ,f y f x f x y y f x x y       

 
Giaû söû f(x) laø hsoá thoûa yeâu caàu ñeà baøi 
Laàn löôït theá y = f(x) vaø y = x2002 vaøo heä thöùc cuûa baøi, ta ñöôïc: 

2002 2

2002 2002

2002

0 2001
0 2001

2
0

( ) ( ( )) .( ( )) ,
( ( )) ( ) . . ( ),

, :
( ).( ( ) ) ,

f f x f x f x x
f x f x f x f x x
Coäng veá theo veá ñaúng thöùc treân ta ñöôïc
f x f x x x

    

    

   






 

Töø ñoù suy ra neáu f laø haøm soá thoûa maõn yeâu caàu ñeà baøi thì: 
20020 0 1 2 0( ) ( ) ( ) ( ), ( )f vaø f x x x maø f x      

Deã thaáy, hai haøm soá 2002
1 20 1 2( ) ( ) , ( ) ( )f x vaø f x x x thoûa maõn vaø      

Ta seõ CM neáu toàn taïi hsoá f(x) thoûa maõn yeâu caàu ñeà baøi maø khaùc f1 vaø f2 thì daãn ñeán maâu thuaãn 
 Khi ñoù, theo caùc laäp luaän ôû treân, f phaûi thoûa maõn (1) vaø (2). Hôn nöõa, do f khaùc f2 neân toàn 
taïi 0 0x   sao cho f(x0) = 0. Laïi do f khaùc f1 neân toàn taïi y0 0  sao cho f(y0) 0  
Thay x = 0 vaøo heä thöùc cuûa baøi, vôùi löu yù tôùi (1), ta ñöôïc: f(y) = f(-y), y  . Do ñoù coù theå giaû söû 
y0 > 0. 
Vì f(y0) 0  neân theo (2), phaûi coù f(y0) 2002

0 (*)y   

Maët khaùc, thay x = x0 vaø y = -y0 vaøo heä thöùc cuûa baøi, ta ñöôïc: f(-y0) 2002
0 0( ) (**)f x y   

Töø (*) vaø (**) vaø (2) ta coù: 
2002 2002 2002 2002 2002

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )o y f y f y f x y x y y do y              

=> Maâu thuaån. Vaäy chæ coù theå f  1 2;f f .  

Pheùp thöû tröïc tieáp cho thaáy f(x)   0 laø haøm soá duy nhaát caàn tìm. 
 
VMO 2002: - Baûng A: - Khoâng coù Phöông Trình Haøm 
 
VMO 2003: - Baûng B: - THTT thaùng 1/2004 tr18 
Baøi 5: Haõy tìm taát caû caùc ña thöùc P(x) vôùi heä soá thöïc, thoûa maõn heä thöùc: 

3 2 3 23 3 2 1 3 3 2( ) ( ) ( ) ( ),x x x P x x x x P x x           

 
Ta coù: 3 2 3 23 3 2 1 3 3 2( ) ( ) ( ) ( ),x x x P x x x x P x x            (2) 

2 22 1 1 2 1( )( ) ( ) ( )( ) ( ),x x x P x x x x P x x             (3) 
Thay x = -2 vaøo (3) ta ñöôïc: 0 = -28.P(-2) => P(-2) = 0 
Thay x = 2 vaøo (3) ta ñöôïc: 0 = 28.P(1) => P(1) = 0 
Töø ñoù: 

+ Thay x = -1 vaøo (2) ta ñöôïc: 0 = -9.P(-1) => P(-1) = 0 
+ Thay x = 1 vaøo (2) ta ñöôïc: 0 = 9.P(0) => P(0) = 0 

Töø caùc keát quaû treân, suy ra: P(x) = (x-1)x(x+1)(x+2).Q(x) , x   (4) 
Trong ñoù Q(x) laø ña thöùc vôùi heä soá thöïc cuûa bieán x. Daãn tôùi: 
P(x - 1) = (x-2)(x-1)(x)(x+1).Q(x-1) , x      (5) 
Töø (3), (4), (5) ta ñöôïc: 

2 22 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1( )( ) ( )( )( ). ( ) ( )( ) ( )( )( ). ( ),x x x x x x x Q x x x x x x x x Q x x                 
Suy ra: 2 21 1 1 0 1 2( ). ( ) ( ). ( ), ; ;x x Q x x x Q x x           
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Do moãi veá cuûa ñaúng thöùc treân laø moät ña thöùc cuûa bieán x neân: 
2 21 1 1( ). ( ) ( ). ( ),x x Q x x x Q x x             (6) 

Töø ñoù, do 2 21 1 1( ; )x x x x     , suy ra 2 1( ) ( ). ( ),Q x x x R x x      (7) 
trong ñoù R(x) laø ña thöùc vôùi heä soá thöïc cuûa bieán x 

Daãn tôùi: 21 1 1( ) ( ). ( ),Q x x x R x x            (8) 
Töø (6), (7), (8) ta ñöôïc: 2 2 2 21 1 1 1 1( ).( ). ( ) ( ).( ). ( ),x x x x R x x x x x R x x             

Töø ñoù, do 2 21 1 0( )( ) ,x x x x x        ta ñöôïc R(x -1)= R(x), x  . Suy ra R(x) laø ña thöùc 
haèng. Töø ñaây vaø (7), (4) ta ñöôïc:  

21 1 2 1( ) ( ) ( )( )( ),P x c x x x x x x x        , trong ñoù c laø haèng soá thöïc tuøy yù. 
Pheùp thöû tröïc tieáp cho thaáy caùc ña thöùc P(x) vöøa tìm ñöôïc ôû treân thoûa maõn caùc heä thöùc cuûa 

ñeà baøi, vaø do ñoù chuùng laø taát caû caùc ña thöùc caàn tìm. 
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VMO 2003: - Baûng A: - THTT thaùng 2/2004 tr4 
Cho taäp hôïp F goàm taát caû caùc haøm soá :f     thoûa maõn 3 2( ) ( ( )) ,f x f f x x x      
Haõy tìm soá thöïc   lôùn nhaát sao cho vôùi moïi hsoá f thuoäc taäp F, ta ñeàu coù: ( )f x x , x    

 
Baøi naøy nghieân veà daõy soá. 
 
VMO 2004: - Baûng A, B: - Khoâng coù Phöông Trình Haøm 
 
VMO 2005: - Baûng A vaø B: - THTT thaùng 11/2005 tr11 
Baøi 4: Haõy xaùc ñònh taát caû caùc haøm soá :f    thoûa maõn caùc ñieàu kieän: 

( ( )) ( ). ( ) ( ) ( ) , ,f f x y f x f y f x f y xy x y        

 
Giaû söû :f    laø haøm soá thoûa maõn heä thöùc cuûa ñeà baøi, nghóa laø: 

( ( )) ( ). ( ) ( ) ( ) , ,f f x y f x f y f x f y xy x y            (1) 
Ñaët f(0) = a 
Theá x = y = 0 vaøo (1), ta ñöôïc f(a) = a2       (2) 
Theá x = y vaøo (1), vôùi lö yù tôùi (2), ta ñöôïc: 2 2 2( ( )) ,f x x a x      (3) 
Suy  2 2 0( ( )) ( ( )) , ( ( ) ( ))( ( ) ( )) ,f x f x x hay f x f x f x f x x             (4) 
Giaû söû toàn taïi 0ox  sao cho 0 0( ) ( )f x f x   
Theá y = 0 vaøo (1), ñöôïc: ( ( )) ( ) ( ) ,f f x af x f x a x        (5) 

0 1 6
5 6 2 7

; ( ), : ( ( )) ( ) ( ) , ( )
( ) ( ) : .( ( ) ( )) ( ) ( ) , ( )

Theá x y x vaøo ta ñöôïc f f x af x f x a x
Töø vaø suy ra a f x f x f x f x a x

         
      




 

Theá x = x0 vaøo (7), ta ñöôïc: 0( )f x  a (*) 

Maët khaùc, töø (3) suy ra neáu f(x1) = f(x2) thì 2 2
1 2x x . Vì theá, töø (*) suy ra x0 = 0 traùi vôùi giaû thieát 

0ox  . Maâu thuaån chöùng toû 0( ) ( ), .f x f x x     
Do ñoù töø (4) suy ra 0( ) ( ),f x f x x          8( )  

Theá (8) vaøo (7) ta ñöôïc: 1 0 0.( ( ) ) ,a f x x    .  
Suy ra a = 0, vì neáu ngöôïc laïi 0a  thì f(x) = 1, 0x  , traùi vôùi (8) 

Do ñoù töø (3) coù: 2 2( ( )) ,f x x x          (9) 
Giaû söû toàn taïi 0 0x   sao cho 0 0( )f x x . Khi ñoù theo (5) ta phaûi coù: 

0 0 0 0 0( ) ( ( )) ( )x f x f f x f x x       . Maâu thuaån chöùng toû f(x) x , 0x   
Vì vaäy, töø (9) ta ñöôïc f(x)  = - x, x  . Ngöôïc laïi, kieåm tra tröïc tieáp, ta thaáy hsoá tìm ñöôïc ôû treân 
thoûa maõn caùc yeâu caàu cuûa ñeà baøi. 
Vaäy haøm soá f(x) = - x, x   laø haøm soá duy nhaát caàn tìm. 
 
VMO 2006: - Baûng B: - THTT thaùng 11/2006 tr 8 
Baøi 5: Haõy tìm taát caû caùc haøm soá f(x) xaùc ñònh, lieân tuïc treân taäp soá thöïc  , laáy giaù trò trong  vaø 
thoûa maõn ñieàu kieän: f(x - y). f(y - z). f(z - x) + 8 = 0, , ,x y z   

 

Cho 20 8 0
2 2 2

, , ( ). ( )t t tx y vaø z thu ñöôïc f t f 
     , do ñoù f(t) < 0, vôùi moïi t. Vaäy coù theå ñaët 

f(x) = -2g(x) . Theá vaøo pt haøm ñaõ cho, nhaän ñöôïc: 
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3( ) ( ) ( )g x y g y z g z x      . Ñaët u = x - y; v = y - z thì z - x = - (u+ v) 
Ñaët h(x) = g(x) - 1, PT haøm treân trôû thaønh: h(u) + h(v) = - h(-u - v)   (*) 
Deå thaáy h(0) = 0, (vôùi u = v = 0) vaø h(x) = -h(-x) (vôùi u = x vaø v = -x). 
PT (*) ñöôïc vieát laïi thaønh ( ) ( ) ( ).h u h v h u v    
PT haøm naøy chính laø PT haøm Cauchy. Nghieäm cuûa noù laø h(t) = at, vôùi a laø haèng soá thöïc tuøy yù naøo 
ñoù. Theá ngöôïc laïi, ta thu ñöôïc nghieäm cuûa PT haøm ban ñaàu laø: 12( ) ,axf x a    
Thöû laïi thaáy haøm soá naøy nghieäm ñuùng PT ñaõ cho. 
 
VMO 2006 - Baûng A: - THTT thaùng 11/2006 tr 10 
Baøi 5: Haõy xaùc ñònh taát caû caùc ña thöùc P(x) vôùi heä soá thöïc thoûa maõn heä thöùc sau: 

2 2 23 2 1( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ),P x x P x P x P x x x          (1) 

 
Giaû söû P(x)  laø ña thöùc caàn tìm, deã thaáy deg P > 0 
1/ Xeùt deg P = 1 

2 2 20 1 3 2 2 2 0 2( ) , , ( ), : ( ) ( ) ( )P x ax b a theá vaøo ta ñöôïc a a x b a b x b b           
Töø (2) ta tìm ñöôïc (a = 1, b = 0), (a = 2, b = 0), (a = 2, b = 1) 
Ta ñöôïc caùc ña thöùc: 2 2 1( ) ; ( ) ; ( ) ;P x x P x x P x x     
 
2/ Xeùt deg P = n > 1 

0 3( ) ( ), ( ), ( ) , degnÑaët P x ax S x a vôùi S x laø ña thöùc S k n      
Theá (3) vaøo (1), ta ñöôïc: 

2 2 2 2 1 22 3 1 3 2 4( ) ( ( )) ( ) . ( ) ( ( ) ) ( ( ) ( )) ( )n n n na a x S x S x ax S x ax S x S x x x            
Vì baäc cuûa ña thöùc naèm ôû veá phaûi cuûa (4) baèng n + 1 vaø  n + 1 < 2n neân töø (4) ta ñöôïc a2 - a = 0, 
hay a = 1. Do ñoù, töø (4) ta coù:  

2 2 1 22 3 1 3 2( ) ( ( )) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ( ))n n nx S x S x S x x S x S x x x           5( )  
Vì baäc cuûa ña thöùc naèm ôû veá traùi cuûa (5) baèng n + k vaø baäc cuûa ña thöùc naèm ôû veá traùi cuûa (%0 
baèng n + 1 neân töø (5) ta suy ra phaûi coù k = 1. Hôn nöõa, trong (5) thay x = 0 ta ñöôïc 

20 0 0 0 0 0 1 1( ( )) ( ) , ( ) ( ) . , ( ) : ( ) ( )S S hay S hoaëc S Nhö vaäy S x coù daïng S x px hoaëc S x px        
 
Tröôøng hôïp 1: ( )S x px . Theá vaøo (5) ta ñöôïc: 

1 2 2

2

3 1 2 3 2 0
3 1 2 0

1 1 2 2 0 2
3 2 0

( ( ) ) ( ).
( )

, (mod ) , (mod )

nn p x p p x
n p

p n hoaëc p n
p p

      

         
  

 

Töø ñoù ta ñöôïc caùc ña thöùc: 2 1 2 2( ) ( )n nP x x x vaø P x x x     
Pheùp thöû tröïc tieáp cho thaáy caùc ña thöùc naøy thoûa (1) 
 
Tröôøng hôïp 2: 1( )S x px  . Theá vaøo (5) ta ñöôïc: 

2 23 1 2 1 2 3 2 2 2 0( ( ) ) ( ). ( )n nn p x x p p x p x           . Suy ra 2 = 0. Voâ lyù. Chöùng toû khoâng 
toàn taïi ña thöùc thoûa (5), do ñoù khoâng toàn taïi ña thöùc thoûa (1) trong tröôøng hôïp naøy. 
Toùm laïi, taát caû caùc ña thöùc thoûa ñeà laø: 2 1 2 2( ) ; ( ) ( ) , .n nP x x P x x x vaø P x x x n tuøy yù       
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VMO 2007: - THTT thaùng 11/2007 tr 14 
Caâu 5: (3 ñ). Cho b laø moät soá thöïc döông. Haõy xaùc ñònh taát caû caùc haøm soá f xaùc ñònh treân 

taäp caùc soá thöïc  , laáy giaù trò trong   vaø thoûa maõn phöông trình: 
1 13 3( ) ( )( ) ( ). ( ), ,

y yb f y x b f y yf x y f x b b x y          

 
Phöông trình ñaõ cho töông ñöông vôùi: 13 ( )( ) ( ( ) ). , ,yx y b f yxf x y b f x b x y         (1) 
Ñaët g(x) = f(x) + bx. Khi ñoù (1) coù daïng: 13 2( )( ) ( ). , , ( )g yg x y g x x y     
Thay y = 0 vaøo pt (2) ta ñöôïc  

0 1

1 1 1

0
3

0 1

0
0 1 0 2

0 3 3 3 0 3

( )

( ) ( ) ( )

( ) ,
( ) ( ). ,

( )

* ( ) , ( )
* ( ) , ( )

( ) ( ). ( ) ( ) , ( )

g

x

g y g y g y

g x x
g x g x x

g

Vôùi g x x thì f x b
Vôùi g theá x vaøo pt ta ñöôïc

g y g g y g y y



  

   
     

    
 

       








 

1 1

3 3

3 3 3 1
0 1 1

( ) '( ) .ln
'( ) log (log )

t tXeùt hsoá h t t coù h t
h t t e

    
    

  

Ta coù baûng bieán thieân sau, vôùi 3 3 3 1 0log log (log )a e e     

 
Töø baûng bieán thieân ta thaáy pt h(t) = 0 coù 2 nghieäm t1 = 1 vaø t2 = c , vôùi 0<c<1, (vì h(0) = 1/3). 

Töùc laø: 1 1
3 4

0 1
( ) ( )

( ) ( )
( ) ,

g y g y
g y y

g y c c
  

      
  

Giaû söû toàn taïi 0y   sao cho g(y0)= c. Khi ñoù: 

0

2 3
1

0 0 0 0 0 01 0 3
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ). ( ). ( ) . ( )g yg g y y g y g y g y c g y         . Suy ra 0

1( )g y c
c

   , maâu thuaån vôùi 

(4). 
=> Loaïi TH g(y) = c  

Vaäy g(y) = 1, y  , suy ra f(x) = 1 - bx. 
Vaäy coù 2 haøm soá thoûa maõn ñeà baøi laø: f(x) =  - bx  vaø  f(x) = 1 - bx. 
 
VMO 2008, 2009, 2010:  - Khoâng coù Phöông Trình Haøm. 
 
VMO 2013 - Baøi 5 (7 ñieåm): HSG QG 2013 

Tìm taát caû caùc haøm soá 0 0 1 2013: ( ) ; ( ) :f thoûa f f vaø     

   2 2 2 2

2 2

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( )

, , ( ) ( ( ))

x y f f x f f y f x f y f x f y

ñuùng vôùi moïi x y trong ñoù f x f x

    

 
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2 3

3
2

0 0

0

; : . ( ( )) ( )
( )( ( )) ,

Cho x y ta thu ñöôïc pt x f f x f x
f x

f f x x
x

  

   
 

 

 

3 3
2 2

3
3 2 2

2 2

0

1 0

1 2013 2013 2013

2013 2013 0

:

( ) ( )( ). ( ( ) ( )). ( ) ( ) , , (*)

, (*) :

( )( ) ( ( ) ). ( )

( ( ) ).( ( ) )

Thay vaøo pt ñaàu ta ñöôïc

f x f yx y f x f y f x f y x y
x y

Cho y x vaøo ta coù

f x
x f x f x

x

f x x f x x

 
       

 
 

 
     

 
   

 

 
 

2 2

3
3 2 2

2 2

2013 0 0
2013 0 1 2013

0 1

1 2013 2013 2013

2013 2013 0

2013
20

: ( )
( ) , ( )

, (*) :

( )( ) ( ( ) ). ( )

( ( ) ). ( )

( ) . .
( )

Maø f x x vôùi x
f x x x f

Cho x y vaøo ta laïi coù

f xx f x f x
x

f x x f x x

f x x Thöû laïi ta thaáy ñuùng
Vaäy f x

  
       
  

 
     

 
   

 
 13 .x

 


