TRUONG DAI HOC KHOA HOC TU NHIEN
DAI HOC QUOC GIA HA NOI
%

BAI TAP LON

MON THUC HANH TINH TOAN

Sinh Vién Thye Hign: Nguyén Xuan Bach

Lép: K58A1T



MOT LICH SU CUA LY
THUYET SO

T https://en.wikipedia.org/wiki/Numbertheory



Muc luc

1

2

9

Ly thuyét sb 1a gi?

Budi dau cta ly thuyét s

Hy Lap c6 dién va thai ki tién Hellenistic
Diophantus

Aryabhata, Brahmagupta, Bhaskara

Sb hoc trong thai ki vang Islamic

Tay Au trong Thoi Trung C6

Ly thuyét s6 tién hién dai

81 Fermat. . . . ... ... .. .. ...
82 Euler. . . . . . ...

Lagrange, Legendre va Gauss

10 Phét trién va chia thanh cac linh vuc con

11 Ly thuyét sb giai tich

12 Ly thuyét s6 dai sb

13 Hinh hoc Diophantine

14 Tai lieu

15 Giai thudng

10

10

11
11
12

14

16

17

18

19

20

21



1 Ly thuyét s6 1a gi?

Hinh 1: Mot sang Lehmer, né 1a mot méy tinh s6 goc timg duge sit dung dé tim
cac sd nguyén t6 va gidi cac phuong trinh Diophantine don gian.

Ly thuyét s6 hay s6 hoc 1a mot nhanh ctia toan hoc thuan tiy co ban nghién
ctiu céc s6 tu nhién va cac s6 nguyén. Doi khi dude goi 1a *Nit hoang ciia toan
hoc’ béi vi tri nén tang ctia né. Cac nha Iy thuyét sd nghién citu cac s6 nguyén
t6 ciing nhu cac dbi tugng duge tao ra bdi cac s6 nguyen (s6 hitu ti) hodc duge
dinh nghia nhu tdng quat hoa ciia cac s6 nguyen (s6 nguyen dai s6).

Céc s6 nguyen c6 thé duge quan tam trong chinh ching hodc nhu 1di gii
clia cdc phuong trinh (hinh hoc Diophantine). Céc cau hoi trong 1y thuyét sd
thuong duge hiéu t6t nhat thong qua nghién citu cac déi tugng gii tich (ham
zeta Riemann) md ra cac tinh chat ctia céc sd nguyén, so6 nguyén t6 hodc céc
ddi tugng lien quan s6 khac theo mot phong céch nao dé (1y thuyét s6 gidi tich).
Ngudi ta ciing c6 thé nghién citu cac s6 thiyc trong moéi quan he véi cac s6 hitu
ti, chéing han xap xi bdi s6 hitu ti (xap xi Diophantine).

2 Buoi dau cua ly thuyeét so
Chi dan lich sit dau tien tim thay ctia mot vat thé tuy nhién sé hoc 14 mot

manh v& clia mot bang: mot bang dat sét v Plimton 322 (Larsa, Mesopotamia,
ca. 1800 BCE) chtta mot danh séch cac 'bo ba Pythagorean’, tic 1a cac sb



nguyén (a, b,c) sao cho a? + b> = ¢%. Cac bo ba qua nhiéu va qui 16n dé thu
dudc bang cach chia trudng hgp. Dau dé tren cot dau tién doc: "Takiltum ctia
duong chéo dugc tru sao cho do rong..."

2 AT

Hinh 2: Bang Plimpton 322.

B tri clia bang gdi ¥ ring né dude xay dyng, theo ngdn ngit hien dai béi

dong nhat thic
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an trong cac bai tap Babylon c¢d hing ngay. Néu phuong phap khéc nao dé dugce
stt dung, cac bo ba truée hét duge xay dung va roi duge sap lai béi £, ¢6 1& thyc
su st dung nhu mdot ’bang’; tic la muc dich tng dung.

Khong 16 vé cac tng dung ndy; thién vin Babylon, ching han, thuc sy né
1o chi sau nay. Gdi ¥ thay réng bang 13 mot dit liéu sd cho cac bai toan trudng
hoc.

Trong khi ly thuyét s6 Babylon chita nhitng manh don 18, diém xuyét nay,
dai s6 Babylon dac biet dugce phat trién tét. Dt lieu Late Neoplatonic néi ring
Pythagoras da hoc toan hoc tit nhitng ngudi Babylon. Cac dit liéu sém hon néi
rang Thales va Pythagoras da di chuyén va nghién cttu & Ai Cap.

Sach Co s6 ciia Euclid, quyén IX, trang 21-34 rit c6 kha ning la thudc vé
ngudi Pythagorean. D6 1a mot dit kien don gidn (’lé nhan chén 1a chin’, néu
mot s6 1& chia hét mot s6 chdn thi né ciing chia hét mot nita ciia s6 d6’) nhung
né la tat cd nhing gi can thiét dé ching minh rang v/2 la vo ti. Than hoc
Pythagorean cho diéu tuyét quan trong vé s6 1& va s6 chin. Kham pha ring
V2 1a vo ti dugc ghi cong cho nhitng ngudi Pythagorean (Theodorus trude dé).
Bing viéc chi ra céc s6 c6 thé 1a vo ti, kham phé nay c6 vé nhu kich thich khiing
hodng nén tang dau tién trong lich s todn hoc. Chitng minh ctia né hay tiét 1o
ctia n6 duge ghi céng cho Hippasus, ngudi bi truc xuit hay tach khoéi mon phai
Pythagorean. Diéu nay tao mot sy khac bigt gitta cac s6 (cac s6 nguyen va céc
s6 hitu ti-cdc chi dé cia 1y thuyét s6), theo mot céch, va do dai va ti l¢ (ma ta



sé dong nhat vé6i céc s6 thyc, du ¢6 hitu ti hay khong), theo cach khac.

Truyén miéng Pythagorean néi vé cai duge goi la cac s6 da giac hay hinh
hoc. Trong khi cac s6 binh phuong, 1ap phuong,..., gid dugc thiy ty nhién hon
céc sb tam giac, cac sb ngil giac,..., nghién citu ciia téng cac sd tam gidc va ngil
giac duge chitng minh thanh cong trong thoi ki tién hien dai (thé ki 17 t6i dau
thé ki 19).

Chiing ta biét khong c6 tai licu s6 hoc 16 rang trong cac dit kien Ai Cap cd
dai hay Ve Da, mic dit ¢6 mot it dai s6 trong ca hai. Dinh 1y phan du Trung Hoa
xuat hién nhu mot bai tap trong Suan Ching clia Sun Zi, ciing duge biét dén
nhu Kinh Dién Toan Hoc ciia Sun Zi (thé ki thit 3, 4 hodic 5 sau cong nguyen.)
(c6 mot bude quan trong duge che day trong 1oi gidi cia Sun Zi: van dé duge
gidi sau nay bdi kuttaka ctia Aryabhata.)

Ciing c6 mot it than hoc s6 hoc trong toin hoc Trung Hoa, nhung, khong
giébng nhu Pythagorean, né dusng nhu khong dan t6i dau. Giéng cac s6 hoan
hio ciia Pythagorean, cac binh phuong ki diéu chuyén tit mé tin vao giai tri.



3 Hy Lap co6 dién va thoi ki tién Hellenistic

Bén canh mot vai manh v, toan hoc ctia Hy Lap c¢6 dién duge biét t6i ching
ta thong qua cac bao cdo cia cac cong trinh khong phai toan hoc duong thoi
hoiic cdc cong trinh toan hoc tir thai ki tién Hellinstic. Trong trudng hgp cta ly
thuyét s6, béi va phan 16n, lan lugt, Plato va Euclid.

Plato c6 mot quan td&m méanh liét trong toan hoc, va phan biét r6 rang gitta
s6 hoc va tinh toan. Thong qua mot trong sd cac doi thoai ciia Plato-ay la,
Theaetetus-ta biét ring Theodorus da chitng minh ring v/3,v/5,...,v/17 1a vo
ti. Theaetetus la, giéng Plato, mot tin do ciia Theodorus. Ong da lam cong viec
phan loai céc kiéu khac nhau ciia ti s6 vo ti, va do d6 dugc cho la mot ngusi tien
phong trong nghién citu cdc hé thdng sé. (quyén X clia saich Co Ban ctia Eu-
clid dugc mo ta béi Pappus 1a duge dya trén phan 16n cong trinh ctia Theodorus)

Euclid gép phan trong sach Co Ban ciia minh vé cac sb nguyén td va tinh
chia hét, cac chit dé ro rang vé ly thuyét sd va la co ban vé né (quyén VII t6i
quyén IX citia Co Ban ctia Euclid). Néi rieng, ong cho mot thuat toan cho viéc
tinh u6c chung 16n nhat cta hai s6 (thuat toan Euclid, Co Ban, Ménh dé VII.2)
va chitng minh dugc biét dén dau tién ciia tinh vo han clia cac s6 nguyén t6 (Co
Bén, ménh deé 1X.20).

Nam 1773, Lessing da cong bé mot bai tho 6ng tim thiy trong mot ban viét
tay trong thoi gian ong lam quan thu. N6 duge xac nhan 1a mot bic thu duge
giii béi Archimedes t6i Eratosthenes. Bai tho dé ra mot bai toan tré nén dude
biét dén 1a bai todn dan gia sic ctia Archimedes; 18i gidi ctia n6 (thiéu ving
trong ban viét tay) yéu cau gidi mot phuong trinh bac hai vo dinh (ma giam vé
cai sau nay sé dugc dit sai tén phuong trinh Pell). Trong chitng muyc ta biét,
nhitng phuong trinh nhu vay dugce tiép can thanh cong dau tién bdi truong hoc
An Do. Khong ré6 Archimedes ¢6 tu tim duge mot phuong phéap giai.



4 Diophantus

Ta biét rat it vé Diophantus ctia Alexandria; c6 kha ning 6ng sdng vao thé
ki thi ba sau cong nguyén, tic la, khodng nam tram nim sau Euclid. Sau trong
s6 mudi ba quyén ciia Arithmetica ctia Diophantus vAn ton tai theo tiéng Hi
Lap gbc. Hon bén quyén ton tai dusi dang ban dich tiéng A Rap. Arithmetica
13 mot tap hop cac van dé giai chi tiét & d6 nhiem vu ludn 13 tim cac 15i gidi
hitu ti cho mot he céc phuong trinh da thiic, thudng ¢ dang f(x,y) = 22 hoic
flx,y,2) = w?. Do d6, ngay nay ta noéi c6 dang cdc phuong trinh Diophantine
khi ta néi c6 dang cic phuong trinh da thitc cho phuong trinh ma nghiém can
tim 1& hitu ti ho#ic nguyén.

Hinh 3: Tiéu dé clia phién ban nam 1621 ctia Arithmetica ctia Diophantus, dugc
dich sang tiéng Latin béi Claude Gaspard Bachet de Méziriac.

Ngudi ta c6 thé néi ring Diophantus lic d6 dang nghién citu cac diém hitu
ti-tiic 1a, cac diém c6 toa do 1a hitu ti- trén cac duong cong va da tap dai s6; tuy
nhién, khong giéng nhitng ngudi Hy Lap ciia thoi ki ¢6 dién, ngusi da lam cai
ma gid ta goi 1a hinh hoc dai sb co ban theo ngon ngit dai s6 thuan tiy. Theo
ngon ngit hién dai, cAi Diophantus da lam 13 tim cAc tham s6 héa hitu ti clia
céc da tap; tuc la, cho mot phuong trinh ¢6 dang f(x1,z2,23) = 0, muc dich
ctia 6ng 1a tim (vé ban chat) ba ham hitu ti g1, g2, g3 sao cho v6i tat ca cac gia
tri ctia r va s, hé a; = ¢;(r, s) v6i i = 1,2,3 cho mot 10i gidi téi f(x1, 29, 23) =0

Diophantus cling da nghién cttu cac phuong trinh ciia mdt vai duong cong



khong-hitu ti, v6i ching khong tham sé héa hitu ti ndo c6 thé. Ong da thanh
cong trong viéc tim mot s6 diém hitu ti trén cac dudng cong nay (céc dudng
cong elliptic, nhut né x4y ra, trong cai duong nhu 1a sy kién dude biét dén dau
tien ctia chiing) bing cai ma chung quy 1a phép dung mot tiép tuyén: Chuyén
sang hinh hoc toa do (khong ton tai trong thoi ctia Diophantus), phuong phap
ctia ong duge hinh dung la vé mot tiép tuyén t6i mot duong cong tai mot diém
hitu ti da biét, va roi tim diém khac 13 giao clia tiép tuyén véi duong cong; diém
khac d6 1a mot diém hitu ti méi. (Diophantus ciing da ding t6i cai duge goi 1a
mot trudng hgp dic biet ciia mot phép dung céat tuyén.)

Trong khi Diophantus quan tam phan 16i véi cac 18i gidi hitu ti, ong da gia
stt mot s6 két qua trén cac sd nguyén, noéi rieng ring moi sé6 nguyen la téng ciia
bon binh phuong (mic dit ong da khong bao gid phat biéu ro rang).

5 Aryabhata, Brahmagupta, Bhaskara

Trong khi thién vin Hi Lap chic chin da anh hudng t6i hoc thuat An Do, &
diém giéi thieu lugng gidc, mat khac dudng nhu toan hoc An D6 1a mot truyen
théng mang ban sic riéng; néi rieng, khong c6 bing ching ring Co Ban cia
Euclid t6i An Do trudc thé ki 18.

Aryabhata (476-550 sau cong nguyén) chiing t6 rang cic cap dong du dong
thoi
n=a1( modmi),n=az( mod my)
c6 thé dugc giai bing mot phuong phap dudc goi 1 kuttaka, hay phan hity, day
la mot thii tuc gan véi (mot dang tdng quat ctia) thuat toan Euclid, ma r6 rang
duge kham pha doc lap & An Do. Aryabhata dudng nhu c6 y tuéng ap dung
vao cac tinh toan thién van.

Brahmagupta (628 sau cong nguyén) bat dau nghién citu ¢6 hé thong ciia
cac phuong trinh bac hai-néi riéng, cai tén bi dit sai phuong trinh Pell, trong
d6 Archimedes quan tam dau tién, va né da khong dudc bat tay vao giai
phuong Tay cho téi tan thoi clia Fermat va Euler. Sau do6 cac tac gid Sanskrit
tiép nédi, st dung thuat ngit k§ thuat cia Brahmagupta. Mot thi tuc téng quét
(chakravala, hay 'phuong phép xich’) cho gidi phuong trinh Pell cudi ciing duge
tim ra bdi Jayadeva (dugc trich dan vao thé ki mudi mot; cong trinh clia 6ng
miit khac da bi mat); trinh bay ton tai sém nhat xuit hién trong Bija-ganita
clia Bhaskara IT (thé ki 12).

Khong may, cic nha toan hoc An Do phén 16n van khong duge biét dén &
Chau Au cho t6i cudi thé ki 18. Cong trinh ctia Brahmagupta va Bhaskara dugc
dich sang tiéng Anh nam 1817 bdi Henry Colebrooke.



6 S6 hoc trong thdi ki vang Islamic

Vao dau thé ki tht chin, vua Al-Ma'mun ra lénh dich nhiéu céng trinh
toan hoc Hi Lap va it nhat mot cong trinh Sanskrit (Sindhind, c6 thé hodc
khong phai 1a Brahmasphutasiddhanta clia Brahmagupta). Cong trinh chinh
ctia Diophantus, Arithmetica, dd dugc dich sang tiéng A Rap bdi Qusta ibn
Luqa (820-912). Mot phan trong luan an al-Fakhri (bdi al-Karaji, 953-ca. 1029)
xay dung trén no. Theo Rashed Roshdi, ban cuing thsi ciia Al-Karaji Ibn al-
Haytham da biét cai sau nay dudc goi 13 dinh ly Wilson.

7 Tay Au trong Thai Trung Co

Ngoai mot mot luan 4n vé cac binh phuong trong cip s6 cong béi Fibonacci-
ngudi da sdéng va nghién citu 6 bic Phi va Constantinople trong sudt thdi gian
séng, 1175-1200 sau cong nguyen-khong cé gi dang néi ve ly thuyét s6 6 Tay Au
trong sudt thai Trung C6. Chuyen bit dau thay déi 6 Chau Au vao cudi thoi
Phuc Hung, nhd vio mot nghién citu duge lam méi ctia cac cong trinh thai co Hi
Lap. Mot chat xtic tac 1a viéc siia 16i va dich sang tiéng Latin Arithmetica clia
Diophantus (Bachet, 1621, tiép ndi mot c¢6 gang dau tién bsi Xylander, 1575).
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8 Ly thuyét sb tieén hién dai

8.1 Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) khong bao gi cong bd cac ghi chép ciia ong;
néi riéng, cong trinh ciia 6ng vé 1y thuyét sé6 hau nhu duge chiia hoan toan trong
cac bitc thu t6i cac nha toan hoc va trong 1é cac ghi chép ca nhan. Ong gan nhu
khong ghi chitng minh nao trong 1y thuyét sd; ong khong c6 mo hinh nao trong
chitng minh. Ong da lap lai quy nap toan hoc, gi6i thieu phuong phéap liti v6 han.

Hinh 4: Pierre de Fermat.

Mot trong cdc quan tam dau tién clia Fermat la cac s6 hoan hao (xuat hien
trong quyén IX, sach Co Ban ctia Euclid) v& cic s6 uyén wong; diéu da dan ong
t6i cac ude s6 nguyen, la diém bat dau giita nhitng trao ddi (1636 trd vé trudc)
dua ong tiép xic véi cong dong toan hoc ngay dé. Ong da nghien citu xong
phién ban Diophantus ctia Bachet mot cach can trong; nam 1643, phan 16n moi
quan tam cilia ong chuyén sang cac bai toan Diophantine va cac téng ciia céc
binh phuong (ciing da dugc tiép can bdi Diophantus).

Thanh tyu clia Fermat trong s6 hoc bao gom:

1. Dinh 1y nhé Fermat (1640), phéat biéu ring, néu a khong chia hét béi mot
s6 nguyén t6 p, thi a?~! = 1( mod p).
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2. Néu a va b 13 nguyen t6 cting nhau, thi a? + b khong chia hét bai bat ki
s6 nguyén t6 ndo dong du -1 modulo 4; va moi sd nguyén t6 dong du 1 modulo
4 c6 thé duge viét dudi dang a? + b%. Hai phat biéu nay ciing dé tit 1640; nam
1659, Fermat no6i véi Huygens ring ong da chitng minh duge phét biéu sau bang
phuong phap i vo han. Fermat va Frenicle cling 1am mot s6 cong trinh (mot
phan sai s6t) vé cac dang bac hai.

3. Fermat dé ra bai toan gidi phuong trinh 22 — Ny? = 1 nhu mot thach thic
t6i cac nha todn hoc Anh (1657). Bai toan da duge gidi trong mot vai thang bdi
Wallis va Brouncker. Fermat quan tam 16i gidi hgp 1é ctia ching, nhung da chi
ra ho da dung mot thuat toan ma khong chiing minh (Jayadeva va Bhaskara
da lam roi, dit vay Fermat da khong bao gio biét diéu nay.) Ong néi ring mot
chitng minh c6 thé dugce tim thiy bing phuong phap liii.

4. Fermat da phat trién cidc phuong phap cho (Iam cai ma theo ngon ngit
clia chiing ta chung quy 1a) viéc tim céc diém trén ciac dudng cong c6 giong 0
va 1. Nhu Diophantus, c6 rat nhiéu thi tuc diic biét va chung quy 14 mot phép
dung tiép tuyén, nhung khong diing moét phép dung cat tuyén.

5. Fermat phat biéu va chitng minh (bing phuong phép i) trong phu luc
cho Nhan Xét vé Diophantus ring z* + y* = 2% khong c6 15i gidi khong tam
thudng trong céc s6 nguyén. Fermat ciing dé cap v6i ban thu cla 6ng ring
x3 4+ 13 = 23 khong c6 16i giai tam thuong, va rang diéu nay c6 thé duge chitng
minh bing phuong phap lui. Chitng minh duge biét dau tien 13 bsi Euler (1753;
ding 13 bing phuong phéap lui).

Xac nhan ctia Fermat (dinh 1§ cudi cing Fermat) rang da chimg t6 khong
c6 10 giai cho 2™ + y™ = 2™ v6i moi n > 3 (chiing minh duy nhat duge biét téi
vugt qué xa phuong phap ciia 6ng) xuat hien duy nhat trong cac chi thich clia
ong bén 1é mot phién ban ctia Diophantus; 6ng da khong bao gid xac nhan diéu
nay v6i ngudi khac va do dé khong can rit lai né néu o6ng tim thay bat ki 15i
sai trong ching minh gid dinh ctia 6ng.

8.2 Euler

Mbi quan tam ctia Leonhard Euler (1707-1783) trong ly thuyét s6 lan dau
tien duge thic day vao nam 1729, khi mot ngusi ban ciia ong, GoldBach, chi
ong mot phan cong trinh ctia Fermat vé 1y thuyét s6. Day dudce goi 1a sy tai
sinh ctia 1y thuyét s6 hién dai, sau si thiéu tuong déi ciia Fermat ctia sy thanh
cong trong viec c6 dude sy chi ¥ ciia nhitng ngudi cting thoi cho 1y thuyét sb.
Cong trinh ctia Euler cho 1y thuyét sb gom:

1. Céc chitng minh cho cac phat biéu ciia Fermat. Bao gom dinh 1y nhé Fer-

mat (tdng quat hoéa bdi Euler cho modulo khong-nguyén t6); su kien p = 22 +y2
néu va chi néu p = 1( mod 4); cong trinh ban dau vé ching minh ring moi
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Hinh 5: Leonhard Euler.

s6 nguyén la tong ctia bon binh phuong (chiing minh day di dau tién 1a béi
Joseph-Louis Lagrange (1770), sau mot thoi gian ngdn Euler ty hoan thien);
khong c6 16 gidi nguyén khac khong cho z* +y* = 22 (dan t6i truong hgp n = 4
ctia dinh 1y cudi cling ctia Fermat, trudng hgp n = 3 cia né Euler ciing da ching
minh biing mot phuong phép lién quan).

2. Phuong trinh Pell, bi dat sai tén dau tien béi Euler. Ong da viét vé lien
két gitta caAc phan sb lién tuc va phuong trinh Pell.

3. Budc dau vé 1y thuyét sé giai tich. Trong cong trinh ciia 6ng vé cic tong
ctia bén binh phuong, phan hoach, cac s6 ngii gidc, va phan bd clia cic s6 nguyén
t6, Euler tien phong st dung cai c6 thé xem nhu giai tich (néi riéng, chudi vo
han) trong 1y thuyét s6. Vi ong séng trude khi syt phat trién ctia giai tich phic,
phan 16n cong trinh clia 6ng dude han ché vé cac thao tac hinh thic ciia chudi
lity thira. Ong da, tuy nhién, lam mot s6 cong trinh rat dang ké ban dau (mic
du khong hoan toan chat ché) vé céi sau nay duge goi 1a ham zeta Riemann.

4. Cac dang bac hai. Tiép ndi tim toi ctia Fermat, Euler di lam thém nghién
citu vé cau hédi cac sé nguyen t6 c6 thé duge biéu dusi dang 22 + Ny?, mot phan
ctia n6 mo ta trudc luat thuan nghich bac hai.

5. Cac phuong trinh Diophantine. Euler d& danh thoi gian cho cac phuong

trinh Diophantine c6 giéng 0 va 1. N6i rieng, 6ng di nghién citu cong trinh cta
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Diophantus; éng da c6 ging hé théng héa né nhung thoi diém &y chua chin
mudi cho mot nd lye nhu vay-hinh hoc dai s6 vAn con ndm trong tring nudc.
Ong da chii § ring c6 mot két ndi gitta cac bai toan Diophantine va cac tich
phan elliptic, cong trinh ma ong da tu khai dau.

9 Lagrange, Legendre va Gauss

DISQVISITIONES

ARITHMETICAE

AYCTORE

D. GAROLO FRIDERICO GAVSS

LIPSIAE

IN ¢OMMISSIS APVD GeErH. FLETSCHER, Jua.

1801,

Hinh 6: Disquisitiones Arithmeticae ctia Carl Friedrich Gauss, phién ban dau
tién.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 13 ngudi dau tién cho cac chiing minh
diy di clia mot phan cong trinh clia Fermat va Euler va cdc nhan xét - vi duy,
dinh 1§ bén-binh phuong va 1y thuyét co ban ciia ‘phuong trinh Pell’ (mot 15i
giai thuat toan cho né dudce tim ra bdi Fermat va nhitng ngudi cing thai cia
ong, va ciing bdi Jayadeva v Bhaskara II truée dé.) Ong ciing nghién citu céc
dang bac hai duéi dang tdng quat nhit - dinh nghia quan hé tuong duong cla
chiing, chi ra cach trinh dién chung duéi dang rat gon, van van.

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) la ngudi dau tién phat biéu luat thuan
nghich bac hai. Ong ciing da phéng doan cai chung quy la dinh 1y s6 nguyen t6
va dinh 1y Dirichlet vé cip s6 cong. Ong da cho mot tiép can day du ciia phuong
trinh ax? 4 by? + cz% = 0 va lam vé céc dang bac hai doc theo céc dudng ma
sau nay dugc phét trién day di bsi Gauss. Cudi doi, ong da la ngudi dau tien
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chitng minh ’dinh 1y cudi ciing ctia Fermat’ cho n = 5 (cong trinh hoan thién
bdi Peter Gustav Lejeune Dirichlet, va ghi nhan cd ong va Sophi Germain)

GD9674LT175NS

4
i ==
=
=
w
T
()
H§ o
=
=
o
=
| =
x
frw)
~N

Hinh 7: Carl Friedrich Gauss

Trong Disquisitiones Arithmeticae ctia minh (1798), Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) da chitng minh luat thuan nghich bac hai va phét trién 1y thuyét
ctia cac dang bac hai (néi rieng, dinh nghia hgp ciia ching). Ong ciing da gidi
thigu mot vai khéi niem co ban (dong du) v danh mot chuong vé cac van dé
tinh toan, bao gdm céc kiém tra s6 nguyeén t6. Chuong cudi clia Disquisitiones
thiét lap mot lien két giita cdc nghiém clia don vi va 1y thuyét so6:

"Ly thuyét ctia phép chia dudng tron...dudc tiép can trong chuong 7 tu né
khong thuoc vé 1y thuyét sd, nhung cac nguyen 1y ciia n6 chi c6 thé duge mo ta

tit s6 hoc cao cap"

Theo céach nay, Gauss dugc cho da lam mot cong pha dau tién vao ca cong
trinh ctia Esvariste Galois va 1y thuyét sd dai sb.
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10 Phat trién va chia thanh céac linh vuc con
Bat dau s6m vao thé ki mudi chin, céc su phat trién sau da dan dan xay ra:
1. Sy gia tang ti ¥ thic cta 1y thuyét s6 nhu mot linh vire nghién citu.
2. Sy phét trién ctia nhidu phan ctia toan hoc hién dai can thiét cho ly thuyét
s6 hién dai co ban: giai tich phiic, 1y thuyét nhém, 1y thuyét Galois - duge di

kém sut chinh x4c 16n hon trong giai tich va triru tugng trong dai s6.

3. Phan chia tho ctia 1y thuyét sb thanh cac linh vigc con hién dai ciia né -
noi rieng, 1y thuyét sé giai tich va Iy thuyét sd dai sb.

Hinh 8: Peter Gustav Lejeune Dirichlet.

C6 thé noi Iy thuyét s6 dai s6 khéi dau véi nghien citu ciia luat thuan nghich
va cyclotomy, nhung thyc sy da di vio con dudng riéng véi sy phét trién ciia
dai s6 tritu tugng va Iy thuyét ideal lac dau va Iy thuyét dinh gia. Mot diém bit
dau quy u6c cho 1y thuyét s6 giai tich 1a dinh 1y Dirichlet vé cap s6 cong (1837),
chting minh da gisi thieu cdc L-ham v chita mot phan gidi tich tiém can va
mot qua trinh gidi han trén mot bién thyc. Viéc dung lan dau cac y tudng gidi
tich trong 1§ thuyét s6 thyc sy dén tit Euler (nhitng nam 1730), ngusi da ding
chudi lity thira hinh thitc va cic lap luan giéi han khong chit ché (hogc an). St
dung giai tich phtc trong ly thuyét s6 dén sau nay: cong trinh ctia Bernhard
Riemann (1859) vé ham zeta Riemann la diém bat dau chinh thiic; dinh 1y bén-
binh phuong ctia Jacobi (1839), lui vé trudc, thuoc vé mot phan khac lic ban
dau ma ngay nay chiém mot vai tro chii dao trong ly thuyét sd giai tich (cac
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Hinh 9: Ernst Kummer.

dang modular).

11 Ly thuyét so giai tich
Ly thuyét s giai tich c6 thé duge dinh nghia

1. theo coéng cu clia né, nhu 14 nghién citu cac sé nguyén bing cac cong cu
tr giai tich thyc va giai tich phic; hoac

2. theo cac vAn dé ctia né, nhu ld nghién ctu ndm trong ly thuyét sbé cua
kich thuéc va mat do, déi lap vé6i cac dong nhét.

Mot vai linh vige néi chung duge xem nhu mot phan ctia 1y thuyét s6 giai
tich; vi du, 1y thuyét sang, nén dugc xem xét theo dinh nghia tht hai thay vi
dinh nghia tht nhat: mot s6 phan ciia 1y thuyét sang, ching han, st dung rat
it giai tich, dut vay né van thuoc vé ly thuyét sd gidi tich.

Sau day 1a cac vi du clia cac bai toan trong 1y thuyét sé giai tich: dinh 1y s6
nguyén t6, gid thuyét GoldBach (hay gid thuyét sd nguyen t6 sinh doi, hay céc
gid thuyét Hardy-Littlewood), bai toan Waring va Gid Thuyét Riemann. Mot
sb cac cong cu quan trong nhat cia 1y thuyét sé giai tich 1a phuong phap dudng
tron, cac phuong phép sang va cac L-ham (hodc nghién ctiu cac tinh chat cta
chiing). Ly thuyét ciia cac dang modular (va, tong quat hon, cac dang tu dang
cau) ciing chiém mot vi trf trung tam ngay cang ting trong chiéc hop cong cu
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ctia ly thuyét sb giai tich.

Ngudi ta c6 thé dat cac cau héi giai tich vé cac sd dai s, va sit dung cac
phuong tién gii tich dé tra 1oi nhitng cau hoéi dé; nhu vay 1y thuyét sé giai tich
va 1y thuyét s6 dai s6 giao nhau. Chéng han, ta c6 thé dinh nghia cac ideal
nguyén to (cac tong quét clia cac sd nguyén to trong trudng cac so dai s6) va
dit cau hdi c6 bao nhiéu ideal nguyén t6 lén t6i mot kich thudc xac dinh. Cau
héi nay c6 thé duge tra 101 bang mot khao sat clia cac ham zeta Dedekind, téng
quét ciia ham zeta Riemann, mot déi tugng giai tich chia khéa ciia 1y thuyét.
Day 1a mot vi du ctia mot cach lam chung trong 1y thuyét s6 giai tich: thu nhan
cac thong tin vé phan bd clia mot ddy (6 day, cac ideal nguyen t6 ho#c cac sd
nguyén t0) ti tiép can giai tich cia mot ham gia tri phitc duge xay dyng phu
hap.

12 Ly thuyét s6 dai sb

Mot sb dai s6 1a s6 phtic bat ki 1a 19i giai ctia phuong trinh da thic f(z) =0
nao dé véi cac hé sé hitu ti; vi du, moi 15i gidi x clia =° + 1—211“3 — 722 4+9=0
13 mot s6 dai s6. Cac truong clia cac sd dai sb6 ciing duge goi & cac trudng sé
dai s6, hay don gidn cac trudng s6. Ly thuyét sd dai s6 nghién citu cac trudng
s6 dai s6. Do d6 1y thuyét s6 dai s6 va ly thuyét s6 gidi tich chong lan nhau:
Ly thuyét s6 dai s6 duge dinh nghia theo phuong phéap clia né, 1y thuyét sb gidi
tich duge dinh nghia theo déi tugng nghién ciu ciia no.

C6 thé 1y 16 ring kiéu don gian nhat ciia cac trudng (cc trusng bac hai) da
dudce nghién béi Gauss, vi thao luan vé cac dang bac hai trong Disquisitiones
arithmeticae c6 thé dugc phat biéu lai duéi ngdn ngit clia 4c ideal va chudn trong
cac truong bac hai. (Mot trudng bac hai chita tat ca cac s6 c6 dang a + bVd, &
d6 a va b la cac s6 hitu ti vi d 13 mot sé hitu t ¢6 dinh c6 can bac hai khong
hitu t1.) Van dé d6, vao thé ki 11 phuong phap chakravala chung quy-theo ngon
ngit hién dai-13 mot thuat toin tim cic don vi clia mot trudng s6 bac hai thye.
Tuy nhién Bhaskara va Gauss déu khong biét vé cic trudng sb.

Cac manh dat ctia 1y thuyét s6 dai sd nhu ta biét dude thiét 1ap vao cudi thé
ki mudi chin, khi cac s6 ideal, 1y thuyét clia cac ideal va 1y thuyét dinh gia duge
phat trién; day 1a ba con dudng b sung gidi quyét viec khong ¢6 phan tich nhan
t duy nhat trong cac truong s6 dai s6 (vi duy, trong truong duge sinh béi cac
s6 hitu ti va /=5, s6 6 ¢6 thé duge phan tich cd nhu 6=2.3 va 6=(14++/—5)(1-
V/=5)); tat ca 2,3,1+v/—5 va 1-v/=5 la bat kha quy.) Dong lic ban dau cho sy
phat trién clia cac s6 ideal (bdi Kummer) dudng nhu dén tit nghién cttu cac luat
thuan nghich bac hai nang cao, tiic 1a cac dang tdng quat ctia luat thuan nghich.

Cac truong s6 thuong duge nghién cttu nhu cdc md rong clia cac trudng sb

nhé hon: mot truong L duge goi la mot md rong ciia truong K néu L chita K (vi
du, cac s6 phiic C 13 mot md rong clia cac sd thuc R, va cac sd thuc R 13 mot
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md rong clia cac s6 hitu tf Q.) Phan loai cac md rong c6 thé ciia mot trudng s6
cho truée 14 mot bai toan mé khong hoan chinh va khé. Cac mé rong abel-tiic
la, cadc md rong L clia K sao cho nhém Galois Gal(L/K) ctia L trén K 1a mot
nhom abel-dugce hiéu ré tuong déi. Phan loai ctia chiing 1a déi tugng ciia chuong
trinh 1y thuyét truong 16p, dude khéi xuéng vao cudi thé ki 19 (gép phan béi
Kronecker va Eisenstein) va duge md mang phan 16n vao 1900-1950.

Mot vi du ctia mot linh vie tich cyc nghién citu in trong 1y thuyét s6 dai sd
13 Iy thuyét Iwasawa. Chuong trinh Langlands, mot trong cac ké hoach nghién
ctiu quy md lén trong toan hoc, doi khi dudge miéu t4 nhu mot thit nghiem dé
tdng quat héa 1y thuyét trudng 16p cho cac mé rong khong-abel clia cac truong
s

_O)

13 Hinh hoc Diophantine

Bai toan trung tam cta hinh hoc Diophantine 1a xéc dinh khi ndo mot
phuong trinh Diophantine c6 13i gidi, vi néu c6, thi bao nhiéu. Cach tiép can la
nghi cac 18i gidi clia mot phuong trinh nhu mot déi tugng hinh hoc.

Vi dy, moét phuong trinh hai bién dinh nghia mot dudng cong trong mit
phing. Téng quat hon, mot phuong trinh, hay hé céc phuong trinh, theo hai
bién hosic nhiéu hon dinh nghia mot dudng cong, mot mat phing hay déi tugng
nao dé khac nhu vay trong khong gian n-chiéu. Trong hinh hoc Diophantine,
ngudi ta dat cau hoéi c6 diém hitu ti ndo (céc diém ma tat ci toa do ciia no
hitu ti) hodc cic diém nguyén nao (cac diém ma tat ci toa do nguyen) trén mot
dudng cong hoic mat phing. Néu ¢6 mot diém nhu vay bét ki, budc tiép theo
1 dit cau héi c6 bao nhicu va ching phan bd thé ndo. Mot cau hdi co ban theo
huéng nay la: c6 nhiéu hitu han hay vo han cac diém hitu ti trén mot dudng
cong cho trudc (hay mat phing)? Tuong tu vé cac diém hitu ti?

Mot vi du & day c6 thé gitp ich. Xét phuong trinh Pythagorean z2 + 42 = 1;
ta mudn nghién ctu cac 18i gidi hitu ti clia n6. Didu nay cling 1a héi tat ci cac
151 gidi nguyén cho a? 4 b% = ¢?; 1oi gidi bat ki 16i giai clia phuong trinh sau cho
ta mot 10i gidi z = 2,y = % cua phuong trinh truée. D6 cing 1a dit cau hoi
tat ca cac diém véi toa do hitu ti trén dudng cong duge mo td bdi 2 +y? =1
(Duong cong 13 xuAt hién 14 mot dudng tron ban kinh 1 xung quanh gbc toa
do)

Dit lai cau héi vé phuong trinh theo ngon ngit clia cac diém trén cac duong
cong hoéa ra la phit hgp. Tinh hitu han hay khong ctia s6 cac diém hitu ti va
nguyén tén mot dudng cong dai sb - tiic 13, cac 15i giai hitu ti hosic nguyén cho
mot phuong trinh f(x,y) = 0, § d6 f 1a mot da thiic hai bién-héa ra phu thuoc
chi yéu vao gidng ciia dudng cong. Gidng c6 thé duge dinh nghia nhu sau. Cho
cac bién trong f(z,y) = 0 la cic s6 phtic; thi f(z,y) = 0 dinh nghia mot mit
2-chiéu trong (chiéu) khong gian 4-chiéu (vi hai bién phiic ¢6 thé duge phan tich
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thanh bon bién thie, titc 14, bon chidu). Dém sé (vong) hd trong mit phang;
goi s6 nay la gidbng cta f(z,y) = 0.

Ciing c¢6 phan lién két gan vdi cac xap xi Diophantine: cho truéc mot sb z,
n6 c6 thé duge xap xi béi s6 hitu ti t6t thé nao? (Goi 4 (v6i ged(a,q)=1) la mot
xap xi tot véi z néu [z —¢| < #, ¢ d6 ¢ At 16n). Cau héi nay tré nén dic biet néu
x 13 mot s6 dai s6. Néu 2 khong thé duge xap xi tot, thi mot vai phuong trinh
khong c6 nghiém nguyén hodc hitu ti. Cau hoi nay ciing trd nén dac biét trong
1§ thuyét s6 sieu viet: néu mot sb ¢6 thé duge xap xi tot hon béi sé dai sb bat ki,
thi né 1a mot sb siéu viet. Theo lap luan nay, 7 va e dude chiing minh 14 siéu viét.

Hinh hoc Diophantine khong nén bi nham 18n véi hinh hoc clia cac s6, mot
tap hop cac phuong phap hinh nhim tra 13i cac cau héi xac dinh trong 1y thuyét
s6 dai s6. Hinh hoc s6 hoc, mat khéc, 13 mot khai niém hién dai cho mién gidng
kha nhiéu véi mién dude gisi han béi thuat ngit hinh hoc Diophantine. Thuat
ngit hinh hoc s6 hoc duge st dung thudng xuyén nhét khi ta muén nhin manh
cac két ndi v6i hinh hoc dai s6 (vi du, dinh 1y Faltings) hon 14 cac cong cu trong
xap xi Diophantine.
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15 Giai thudng

Hoi toan hoc My trao ting Giai Cole trong Ly Thuyét S6. Ly thuyét s6 la
mot trong ba linh vyc toan hoc dugc trao béi Gidi Fermat.

21



