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Một dãy a1, a2, ..., an gồm các số 0 và 1 được gọi k-trội (k là một số nguyên

dương) nếu số các số 1 trong dãy con a1, a2, ..., ai lớn hơn k lần số các số 0,

với mọi 1 ≤ i ≤ n.

Bổ đề xích: Cho một dãy a1, a2, ..., am+n gồm m số 1 và n số 0, với

m ≥ kn. Trong số m+n hoán vị vòng quanh của dãy đã cho có đúng m−kn

dãy k-trội.

Chứng minh: xếp các số 0 và 1 trên 1 vòng tròn. Nhận xét rằng việc bỏ đi

dãy con 1, 1, ...1︸ ︷︷ ︸
k lần

0 không làm thay đổi số các hoán vị vòng quanh k-trội vì

dãy con này không ảnh hưởng gì đến tính trội và không có hoán vị k-trội

nào bắt đầu bằng phần tử của dãy con này. Nhận xét rằng do m ≥ kn ta

luôn tìm được 1 dãy con như vậy trên vòng tròn. Ta bỏ đi những dãy con

này cho đến khi chỉ còn lại m−kn số 1 và khi đó số các hoán vị vòng quanh

k-trội chính là m − kn.

Bổ đề xích ở dạng này được đưa ra bởi Dvoretzky và Motzkin [2] và một

trong các ứng dụng là đưa ra một lời giải khác cho bài toán phiếu bầu. Bài

toán này được nhà toán học Joseph Bertrand đưa ra vào năm 1887. Từ đó

đến nay đã có nhiều người đưa ra các cách giải khác nhau và cả những mở

rộng của bài toán (xem [4]). Trước khi phát biểu bài toán phiếu bầu, chúng

tôi sẽ trình bày một cách chứng minh khác của bổ đề xích.
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Hình 1: Dãy 01111100111

Hình 2: Các dãy 2-trội 111111001110 và 11101111100

Chứng minh cách 2: Ta vẽ một đường gấp khúc trên mặt phẳng tọa độ

như sau. Bắt đầu từ gốc tọa độ, lần lượt xét các số a1, a2, ..., am+n, với mỗi

số 1 nối điểm hiện tại (x, y) với (x + 1, y + 1) và với số 0 nối với điểm đó với

(x + 1, y − k). Đường nhận được sẽ kết thúc tại điểm (m + n,m − kn). Ta

thấy dãy k-trội sẽ tương ứng với đường gấp khúc nằm trên trục hoàng và

chỉ cắt trục hoàng tại gốc tọa độ. Các dãy hoán vị vòng quanh sẽ tương ứng

với việc dịch gốc tọa độ đến điểm mới như trong hình vẽ. Xét những điểm

trên đường gấp khúc có tung độ là m − kn giá trị nhỏ nhất và có hoàng độ

lớn nhất có thể. Có đúng m− kn điểm như vậy tương ứng với m− kn hoán

vị vòng quanh k-trội. Ví dụ trong hình vẽ là dãy với m = 8, n = 3. Khi đó

có đúng 2 hoán vị vòng quanh tạo ra dãy 2-trội.

Một số bài toán tổ hợp liên quan đến hoán vị vòng quanh có thể được

giải bằng cách áp dụng trực tiếp bổ đề xích hoặc dùng ý tưởng biểu diễn

các dãy tổng riêng bằng đồ thị của một đường gấp khúc. Độc giả

có thể tham khảo [3, 1, 5, 6, 7] về một số dạng phát biểu khác của bổ đề

xích và các ứng dụng. Trong khuôn khổ hạn chế của bài báo bày chúng tôi

chỉ giới thiệu được một số ví dụ đơn giản.
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Bài toán phiếu bầu: Trong một cuộc bầu cử, ứng cử viên A nhận được

m phiếu bầu và ứng cử viên B nhận được n phiếu bầu, với m ≥ kn. Hỏi có

bao nhiêu cách sắp thứ tự các phiếu bầu để ứng cử viên A luôn nhận được

số phiếu nhiều hơn k lần ứng viên B trong toàn bộ quá trình kiểm phiếu.

Lời giải: Theo bổ đề xích thì trong số m + n hoán vị vòng quanh của

một dãy gồm m phiếu bầu cho ứng cử viên A và n phiếu bầu cho ứng cử

viên B có đúng m − kn cái thỏa mãn điều kiện trong bài toán. Tổng số có(m+n
n

)
cách sắp thứ tự các phiếu bầu, do đó số cách thỏa mãn bài toán là

m−kn
m+n

(
m+n

n

)
.

Bài tập 1 sau đây là hệ quả trực tiếp của bổ đề xích.

Bài tập 1. Chứng minh rằng số các dãy k-trội chứa n số 0 và kn + l số

1 bằng
l

kn + l

(
(k + 1)n + l

n

)
.

Bài tập 2.(Olympic toán Tây-Ban-Nha 1997) Xung quanh một trường

đua xe hình tròn có đặt các thùng xăng. Biết rằng tổng lượng xăng có trong

tất cả các thùng này đủ cho xe chạy được 1 vòng. Chứng minh rằng luôn

tồn tại một vị trí sao cho một chiếc xe (ban đầu hết xăng) xuất phát từ đó

có đủ xăng để chạy 1 vòng.

Lời giải: đặt ai, i = 1, . . . , k, là lượng xăng có trong thùng xăng thứ i

(lần lượt theo chiều xe chạy). Ta gọi bi, i = 1, . . . , k − 1, là lượng xăng cần

thiết để đi từ vị trí thùng xăng thứ i đến thùng thứ i + 1 và bk là lượng

xăng cần thiết để đi từ vị trí thùng xăng thứ k đến thùng thứ 1. Ta vẽ một

đường gấp khúc lần lượt nối các điểm (0, 0), (1, a1), (2, a1 − b1), (3, a1 − b1 +

a2), (4, a1 − b1 + a2 − b2), . . . . Do
∑k

i=1 ai =
∑k

i=1 bi nên điểm cuối cùng là

(2k, 0). Chọn vị trí xuất phát tương ứng với điểm thấp nhất của đường gấp

khúc khi đó xe sẽ có đủ xăng để chạy hết vòng.
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Dùng ý tưởng trên bạn đọc có thể dễ dàng giải bài tập sau:

Bài tập 3.(Olympic toán Pháp 1997) Đặt ở mỗi đỉnh của một đa giác

đều 1997 cạnh một số nguyên sao cho tổng của tất cả các số bằng 1. Chứng

minh rằng tồn tại một đỉnh để xuất phát từ đỉnh đó đi ngược chiều kim

đồng hồ thì cả 1997 số trong dãy tổng riêng đều là số dương.

Bài tập sau là một dạng tổng quát của Bài tập 3.

Bài tập 4. Cho n số nguyên a1, a2, . . . , an với tổng bằng 1. Chứng minh

rằng với mỗi số nguyên 1 ≤ m ≤ n có duy nhất một số 1 ≤ k ≤ n sao cho

trong dãy tổng riêng

ak

ak + ak+1,

ak + ak+1 + ak+2,

.....

ak + ak+1 + · · · + an,

ak + ak+1 + · · · + an + a1,

......

ak + ak+1 + · · · + an + a1 + · · · + ak−1 = 1,

có đúng m số dương.

Lời giải: Đặt sj :=
∑j

i=1 ai là dãy tổng riêng của dãy ban đầu. Vẽ đường

gấp khúc lần lượt nối các điểm (0, 0), (1, s1), (2, s2), . . . , (n, sn). Khi đó điểm

cuối cùng sẽ là (n, 1). Giả sử các điểm thấp nhất của đường gấp khúc này

có tọa độ (k1, ymin), (k2, ymin), . . . , (kt, ymin) với k1 < k2 < ... < kt. Ta nhận

thấy rằng nếu hoán vị vòng quanh bắt đầu từ akt thì dãy tổng riêng chứa

toàn các số dương. Nếu ta bắt đầu hoán vị vòng quanh từ akt−1 thì dãy tổng

riêng chứa đúng n− 1 số dương. Tiếp tục theo cách này, sau khi xét hết các

điểm thấp nhất ta sẽ xét các điểm có độ cao tiếp theo. Cứ như vậy ta tìm

được duy nhất một hoán vị vòng quanh mà dãy tổng riêng chứa đúng m số

dương.
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Hình 3: Các đường đi trong trường hợp n = 4.

Bài tập 5. Xét một lưới ô vuông cỡ n × n trên mặt phẳng tọa độ chứa

các điểm {(x, y)|0 ≤ x, y ≤ n}. Một đường đi là một đường từ đỉnh (0, 0)

đến đỉnh (n, n) trong đó mỗi bước đi sẽ theo véctơ (0, 1) hoặc (1, 0). Tính số

các đường đi từ (0, 0) đến (n, n) mà không vượt lên trên đường chéo y = x.

Lời giải: Ta có thể đồng nhất một đường đi với một dãy a1, a2, . . . , a2n các

số 1 và 0 lần lượt tương ứng với việc đi theo véctơ (0, 1) hoặc (1, 0). Như vậy

một đường đi không vượt lên đường chéo y = x khi và chỉ khi số các số 1

luôn lớn hơn hoặc bằng số các số 0 trong mọi dãy con a1, a2, . . . , ai. Ta nhận

xét rằng các đường đi này tương ứng 1 − 1 với các dãy 1-trội chứa n + 1 số

1 và n số 0. Mỗi dãy 1-trội này luôn bắt đầu bằng số 1. Như vậy khi bỏ số

1 đầu tiên ta sẽ nhận được dãy tương ứng với một đường đi không vượt lên

đường chéo. Ngược lại từ một dãy số của đường đi ta chỉ cần thêm số 1 vào

đầu tiên ta sẽ có một dãy 1-trội.

Theo Bổ đề xích thì trong 2n + 1 hoán vị vòng quanh của một dãy chứa

n + 1 số 1 và n số 0 sẽ có đúng 1 dãy 1-trội. như vậy số các dãy 1-trội này

sẽ bằng (2n+1
n )

2n+1 = 2n!
(n+1)!n! = 1

n+1

(2n
n

)
. Số này xuất hiện trong rất nhiều bài

toán tổ hợp đếm và được gọi là số Catalan.
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Hình 4: s1 có khoảng cách đến oz lớn nhất.

Bài tập 6. Cho là các số phức z1, z2, . . . , zn(n > 1) biểu diễn trong mặt

phẳng tọa độ gốc o. Với A là một tập con bất kỳ của {1, 2, . . . , n} ta ký

hiệu zA :=
∑

i∈A zi. Giả sử các véctơ −−→ozA có phương khác nhau đôi một.

Với σ = (i1, i2, . . . , in) là một hoán vị của (1, 2, . . . , n) ta ký hiệu sk(σ) :=

zi1 + zi2 + . . .+ zik và Pσ là bao lồi của các điểm s0(σ) = o, s1(σ), . . . , sn(σ).

Chứng minh rằng nếu tập A có m phần tử thì trong số n! đa giác có đúng

2(m − 1)!(n − m)! đa giác chứa 1 cạnh song song và bằng ozA.

Lời giải: Trước tiên ta chứng minh một dạng hình học của bổ đề xích.

Bổ đề: Giả sử z1, z2, . . . , zn(n > 1) là các số phức có tổng bằng z và

thỏa mãn điều kiện bài toán. Khi đó trong số các hoán vị vòng quanh của

{1, 2, . . . , n} có đúng 1 hoán vị σ sao cho các điểm s0(σ), s1(σ), . . . , sn(σ)

nằm về cùng một phía phải của đường thẳng xác định bởi −→oz.

Chứng minh bổ đề: Theo giả thiết các véctơ −−→ozA có phương khác nhau

đôi một nên trong số các điểm si nằm về cùng một phía trái của đường

thẳng xác định bởi −→oz, có duy nhất một điểm sk mà khoảng cách đến đường

thẳng oz là lớn nhất (xem hình dưới). Khi đó (k, k + 1, . . . , n, 1, . . . , k − 1)

là hoán vị vòng quanh duy nhất thỏa mãn điều kiện của bổ đề.
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Như vậy từ Bổ đề ta suy ra rằng trong số n! hoán vị có đúng (n − 1)!

sao cho s0(σ), s1(σ), . . . , sn(σ) nằm về cùng một phía phải của đường thẳng

xác định bởi −→oz. Kết quả không thay đổi nếu ta xét các hoán vị sao cho

s0(σ), s1(σ), . . . , sn(σ) nằm về cùng một phía trái.

Ký hiệu zn+1 = −sn. Ta nhận xét rằng nếu ozA song song với 1 cạnh của

Pσ thì zA = sk+m(σ)−sm(σ) với k nào đó. Như vậy nếu ozA song song với 1

cạnh của Pσ thì A = {ik+1, ik+2, . . . , ik+m} và cả hai đường gấp khúc tạo bởi

hai tập có thứ tự (zik+1
, zik+2

, . . . , zik+m
) và (zik+m+1

, . . . , zn+1, z1, . . . , zik)

đều nằm về cùng 1 phía của đường thẳng ozA. Ngược lại nếu ta có 1 cách

sắp thứ tự hai tập (zik+1
, zik+2

, . . . , zik+m
) và (zik+m+1

, . . . , zn+1, z1, . . . , zik)

sao cho hai đường tương ứng nằm về cùng 1 phía của đường thẳng ozA thì

ta có thể khôi phục lại dãy s0(σ), s1(σ), . . . , sn(σ).

Theo bổ đề trên thì có (m − 1)! cách sắp xếp để đường tạo bởi

(zik+1
, zik+2

, . . . , zik+m
) nằm về bên phải của đường thẳng xác định bởi −−→ozA

và (n − m)! cách sắp xếp để đường tạo bởi (zik+m+1
, . . . , zn+1, z1, . . . , zik)

nằm về bên phải của đường thẳng xác định bởi −−→ozA. Công thức cũng đúng

nếu xét bên trái, từ đó ta nhận được kết quả cần tìm.

Cuối cùng là hai bài tập dành cho bạn đọc thử sức.

Bài tập 7. Cho điểm P (m,n) với m,n là các số tự nhiên. Giả sử P nằm

trên đưởng thẳng L : y = px + q với p, q là các số tự nhiên. Một đường đi

là một đường từ đỉnh (0, 0) đến đỉnh P trong đó mỗi bước đi sẽ theo véctơ

(0, 1) hoặc (1, 0). Chứng minh rằng số các đường đi chỉ cắt L tại một điểm

duy nhất là P bằng q
m+n

(
m+n

m

)
.

Bài tập 8. Cho p = (x1, x2, . . . , xk) là một dãy các số thực có tổng s.

Ta ký hiệu dãy tổng riêng si := x1 + x2 + · · · + xi với 1 ≤ i ≤ k và đặt

m(p) := min1≤i≤ksi. Số W (p) := max(0,m(p)) được gọi là trọng số của dãy.

Chứng minh rằng tổng trọng số của k dãy hoán vị vòng quanh của p đúng

bằng s.
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