B6 dé xich va mot vai dng dung trong bai toan to hop
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Mot day aq,asg, ..., a, gom cac s6 0 va 1 duge goi k-troi (k 13 mot sd nguyen
duong) néu sb cac s6 1 trong day con ay,as, ...,a; 16n hon k 1an sb cac s6 0,
véimoi 1 <37 <n.

Bé dé xich: Cho mot day a1, as, ..., min gom m s6 1 va n so 0, vdi
m > kn. Trong s6 m+n hodn vi vong quanh cia day da cho cé diing m —kn
day k-troi.
Chitng minh: xép cac s6 0 va 1 trén 1 vong tron. Nhan xét rang viéc bé di
day con 1,1,...10 khong lam thay déi s6 cac hoan vi vong quanh k-troi vi

——

k lan
day con nay khong dnh hudng gi dén tinh troi va khong c6 hoan vi k-troi

nao bat dau bing phan tit clia diy con nay. Nhan xét rang do m > kn ta
luon tim duge 1 day con nhu vay trén vong tron. Ta bo di nhing day con
nay cho dén khi chi con lai m — kn s6 1 va khi d6 s6 cac hoan vi vong quanh
k-troi chinh 1& m — kn. U

B6 dé xich ¢ dang nay dugc dua ra bdi Dvoretzky va Motzkin [2] va mot
trong cac tng dung la dua ra mot 15i gidi khac cho bai todn phiéu bau. Bai
todn nay dugc nha toan hoc Joseph Bertrand dua ra vao nam 1887. Tu dé
dén nay da co6 nhiéu ngudi dua ra cac cach gidi khac nhau va cd nhiing md
rong ciia bai toan (xem [4]). Trude khi phéat biéu bai toan phiéu bau, ching

toi sé trinh bay mot cach ching minh khéc ctia bd dé xich.
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Hinh 1: Day 01111100111
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Hinh 2: Céc day 2-troi 111111001110 va 11101111100

Chitng minh cach 2: Ta vé mot dudng gap khic trén mit phéng toa do
nhu sau. Bat dau tit gbc toa do, lan lugt xét cac s6 ay, as, ..., Gmin, v6i MO
s6 1 ndi diém hieén tai (z,y) véi (x +1,y+ 1) va véi s6 0 ndi véi diem do6 vei
(r + 1,y — k). Duong nhan dugdc sé két thic tai diem (m + n,m — kn). Ta
thay day k-troi sé tuong tng v6i dudng gap khic nim trén truc hoang va
chi cat truc hoang tai goc toa do. Cac diay hoan vi vong quanh sé tuong ing
v6i viee dich gbc toa do dén diém mdi nhu trong hinh vé. Xét nhitng diém
trén duong gap khic c6 tung do 14 m — kn gia tri nhé nhat va c6 hoang do
16n nhat c6 thé. C6 dung m — kn diém nhu vay tuong ng v6i m — kn hoan
vi vong quanh k-tréi. Vi du trong hinh vé 1a day v6i m = 8,n = 3. Khi d6
c6 dang 2 hoan vi vong quanh tao ra day 2-troi. O

Mot s6 bai toan t6 hop lien quan dén hoan vi vong quanh c6 thé dugc
giai bang cach 4p dung truc tiép bd dé xich hodc ding y tudng biéu dién
cac day téng riéng bing d6 thi ctia mot dudng gap khic. Doc gia
c6 thé tham khao [3, 1, 5, 6, 7] v&é mot s6 dang phéat biéu khac ctia bo dé
xich va cac ting dung. Trong khuon khé han ché clia bai bao bay ching toi

chi gi6i thieu duge mot sé vi du don gian.



Bai toan phiéu bau: Trong mot cudc bau cit, ing ¢t vien A nhan duge
m phiéu bau va tng ¢ vien B nhan dude n phiéu bau, véi m > kn. Héi co
bao nhiéu céach sidp tht tu cac phiéu bau dé ting ¢t vien A luén nhan duge
s6 phiéu nhiéu hon k lan tng vién B trong toan bo qué trinh kiém phiéu.

Loi gidi: Theo b6 dé xich thi trong s6 m + n hoadn vi vong quanh ciia
mot diy gom m phiéu bau cho tng cit vien A va n phiéu bau cho tng ctt
vien B ¢6 ding m — kn céai théa man diéu kién trong bai toan. Téng sb c6
(™) cach sép thi tu cac phiéu bau, do d6 s6 cach théa méan bai toan la
m—kn (m+n) ) 0O

m-+n n

Bai tap 1 sau day 1a hé qud truc tiép clia bd dé xich.

Bai tap 1. Chitng minh ring s6 cac diy k-troi chita n s6 0 va kn +1 s6

! ((k+1)n+l>'

1 bang

kn +1 n

Bai tap 2.(Olympic toan Tay-Ban-Nha 1997) Xung quanh mot trucng
dua xe hinh tron cé dit cic thiing xang. Biét ring tong lugng xang c6 trong
tat ci cac thuing nay du cho xe chay dugc 1 vong. Chiing minh rang luon
ton tai mot vi tri sao cho mot chiéc xe (ban dau hét xing) xuat phat tu do
c6 dt xang dé chay 1 vong.

Loi gidi: dat a;,7 = 1,...,k, 1a lugng xéng ¢6 trong thung xang thi ¢
(1an lugt theo chiéu xe chay). Ta goi b;,i = 1,...,k — 1, 1a lugng xéng can
thiét dé di tit vi tri thing xang thi ¢ dén thing tht i + 1 va by 13 lugng
xing can thiét dé di tit vi trf thiing xsing thi & dén thing thit 1. Ta vé mot
duong gap khic 1an lugt ndi cac diém (0,0), (1,a1), (2,a1 — b1), (3,a1 — by +
as),(4,a1 — by + az — ba),.... Do Zle a; = Zle b; nén diém cudi ciing la
(2k,0). Chon vi tri xuat phat tuong tng véi diem thap nhat ciia duong gap
khiic khi d6 xe sé c6 d xang dé chay hét vong. O



Dimng ¥ tudng trén ban doc cé thé dé& dang giai bai tap sau:

Bai tap 3.(Olympic toan Phap 1997) Dt 6 moi dinh ciia mot da giac
déu 1997 canh mot s6 nguyén sao cho tong ciia tit ca cac s6 bang 1. Chiing
minh ring ton tai mot dinh dé xuat phat tit dinh dé di nguge chiéu kim
dong ho thi ca 1997 sb trong day tong rieng déu la sé6 duong.

Bai tap sau la mot dang téng quat ctia Bai tap 3.

Bai tap 4. Cho n sb6 nguyén ay, as, . .., a, véi tong bing 1. Chiing minh
rang v6i méi sé nguyén 1 < m < n c¢6 duy nhat mot s6 1 < k < n sao cho
trong diy tong rieng

ag

ag + Ag41,

ag + ap41 + agy2,

ap +ag41 + -+ ap,

ap + Qg1 + -+ ap +ar,

ag +ap1+--+apt+ar+-+ag—1 =1,

c6 ding m s6 duong.

Lo gidi: Dat s; = Zgzl a; 1a day tong rieng ctia day ban dau. Vé duong
gap khic 1an lugt ndi cac diém (0,0), (1,51), (2, 52), .., (n, s,). Khi d6 diém
cudi cimg sé 1a (n,1). Gia st cac diém thap nhat ciia dudng gap khic nay
c6 toa do (k1, Ymin)s (k2, Ymin)s - - - » (Kts Ymin) V01 k1 < ko < ... < k. Ta nhan
thay ring néu hoan vi vong quanh bit dau tit ay, thi diy téng riéng chita
toan céc s6 duong. Néu ta bat dau hoén vi vong quanh tit ag,_, thi day tong
rieng chita ding n — 1 sd duong. Tiép tuc theo cach nay, sau khi xét hét cac
diém thap nhét ta sé xét cac diém cé do cao tiép theo. Ctt nhu vay ta tim
duge duy nhat mot hoan vi vong quanh mé day tong rieng chita ding m s6

duong. O



Hinh 3: Cac duong di trong trudng hgp n = 4.

Bai tap 5. Xét mot ludi 6 vuodng ¢ n X n trén mat phang toa do chia
cac diem {(z,y)|0 < 2,y < n}. Mot dudng di 14 mot dudng tit dinh (0,0)
dén dinh (n,n) trong d6 mdi bude di sé theo vécto (0,1) hodc (1,0). Tinh sb
cac duong di tit (0,0) dén (n,n) ma khong vugt len trén dudng chéo y = x.
Loi gidi: Ta c6 thé ddong nhat mot duong di véi mot day aq,as, ..., as, cic
s6 1 va 0 1an lugt tuong tng véi viee di theo vécto (0,1) hodc (1,0). Nhu vay
mot duong di khong vuct lén duong chéo y = x khi va chi khi s6 cac s6 1
luon 16n hon hodc bang s6 cac s6 0 trong moi day con aq, as, ..., a;. Ta nhan
xét rang cac duong di nay tuong ting 1 — 1 v6i cac day 1-troi chia n + 1 s6
1 va n s6 0. Mdi day 1-troi nay luon bat dau bang s6 1. Nhu vay khi bo s6
1 dau tién ta sé nhan dude day tuong tng véi mot duong di khong vudt lén
duong chéo. Ngugc lai tit mot day sb ciia duong di ta chi can thém s6 1 vao
dau tieén ta sé c6 mot day 1-troi.

Theo B6 dé xich thi trong 2n + 1 hoan vi vong quanh cia mot day chia
n+1sd 127}3 n s6 0 sé c6 ding 1 day 1-troi. nhu vay sd cac diy 1-troi nay

2n! 1

~ 1. _ _ 2n PUIRN A s A <X N
s€ bang 57 = sy il (n) S0 nay xuat hién trong rat nhieu bai

toan t6 hop dém va dugc goi 1a so Catalan. O
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Hinh 4: s; ¢6 khodng cach dén oz 16n nhat.

Bai tap 6. Cho la cac s6 phiic 21, 22, . .., 2,(n > 1) biéu dién trong mat
phing toa do gbc o. V6i A la mot tap con bat ky cta {1,2,...,n} ta ky
hieu z4 = > ;o4 2. Gid st cac vécto 0z4 ¢6 phuong khac nhau doi mot.
Véi o = (i1,42,...,1,) 1l mot hoan vi ctia (1,2,...,n) ta ky hiéu si(o) :=
Ziy + iy + - .+ 2i, VA P, 1a bao 16i clia cac diém so(0) = 0,51(0), ..., sn(0).
Chitng minh rang néu tap A c6 m phan tit thi trong s6 n! da gidc c6 ding
2(m — 1)!(n —m)! da giac chita 1 canh song song va bang 0z4.

Loi gidi: Truée tien ta chiing minh mot dang hinh hoc ctia bd dé xich.

B6 dé: Gia st z1,22,...,2,(n > 1) 1a cac s6 phiic c6 tong bing z va
théa man diéu kién bai toan. Khi dé trong sé cac hoan vi vong quanh clia
{1,2,...,n} c¢6 ding 1 hoan vi o sao cho cac diém so(c),s1(0),...,s.(0)
nim vé ciing mot phia phai ctia dudng thang xac dinh béi 0z.

Chitng minh b6 dé: Theo gia thiét cac vécto ozz c¢6 phuong khac nhau
doi mot nén trong sé cac diém s; ndm vé ciing mot phia trai ctia dudng
thang xac dinh bdi 02, c6 duy nhat mot diém s;, ma khoang cach dén duong
thang oz 1 16n nhat (xem hinh duéi). Khi d6 (k,k+1,...,n,1,...,k—1)

12 hoan vi vong quanh duy nhét théa man diéu kién ctia bd dé. O



Nhu vay tit B6 dé ta suy ra riang trong so6 n! hoan vi c6 ding (n — 1)!
sao cho sg(0),51(0),...,5,(c) ndm vé cing mot phia phai clia dusng thing
xac dinh bdi 0Z. Két qua khong thay ddi néu ta xét céc hoan vi sao cho

so(0),s1(0),...,8,(0) ndm vé cing mot phia trai.

Ky hiéu 2,11 = —s,. Ta nhan xét ring néu 0z4 song song véi 1 canh ciia
P, thi 24 = s 1m(0) — 8im(0) v6i k ndo d6. Nhu vay néu 0z4 song song véi 1
canh ctia P, thi A = {ij11,ik42,---,ikrm} v ca hai duong gap khic tao béi
hai tap c6 thit tw (i, 1, 2 0s - Zigem) VA (Zigamirs > 20l 215+ - -5 Ziy,)
déu ndm vé cling 1 phia ctia dudng thing o0z4. Ngudc lai néu ta c6 1 cach
sap thit tw hal tap (Zi,, 1, Zipios -« - s Ziggm) V& (Zigpmgrs - o> Znk 1y 21, - - -5 Ziy,)
sao cho hai dudng tuong tng nim vé ciing 1 phia cia dudng thing oz4 thi
ta c6 thé khoi phuc lai day so(0),s1(0),. .., sn(0).

Theo bo dé trén thi c6 (m — 1)! cAch sip xép dé dudng tao bai

(Zigsr Zig as - - - > Zig,m) D&M ve ben phéi clia dudng théng xéc dinh bdi 0z4
va (n —m)! cach sip xép dé dudng tao bdi (Zigpmprs 2 201y 215 - - - Ziy,)
ndm vé bén phéi clia dudng thang xac dinh béi 0z4. Cong thiic ciing ding

néu xét bén trai, tit d6 ta nhan dude két qua can tim. O
Cubi cuing 1a hai bai tap danh cho ban doc thit sic.

Bai tap 7. Cho diém P(m,n) véi m, n la cac s6 tu nhién. Gia sit P nim
tréen dudng thang L : y = px + ¢ v6i p,q 1a cac sb6 tu nhien. Mot duong di
1a mot dudng tir dinh (0,0) dén dinh P trong d6 mdi budc di sé theo vécto
(0,1) hosc (1,0). Chitng minh ring s6 cic duong di chi cit L tai mot diém
duy nhét la P bang —L (™",

m-+n m

Bai tap 8. Cho p = (21,79, ..,2;) 1A mot diy cac sd thyc c6 tong s.
Ta ky hieu day tong rieng s; == o1 + 2o+ -+ + a5 véi 1 < i < k va dit
m(p) == miny<i<ks;.- S0 W(p) := max(0,m(p)) dugc goi la trong sé ciia day.
Chitng minh ring tong trong s6 ctia k diy hoan vi vong quanh ctia p ding

bang s.
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