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Bài 1: (Thi thử vào 10 chuyên toán KHTN 2016-2017 đợt 1 vòng 2) 

Cho a, b, c > 0; ab + bc + ca = 1. Chứng minh rằng: 

 
2

2 2

1

1 1

a a

a a




 
   

Lời giải: ( Nguyễn Phúc Tăng ) 

 

Hướng 1:  

 
 2 2

2 2 2

2 2 ( )1 1 2

1 1 ( )( )( ) 1

c ab c a ba b c

a b a b b c c a c

  
  

     
 

Thật vậy, theo Cauchy-Schwarz, ta có: 

  

  2 ( ) ( )( ) ( )ab c a b a b c ab a b b c c a          

Vì thế ghép đối xứng các bất đẳng thức ta được điều phải chứng minh. 

 

Hướng 2: 

  

Rõ ràng BĐT đúng khi chứng minh được trong tam giác: 

 

cos cos 2sin
2

C
A B   

Thật vậy 

  cos cos 2cos cos 2cos 2sin
2 2 2 2

A B A B A B C
A B

  
     

Hướng 3: 

 

 Ta có ab+bc+ca=1 nên 

 

 22 2 2 2

2

1 ( )1 ( ) ( ) ( ) 6

1 ( )( )( ) ( )( )( )

a b ca a b c b c a c a b abc

a a b b c c a a b b c c a

       
 

      
  

 

2

( ) ( )( )

( )( )( )1

a b c a b a ca

a b b c c aa

  


  
   

Áp dụng AM-GM thì 

 

2( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 2a b c a b a c a b c a bc a b c abc          
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Bài 2: (JBMO 2016) 

Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng: 

2 2 2

2

8 8

( ) 4 3
a b c

a b abc a
   

  
   

Lời giải: 

 Ta có:   

  

   

   

2 2 2

2 2 2

4 2( ) 1

8 4

( ) 14

a b abc a b c

a b ca b abc

    

 
  

(1) 

 Lại có: 

     

2 2

2 2

4 4 8

( ) 1 2 32 1

a b

a b c cc


  

  
(2)(AM-GM) 

 Nên từ (1) và (2) ta có đpcm. 

   

 

Bài 3: Cho a, b, c > 0 thỏa mãn 
2 2 2 3a b c   . Chứng minh rằng: 

6
a b c

a b c
b c a
       

Lời giải: 
 Áp dụng BĐT Cauchy-Schwarz: 

2 2( )a a b c
VT a b c a b c

ab ab bc ca

 
       

 
  

 Đặt p=a+b+c từ đó suy ra 

      

2 3

2

p
ab


  

    
2

2

2

2
6 2 ( 3) 0

3

p
VT p p p

p
       

  

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a=b=c=1 

 

Bài 4: Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn không có 2 số nào đồng thời 

bằng không. Chứng minh rằng: 

 

 

22

2 2 2

a b ca

b c ab bc ca

 


  
  
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Lời giải:  
         Ta  chứng minh:  

2

2 2

a a

b c b c


 
   

          và   

 

 

2

2

a b ca

b c ab bc ca

 


  
  

(hiển nhiên vì đây chính là BĐT C-S) 

 Từ 2 BĐT trên dễ dàng suy ra đpcm. 

 

Bài 5: (Olympic 30/4 2017) 

Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng: 

 

 
4

2 2 227
2

a
a b c

b c


  




 
Lời giải: 

 
 

2
2 2 24 2

2 2 2

2 2 3

a b ca x
a b c x

b c a b c x

 
     

  


 

     Ta quay về chứng minh: 

     

   
2

2 2243
2 27 6 81 0

2 3

x
x x x x

x


     

 
 Vậy ta có đpcm. Dấu "="xảy ra khi và chỉ khi a=b=c=3 

 

 

 Về bài này có thể giải theo cách dùng AM-GM thế này:  
4 3a 27 4a   

 

Bài 6:(Nguyễn Việt Hùng, HSGS) 

Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng: 

 
 

2 3 3 3 4

6 9

a a b c
a b c

b c ab bc ca

 
   

  


 
Lời giải 

 Ta có BĐT phụ khá quen thuộc 

Đặt 
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 
8

( )( )( ) ( )
9

a b b c c a a b c ab bc ca         

 Khi đó theo BĐT Holder thì:  

   

 

 

 

 

32 3 3 3 3

3 3 3

6( ) 6( )

3( )( )( ) 4

6( ) 6( ) 9

a b ca a a b c

b c ab ca ab bc ca ab bc ca

a b b c c a a b c
a b c

ab bc ca ab bc ca

   
  

     

    
    

   

 

 

 

Bài 7: Cho a,b,c là các số thực thỏa mãn 
2 2 2 3a b c b    

Chứng minh rằng 
     

2 2 2

1 4 8
1

1 2 3a b c
  

  
 

Lời giải 

 Theo giả thiết ta có:  

 
2 2 2 2

2 23
2 4 4 2

b b b b
b c a bc ab

   
          

   
 

3 (1)
2

b
a c     

 Mặt khác: 

     
2 2 22

1 4 4 4

( 2)1 3 3
P

ba c c
   

  
 

2
1 1 2 2 2

4 1 2 3 3a b c c

 
    

    

2

1 1 1 4

4 1 3
1

2

ba c

 
 

   
  

 

 

2

2
1 1 21

4
1 1 3

2

b
a c

 
  

  
     
 

 

2

2
1 1 21

(2)
4

1 1 3
2

P
b

a c

 
  

   
     
 

 

 Từ (1) và (2) suy ra 1P   

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a=1;b=2;c=1 
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Bài 8: (Trần Quốc Anh) 

Cho a,b,c là các số thực không âm thoả mãn a+b+c=2. Chứng minh rằng: 

 2 2 2 2 2 2( )( ) 3a ab b b bc c c ca a        

(Bài này hiện chưa có lời giải) 

Bài 9: (MOSP 2005) 

Cho a,b,c 0  và không đồng thời bằng không thoả mãn ab+bc+ca=1. Chứng minh 

rằng:       

1 5

2a b



  

Lời giải: 

 Từ điều kiện ab+bc+ca=1 ta có được 1 ab ;1 bc ;1 ca . Trong 3 số dương 

bất kỳ luôn có 2 số nằm cùng phía so với 1, ta giả sử 2 số đó là a,b. Từ đó suy ra: 

 1 ( 1) 0 1 2 1a b ab a b ab a b             

 Ta có: ab+bc+ca=1 
1

0
ab

c
a b


  


 

 Thay 
1

0
ab

c
a b


  


 vào BĐT cần chứng minh ta được: 

2 2 2 2 2

1 5 1 1 1 5

1 1 2 ( ) 1 1 2( )

a b a b

a b b a a b b a a b

 
      

        

 Theo AM-GM ta có: 

 
2 2

2 2 2 2

1 1
1 1 1 1 2

1 1 1 1 2 2 2

b a b a a b

b a b a


          

   
 

 Lúc này, ta cần chứng minh:  

 

2 3 2

1 5 1 2 1 5
2

( ) 2 2( ) ( ) 2 2( )

a b

a b a b a b a b a b


      

    
 

 Đặt 
1 1

2
x

a b
 


, BĐT trên trở thành: 

3 2 21 5 1
2 ( 1) (2 1) 0

2 2 2
x x x x x        

 BĐT trên đúng với mọi 
1

2
x   

 Đẳng thức xảy ra khi a=b=1, c=0 và các hoán vị tương ứng. 

 

Bài 10 : (T6 Tạp chí THTT số 474)  
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Với x là số thực thay đổi tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

2 2 2 2 22 2 8 32 6 25 4 20 10 26f x x x x x x x x x                  

Lời giải: 

 Ta có:
2 2 2 2 2( (1 ) 1 ( 5) 1) ( ( 4) 16 (2 ) 16) ( 3) 16f x x x x x              

 
2 2 2 24 2 2 8 16 20 68 4         

         Vậy min f(x)= 20 68 4   tại x=3 

 

Bài 11: (Thi thử KHTN đợt 3 vòng 2) 

Cho các số a,b,ca,b,c thỏa mãn 0 , , 2a b c  và a+b+c=3. Chứng minh rằng 
2 2 2 5a b c    

Lời giải: 

Cách 1:Giả sử max{ ; ; }a a b c  mà a+b+c=3 nên 1a   

 Vì a=3-b-c, do đó BĐT cần chứng minh tương đương: 
2 2 3 3 2 0b c bc b c       

Ta có: 
2 2 2 23 3 2 2 3 3 2 ( 1)( 2)b c bc b c b c bc b c b c b c                 

 Lại có: b+c=3-a và 1 2a   nên 1 2b c    

 Kết hợp (1) suy ra đpcm. 

Cách 2:Vì a,b,c  0;2 (2 )(2 )(2 ) 0 2 2
2

abc
a b c ab          

 BĐT cần chứng minh tương đương với: 

     

9 2 5 2ab ab      

 Bài toán được chứng minh xong. 

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a=2; b=1;c=0 và các hoán vị. 

 

Bài 12 : (Korean MO ngày 2 2016) 

Cho x, y, z là các số thực thỏa mãn 
2 2 2 1x y z   . Tìm Max: 

 2 2 2( )( )P x yz y zx z xy   
 

(Chưa có lời giải) 

 

Bài 13: (Lê Khánh Sỹ) 

Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng: 
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 2
a b a b c

a b c
c bc ca ab

  
     

 


 
Lời giải: 

 Không mất tính tổng quát, giả sử b nằm giữa a và c. 

 BĐT cần chứng minh tương đương với: 

 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )( )abc a b c a b b c c a abc ab bc ca ab bc ca         

 
 Sử dụng BĐT AM-GM ta có: 

 

   2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 2 2 2

2 ( )( )abc ab bc ca ab bc ca ac ab bc ca b ab bc ca

a bc abc a c ab b c a bc

         

       
 Ta cần chứng minh  

  2 2 2 3 2 0a b ab c ab a bc ab c b b a      
 

luôn đúng 

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a=b=c>0 

 

Bài 14: (Thi thử lần 4 KHTN 2014-2015) 

Cho a;b;c là các số thực dương thỏa abc=a+b+c+2, chứng minh rằng: 

 

1
3

1a



  

Lời giải: 

Cách 1:Theo giả thiết thì có thể đặt (a;b;c) = ; ;
x y y z z x

z x y

   
 
 

 với x,y,z >0 

 Khi đó:  

1

1

z

a x y z


  
   

 Mặt khác thì:  
2

3 3

3

z z

x y z x y z

z

x y z

 
       

 
 

 


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 Hay 
1

3
1a



 (đpcm) 

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a=b=c=2 

 

Cách 2: Ta có 
1 1 1

2 1
1 1 1

a b c abc
a b c

       
  

 

 Nên 
1

3 3
1

VT
a

 


  

Bài 15: Cho a,b,c > 0. Chứng minh rằng:       

 

       3 3 37 6 3 2 1 3 2 1 3 2 1a b c ac ac bc bc ab ab          

Lời giải: 

 Áp dụng BĐT AM-GM ta có 

 

 

   

3 3

3 3 3 3

3 6

6 ( 1 1) 3 3

cyc cyc

cyc

a b ab ab

a b c a a b c ab bc ca

 

           

 

  

 Cộng theo vế 2 BĐT trên ta có đpcm. 

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a=b=c=1 

Bài 16: Cho các số thực dương thỏa mãn 2 10a b c abc     

Chứng minh rằng:  
2 2 2

2

8 9
6 6

2 4

b c a

a
    

(Chưa có lời giải) 

Bài 17:  
Cho a,b,ca,b,c là các số thực dương thõa mãn  a+b+c=3.Chứng minh rằng: 

    

 

2

3 32 2 2

1 3

23 1 3 8cyc

a

a b c




 
  

Lời giải: 

 Cần chứng minh:  

 

2

3 32 2 2

2( 1)
3

3 1 3 8cyc

a

a b c




 
  
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 Ta có:  

 

 

2 2 2

3 32 2 2 2 23 32 2 2

2

2( 1) 1 1

3 9 83 1 3 8

2 1

3 8

cyc cyc

cyc

a a a

a b a b ca b c

a a

a b ab ab bc ca

   


  

 


     

 


 

 

 

 

  

 

 

2

2

2

2 1

8

1 1
3

1 1 1

cyc

cyc cyc

a a

a b ab a b c

a a

a b b

 


     

 
  

  



 
 

 Hoàn tất bài toán. :) 

Bài 18: (Vasile Cirtoaje) 

Cho x,y,z >0; x+y+z=3. Chứng minh rằng:  

3

1 2cyc

x

xy



  

Lời giải: 
 Áp dụng BĐT CS kết hợp bổ đề Vasile quen thuộc ta có: 

    

1cyc

x A

xy B



 trong đó: 

     
2

3 3 3A x y z    

    
 

2
2 2 2

2 2 2

3

x y z
B x y z

 
     

 Áp dụng BĐT Holder ta có: 

     
3

2 2 23A x y z    

 Để đơn giản hóa ta đặt: 
2 2 2 ( 3)x y z t t     lúc này BĐT đã cho trở thành: 

2 3

3 2

t

t



. Hiển nhiên đúng vì nó tương đương với:   2 3 3 0t t   . ĐPCM. 

 

Bài 19: (Tạp chí THTT) 

Cho các số thực không âm thỏa mãn 
2 2 2 0a b c    

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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2 3

2 2 3 5 3 2 7

a b c
P

a b c a b c a b c

 


         
(Chưa có lời giải) 

 

Bài 20: (Tạp chí THTT) 

Cho a,b,ca,b,c là các số thực dương .Chứng minh rằng: 

 
22 2 2 9abc

a b c c a
a b c

    
   

(Chưa có lời giải) 
Bài 21: (Tạp chí AMM) 

 Cho các số a,b,c ∈[1;2].Chứng minh rằng: 

 
1 1 1 45

3 2
2

a b c
a b c

 
     

 
 

Dấu bằng xảy ra khi nào ?  

Lời giải: 

 Ta có bổ đề quen thuộc sau: Với a,b,c ∈[1;2]. Chứng minh:  

 
1 1 1

10a b c
a b c

 
     

   
(Bổ đề các bạn tham khảo ở Nâng cao & Phát triển toán 9 tập 1,  

ở đây mình không chứng minh lại nữa) 

 Áp dụng BĐT trên ta quy về chứng minh: 

1 1 1 25
(2 )

2
a b

a b c

 
    

   

         Khai triển và sử dụng giả thiết 1c   ta có:
2 19

2
2

a b
a b

b a
     

 BĐT này tương đương với :    2 2 24 4 2 19 2 0b a a b b b      

 Nhân thấy đây là tam thức d2, tham số b. Hệ số cao nhất dương . a thuộc 

khoảng [1,2 ] nên theo định lý về hàm cực trị biên thì : 

     max{ 1 ; 2 }f a f f  Đến đây thì đơn giản rồi ta xét BĐT trên tại a=1 và a=2 để 

từ đó CM vs BĐT 1 biến b với ĐK b thuộc [1,2]. CM cái này không mấy khó khăn, 

các bạn hãy thử xem. 

 
Bài 22: Cho a,b,c là các số thực dương. Chứng minh rằng: 
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 
22 2 2 22 2

2 2 4 4 4

1 2

3 9

a b c ab bc caa ab b

a ab b a b c

      
  

    
  

Lời giải: 

 Ta có: 

  

 

 

 

 

 

 

2 2

2 2 4

4 4 4 4 4 4 4 4 4

2

9 18 6

cyc cyc cyc

a b a b a b

a b c a b c a b c

   
     

    
     

  
 

 Khi đó:   

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

4

22 2

2

24 4 4 4 4 42 2

22 2

2

2 4 42 2

2 4 4

6 69

2 4 4

69

cyc

cyc

cyc

a b
a ab b a b

VT a b
a b c a b ca ab b

a ab b a b
a b

a ba ab b

    
    
     
 

   
   
  
 





 

 Bất đẳng thức đúng nếu ta chứng minh được đánh giá sau đúng: 

      
222 4 2 6 5 4 3 24 4 4 1 3 1 1 13 4 16 6 16 4 13 0x x x x x x x x x x x x              

 Dễ thấy đánh giá trên luôn đúng nên ta có đpcm. 

 

Bài 23: (Lil.Tee boxmath - Tăng Hải Tuân) 

Cho a,b,c là các số thực dương có tổng là 3. Chứng minh rằng: 

 

2 2 2 3

3

3

a b c

b c c a a b abc
  

     

Lời giải: 
 Áp dụng BĐT Cauchy-Schwarz ta có: 

 

 
2

2 2 2

9aa

b c ab a c ab a c
 

  




   
 

 Cũng theo BĐT Cauchy-Schwarz  ta có: 

  
 

3

3
3

a
a c a ab  


    
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 Mặt khác sử dụng bổ đề:  

 
32 4

4
27

ab a abc abc      

 Như vậy ta cần chứng minh: 

3

3

9 3
2 3

7 3
abc abc

abc abc
   

 
 

(luôn đúng theo AM-GM) 

 Suy ra đpcm. 

 

Bài 24: (USA MO 2017 ngày 2) 

Cho a,b,c,d≥0;a+b+c+d=4. Tìm GTNN: 

3 4cyc

a
P

b



  

Lời giải: 

 Để ý rằng:  

   

 

2

3 3

2 11 3

4 12 12 4

x x xx

x x

 
 

    

     
    

3

3 2

4 12 3

a b c d a c b da

b

     
  


  

 Sử dụng BĐT AM-GM ta có:  

  
 

2

4
4

a b c d
a c b d

  
     

 Hoàn tất chứng minh. 

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: ( , , , ) (2,2,0,0)a b c d  và các hoán vị tương 

ứng. 

 

Bài 25: (Jack Garfunkel) 

Cho a,b,c ≥ 0. Chứng minh rằng: 

 

   

2 2 2 8
2

a b c abc

ab bc ca a b b c c a

 
 

    
 

Lời giải: 

 Do vai trò của a,b,c như nhau nên ta có thể giả sử a≥b≥c≥0  

 Từ đó ta có (a+b)(b+c)(c+a)≤2b(a+c)2 

(Cái này là biến đổi tương đương ,các bạn thử tách ra nhé ) 

 Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành  
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 

 
  

2
2 22 2 2

2 2

4
2 0

a c ab bca b c ac

ab bc ca a c ab bc ca a c

   
   

     
 

 Dấu bằng xảy ra khi a=b=1; c=0 và các hoán vị. 

 

Mở rộng:  Bài toán. Cho , , 0; min{ , , }a b c c a b c  . Chứng minh rằng:                     

   

   

 

   

22 2 2 28
2

3

c a ba b c abc

ab bc ca a b b c c a a b b c c a

 
 

       
 

Sử dụng PP SOS, tuy nhiên theo tôi cách phân tích của phương pháp này chủ yếu 

cần đến công cụ tính toán và thiếu tự nhiên cũng như không có tính tư duy trong đó 

 

           

    

22 22 5 2 3 3 3

3

ab bc ca a c a ab bc b c a b c a b a c b c
VT VP

a b b c c a ab bc ca

            
  

    

Bài 26:  Chứng minh bất đẳng thức sau đúng với mọi a,b,c.  

 

 2 2

2 2 2
a b c

a b c ab bc ca
b c


     


  

Lời giải: 

 Giả sử: ax{ , , }a m a b c  

 * Chứng minh vế đầu tiên. 

 Ta có: 

  
 

     
2 2

2 2 22 2 2

c b a

a b c
a b c S a b S a c S b c

b c


        


  

 Trong đó:         

2 2 2

; ;
2 2 2

a b c

ab bc ca a ab bc ca b ab bc ca c
S S S

a c b a b a b c a c b c

        
  

     
 

 Mặt khác: 

  
 

 

 
 

2 2 2 2

2 2 1

2( )
b a

a ab bc ca b b ab bc ca a
a S b S

a b b c a c

      
   
   
 

 

   
 

 

 
 

2 2 2 2

1

2( )

a ab bc ca b b ab bc ca a

a b a c a c

      
  
   
 
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 Nên ta có: 

    
 2 2

2 2 2
a b c

a b c
b c


  


  

 *Chứng minh vế thứ 2. 

 Ta có:  

 

   

  

22 2 2

0
a b c c a b

ab bc ca
b c a c b c

 
    

  
   

 Vậy bất đẳng thức được chứng minh thành công. 

 

Bài 27: (Đề thi đại học khối B năm 2010) 

Cho a,b,c≥0 thỏa mãn a+b+c=1. Tìm GTNN của:  

2 2 23 3 2A a b ab a      

Lời giải: 

 Ta có:      
2

3 2 1 2VT ab bc ca ab bc ca ab bc ca           

 Đặt
1

( 0;
3

t ab bc ca t
 

    
 

Dễ thấy ( ) (0) 2f t f   

 Nên 2VT   

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a=1;b=c=0 và các hoán vị 

Bài 28: Cho các số a,b,c không âm thoả mãn:  2 2 2 2a b c ab bc ca      

Chứng minh rằng:  

1 1 1 1 2 2
a b c

b c c a a b
      

  
 

Lời giải: 

 Bài này tương đối khó . 

 Chuẩn hóa a+b+c=2. GT có thể viết lại thành ab+bc+ca=1. 

 BĐT cần CM tương đương với : 

1 1
2

2a b
 




 

 Đến đây ta có BĐT sau ( Với gs a max): 
 

2 2 2

1 1 1
1

1 1 1b c b c
  

   
 

( CM cái này các bạn bình phương lên là đc, quá dài mình k trình bày ở đây) 

 Từ đây suy ra 
 

2

1 1

1

b c
b c

a b a c b c


   

   
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 Đến đây quy hàm một biến 

1
( 2)t b c t

b c
   

  

 CM BĐT 1 biến cuối cùng đơn giản chỉ áp dụng BĐT AM-GM quen thuộc. 

 

Bài 29:Cho a,b,c>0.Chứng minh rằng  

 

 

 

2

22

2
8

2

a b c

a b c

 


 
  

Lời giải: 

 Ta chuẩn hóa a+b+c=3 thu được  

 

 

 

 

2 2

2 2 22 2

2 3 1 8 6 1 8 6

3 3 6 9 3 62 2 3

8( ) 18
1 8

6

a b c a a a

a aa b c a a

a b c
P

    
    

    

  
  

 
 Từ đó ta có đpcm. 

Bài 30: Cho a,b,c là 3 số dương và 2(ab+bc+ca)=3abc. Chứng minh rằng: 
2

3
3

1 1

a

a


 
  

Lời giải: 

 Ta có:  

1 1 1 3
2( ) 3

2
ab bc ca abc

a b c
        

 Xét đánh giá đặc trưng:  

2
4 2

3

2 2
( 2) 0

1 1

x x
x x

xx


   

 
 

 Dễ thấy đánh giá trên đúng, nên suy ra được: 

     
2

3

2 2
3

1 1cyc cyc

a a

aa


 

 
   

 Vậy ta có đpcm. 

 

Bài 31: Cho , , 0a b c  . Chứng minh rằng:  

 
2 2 2 2 23 ( )a a b a ab b      

Lời giải: 
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   
2 22 2 2 21

5 5 0
4

VT VP a b c a b c c a b         
   

Bài 32:Sau đây là một số bài tập  

  a) Cho các số thực a, b, c thoả mãn 0≤a,b,c≤1 và a+b+c≥2 Chứng minh rằng: 

ab(a+1)+bc(b+1)+ca(c+1)≥2 

  b) Cho các số thực a, b, c thoả : 0≤a≤b≤c≤1. 

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: Q=a2(b−c)+b2(c−b)+c2(1−c) 

  c) (đề thi vào chuyên Toán chuyên Phan Bội Châu)  

 Cho các số thực a, b, c thoả mãn a,b≥0 ; c≥1 ; a+b+c=2. 

 Tìm giá trị nhỏ nhất của P = (6-a2-b2-c2) (2-abc) 

Bài 33: (Lê Khánh Sỹ) 

Cho các số thực không âm a,b,c thỏa mãn a+b+c=3. Chứng minh rằng: 

 
2 3

3 4 2cyc

a ab bc ca

a

 
 


  

Lời giải: 

 Không mất tính tổng quát ta giả sử rằng: 

max{ , , } 1a a b c a    

 Đặt  
2 3

( , , )
3 4 2cyc

a ab bc ca
f a b c

a

 
  


  

  

 Ta có: 

     

   

     

    

   
     

2

22 3 2

144 ( 3) 3 6
( , , ) , ,

2 2 16 3 3 6

27 243 1533(3 ) 9 (9 ) 9
0

16 3 3 6 64 3 3 6

b c b c b cb c b c
f a b c f a

b c b c

b c a a ab c bc a a a

b c b c b c b c

       
  

    

        
  

       

 

 Mặt khác, ta lại có: 

   
  

2 21 3 18 273 3
, ; 0

2 2 16 3 9

a a aa a
f a

a a

    
  

  
 

 Vậy BĐT được chứng minh. 

Bài 34: Cho ba số thực a,b,c. Chứng minh rằng: 

(a2+1)(b2+1)(c2+1) ≥ (ab+bc+ca−1)2 

Lời giải: 

 BĐT cần chứng minh  (a2+1)(b2+1)(c2+1) - (ab+bc+ca−1)2 0  

  
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2a b c a bc a ab c abc ab ac b bc c          
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   
2

0abc a b c      

 BĐT cuối đúng nên ta có đpcm. 

Bài 35: Cho a, b, c > 0 thỏa mãn abc = 1. Chứng minh rằng:  

  

 
23 3 3 2 2 2

1 1 6

a b c ab bc ca a b c
 

     
 

(Chưa có lời giải) 

Bài 36: Cho các số thực dương a,b,c thoả mãn điều kiện abc=1. Chứng minh rằng: 

 

5 5
1

ab

a b ab


 
  

Lời giải: 

 Ta có:  

  

 
 

5 5 2 2

5 5 2 2

1
( )

ab ab
a b a b a b

a b ab a b a b ab

abc c

ab a b abc a b c

    
   

  
   

 

 
 

Bài 37: Cho a,b,c là 3 cạnh của một tam giác tù. Chứng minh rằng: 

 

 2 2 2

2 2 2

1 1 1
10a b c

a b c

 
     

 
 

(Chưa có lời giải) 

Bài 38: Cho x,y,z là các số thực dương thoả mãn x+y+z=xyz. Chứng minh rằng: 

 

2 2 2

2 1 1 9

41 1 1x y z
  

  
 

Lời giải: 

 Từ giả thiết ta có:  
1 1 1

1
xy yz zx

    

 Đặt  
1 1 1

; ; ; ; 1a b c ab bc ca
x y z

 
     

 
 

 Bài toán quy về chứng minh         
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        

2 2 2

2 9

41 1 1

2 9

4

a b c
P

a b c

a b c
P

a b a c b c b a c a c b

   
  

    
     

 

 Ta có:    

      
        

2 2 2

4 4

9

4( ) 4( ) 4
AM GM

a b c
P

a b a c b c b a c a c b

a a b b c c

a b c a b c a b c b c a


  
     

    
          

          

 

 Suy ra đpcm. Dấu bằng xảy ra khi 
15

15,
7

x y z    

Bài 39: Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn a+b+c= 5 . Chứng minh rằng: 

   2 2 2 2 2 2 5a b b c c a     

Lời giải: 

 Đặt    2 2 2 2 2 2P a b b c c a     

 Giả sử min{ , , }c a b c  ta chỉ cần xét b a  

 Đặt 
2 2 2 2

2 2 2 2

x a c a x c

y b c b y c

    

    
 

 Khi đó: 
2 2 2 25a b c x c y c c x y           

 Và  2 2 2 2P x y y x   

 Mà        
2 2

4xy x y x y    . 

 

  Từ đó áp dụng BĐT AM-GM ta có: 

   

 

   

 
   

2 22

5
2 12

2

. . . . .

4
5

5 3125

P x y xy xy xy xy x y

xy x y x y
x y

  

   
    

  

 

 Từ đây ta có: 5P   
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 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  
5 1 5 1

, , ; ;0
2 2

a b c
  

   
 

 và các hoán vị 

 Kết thúc chứng minh.  

Bài 40: Cho các số thực dương a,b,c. Chứng minh rằng: 

 

3
1 1 1 2 1

a b c a b c

b c a abc

     
         

     
 

Lời giải: 

 Áp dụng AM-GM cho 3 số dương: 

 

 

   

3

3 3

3
1 1

3 2
1 3 1

a a a a
VT

b c a abc

a b c a b c
VP

abc abc

 
      

 

   
     

 

 

Bài 41: Cho a,b,c≥0s thỏa mãn abc=1 

Chứng minh rằng:   
2

1
1

2 6 1a a


 


 

Lời giải: 

 Hướng 1: Chỉ cần chứng minh: 

 

10 52
9 9

1 1

2 6 1
1

a a
a a


 

 
 

( cách này dùng hệ số bất định kết hợp với đạo hàm có thể không phù hợp) 

 Hướng 2: Đổi biến 

  2 2 2
, , , ,

bc ca ab
a b c

a b c

 
  

 
 

và đánh giá bằng bất đẳng thức Holder. 

 

   
2

2
3

2 4 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2
6 2

6 2

a
a a a bc b c a b c

a a bc b c

 
     

  
   

Bài 42: Cho ΔABC có chu vi bằng 1. Chứng minh rằng: 
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2 2 213 1
4

27 2
a b c abc      

 

Lời giải: 

  
1

1 2 0;1 2 0;1 2 0
2

p a b c         

 Theo BĐT AM-GM, ta có: 

 

 

   
 

   

 

   

3

2 2 2 2

2 2 2

3 2 1
0 1 2 1 2 1 2

3 27

1
0 1 2 4 8

27

1 14
2 4

2 27

1 14
4

2 27

13 1
4

27 2

a b c
a b c

a b c ab bc ca abc

ab bc ca abc

a b c a b c abc

a b c abc

   
      

 

         

     

        

     

 

Bài 43: Cho a,b,c > 0 thỏa mãn 
2 2 2 1a b c    

Chứng minh rằng:   3
3

a

a bc



  

 

Bài 44: (ASM-chuyên toán - 2015) 

Cho ba số thực dương a,b,c thỏa mãn (a+b)(b+c)(c+a)=1. Chứng minh: 

 

3

4
ab bc ca    

Bài 45: (IMO 2001) 

 Cho a,b,c là các số thực dương. Chứng minh rằng: 
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2
1

8

a

a bc



  

Lời giải: 

          Theo Cauchy-Schwarz thì:  

 

 

 

  

 

  

22

2 2

2 2

33

8 8

24

a b ca
VT

a a bc a a bc

a b c a b c
VP

a b c a abc a b c a b c

 
 

 

   
  

      





 

Bài 46: 1.(Albania TST 2012) 
Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức  

2 2 2

1 1 1

4 9 4 9 4 9x x y y z z
 

     
 

Trong đó x,y,z là các số thực không âm thỏa mãn x+y+z=1. 

Lời giải: 

 Ta có bổ đề:  

  2

1 1

4 9 18 9

x

x x
 

 
 

23 22 1 0x x x x x       

 BĐT cuối luôn đúng nên bổ đề được chứng minh 

 Áp dụng, ta có: 

  2

1 3 7

4 9 18 9 18

x y z

x x

 
  

 
  

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 0; 1x y z   và các hoán vị 

 

      2. Cho các số thực a,b,c >0 và abc=1. Chứng minh rằng :  

   
3

2 2 2 3 3 39a b c a b c    
 

Lời giải: 

 Viết bất đẳng thức cần chứng minh lại như sau 

   
3

2 2 2 3 3 39a b c abc a b c      

 Giả sử { , , }a max a b c .Áp dụng bất đẳng thức AM-GM, ta có 

 

 
3

3 3 3
3 3 39

3

a b c
abc a b c ab ca

a

  
     

 
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 Ta cần chứng minh 

3 3 3
2 2 2

3

a b c
a b c ab ca

a

 
      

thu gọn thành
  2 2 22

0
3

a b c a b c ab bc ca

a

      
  

 Hiển nhiên đúng nên ta có điều phải chứng minh. 

 

 

Bài 47: Cho 2 số thực dương a,b thoả mãn điều kiện 1a b   

Chứng minh rằng: 
2 3 9

4 4

a
a

a b
      

Lời giải: 

 BĐT 
23 9

4 4

a
a

b a
     

 Do 1a b   nên 4 1ab   và ta có đánh giá 4 4 4 1
a

a ab a
b
     

 Đưa về BĐT. Đúng vì nó tương đương với   
2

3 2 1 0a a     

 

Bài 48:Cho các số thực a, b, c thoả : 0≤a≤b≤c≤1. 

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: Q=a2(b−c)+b2(c−b)+c2(1−c) 

( Chưa có lời giải ) 
 


