
Cho a,b,c thực dương chứng minh:  

 

Vế trái Cauchy: ≥ 3 → ta cần chứng minh:  

𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑡ℎự𝑐 𝑑ươ𝑛𝑔 ∶
𝑥
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+

𝑦
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𝑧

𝑧 + 𝑥
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3

2
 

là đúng 

Không mất tính tổng quát  giả sử : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 

Khi đó 
𝑥

1−𝑧
+

𝑦

1−𝑥
+

𝑧

1−𝑦
≤

3

2
→ 𝑥(1 − 𝑥)(1 − 𝑦) + 𝑦(1 − 𝑦)(1 − 𝑧) + 𝑧(1 − 𝑧)(1 − 𝑥) ≤

3

2
(1 − 𝑥)(1 − 𝑦)(1 − 𝑧) 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) + 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 ≥
3

2
(1 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑥𝑦)(1 − 𝑧) 

1 − (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) + 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 ≥
3

2
(1 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑥𝑦 − 𝑧 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 𝑥𝑦𝑧) 

1 − (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) + 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 ≥
3

2
(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 − 𝑥𝑦𝑧) 

2 + 2(𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥) + 3𝑥𝑦𝑧 ≥ 5(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) + 2(𝑥2+𝑦2 + 𝑧2) 

2 + 2(𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥) + 3𝑥𝑦𝑧 − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) ≥ 2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2 = 2 

→ 2(𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥) + 3𝑥𝑦𝑧 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 

→ 2𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑦 + 2𝑦2𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 − 𝑦𝑧 + 2𝑧2𝑥 + 𝑥𝑦𝑧 − 𝑧𝑥 ≥ 0 

𝑥𝑦(2𝑥 + 𝑧 − 1) + 𝑦𝑧(2𝑦 + 𝑥 − 1) + 𝑧𝑥(2𝑧 + 𝑦 − 1) ≥ 0 

𝑥𝑦(𝑥 − 𝑦) + 𝑦𝑧(𝑦 − 𝑧) + 𝑧𝑥(𝑧 − 𝑥) ≥ 0 

𝑥2(𝑦 − 𝑧) + 𝑦2(𝑧 − 𝑥) + 𝑧2(𝑥 − 𝑦) ≥ 0 →  x2(y − z) − y2(y − z) − y2(x − y) + z2(x − y)

= (x − y)(x + y)(y − z) + (z − y)(y + z)(x − y) = (x − y)(y − z)(x − z) ≥ 0 

Giả sử : 𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧 → 𝑥 − 𝑦 ≥ 0, 𝑦 − 𝑧 ≥ 0, 𝑥 − 𝑧 ≥ 0 𝑣à 𝑡ươ𝑛𝑔 𝑡ự 𝑣ớ𝑖 𝑐á𝑐 ℎ𝑜á𝑛 𝑣ị → đpcm  


