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1. Cho day sb thuc {z,} xdc dinh béi

1 = 9,
Tp = 2§r—nn(xnfl + 2)7
v6i moi n > 2. Ching minh rang day s6 c6 gi6i han hitu han khi n — oco. Tim gi6i han dé.

2. Cho hai cip sb cong (a,), (b,) va sd nguyén 16n hon 2. Xét m tam thic bac hai Py(z) =
22+ apx + by, k = 1,2,3,. .. m. Ching minh ring néu hai tam thic P; (), P, (z) déu khong
c6 nghiém thuc thi tit ci cic da thiic con lai cling khong c6 nghiém thuc.

3. Trong mit phang, cho ti gidc 16iABCD ndi tiép dudng tron tim O va cb céac cip canh dbi
khong song song. Goi M, N tudng tng la giao diém clia cic duong thing AB va CD, AD va
BC. Goi P,Q,S,T tuong tng 1a giao diém clia cic dudng phin gidc trong cla cic cip goc
ZMAN va/MBN,/MBN va/MCN, /MCN va /MDN, /MDN va /MAN. Gia
st bén diém P, Q, S, T d6i mot phan biét.

a) Chiing minh rang bon diém P, @, S, T cing nam trén mot dudng tron. Goi 1 1a tim dudng
tron do.

b) Goi E la giao diém ctia cac dudng chéo AC va BD. Chiing minh ring E, O, I thing
hang.

4. Cho s6 nguyén duong n. Cé n hoc sinh nam va n hoc sinh nit xép thanh mot hang ngang, theo
thi tu tlly y. Mdi hoc sinh (trong s& 2n hoc sinh vita néu) dudc cho mot sb keo bing diing sd
cach chon ra hai hoc sinh khdc gidi v6i X va diing & hai phia cia X . Ching minh ring tong s6
keo ma tit ¢4 2n hoc sinh nhan dudc khong vuot qud $n(n? — 1).

5. Cho mdt nhém gdm niam cd géi g1, g2, g3, g4, g5 va mudi hai chang trai. C6 mudi bay chiéc
ghé dugc xép thanh mot hang ngang. Ngudi ta xép nhoém ngudi da cho ngdi vao chiéc ghé d6
sao cho cac diéu kién sau dugc dong thoi théa man:

a) moi ghé c6 diing mot ngudi ngodi;
b) thi tu ngdi clia cdc co gai, xét tli trai qua phai, 12 g1, g2, 93, 94, g5
c) gifta g; va gp c6 it nhit ba chang trai;

d) gilta g4 va g5 c6 it nhat mot chang trai va nhiéu nhat bon chang trai.
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Hoi c6 tht ca bao nhiéu cach xép nhu vay? Hai cach xép dudgc coi 1a khac nhau néu ton tai mot
chiéc ghé ma ngudi ngdi chiéc ghé d6 trong hai cach xép 1a khic nhau.

6. Xét cac s6 ty nhién 18 a, b ma a 1a udc cla b2 + 2, va b 1a udc cla a? + 2. Ching minh ring a
va b 1a cdc sb hang ctia ddy s6 tu nhién (v,,) xdc dinh béi

v =v9 =1, vav, =4v,_1 — Up_9, V6imoin > 3.
7. Tim tit ci cac ham s6 f xdc dinh trén tap s thuc R, lay gia tri trong R va théa man dong thoi
cac diéu kién sau
i) f1atoan dnh tif R dén R;
ii) f 13 ham sb ting trén R;
iii) f(f(z)) = f(z) + 12z v6i moi s6 thuc .



Loi gidi
1. Cho day sb thuc {z,,} xac dinh bsi

Ty =9,
Tn = 2;——”“(3771—1 + 2)7
v6i moi n > 2. Chitng minh ring diy sb c6 gi6i han hitu han khi n — co. Tim gi6i han do.

Loi gidi. Bang quy nap ta sé ching minh 2,, > 1+ 2 v6i moi n > 2. That vy, véin = 2, ta
c6zy =58 >1+43 Gidsiaz, > 1+ 3. Khido

SN VI IR S R
T, — — ) = — —.
1 3(n+1) n n n+1

Do do,
2n

3
_ 2 (142 a0 ) <0 n>2
3(n+1)<+n x>< "

Nhu vay, (z,,) 1a ddy gidm bi chin dudi béi 1 nén ton tai gi6i han lim z,, = a. Chuyén qua gidi
han ta c6

Tn4+1 — Tp =

1
a = 5(04‘2),

ticla a = 1. Vay lim,, 4 oo , = 1.
O

2. Cho hai cip sb cong (a,), (b,) va sd nguyén 16n hon 2. Xét m tam thic bac hai Py(x) =
22+ apw + by, k = 1,2,3, ... m. Chiing minh ring néu hai tam thic P (z), P, (x) déu khong
c6 nghiém thuc thi tit ca c4c da thiic con lai cling khong c6 nghiém thuc.

Loi gidi. Goi cong sai ctia cip sb cong (a,,), (b,) tuong dng 1a d, s. Pit f(t) = (a1td)? —
4(by + ts) = d*t* + 2t(a1d — 2s) + a3 — 4by. Ta thdy Py(x) vo nghiém khi va chi khi
flk—=1)<0.

Néu d # 0 thi f() la tam thic béac hai théda man f(0) < 0, f(m — 1) < 0. Suyra f(t) <0
véimoi 0 <t <m— 1.

Néu d = 0 thi f(t) = —4ts + a? — 4b; 1a ham bac nhét hojc ham hing théa man f(0) < 0,
f(m—1) <0.Suyra f(t) <0,v6imoi 0 <t <m — 1.

Trong moi trudng hgp, ta déu c6 f(0), ..., f(m—1) < 0.Suyra Py (x),. .., Py(z) vo nghiém.
O

3. Trong mit phang, cho ti gidc 16iABCD noi tiép dudng tron tim O va cb céac cip canh dbi
khong song song. Goi M, N tudng tng la giao diém clia cic duong thing AB va CD, AD va
BC. Goi P,Q,S,T tuong tng 1a giao diém clia cic dudng phan gidc trong cla cic cip goc
/MAN va ZMBN, Z/MBN va ZMCN, ZMCN va ZMDN, Z/MDN va ZMAN. Gia
st bon diém P, Q, S, T d6i mot phan biét.

a) Chitng minh rang bon diém P, @, S, T cing nam trén mot dudng tron. Goi 1 1a tim dudng
tron do.



b) Goi E la giao diém ctia cac duvong chéo AC va BD. Chiing minh ring E, O, I thing
hang.

Loi gidi. (cta ban Nguyén Van Linh, sinh vién dai hoc Ngoai thuong Ha Noi, giti cho Hg
XAGON.)

a) Khong mét tdng quat ta c6 thé gid stt D nam gitta M va C, B nam gitta N va C. C4c trudng
hgp con lai chitng minh tuong tu.

Tacé@:ﬁ—@:%(m—@):%mﬂ

Tuong tu, PTS = %B/]W\C Do d6 PTS = FQ\S Kéo theo 4 di€ém P, R, S, T cung thudc mot
dudng tron. Ta c6 diéu phai chiing minh.

b) Do Q 12 giao ctia phan gidc goc M CB va M BN nén @ 12 tAm dudng tron bang tiép géc C
cua tam giac M BC'. Suy ra M () la phan giac ngoai cia goc BMC'.

Tuong tu, MT la phan gidc ngoai ctia goc BMC. Do d6 M, T, ) thang hang.

Ta co



MTA =360°— MDA —TMD — TAD
—360° — MDA —TMA — AMD — TAM — MAD
— 180° — 2M DA — TMA — TAM

1
=90° — ;MDA = QBA.

Do d6 tii gidc TQBA ndi tiép. Ta suy ra MT.M@Q = MA.MB hay M nam trén truc dang
phuong ctia hai duong tron (O) va (I). Tuong tu, N nam trén truc dang phuong ctia hai dudng
tron (O) va (I). Suyra MN L OI.

Pé chiing minh O, I, E thang hang, ta sé chiing minh OF 1| M N. Pay 1a mot két qua quen
thudc ¢6 tén 1a dinh ly Brocard. C6 nhiéu cach dé chiing minh két qui nay. O déy ching toi
gidi thidu cach gidi bang cuc va ddi cuc.

Do AC giao BD tai E nén E lan ludt nam trén dudng ddi cuc cia M, N dbi véi dudng tron
(O). Suy ra M N 1a duong dbi cuc cta E dbi véi (O), tt d6 OF 1. M N. Vay ta c6 diéu phai
ching minh.

Nhan xét. Bai s6 3 1a mot bai todn khong khé nhung kha thd vi. Cau a) tuong dbi don gian, chi
can nhiing bién ddi géc thong thudng va khong can diéu kién ti gidc ABC D ndi tiép. Cau b)
doi hoi st dung dinh ly Brocard nhung day 12 mot két qua quen thudc. Ching minh O 1. M N
bing cach st dung phuong tich ciing 1 huéng di don gian va tu nhién. Tuy nhién, y tudng ctia
bai toan khong mdi, né bat ngudn tir bai toan 2978 trén tap chi Crux Mathematicorum nim
2004 Volume 30.

O
Goi cac ban nam 1an lugt 1a 1, z9, - - - , 2, va cac ban nit 1an ludt 12 i1, y2, - - - , ¥y, Bing tinh
toan truc tiép ta thdy néu cac ban nam nit xép xen k& 1, y1,- - - , T, Yn thi tdng s6 keo ctia 2n
. ¥ n(n2-1)
ban dung bang ———.

Loi gidi. DE chitng minh két luan bai toan ta sé ching to rang mot cach xép hang bét ky déu
c6 thé chuyén dan vé cach xép xen k& nhu trén ma trong qud trinh chuyén tdng s6 keo ma cic
ban nhén dugc khong bi gidm di. Gia sit mot cach xép hang bit ky da ¢ ding r ban nam va
7 ban nit & cudi dugc xép xen ké (0 < r < n). Khong méit tdng quat, ta c6 thé gia st hang c6
mot trong hai dang sau:

D o Ul Tk Tl Tpy Uy T 1, Y15+ > 1, Y1 -
k ban nam lién tiép r cip nam, nif xen k&

11) T4 1 Yr+ks s Yr+ 1 T Yrs Te—15Yr—1, 00 5 X1, Y1, khi k& > 1.
k ban nit lién tiép 7 cdp nam, ni xen ké

Trong trudng hop i), ta chuyén ban y,; 1 dén vi tri ngay truéc ban x,.. Khi d6 chi c6 s keo ctia
cic ban y,41, Tpyk, -+, Tpy1 thay d6i. Bing tinh todn truc tiép ta thiy tdng sd keo ting mot
lugng 1a (k% — k).



Trong trudng hop ii), ta chuyén ban 1 dén vi tri ngay trudc ban y,., 1. Khi d6 chi c6 s6 keo
clia cac ban 41, Yryk, -, Yrio thay ddi. Ta tinh dugc téng s keo ciing ting mot lugng 1a
(k2 — k).

Nhu viy, sau khong qud n 1an chuyén thi hang dugc xép xen ké nam, nit. Do d6 tdng s6 keo

trong mot cach xép bat ky ludn nhd hon hoic bang @ O

Nhan xét:
e Diém méu chét trong 15i giai 1a doan nhan dudc tdng s6 keo dat gia tri 16n nhit khi cac
ban nam nif xép xen ké.

e Sau d6 dé ching minh s6 keo trong mot cach xép bét ky ludn nhd hon hoic bang trudng
hop xép xen ké chiing ta da st dung phuong phap "hiéu chinh dia phuong" (local adjust-
ment method) nhu & trén. Phuong phap nay c6 thé 4p dung d€ gidi nhiéu bai todn tS hop
nhu: bai toan cuc tri t& hop, chitng minh mdt 16p cac dbi tugng tS hdp hay ton tai mot ciu
hinh t& hgp thda man mot tinh chit nao dé.

L&i giai bai todn sb 4 trong ngay thi tht nhit VMO 2012 1a ciia thdy Vii Thé Khéi, Vién Toan
hoc, gti cho HEXAGON.

Cho mdt nhém gdm nim cb gai g1, go, g3, g4, g5 va mudi hai chang trai. C6 mudi by chiéc
ghé dugdc xép thanh mot hang ngang. Ngudi ta xép nhém ngudi da cho ngdi vao chiéc ghé d6
sao cho cic diéu kién sau dugc dong thdi théa man:

a) moi ghé c6 diing mot ngudi ngodi;

b) thi tu ngdi clia cdc cd gdi, xét tir trdi qua phai, 12 g1, g2, g3, 4, g5:

c) gifta g; va gy c6 it nhit ba chang trai;

d) gifta g4 va g5 c6 it nhit mot chang trai va nhiéu nhét bon chang trai.

Hoi c6 tit ca bao nhiéu cach xép nhu vay? Hai cach xép dudc coi 1a khac nhau néu ton tai mot
chiéc ghé ma ngudi ngdi chiéc ghé d6 trong hai cach xép 1a khic nhau.

Loi gidi. Nim co gii g1, g2, ..., g5 € chia hang ngang thanh sau khoang (b6n khoang giita cic
o gai va hai khoang dau, cubi). Ta nhan thly mot cach xép chd sé hoan toan xac dinh bsi sb
lugng x; cac chang trai trong mdi khoang va thu tu ctia céc chang trai tif trai qua phai. Nhu vay
s6 cach xép sé bang 12! nhan véi sd nghiém cia phuong trinh sau:

Ty + 22 + 23 + 24 + 25 + 16 = 12, (M
trong d6 x; 1 cc sd nguyén thda man:

T 2> 07112 23,%3 20,3:4 > 0742.’E5 > ].,.’Eﬁ 20

Lan lugt xét cac trudng hop x5 = 1,2,3,4 va d6i bién i1 = 21, y0 = T2 — 3,9y3 = 23,y =
T4,Y5 = x¢. Ta thly sb nghiém clia phuong trinh (1) bang tdng s6 nghiém ctia cac phuong
trinh

yi+yetystyatys=9-1,t=123,4,

trong do6 y; > 0.



Dén day ta st dung két qua quen thudc 1a s6 nghiém ctia phuong trinh

Ty +xo+ - -+xp=n, x;>0 2)

diing bang (")

Nhu véy tém lai s6 cich xép chd bang (12!) 37, (%) = (12!) x 1161.

Nhan xét: Day 12 mot bai t8 hgp dém thudc loai d&. Y tudng tu nhién 12 phai chuyén bai toan
vé viéc tinh s6 nghiém khong Am ctia phuong trinh (2). Viéc tinh sb nghiém ctia phuong trinh
(2) 1a mot vi du quen thudc trong td hop dém, né thudng dudc phat biéu dudi dang bai toan
tinh s cach b n qua béng vao k hdp cho trude, hoic chia n céi keo cho k ngudi, ... O

Loi gidi bai todn s6 5 cia VMO 2012 1a cla thiy Vil Thé Khéi, Vién Toan hoc, gui cho HE
XAGON.

Xét céc s6 tu nhién 1€ a, b ma a 1a uc clia b? + 2, va b 1a uéc ctia a? + 2. Chiing minh ring a
va b 1a cic sb hang ctia ddy sb tu nhién (v,,) xdc dinh béi

vy =vy =1, vav, = 4v,_1 — Up_9, V6imoin > 3.

Loi gidi. Trude tién ta nhic lai két qua quen thudc sau

2 2
TAUAZ _ g

BG dé 1. Néu x,y la cdc s6 nguyén duong théa man vy | 2 + 3> + 2 thi o

Chitng minh. Gia st ring zy | 22 + 32 + 2, khi d6 ton tai s nguyén duong k sao cho x? +
y? +2 = kxy. Ki hiéu S 1a tap tit ca cic cip sd nguyén duong (z,t) théa man tinh chét
22 +12+2 = kzt. Khi d6 S 1a tap khéc rong. Trong tit ca cdc cip s6 (z,t) thudc S ta chon cip
ma c6 tdng z + ¢ bé nhit. Khong mat tinh tdng quat, gia st z > ¢. Khi d6 z 1a nghiém nguyén
duong ctia phuong trinh bac hai

22— ktZ+t2+2=0.

Do d6 phuong trinh nay con ¢6 mot nghiém nguyén 2’ nita. Theo dinh 1y Viet, thi

242 =kt
2.2 =242

Tit dang thifc thy hai, ta suy ra 2’ 1a s6 nguyén duong. Vay thi cip (2/,t) ciing thudc vao S, do
d6 2't > z 4 t, hay 2/ > z. Tuy nhién, lai tit dang thifc thi hai, ta suy 22 < t2 + 2 < 22 + 2.
Suyrat? 42 = 22,22 4+ 1 hodc 22 + 2. Vi 2, ¢ 1a c4c s6 nguyén duong nén hai trudng hop diu
tién khong thé xdy ra. Vay t2 + 2 = 22 + 2, hay z = t.

Tir dang thic 22 + t2 + 2 = kzt, thay thé z = ¢, ta suy ra 222 + 2 = k22, Diéu nay cho ta
22 |2,hay z=1.Vay z =t = 1,do d6 k = 4. O

Quay trd lai bai todn, i a, b 1a cac s6 18 ta suy ra ged(a, b) = 1. Do d6 ab | a® + b 4 2. Nhu
vay (a,b) thda man mot phuong trinh Markov 22 + y2 + 2 = 4xy. Ta coi a > b. Ta viét lai
phuong trinh 22 4 32 + 2 = 4xy d dang (22 — y)? — 3y? = —2. Pita = xTer g =54
hay tuong duong © = o + 3, y = o — 3. Khi 4y ta ¢c6 a® — 332 = 1. Nhu vy, ta thly mdi
nghiém (z,y) cta phuong trinh 22 + 32 4+ 2 = 4y cho ta mot nghiém (a, 3) cla phuong



trinh o — 33% = 1 (do x,y cung tinh chén 1) va ngudc lai, mdi nghiém («, 3) clia phuong
trinh Pell d6 cho ta mot nghiém ctia phuong trinh Markov kia. Tuy nhién, tit ca cdc nghiém
clia phuong trinh o — 33% = 11a

ap =1, 00 =2, apio = 4ok — ag
Bo=0, 51 =1, Bryo=48k+1 — G-

Thanh tht, néu a, b thda man yéu cau thi tuong ting chiing s& thudc vao cc s6 hang ctia hai
day (x,) va (y,) dugc cho bdi hé

Ty = ap + By
yn:an_ﬂn-

Taco g =1, 21 = 3, Tpyo = 4Tpy1 — T VA Yo = Y1 = 1, Y2 = 4Yk11 — Yk v6i Moi 80 ty
nhién k. Dé thiy ring o}, = Vg1, Yrt1 = Uk nén cdc sd a, b thude ciing sb hang ctia diy (v,,)
da cho.

O

Ldi gidi bai todn s 6 ctia thay Ha Duy Hung, trudng chuyén SPHN gii cho HEXAGON.

7. Tim tit ci cac ham s6 f xdc dinh trén tap sd thuc R, lay gia tri trong R va théa man dong thoi
cac diéu kién sau
i) flatoan dnh ti R dén R;
ii) f1a ham s6 ting trén R;
i) f(f(x)) = f(z) + 12z v6i moi s thyc z.

Loi gidi. (ciaban Thanh Toan trén dién dan Mathscope). Trudc hét do f 1a ham ting va f(0) =
0 nén ta cé ngay f(x) > 0,Ve > 0; f(x) < 0,Vx < 0.Pat f,, (z) = f(f (...f (x)))
—_—

nlan f

Xét phuong trinh dic trung ctia dy f,,(z) tacé: t2 —t—12 = 0 ¢6 hai nghiém t; = —3,t, = 4.
Khi d6 ta tinh dugc:

dr — f(z 3z + f(x
fule) = IO gy BT g ®
7 7
Dé thiy f 12 don 4anh va két hop véi gia thiét f 1a toan 4nh ta dugc f 14 song dnh. Do d6 tir (3)
ta dudc:
dr — f (x n B+ f(x) _

font) = BT gyon 32T o @

trong do

fon(@) =1 @).

nlan f—1

Tt (3) va (4) ta dudc

lim (—3)”f_n(a:):4x_7f($); lim (4)‘”]‘”(33):M

n——+o00 7 n—+00 7



T d6 suy ra

i (=3 (@) Tim (1) (o) = S B

hay suy ra

()t ) - LAy (3)) -0

e Néu 493_77]%) = 0;Vz € R thi ta c6 ngay ham f(x) = 4z

e Néu ton tai zg sao cho 435%}0(33) # 0 thitacé f(zg) = —3zo.
Tir (3) ta dudc
dxg — f (x n
futag) = L@ e ®)

Két hop vé6i f(x) > 0,Vx > 0; f(z) < 0,Vz < 0. Néu vé trdi ctia (3) duong thi ta chon dugc
n dé vé phai am. Néu vé tréi ctia (5) Am thi ta chon dugc n d€ vé phai duong vo 1i. Vay trudng
hop 2 khong xay ra. Vay f(x) = 4z, Vo € R.

O

Sau déy 12 16i gii ctia ban Nguyén Ngoc Trung, Dai hoc Khoa hoc Tu nhién, DPHQGHN, trich
trong tai lidu liéu do thdy Tran Nam Diing tong hop.

Loi gidgi. Néu f(z) = f(y) thi f(f(z)) = f((f(y)) nén tit phuong trinh ham ta suy ra 12z =
12y, suy ra = 7. Vay f 1a don dnh. Theo dé bai, f 1a toan 4nh tif R vao R nén tir ddy ta c6 f
12 song 4nh. Goi f~! 12 ham ngudc ctia f thi f~! ciing 1a ham ting.

Thay x = 0 vao phudng trinh ham, ta dugc f(f(0)) = f(0). Do f la song dnh nén tur day suy
ra f(0) = 0. Ly f~! hai vé tasuy ra f — 1(0) = 0.

biat f_,(z)=f—1(f —1--- f — 1(z))), n lan, dé thAy f_,, 1a ham ting va f_,(0) = 0.
Xét day a, véi ag = f(x), a1 = 2, an = f(a,_1) v6in > 2. Thay x — f_1(an_1) vao
phuong trinh ham, ta dugc a,,—s = a,—1 + 12a,,. Giai phuong trinh sai phan nay, ta tim dudc

4z — f(a:)(_g)_n N 3x + f(x)

47,
7 7

fon(2) = any1 =
Xét v6i x > 0, cb dinh. Khi d6 f_,,(z) > 0 v6i moi n (do f_,, 12 ham ting), 3z + f(z) > 0.
Cho n = 2k, 2k + 1, ta thu dugc

AN _ e = f(@) (4 —2k _ fa)—4a

3 3z + f(x)” \3 3z + f(z)
Cho k — +o0 ta thu dudc, 4z < f(z) < 4z, suy ra f(x) = 4o. Tk d6 f(x) = 4o v6i moi
x> 0. V6iz < 0, cb dinh. Khi d6 f_,,(x) < 0 v6i moi n, 3z + f(z) < 0. Hoan toan tuong tu
ta cling suy ra f(x) = 4x v6i moi z < 0.

Két hgp cic trudng hop ta dude f(z) = 4z véi moi z € R. O



