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tóm tắt nội dung: Bài viết sẽ giới thiệu về Lý thuyết trò chơi và đặc biệt là
Định lý cân bằng Nash ( Nash Equilibrium) và ứng dụng của hai định lí điểm bất
động là Định lí Kakutani và Brouwer để chứng minh sự tồn tại của cân bằng Nash.
Định lí Kakutani là dạng tổng quát cho Định lí Brouwer vì có thể dùng cho các phép
tương ứng (correspondence) và cho trò chơi vô hạn thay vì chỉ là hàm số (function)
và trò chơi hữu hạn của Brouwer. Do giới hạn nội dung bài viết nên ở phần trò chơi
vô hạn chỉ xét trường hợp đơn giản nhất, các nội dung khác có thể tham khảo thêm
tại quyển Advanced Fixed Point Theory for Economics của Andrew McLennan, [8].

Bài viết bao gồm 4 phần: Phần 1 nói về các định nghĩa cơ bản của Lý thuyết trò
chơi (Game Theory); Phần 2 nói về sự xuất hiện của Cân bằng Nash; Phần 3 và 4
sẽ là ứng dụng của Định lí điểm bất động Brouwer và Kakutani. Tài liệu tham khảo
chính của bài viết là loạt series các bài giảng về Lý thuyết trò chơi với ứng dụng trong
kỹ thuật [3] và bài giảng Optimization Methods in Finance của Giáo sư Friedrich
Eisenbrand [9] và một số tài liệu khác có đề cập và đính kèm link pdf của từng tài
liệu.

1 lí thuyết trò chơi

1.1 Giới thiệu Lý thuyết trò chơi

Trong nhiều trường hợp hệ thống xã hội và kỹ thuật, có nhiều nhân tố (agent) tạo
ra đa dạng sự lựa chọn. Trong tất cả trường hợp trên, sự ảnh hưởng của những nhân
tố và sự đa dạng trong cách lựa chọn tạo ra được Lý thuyết lựa chọn phụ thuộc vào
các nhân tố (Multiagent Decision Theory) hay được biết đến với tên gọi Lý thuyết
trò chơi.

mô hình: Với n nhân tố, mỗi phép chọn xi ∈ R và một hàm thảo dụng (Utility
function) ui(x), x ∈ Rn có dạng:

ui(xi, x−i), x−i = (x1, x2, ..., xi−1, xi+1, ..., xn) (1)

lý thuyết trò chơi đảo : Một lý thuyết được xây dựng nên để đạt được kết quả
cuối cùng như mong muốn được gọi là Inverse game Theory -Lý thuyết trò chơi đảo.
Trong Kỹ thuật còn được biết đến với tên gọi Mechanism Design.
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Lý thuyết Trò chơi có thể được sử dụng hữu ích vào kinh tế như sau: Trong những
tình huống nhất định, mỗi cá nhân sẽ có những hành động có lý theo nghĩa sẽ chọn
ra một sự lựa chọn cái sẽ đem lại cho họ kết cục - payoff, ở đây có nghĩa lợi nhuận.
Chúng ta thường chỉ cần thông tin theo thứ tự (ordinal information) tức là với hai

sự lựa chọn a và b, khi đó hình dung về một mối liên hệ ưu tiên � cái sẽ thể hiện loại
của những sự lựa chọn khác nhau. Chúng ta thường kiểm tra rằng a � b hay a � b.
Tuy nhiên, trong lý thuyết trò chơi, thường chỉ có dạng thông tin cơ bản (cardinal

information) bởi vì những quyết định được đưa ra dưới độ bất định tự nhiên và theo
chiến lược cụ thể. Lý thuyết về sự đưa ra quyết định dưới độ bất định - The theory of
decision making under uncertainty - được phát triển đầu tiên bởi John von Neumann
và Oskar Morgenstern, tham khỏa thêm tại [10].

1.2 Lý thuyết về ra quyết định dưới độ bất định( Decision - Making under Un-
certainty)

John von Neumann và Oskar Morgenstern thừa nhận một số tiên đề được gọi là
"tiên đề hợp lí" ("reasonable axioms") cái sẽ giúp cho lý thuyết của Neumann và
Morgenstern đúng.
Từ đây họ phát sinh ra một lý thuyết là Lý thuyết độ thỏa dụng kì vong ("Expected

utility theory") là lý thuyết nói về các hành vi cá nhân trong điều kiện không chắc
chắn, mô tả logic rằng mọi người có thể đưa ra quyết định như thế nào trong một
thế giới không chắc chắn. Phần chính của thuyết này cho thấy rằng một cá nhân có
những sở thích thoả mãn một số định đề (thường là về trật tự, tiếp tục và dộc lập)
sẽ lựa chọn để tối đa hoá độ thoả dụng dự tính. Tham khảo thêm tại Wikipedia:
Expected utility hypothesis, [6].
Dưới độ bất định đó, mọi cách chọn đều có một độ may rủi. Lý thuyết độ thỏa

dụng kì vong của Neumann và Morgenstern chứng minh rằng tồn tại hàm số thỏa
dụng (utility function, hay còn được gọi kèm với tên của nhà toán học người Thụy Sĩ
Bernoulli là Bernoulli utility function) ui.
Khi đó một cách chọn a dẫn đến một phân phối xác suất Fa(c). Từ đó, độ thỏa

dụng của cách chọn này được cho bởi công thức:

U(a) =

∫
u(c)dFa(c) (2)

hay nói cách khác đây chính là một kỳ vọng của u(c) dựa vào Fa(c). Nếu Fa(c) là
một phân phối liên tục với mật độ (density) fa(c) thì ta có:

U(a) =

∫
u(c)fa(c)dc (3)

Nếu Fa(c) là phân phối rời rạc thì khi đó ta có ci có xác suất pai ,
∑i pai u(ci) = 1

và ta có:
U(a) =

∑
i

pai u(ci) (4)

Nếu chỉ có 2 nhân tố a và b với phân phối xác suất lân lượt là Fa(c) và Fb(c), khi
đó cách chọn a của một cá thể được ưu tiên hơn b của người đó nếu:

U(a) =

∫
u(c)dFa(c) > U(b) =

∫
u(c)dFb(c) (5)

Mở rộng hơn, ta có thể xét bài toán quyết định của một nhóm người bằng cách
khảo sát riêng từng người một cùng một lúc và đọc lập giữa mỗi người.

1.3 Trò chơi dạng chiến lược - Strategic form game.

Trò chơi dạng chiến lược hay trong hữu hạn được biết đến với tên gọi matrix game là
trò chơi mà chúng ta bắt đầu tất cả hành động điều diễn ra cùng một lúc và độc lập
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với nhau. Mỗi trò chơi sẽ phải định nghĩa: Tập người chơi (The set of players), Chiến
lược (Strategies) và Kết cục (payoffs).
Nói một cách chuẩn hơn, toán học hơn thì ta có định nghĩa:

trò chơi dạng chiến lược: Một trò chơi dạng chiến lược bao gồm ba khái niệm
(I, (Si)i∈I, (ui)i∈I) thỏa:

• I là một tập hữu hạn những người chơi, tức là I = {1, 2, ..., I}

• Si là tập của những hành động có giá trị (available actions) của người chơi thứ
i.

• si ∈ Si là một hành động của người chơi thứ i.

• ui : S → R là một hàm kết cục thỏa dụng (payoff utility function) của người
chơi thứ i với S = ΠiSi là tập của tất cả hành động của mọi người.

Thêm vào đó ta sẽ định nghĩa và sử dụng những kí hiệu sau:

• s−i = [sj]j6=i: vector của hành động của người chơi trừ người thứ i.

• S−i = Πj6=iSj là tập của tất cả hành động của mọi người, trừ người thứ i.

• (si, s−i) là một hệ thống chiến lượt (a Strategic Profile).

Có nhiều chiến lượt trong thực tế như: Matching Pennies, Cournot competition,
Prisoner’s Dilemma,... Tuy nhiên ta có thể nhóm lại thành 2 nhóm không gian để xét
mỗi chiến lượt là: Không gian chiến lượt hữu hạn và vô hạn (Finite/Infinite Strategy
Spaces):

không gian chiến lượt hữu hạn: Là Không gian chiến lượt mà Khi đó Si hữu
hạn với mọi i, ngoài ra ta còn gọi đây là trò chơi hữu hạn lần hay Trò chơi dạng ma
trận - Game Matrix(vì khi đó ta có thể kiểm soát kết quả bằng việc sắp các hành
động và lần lập thành cột và hàng tương ứng).

không gian chiến lượt vô hạn: Khi đó sẽ có i để Si vô hạn.

phép phản hồi tương ứng tốt nhất: Phép tương ứng phản hồi tốt nhất (best
response correspondence) cho mỗi i là ánh xạ: Bi(s−i) = argmaxsi∈Si ui(si, s−i).
Bắt đầu từ phần sau, bài viết sẽ tập trung vào Chiến lượt Cân bằng áp đảo (Dom-

inant Strategy Equilibrium), Chiến lượt Cân bằng hổn hợp (Mixed Strategy Equilib-
rium) và đặc biệt là Cân bằng Nash (Nash Equilibrium).

2 định lí điểm cân bằng của nash

Ta sẽ bắt đầu bằng những định nghĩa của Cân bằng áp đảo (Dominant Strategy
Equilibrium). Đây là một cân bằng mà trong đó mỗi người chơi đều sử dụng chiến
lược áp đảo của mình. Nói theo toán học thì:

chiến lượt áp đảo: Một chiến lượt si ∈ Si là áp đảo cho người chơi thứ i nếu:

ui(si, s−i) > ui(s ′i, s−i), ∀s
′
i ∈ Si, ∀s−i ∈ S−i (6)

chiến lượt cân bằng áp đảo: Một hệ thống chiến lượt s∗ là chiến lượt cân bằng
áp đảo nếu với mỗi người chơi i, s∗i là một chiến lượt áp đảo.

chiến lượt áp đảo ngặt: Một chiến lượt si ∈ Si là áp đảo ngặt cho người chơi
thứ i nếu tồn tại những s ′i ∈ Si thỏa mãn:

ui(s
′
i, s−i) > ui(s

′
i, s−i), ∀s

′
i ∈ Si, ∀s−i ∈ S−i (7)
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chiến lượt áp đảo yếu: Một chiến lượt si ∈ Si là áp đảo yếu cho người chơi thứ
i nếu tồn tại những s ′i ∈ Si thỏa mãn:

ui(s
′
i, s−i) > ui(s

′
i, s−i), ∀s

′
i ∈ Si, ∀s−i ∈ S−i (8)

ui(s
′
i, s−i) > ui(s

′
i, s−i), ∀s

′
i ∈ Si, với một số s−i ∈ S−i (9)

Trong những trường hợp phức tạp, nhũng phương pháp Chiến lượt áp đảo ngặt
và Chiến lượt áp đảo yếu đề không thể giải quyết được. Khi đó nhu cầu cần tìm ra
hướng giải quyết cho những trường hợp đó, John Nash đã đề xuất một ý tưởng giải
quyết và thực hiện thành công. Sau này John von Neumann và Oskar Morgenstern
đã phát biểu ra lý thuyết về Cân bằng Nash (Nash Equilibrium) vào năm 1944 trong
quyển sách The Theory of Games and Economic Behavior và đến năm 1951 John von
Neumann đã sử dụng "Brouwer fixed point theorem" để hoàn thiện chứng minh về
sự tồn tại của lý thuyết. Sau đây là nội dung của lý thuyết Cân bằng Nash:

cân bằng nash: Một chiến lượt thuần túy Cân bằng Nash của một trò chơi mang
tính chiến lượt 〈I, (Si)i∈I, (ui)i∈I〉 là một hệ thống chiến lượt s∗ ∈ S thỏa mãn rằng
với mỗi i ∈ I:

ui(s
∗
i , s∗−i) > ui(si, s

∗
−i), ∀si ∈ Si (10)

Ngoài ra còn một loại Cân bằng Nash khác chính là Chiến lượt hổn hợp Cân bằng
Nash (Mixed Strategy Nash Equilibrium)

chiến lượt hổn hợp: Kí hiệu
∑
i là tập của những độ đo xác suất trên tập

chiến lượt thuần túy Si, σi ∈
∑
i kí hiệu là chiến lượt hỗn hợp của người chơi i và

σ ∈
∑

= Πi∈I
∑
i kí hiệu là hệ thống chiến lượt hổn hợp.

Với lưu ý là những người chơi được chọn độc lập ngẫu nhiên, khi đó ta có hàm kết
cục - payoff function ui từ S vào

∑
là:

ui(σ) =

∫
S
ui(s)dσ(s) (11)

cân bằng nash hổn hợp: Một hệ thống chiến lượt hổn hợp σ∗ là một Chiến lượt
hổn hợp Cân bằng Nash nếu với mỗi người chơi i ta có:

ui(σ
∗
i ,σ∗−i) > ui(σi,σ

∗
−i), ∀σi ∈ Σi (12)

mệnh đề 1: Một hệ thống chiến lượt hỗn hợp σ∗ là chiến lượt cân bằng Nash hổn
hợp nếu và chỉ nếu với mỗi người chơi i ta có:

ui(σ
∗
i ,σ∗−i) > ui(si,σ

∗
−i), ∀si ∈ Si (13)

Với những định nghĩa trên, ta cần phải chứng minh về sự tồn tại của γ∗ để chứng
tỏ sự tồn tại của Định lý Cân bằng Nash. Hai phần tiếp theo sẽ sử dụng công cụ là
định lý Brouwer và Kakuatni để chứng minh trong một số trường hợp đơn giản của
Cân bằng Nash.

3 ứng dụng của định lí điểm bất động brouwer

3.1 Định lý Brouwer

định lí điểm bất động brouwer: Đặt S ∈ Rn là một tập lồi và compact. Nếu
f : S→ S là một hàm liên tục, khi đó có một điểm bất động, tức là có s∗ ∈ S sao cho
f(s∗) = s∗.
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3.2 Ứng dụng

Bài toán chỉ xét trong trường hợp 2 người chơi trong hưu hạn lần vì có thể tổng quát
lên hữu hạn người. Trước hết sẽ chuyễn những thuật ngữ về dạng ma trận.
Ta gọi A ∈ Rm×n>0 và B ∈ Rm×n>0 lần lượt là kết quả của người chơi thứ nhất và

người chơi thứ 2 và X ∈ Rm và Y ∈ Rm lần lượt là chiến thuật hỗn hợp của từng
người. Khi đó ta có:

u1(s1, s−1) = XTAY (14)

và
u2(s2, s−2) = XTBY (15)

Khi đó cân bằng Nash thành:

cân bằng nash: Một cân bằng Nash là một cặp chiến lượt hổn hợp X, Y thỏa mãn:

XTAY > X ′TAY (16)

và
XTBY > XTBY ′ (17)

với X ′ và Y ′ lần lượt là bất cứ chiến lượt hổn hợp nào của người thứ nhất và người
thứ 2.

định lý: Mọi trò chơi 2 người như trên đều có một Cân bằng Nash.

Chứng minh. Định nghĩa

ri(X, Y) = max{0, eTi AY −X
TAY}

và
ci(X, Y) = max{0, XTBej −XTBY}

với ei và ej lầ lượt là vector đơn vị ( bằng 0 tại mọi điểm trừ tại i và j lần lượt sẽ
bằng 1).
Chú ý rằng nếu X, Y là cân bằng Nash thì tương đương

∀i = 1,m, ri(X, Y) = 0 và ∀j = 1,n, cj(X, Y) = 0 (18)

Khi đó ta định nghĩa hai chiến lượt mới X ′, Y ′ theo X và Y như sau:

X ′i =
Xi + ri

1+
∑m
k=1 rk

Y ′i =
Yi + ci

1+
∑m
k=1 ck

với rk, ck lần lượt là viết tắt của rk(X, Y) và ck(X, Y).
Ta kiểm tra được X ′ > 0, Y ′ > 0 và

m∑
i=1

X ′i =

∑m
i=1 Xi +

∑m
i=1 ri

1+
∑m
k=1 rk

= 1 (19)

m∑
i=1

Y ′j =

∑m
j=1 Yj +

∑m
i=1 ci

1+
∑m
k=1 ck

= 1 (20)

Xét ánh xạ T(X, Y) = (X ′, Y ′) và S = (X, Y) ∈ Rm+n là một tập lồi và compact.
Dễ có T liên tục, khi đó theo định lý điểm bất động Brouwer ta có:

(X∗, Y∗) ∈ S : T(X∗, Y∗) = (X∗, Y∗)

Đặt u∗ = X∗TAY∗. Ta sẽ chứng minh
∑m
k=1 rk(X

∗, Y∗) = 0.



định lí điểm bất động kakutani 6

Giả sử điều trên sai, tức là:
∑m
k=1 rk(X

∗, Y∗) > 0.
Vì (X∗, Y∗) là một điểm bất động cuả T nên ta có:

X∗i =
X∗i + ri(X

∗, Y∗)
1+

∑m
k=1 ck(X

∗, Y∗)

⇔ X∗i

(
m∑
k=1

ck(X
∗, Y∗)

)
= ri(X

∗, Y∗)

Do đó nếu X∗i = 0 với bất cứ i nào thì ri(X∗, Y∗) = 0.
Đặt I = {i : X∗i > 0}. Ta có I 6= ∅ vì

∑
i X
∗
i = 1. Khi đó ta có: I ⊂ {i : ri(X

∗, Y∗) > 0}.
Và cũng từ định nghĩa của I ta có:

m∑
i=1

X∗i =
∑
i∈I

X∗i = 1

Với bất cứ i ∈ I ta có ri(X∗, Y∗) > 0 khi đó theo định nghĩa ta có:

eTi AY
∗ > X∗TAY∗ ⇔ AiY

∗ > X∗TAY∗

với Ai là vector cột i của ma trận A.
Nhân cả hai vế với X∗i rồi lấy tổng trên I ta có:

u∗ =
m∑
i=1

X∗iAiY
∗ >

∑
i∈I

X∗iX
∗TAiY

∗ =

(∑
i∈I

X∗i

)
u∗ = u∗

Vậy ta có điều mâu thuẫn, hay

m∑
k=1

rk(X
∗, Y∗) = 0

Từ đó ta có ri(X∗, Y∗) = 0, ∀i = 1, ...,m hay với mọi i ∈ 1,m ta có: AiY∗ 6 u∗.
Khi đó với mọi chiến lượt X ′ ∈ Rm ta có:

X ′TAY∗ =
∑
i

X ′iAiY
∗ 6

∑
j

X ′i

u∗ = u∗ = X∗AY∗
Bằng cách tương tự ta cũng có kết quả ci(X, Y) = 0. Khi đó với mọi chiến lượt

Y ′ ∈ Rn ta có:

XTAY ′ =
∑
j

XTAjY
′
j 6 u

∗

∑
j

Y ′j

 = u∗ = X∗AY∗

Vậy (X∗, Y∗) là cân bằng Nash cần tìm.

4 định lí điểm bất động kakutani

4.1 Định lý điểm bất động Kakutani

Đặt A là một tập con không rỗng của một không gian Euclide hữu hạn chiều. Đặt
f :→ A là một phép tương ứng (correspondence) với x ∈ A 7→ f(x) ⊆ A thỏa mãn
những tính chất sau:

• A là một tập lồi compact.
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• Tập các giá trị f(x) không rỗng với mọi x ∈ A.

• f(x) là một tương ứng lồi tức: ∀x ∈ A, f(x) là một tập lồi.

• f(x) là một đồ thị đóng (closed graph), tức là nếu {xn,yn} → {x,y} với yn ∈
f(xn) khi đó y ∈ f(x).

Khi đó f là một điểm bất động (fixed-point), tức là tồn tại x ∈ A thỏa x ∈ f(x).
Vì định lý Kakutani được chứng minh khá phức tạp cùng nhiều khái niệm mới nên

trong khuôn khổ bài viết này sẽ không đề cập đến cách chứng minh. Tham khảo cách
chứng minh tại [8]

4.2 Ứng dụng

4.2.1 Sự tồn tại của định lí Nash trong bài toán hữu hạn

Với Định lý điểm bất động Kakutani ta có thể chứng minh được đinh lí Nash trong
trường hợp tổng quát của trò chơi hữu hạn như sau:

nash’s theorem: Mọi trò chơi hữu hạn lần đều có một chiến lượt cân bằng Nash
hổn hợp.

Chứng minh. Nhắc lại rằng σ∗ là một hệ thống chiến lượt cân bằng Nash hổn hợp,
khi đó mỗi người chơi i ta sẽ có:

ui(σ
∗
i ,σ∗−i) > ui(σi,σ

∗
−i), ∀σi ∈ Σi (21)

Phép tương ứng phản hồi tốt nhất cho mỗi người chơi i là: Bi : Σ−i → Σi thỏa:

Bi(σ−i) = {σ ′i ∈ Σi|ui(σ
′
i, )σ−i > ui(σi,σ−i), ∀σi ∈ Σi} (22)

Khi đó tập những phép phản hồi tương ứng tốt nhất Bi(σ−i) được đặt là:

B(σ) = [Bi(σ−i)]i∈I

Ý tưởng để chứng minh là áp dụng định lí điểm bất động Kakutani vào phép tương
ứng B : Σ→ Σ như đã định nghĩa trên. Trước mắt ta sẽ chứng minh các điều kiện để
áp dụng:

• Σ compact, lồi và không rỗng.

Bằng định nghĩa ta có:
Σ =

∏
i∈I

Σi

với mỗi Σi = {x|Σjxj = 1} là một không gian hữu hạn chiều với số chiều |Si|− 1,
do đó Σi đóng và bị chặn, khi đó dẫn đến compact. Mà tích của những tập
compact là một tập compact.

• B(σ) không rỗng.
Trước hết phát biểu định lý Weirstrass: Nếu A là tập con không rỗng, compact
trong không gian Euclide hữu hạn chiều và f là một hàm liên tục, khi đó có x
để f(x) = maxx f(x) Bằng định nghĩa ta có:

Bi(σ−i) = argmax
x∈Σi

ui(x,σ−i) (23)

với Σi là một tập không rỗng, compact và ui tuyến tính theo x. Khi đó ui là
liên tục và theo định lý Weirstrass B(σ) không rỗng.
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• B(σ) là một tương ứng lồi.

Một cách tương ứng, ta có B(σ) ⊂ Σ lồi nếu và chỉ nếu Bi(σ−i) lồi với mọi i.

Để chứng minh ta đặt σ ′i, σ
′′
i ∈ Bi(σ−i) ta có:

ui(σ
′
i,σ−i) > ui(τi,σ−i), ∀τi ∈ Σi (24)

ui(σ
′′
i ,σ−i) > ui(τi,σ−i), ∀τi ∈ Σi (25)

Khi đó với mọi λ ∈ [0, 1] ta có:

λui(σ
′
i,σ−i) + (1− λ)ui(σ

′′
i ,σ−i) > ui(τi,σ−i), ∀τi ∈ Σi (26)

Do đó ta có: λui(σ ′i,σ−i) + (1− λ)ui(σ
′′
i ,σ−i) ∈ Bi(σ−i) Sử dụng tính tuyến

tính theo biến đầu tiên của ui ta có:

ui(λσ
′
i + (1− λ)σ ′′i ,σ−i) ∈ Bi(σ−i) (27)

Khi đó ta có Bi(σ−i) lồi hay B(σ) cũng lồi.

• B(σ) có một đồ thì đóng.

Giả sử B(σ) không có bất cứ đồ thị đóng nào cả, tức tồn tại dãy (σn,σn) →
(σ,σ) với σn ∈ B(σn) nhưng σ /∈ B(σ). Điều đó dẫn đến có i để σi /∈ Bi(σ−i).
Sử dụng tính liên tục của ui và σn−i ∈ σ−i ta có:

ui(σ
′
i,σ

n
−i) > ui(σ

′
i,σ−i) − ε (28)

với n đủ lớn.

Ngoài ra dựa vào σi /∈ Bi(σ−i) ta có σ ′i ∈ Σi và ε > 0 thỏa:

ui(σ
′
i,σ

n
−i) > ui(σi,σ−i) + 3ε (29)

Cộng (28) và (29) ta có:

ui(σ
′
i,σ

n
−i) > ui(σi,σ−i) + 2ε > ui(σi

n,σn−i) + ε (30)

với bất đẳng thức thứ 2 dựa vào tính liên tục của ui.

Phương trình (30) mâu thuẫn với điều kiện σni ∈ Bi(σ
n
−i) và hoàn tất chứng

minh các điều kiện để áp dụng định lí điểm bất động Kakutani.

Khi đó với mọi tập B(σ) đều tồn tại σ∗ thỏa σ∗ ∈ B(σ∗) và chính σ∗ cũng chính
là chiến lượt cân bằng Nash hổn hợp.

4.2.2 Sự tồn tại của định lí Nash trong bài toán vô hạn

Để chứng minh sự tồn tại của Cân bằng Nash trong trò chơi vô hạn ta sẽ sử dụng
định lý điểm bất động để chứng minh một định lí sau về chiến lượt thuần túy trong
bài toán trò chơi vô hạn:

định lí: Xét một trò chơi dạng chiến lượt vô hạn 〈I, (Si)i∈I, (ui)i∈I〉 thỏa mãn
với mỗi i ∈ I:

• Si compact và lồi.

• ui(si, s−i) liên tục trên s−i.

• ui(si, s−i) liên tục và lõm (concave) trên si.
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Khi đó tồn tại một chiến lượt cân bằng Nash thuần túy.
Chú ý: Chú ý vì ui : S → R liên tục nên rõ ràng Si phải vô hạn nên đây chính là

một bài toán trò chơi vô hạn.

Chứng minh. Ta sẽ định nghĩa phép phản hồi tương ứng tốt nhất cho người chơi i,
Bi : S−i → Si:

Bi(s−i) = {s ′i ∈ Si|ui(s
′
i, s−i) > ui(si, s−i), ∀si ∈ Si} (31)

Định nghĩa tập những phép phản hồi tương ứng bé nhất như sau:

B : S→ S : B(s) = [Bi(s−i)]i∈I

Bây giờ sẽ kiểm tra các điều kiện để sử dụng định lý Kakutani để áp dụng vào phép
tương ứng B(s).

• S compact, lồi và không rỗng. Đều này dễ có vì S =
∏
i∈I Si và các Si là các

tập compact, lồi và không rỗng. Khi đó tích hữu hạn (vì I hữu hạn) của những
tập compact, lồi và không rỗng cũng là compact, lồi và không rỗng.

• B(S) không rỗng. Ta có theo định nghĩa: Bi(s−i) = argmaxs inSi ui(s, s−i)
với các Si đều là những tập không rỗng và compact và ui cũng liên tục theo s
nên khi đó theo định lý Weirstrass ta có B(s) không rỗng.

• B(s) là phép tương đối lồi. Giả sử có i và s−i ∈ S−i sao cho Bi(s−i) ∈
argmaxs∈Si ui(s, s−i) không lồi. Khi đó ta có: s ′i, s

′′
i ∈ Si thỏa mãn s ′i, s

′′
i ∈

Bi(s−i) và

λs ′i, s−i) + (1− λ)ui(s
′′
i , s−i) > ui(λs ′i + (1− λ)s ′′i , s−i)

Tuy nhiên từ tính lõm của ui(si, s−i) theo si ta có điều mâu thuẫn.

Vậy ta có kết quả B(s) là phép tương ứng lồi.

• Chứng minh B(s) là đồ thị đóng tương tự như trong trò chơi hữu hạn.

Khi đó áp dụng định lí điểm bất động Kakutani ta có điều phải chứng minh.

4.3 Mở rộng với trò chơi liên tục

định lý glicksberg : Xét một trò chơi dạng chiến lượt 〈I, (Si)i∈I, (ui)i∈I〉 thỏa
mãn:

• Si là một không gian metric không rỗng và compact.

• ui(si, s−i) liên tục.

Với những khái niệm trên ta có thể gọi đó là Trò chơi liên tục - Continuous Game.
Khi đó với mọi Trò chơi liên tục đều tồn tại một chiến lược cân bằng Nash hổn hợp.
Có 2 khái niệm mới cần được đứa ra trước khi đi vào chứng minh.

cân bằng ε : Cho một ε > 0, một chiến lượt hổn hợp σ ∈ Σ được gọi là Cân bằng
ε nếu với mọi i ∈ I và si ∈ Si ta có:

ui(si,σ−i) 6 ui(σi,σ−i) + ε (32)

Hiễn nhiên nếu chọn ε = 0 thì ta có Cân bằng ε là cân bằng Nash theo nghĩa bình
thường.
Hệ quả: Đặt G là một trò chơi liên tục. Giả sử rằng σk → σ, εk → ε và với mỗi

k, εk là một cân bằng εk của G. Khi đó σ là một cân bằng ε của G.
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Chứng minh. Với mọi i ∈ I và si ∈ Si ta có:

ui(si,σk−i) 6 ui(σ
k) + εk

Cho k → ∞ và sử dụng tính liện tục của ui (cùng hợp với sự hội tụ của phân bố
xác suất dưới topo yếu) ta có:

ui(si,σ−i) 6 ui(σ) + ε

Vậy ta có điều cần chứng minh.

Tiếp theo là định nghĩa về sự gần nhau (closeness) của hai trò chơi dạng chiến lượt.

closeness of two game : Đặt G và G ′ là hai trò chơi dạng chiến lượt với

G = 〈I, (Si)i∈I, (ui)i∈I〉 , G ′ =
〈
I, (Si)i∈I, (u ′i)i∈I

〉
Khi đó G ′ là một α - approximate của G nếu với mọi i ∈ I và s ∈ S ta có:

|ui(s) − u
′
i(s)| 6 α (33)

Nhận xét: Vì ta có:

ui(si,σ−i) − ui(σ) = ui(si,σ−i) − u ′i(si,σ−i) + u
′
i(si,σ−i) − u

′
i(σ) + u

′
i(σ) − ui(σ)

6 α+ ε+α

= ε+ 2α

Vậy ta có: Nếu G ′ là một α - approximate của G và σ là một cân bằng ε của G ′

thì σ là một Cân bằng (ε+ 2α) của G.
Hệ quả về sự xấp xỉ của trò chơi liên tục bằng trò chơi hữu hạn: Với bất cứ trò chơi

liên tục G nào và α > 0, tồn tại một trò chơi hữu hạn G ′ thỏa mãn G và G ′ là α -
approximate.

Chứng minh. Từ S là một không gian metric compact ta có hàm thỏa dụng ui là liên
tục đều. Ngoài ta vì Si là một không gian metric compact, ta có thể phủ Si bằng một
phủ hữu hạn là hữu hạn Uji với bán kính bé hơn ε ( không mất tính tổng quát ta có
thể giả sử các Uji không rỗng và rời nhau).
Chọn sji ∈ U

j
I với mỗi i, j. Ta định nghĩa một trò chơi hữu hạn G ′ với hàm thỏa

dụng u ′i như sau:

u ′i(s) = ui(s
j
1, ..., sji), ∀s ∈ Uj =

I∏
k=1

U
j
k (34)

Khi đó với mọi s ∈ S và i ∈ I ta có:

|u ′i(s) − ui(s)| 6 α

với d(s, sj) 6 ε, ∀j.
Đây chính là kết quả cần tìm.

quy lại với định lý glicksberg : Đặt {αk} là một dãy số vô hướng với αk → 0.
Với mỗi αk, có một trò chơi Gk hữu hạn và ε - approximate của G ( mệnh đề trên).

Vì Gk là hưu hạn với mọi k nên sử dụng định lý Cân bằng Nash cho trường hợp hữu
hạn thì tồn tại một cân bằng- 0, ký hiệu là σk. Khi đó σk là Cân bằng 2αk của G.
Từ Σ là compact, {σk} có một dãy con hội tụ, đặt σ thỏa σkn → σ.
Khi đó vì 2αkn → 0 và σk → σ, sử dụng mệnh đề đầu tiên ta có: σ là một cân

bằng - 0 cho G, hay σ cũng chính là cân bằng Nash cho G. Kết thúc chứng minh.

�
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