I.68)Định lí Archimedes
Định lí:Cho 
 INCLUDEPICTURE  "http://uvyd.com/forums/cgi-bin/mimetex.cgi?%20M%20" \* MERGEFORMATINET 


là trung điểm , điểm [image: image2.png]


chuyển động tùy ý trên [image: image3.png]AMNTE



.Từ [image: image4.png]


kẻ [image: image5.png]


.Chứng minh rằng [image: image6.png]
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Chứng minh:
Trên tia [image: image8.png]


dựng điểm [image: image9.png]


sao cho [image: image10.png]


.
Ta có: [image: image11.png]ANEB —92A B8




đồng thời suy ra [image: image12.png]VRIAB —BCE




Vậy [image: image13.png]


đồng thời là đường cao, đường trung tuyến tam giác [image: image14.png]



nên tam giác [image: image15.png]


cân tại M suy ra [image: image16.png]



do đó [image: image17.png]


là trung điểm cạnh [image: image18.png]



hay nói cách khác [image: image19.png]
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I.69) Định lí Urquhart
Định lí:Cho hai bộ ba điểm thẳng hàng [image: image20.png]


và [image: image21.png]


, [image: image22.png]


là giao điểm của [image: image23.png]


và [image: image24.png]


.Chứng minh rằng [image: image25.png]


khi và chỉ khi [image: image26.png]


.

[image: image27.png]




Chứng minh:
Đầu tiên ta cần chứng minh bổ đề sau:Trong tam giác ABC ta có [image: image28.png]=



với p là nửa chu vi và a=BC.
Ta có: [image: image29.png]N
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mặt khác [image: image30.png]L
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nên suy ra [image: image32.png]san+san>
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do [image: image34.png]


nên nghịch đảo hai vế ta được dpcm

Trở lại bài toán gọi các góc như trên hình vẽ ta có:
[image: image35.png]
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I.70)Định lí Mairon Walters
Định lí:Cho tam giác ABC và các đường thẳng chia 3 cạnh đối diện như hình vẽ.Chứng minh rằng [image: image41.png]S MNPORS






[image: image42.png]F \c
&N





Chứng minh::
Trước tiên ta cần chứng minh bổ đề sau:Cho tam giác [image: image43.png]


điểm [image: image44.png]


di động trên đường thẳng [image: image45.png]


sao cho [image: image46.png]MA = mMC NA = nNC



.Giả sử [image: image47.png]


giao nhau tại [image: image48.png]


thì [image: image49.png]


chia đoạn [image: image50.png]


theo tỉ số [image: image51.png]


.
Giả sử [image: image52.png]


thì ta có:
[image: image53.png]



[image: image54.png]



mà [image: image55.png]



lại do [image: image56.png]


cùng phương với [image: image57.png]BP



nên tồn tại một số [image: image58.png]


sao cho [image: image59.png]BM —+BP




Mặt khác cách biểu diễn này là duy nhất nên ta có đồng nhất thức:
[image: image60.png]



[image: image61.png]



suy ra:
[image: image62.png]


.
Quay lại bài toán ban đầu ta áp dụng bổ đề nhiều lần liên tiếp ta được(đây chỉ là kĩ năng tính toán nên mình chỉ ghi kết quả các bác thông cảm)
[image: image63.png]L
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suy ra:
[image: image68.png]S MNPORS
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I.71)Định lí Poncelet về bán kính đường tròn nội tiếp,bàng tiếp trong tam giác vuông.
Định lí:Cho tam giác [image: image69.png]


có [image: image70.png]' c
Hay’ p



lần lượt là bán kính các đường tròn nội tiếp, bàng tiếp góc [image: image71.png]


.Chứng minh rằng: tam giác ABC vuông tại A khi và chỉ khi [image: image72.png]Ty T7e



.



Chứng minh::
Ta có:
[image: image73.png]Ty T7e




[image: image74.png]



[image: image75.png]



[image: image76.png]



[image: image77.png]



[image: image78.png]


tam giác [image: image79.png]


vuông tại [image: image80.png]


(dpcm)

I.72)Ðịnh lí Hansen
Ðịnh lí:Cho tam giác [image: image81.png]


.Chứng minh rằng các điều kiện sau tương đương:
1)Tam giác [image: image82.png]


vuông
2) [image: image83.png]r+rq+ry+r. =a+o+c.




3) [image: image84.png]ri4rgl4r,24r.2=a24b%+c?





[image: image85.png]




Chứng minh:
Ðầu tiên ta chứng minh một vài hệ thức phụ sau:
1) [image: image86.png]4Rsin(%)sin(2)sin(%)





2)[image: image87.png]rq=4Rsin(%)cos(3 )cos(%)




3)[image: image88.png]Y Gind) =2+2]Jcos4




Ta có: 
[image: image89.png]rlcotS+cots)





[image: image90.png]& 2RsinA = r(cotS +cots)
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[image: image94.png]=)
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[image: image95.png](AB+BC+aA)Y =0




[image: image96.png]&Y a2-2() abcosC)=0




[image: image97.png]& @2R)“() (ind)*)-2Q2R)*() sinA.sinB.cosC)




[image: image98.png]& ) (sind)*=2((sinA)“+cosAsinBsinC)




[image: image99.png]&Y (sinA)? = 2((sinA)? 45 (cos(B—c) —cos(B+C))
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[image: image101.png]&Y (sinA)? = 2(1-7(cos2B+cos2C) —5(cos A)?




[image: image102.png]&Y (sinA)? = 2(145(cosA) (cos(B—C)+cos(B+C)




[image: image103.png]&) (ind)y =2(1+] [cosA4)





Trở lại bài toán ban đầu ta có:
[image: image104.png]r+rg+ry+re=a+0+c
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Do [image: image107.png]TTcos%:
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nên chia cả hai vế cho [image: image108.png]T1coss
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ta được"
[image: image109.png]=3 HtanﬁJr
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(1)
Ðặt [image: image110.png]


ta suy ra [image: image111.png]


do dó 
(1) [image: image112.png]S ryz+r+y+z
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[image: image113.png]&(1-z)(1-y)(1-z)=0




[image: image114.png]


tam giác [image: image115.png]


vuông.

[image: image116.png]ri4rgl4r,24r.2=a24b%+c?
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[image: image118.png]. 4
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[image: image119.png]& 4 JcosD) (T[(tan2) +3 tan)’) = 201+ Jcos)



   (2)
tương tự thay [image: image120.png]Loy Uy



như trên với chú ý [image: image121.png]


và [image: image122.png]=iz
cos A =155



ta được:
(2) 

[image: image123.png]Al=y2)™+) =2
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[image: image124.png]&2((y2)i+Yy 22)=][1+s2)+] [(1-22)




[image: image125.png]& (cy2)i+)y £2=14) (zy)*




[image: image126.png]S (1-zd)(1-y4)(1-2z4)=0



(3)
do [image: image127.png]tan% tans tans



lớn hơn [image: image128.png]


nên 
(3) [image: image129.png]


tam giác [image: image130.png]


vuông.
[RIGHT][I][B]Nguồn: MathScope.ORG[/B][/I][/RIGHT]
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*chú thích:
[image: image131.png][ [sin% = sin%-sin% sins
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[image: image132.png]S “sing = sing +sin% +sin’s




I.73)Định lí Steinbart mở rộng
Định lí:.Cho tam giác [image: image133.png]


nội tiếp [image: image134.png]


.Các tiếp tuyến của đường tròn tại [image: image135.png]


giao nhau tại [image: image136.png]


.Trên (O) lấy các điểm [image: image137.png]


.Chứng minh rằng [image: image138.png]


đồng quy khi và chỉ khi [image: image139.png]


đồng quy hoặc các giao điểm của [image: image140.png]


với 3 cạnh tam giác thẳng hàng.

[image: image141.png]




[image: image142.png]




Chứng minh:
Gọi [image: image143.png]



[image: image144.png]



[image: image145.png]



Ta có:
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mà 
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nên 
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Tương tự ta suy ra:
[image: image149.png]2
sin(A Ay AB)sin(BBy;BC)sin(CCyCA) 7jin(A]B;A]A;)sin(c]/ﬁ;c]c;)sin(B] . B1B87)
n(AANAC) sin( BBy BA) sin(CCwCB) Sin(A1C: A1 4) 5in(C1B:C1C ) sin(B1 A4: B, 53)

(





do đó nếu vế phải bằng [image: image150.png]


thì biểu thức trong ngoặc ở vế trái bằng [image: image151.png]


hoặc [image: image152.png]


và ngược lại hay nói cách khác [image: image153.png]


đồng quy khi và chỉ khi [image: image154.png]


đồng quy hoặc [image: image155.png]


thẳng hàng

I.74)Định lí Monge & d'Alembert I
Định lí:Cho 3 đường tròn [image: image156.png](A,Rq),(B,RAy),(C,R3)



có bán kính khác nhau và không chứa nhau.Tiếp tuyến chung ngoài của mỗi đường tròn giao nhau lần lượt tại [image: image157.png]


.Chứng minh rằng:[image: image158.png]


 thẳng hàng.

[image: image159.png]




Chứng minh:
Vì các đường tròn có vai trò như nhau nên không mất tính tổng quát ta giả sử:
[image: image160.png]


.Khi đó ta có thể chứng minh được:
[image: image161.png]V(RE, 2):(B) - (4)




[image: image162.png]V(I R)(A) ©




[image: image163.png]V(I R)(C)"(B)




Suy ra: [image: image164.png]




Theo định lí Menelaus ta suy ra dpcm

*Chú thích:[image: image165.png]V(RE, 2):(B) - (4)




là phép vị tự tâm [image: image166.png]


tỉ số [image: image167.png]


biến [image: image168.png](B)



thành [image: image169.png]
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I.75)Định lí Monge & d'Alembert II
Định lí:Cho 3 đường tròn [image: image170.png](A,Rq),(B,RAy),(C,R3)



có bán kính khác nhau và không chứa nhau.Tiếp tuyến chung trong của (A) và (C), (B) và (C) giao nhau lần lượt tại [image: image171.png]


, tiếp tuyến chung ngoài của [image: image172.png]


và [image: image173.png](B)



giao nhau tại [image: image174.png]


.Chứng minh rằng:[image: image175.png]


 thẳng hàng.

[image: image176.png]




Chứng minh:
Vì các đường tròn có vai trò như nhau nên không mất tính tổng quát ta giả sử:
[image: image177.png]


.Khi đó ta có thể chứng minh được:
[image: image178.png]V(RE, 2):(B) - (4)




[image: image179.png]2):(4) - (©)
VIN-F




[image: image180.png](€)= (B)
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Suy ra: 
[image: image181.png](D)=




Theo định lí Menelaus ta suy ra dpcm

*Chú thích:[image: image182.png]V(RE, 2):(B) - (4)




là phép vị tự tâm [image: image183.png]


tỉ số [image: image184.png]


biến [image: image185.png](B)



thành [image: image186.png]



I.76)Định lí Steiner về bán kính các đường tròn
Định lí:Chứng minh rằng trong tam giác ta có: [image: image187.png]TatTy+rc=4%4+T





[image: image188.png]




Chứng minh:
Ta có:
[image: image189.png]TatTy+rc=4%4+T




[image: image190.png]& S




[image: image191.png]



[image: image192.png]e (Y (p-b)(p—c)—(p—a)(p—b)(p—c)=abc




[image: image193.png]& p(3p2-2pla+b+o)+) ab)-p3+p2) a-p) abtabc=abc




[image: image194.png]©-2p3+p2) a+p) ab—p) ab=0



(hiển nhiên) suy ra dpcm

I.77)Định lí Bellavitis
Định lí::Cho tứ giác [image: image195.png]


là tứ giác điều hoà kí hiệu [image: image196.png]DAC = ABD =B ACE=~CDB=46



.Chứng minh rằng: [image: image197.png]a+B+y+8 =180





[image: image198.png]




Chứng minh:
Gọi đường tròn đường kính [image: image199.png]


là đường tròn Apollonius của tam giác [image: image200.png]


ứng với đỉnh [image: image201.png]


.
Vì [image: image202.png]


là tứ giác điều hoà nên [image: image203.png]


do đó [image: image204.png]


thuộc đường tròn Apollonius của tam giác [image: image205.png]


.
Dựng [image: image206.png]


đối xứng với [image: image207.png]


qua phân giác [image: image208.png]


.
Ta suy ra: 
[image: image209.png]



[image: image210.png]DPC =a+§=BPO(=1





[image: image211.png]



Vậy [image: image212.png]a+B+y+8 =180



(dpcm)

I.78)Định lí Feuer bach-Luchterhand: 
[RIGHT][I][B]Nguồn: MathScope.ORG[/B][/I][/RIGHT]  

II/Một số điểm và đường đặc biệt được xác định duy nhất với tam giác và tứ giác
II.1) Đường thẳng Euler của tam giác.
Định lí:Cho tam giác [image: image213.png]


gọi [image: image214.png]


là trực tâm, trọng tâm, tâm đường tròn ngoại tiếp.Chứng minh rằng: [image: image215.png]


thẳng hàng.

[image: image216.png]c
;






Chứng minh:
Gọi [image: image217.png]


là trung điểm [image: image218.png]


.
Ta có 
[image: image219.png]1y ABC = A1 510




[image: image220.png]



do đó [image: image221.png]GO =G




suy ra [image: image222.png]


thẳng hàng

II)Đường tròn và tâm Euler

Kết quả : Trong một tam giác ,trung điểm các cạnh của tam giác ,chân các đường cao và trung điểm các đoạn thẳng nối trực tâm với các đỉnh cùng nằm trên một đường tròn gọi là đường tròn Euler của tam giác ấy.

Chỉ dẫn chứng minh:
[image: image223.jpg]



Thực ra đây chỉ là một trường hợp đặc biệt của hai điểm đẳng giác (Xem mục I.50)

II.3)Đường đối trung, điểm Lemoine
Kết quảCho tam giác [image: image224.png]


thì 3 đường đối trung của tam giác đồng quy tại điểm [image: image225.png]JT.emoine



của tam giác.

[image: image226.png]




Chỉ dẫn chứng minh::
Đường đối trung của tam giác ứng với 1 đỉnh là đường thẳng đối xứng với trung tuyến qua phân giác tương ứng của đỉnh đó.
Từ định nghĩa trên áp dụng định lí Xeva dạng sin ta có:
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Suy ra [image: image228.png]


đồng quy tại điểm [image: image229.png]JT.emoine



của tam giác.
*Chú thích: kí hiệu [image: image230.png]L[A(a2); B(b4);C(c2)]



tương đương với
[image: image231.png]LA L B2 L =3




II.4)Điểm Gergonne,điểm Nobb, đường thẳng Gergone

1)Kết quả về điểm Gergonne:Tam giác ABC với đường tròn nội tiếp (I).Tiếp điểm của (I) trên BC,CA,AB lần lượt là D,E,F.Khi đó AD,BE,CF đồng quy tại một điểm gọi là điểm Gergonne của tam giác ABC.
[image: image232.jpg]<
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Chỉ dẫn chứng minh:
Chỉ cần dùng định lí Ceva và các kết quả đơn giản : DB=DC,EA=EC,FA=FB là ra.[image: image233.png]




2)Kết quả về điểm Nobb và đường thẳng Gergonne(Vẫn với các kí hiệu trên)Một tam giác không cân có 3 điểm Nobb tương ứng là giao điểm của các cặp đường thẳng EF và CB ,DE và AB ,DF và AC. Và 3 điểm Nobb cùng nằm trên một đường thẳng gọi là đường thẳng Gergonne của tam giác ABC.

Chỉ dẫn chứng minh:

Xét cực và đối cực đối với (I). 
Đường đối cực của A là EF đi qua M,nên đường đối cực của M đi qua A.
Mặt khác dễ thấy đường đối cực của M đi qua D nên suy ra đường đối cực của M là AD. 
Hoàn toàn tương tự ta có: 
Đường đối cực của N là BE và đường đối cực của P là CF 

Theo trên ,do AD,BE,CF đồng quy nên sẽ có điều phải chứng minh.
Bình luận: Kết quả trên có thể mở rộng như sau: 

Cho tam giác ABC và 3 điểm D,E,F theo thứ tự thuộc BC,CA,AB sao cho 
AD,BE,CF đồng quy và D,E,F khác trung điểm đoạn thẳng.Gọi M,N,P lần lượt là điểm chung của các cặp đường thẳng (EF,BC) ,(DF,CA) ,(DE,AB).Khi đó M,N,P thẳng hàng 

Bạn có thể chứng minh kết quả trên bằng định lí Menelaus nhưng thậm chí bài toán mở rộng này 
cũng chỉ là trường hợp đặc biệt của định lí Desargues mà thôi!!!!

(Xem them hai file : FG200821.bdf ; jcgeg200722.bdf)

II.5)Điểm Nagel
Kết quả:.Cho tam giác [image: image234.png]


. Các đường tròn bàng tiếp xúc với 3 cạnh tương ứng đỉnh lần lượt tại [image: image235.png]


thì ta có 3 đường thẳng [image: image236.png]


đồng quy tại điểm [image: image237.png]Nagel



của tam giác.

[image: image238.png]




Chỉ dẫn chứng minh:
Ta có: 
[image: image239.png](p—c) (p—a) (p—b)





Suy ra dpcm [image: image240.png]



*Chú thích: 
[image: image241.png]N|A(p—a);B(p—-b);C(p—c)|




II.6) Điểm Brocard

Định nghĩa:Trong một tam giác ABC cho trước có hai điểm Brocard M,N được xác định sao cho:

[image: image242.png]FIAB — TR — AiCA



và [image: image243.png]NAS — NOB — NBA



.

II.7)Điểm Schiffler
Định nghĩa:Cho tam giác [image: image244.png]


có [image: image245.png]


là tâm đường tròn nội tiếp tam giác.Khi đó 4 đường thẳng Euler của tam giác [image: image246.png]IBC ITAC TAD



và [image: image247.png]


đồng quy tại điểm [image: image248.png]Schaftier



của tam giác.

[image: image249.png]




Chỉ dẫn chứng minh:
Gọi [image: image250.png]


là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác, [image: image251.png]


là trọng tâm tam giác, [image: image252.png]


là trung điểm [image: image253.png]


là trọng tâm tam giác [image: image254.png]


cắt [image: image255.png]


tại [image: image256.png]


cắt [image: image257.png]


tại [image: image258.png]


tiếp xúc với cạnh [image: image259.png]


tại [image: image260.png]


cắt [image: image261.png]


tại [image: image262.png]


, cắt [image: image263.png]


tại [image: image264.png]


.
Rõ ràng [image: image265.png]


là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác [image: image266.png]A



.Do đó [image: image267.png]JGq



là đường thằng Euler của tam giác [image: image268.png]A



.
Áp dụng định lí Menelaus cho tam giác [image: image269.png]


với cát tuyến [image: image270.png]


ta có:
[image: image271.png]


.
Suy ra:
[image: image272.png]



Ap dụng định lí Menelaus cho tam giác [image: image273.png]


với cát tuyến [image: image274.png]


ta có:
[image: image275.png]



Do [image: image276.png]G



là trọng tâm tam giác IBC nên 
[image: image277.png]=(doJI2=JB2=JA.JD)




Do đó:

[image: image278.png]




Tương tự ta thấy các đường thẳng Euler của các tam giác [image: image279.png]


cũng cắt [image: image280.png]


tại [image: image281.png]


(được xác định bởi hệ thức [image: image282.png]


)
Vậy các đường thẳng Euler của 4 tam giác [image: image283.png]TABIBC ICA



và [image: image284.png]


đồng quy tại [image: image285.png]



(Xem them FG200312.bdf)

II.8)Điểm Feuerbach

Kết quả:Trong một tam giác ,đường tròn Euler tiếp xúc với đường tròn nội tiếp của nó,và tiếp điểm đó được gọi là điểm Feuerbach của tam giác trên.

[image: image286.png]7

f
N2

NN,






Chỉ dẫn chứng minh:(leductam post)
Gọi [image: image287.png]


là tâm đường tròn Euler, ngoại tiếp, nội tiếp của tam giác [image: image288.png]


. [image: image289.png]


là trực tâm, [image: image290.png]


là đường kính vuông góc với [image: image291.png]


là hình chiếu của [image: image292.png]


lên [image: image293.png]


là bán kính đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp.[image: image294.png]


 là chân đường phân giác góc [image: image295.png]




1.Đường tròn Euler tiếp xúc trong với đường tròn nội tiếp.
Ta dễ dàng chứng minh được [image: image296.png]



Vì [image: image297.png]



suy ra [image: image298.png]


(1)
Chứng minh tiếp: [image: image299.png]NT K JIN = ATV VK




Vì [image: image300.png]



nên [image: image301.png]



mà [image: image302.png]


cân tại [image: image303.png]



do đó [image: image304.png]



Vậy [image: image305.png]



Chiếu hệ thức trên lên [image: image306.png]


theo phương vuông góc với [image: image307.png]


ta được:
[image: image308.png]



[image: image309.png]



[image: image310.png]


(2)
Từ (1) và (2) ta suy ra:
[image: image311.png]


(3)
Ta có:
[image: image312.png]EI?=(IN-EF)*4+(MN-MF)*




[image: image313.png]& FBIl= V-5

—(IN-By* ME

(IN-9By  (arv KN
D




[image: image314.png]& BI?=IN2-IN.PO+3P0%+MK?)-MN.MK+MN?




[image: image315.png]AO

& BI? +IN2-IN.PO-MN.NK



(4)
Từ (3) và (4) ta có: [image: image316.png]




Vậy[image: image317.png]


 suy ra dpcm.

_1560803822.unknown

