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1. Bài toán cơ bản :  

Bài toán 1: Cho F  là một họ hữu hạn các tập con của một tập hữu hạn X . Gọi  d x  số các thành viên của 

họ F chứa x  và gọi là bậc của x  với x  là một phần tử bất kì.    

Chứng minh rằng :   

   a)       
x X A F

d x A
 

    

   b)      
x Y A F

d x Y A
 

    với Y X  .                   

   c)        2

x X A F x A A F B F

d x d x A B
    

              

Lời giải:  

a) Xét ma trận liên thuộc  ,x AM m  của họ F , có nghĩa là M là một ma trận 0-1 với X hàng  được đánh 

số bởi các phần tử x X  và F  cột được đánh số bởi các tập iA F  với 
,x Am  bằng 1 hoặc 0 tùy thuộc vào 

x A  hay x A . Khi đó  d x  chính là số các số 1 nằm trên x -hàng , còn A  là số các số 1 nằm trên A -

hàng. 

b) Xét ma trận liên thuộc  ,x AM m  của họ F  trên tập Y , có nghĩa là M là một ma trận 0-1 với Y  hàng 

được đánh số bởi các phần tử x Y  và F  cột được đánh số bởi các tập iA F  với ,x Am  bằng 1 hoặc 0 tùy 

thuộc vào x A  hay x A . Khi đó  d x  chính là số các số 1 nằm trên x -hàng , còn Y A  là số các số 1 

nằm trên A -hàng. 

c)  Xét ma trận liên  ,x AM m , với Y  hàng được đánh số bởi các phần tử x Y  và F  cột được đánh số 

bởi các tập iA F  với ,x Am  bằng  d x  hoặc 0 tùy thuộc vào x A  hay x A . Khi đó  2d x  chính là tổng 

các số điền trên x -hàng , còn  
x A

d x


  là tổng các số điền trên A -hàng.  

     Ta đã chứng minh được :    2

x X A F x A

d x d x
  

  . 

     Áp dụng kết quả câu b) ta thu được :    
x A B F A F x A A F B F

d x A B d x A B
     

        . Từ đây suy ra 

điều phải chứng minh.  

Bài toán 2: (Corradi) Cho 1 2, ,..., nA A A  là các tập con r  phần tử và X  là hợp của chúng . Nếu i jA A k   

với i j  thì 
 

2

1

r n
X

r n k


 
 . 

Lời giải: Sử dụng kết quả của bài toán 1 : 

                 
1

1
i

n

i j i i j

x A j j i

d x A A A A A r k n
  

                          (*) 

        Lấy tổng theo tất cả các tập iA  , sử dụng bất đẳng thức Jensen ta được : 

              
 

22

2

1 1

1

i

n n

i

i x A x X i

nr
d x d x A

X X   

 
   

 
     

       Kết hợp với bất đẳng thức (*) ta thu được :   
 

 

2 2

1
1

nr r n
n r k n X

X r k n
    

 
, điều phải 

chứng minh. 

Bài toán 3: Cho X  là một tập hợp gồm n  phần tử, và gọi 1 2, ,..., mA A A  là các tập con của X  với kích thước 

trung bình lớn hơn hoặc bằng 
n

w
. Nếu 22m w  thì tồn tại cặp ,i j  phân biệt sao cho 

22
i j

n
A A

w
  . 

Lời giải:  

Sử dụng bất đẳng thức Jensen, và kết quả của bài toán 1 , ta thu được: 



       
2 2 2

2

2
1

1 1 m

i

x X x X i

nm
d x d x A

X X w  

   
     

   
     

Giả sử điều phải chứng minh là sai, áp dụng các kết quả của bài toán 1, ta được: 

     
  2 2 2

2

2 2 2
1 1

1 2 1
1

2 2 2

m m

i j i i j

x X i j i i j

nm m nm w nm
d x A A A A A nm

w w m m w   

  
           

 
     

Điều mâu thuẫn này chỉ ra điều ta phải chứng minh. 

2. Mặt phẳng xạ ảnh : 

Bài toán 1: Cho F là một họ gồm các tập 3-phần tử , thoả mãn: 

    i) Với hai tập hợp bất kì thuộc họ F  giao nhau duy nhất 1 phần tử. 

   ii) Hai phần tử bất kì thuộc tập nền 
S F

X S


  được chứa trong duy nhất một tập S F . 

Giả sử rằng họ F  chứa nhiều hơn một tập. Chứng minh rằng tập nền X  có chính xác 7 phần tử. 

Lời giải: Để đơn giản và thuận tiện trong việc trình bày lời giải ta quan niệm một phần tử bất kì là một 

“điểm” và một tập con thuộc họ F  là một “đường thẳng”. Hai điều kiện trong bài toán trở nên quen thuộc 

đối với chúng ta: 

i’) Hai “đường thẳng” cắt nhau tại duy nhất một “điểm”. 

ii’) Hai “điểm” bất kì thuộc về duy nhất một “đường thẳng”. 

Gọi l  là số các “đường thẳng”, và n  là số các phần tử thuộc tập nền. Sử dụng điều kiện ii’, ta thu được: 

Bổ đề 1: Số các “đường thẳng” bằng: 
1

23

n
l

 
  

 
. 

Chứng minh bổ đề 1: Thật vậy, ta xây dựng một ánh xạ : 2f P L  , trong đó 2 P  là họ tất cả các tập 

gồm 2 “điểm” phân biệt và L  là tập hợp các “đường thẳng”  theo quy tắc sau : cho tương ứng  ,a b  với 

đường thẳng d  đi qua 2 “điểm” ,a b  (ánh xạ được đặt đúng theo điều kiện ii’) 

    Nhận thấy : các tập 2-“điểm” là      , , , , ,a b b c c a cùng cho tương ứng với “đường thẳng”  , ,d a b c  

nên 
1

2 3
23

n
P L l L

 
      

 
.      

Bổ đề 2:  Bậc của mọi “điểm” x  luôn là: 
1

2
x

n
d


 , trong đó bậc của một “ điểm” là số các “đường thẳng” 

phân biệt đi qua điểm đó. 

Chứng minh bổ đề 2: Thật vậy, ta xây dựng một ánh xạ : 2 Px xg L  , trong đó xL  là tập các “đường 

thẳng” đi qua “điểm” x còn 2 xP  chỉ các tập 2-“điểm” chứa x , theo quy tắc sau: cho tương ứng tập 2-

“điểm”  ,x a  với đường thẳng đi qua hai điểm này (ánh xạ được đặt đúng theo điều kiện ii’). 

   Nhận thấy : các tập 2-“điểm” phân biệt    , , ,x a x b cùng cho tương ứng với “đường thẳng”  , ,d x a b  

Nên 
1

2 2
2

x x x x

n
P L d L


     . 

    Tiếp theo,ta thực hiện đếm số các nhóm  1 2,d d  với 1 2,d d  là các “đường thẳng” phân biệt bằng hai cách: 

Cách 1: Số các nhóm này hiển nhiên bằng 
2

l 
 
 

 . 

Cách 2: Ta đếm số các cặp  “đường thẳng” phân biệt đi qua một “điểm” x  bất kì bằng 
 

 2

xd 
 
 

. Khi đó, tổng 

 

 2

x

x X

d



 
 
 

  đếm số các nhóm 2-“đường thẳng” phân biệt, theo điều kiện i’. 

   Ta có đẳng thức sau: 
 

2 2

x

x X

d l



   
   
  

 . 

   Thay 
1

2
x

n
d


  và 

1

23

n
l

 
  

 
 ta thu được phương trình : 



                                              
 

1
1

2
2

  2

n
l l

n

 
  

 
 

  

                              
        1 3 1 3 21

. .
2 2 2 6 6

n n n n n n
n

    
      

                                                    7n    

   Một cấu hình tổ hợp thỏa mãn yêu cầu bài toán là mặt phẳng Fano. 

                   

Bài toán 2: Một họ hữu hạn F  gồm các r - tập con của tập cho trước được gọi là một mặt phẳng xạ ảnh nếu 

hai điều kiện sau được thỏa mãn : 

a) Hai tập bất kì thuộc họ ( ta sẽ gọi một r -tập thuộc họ F là đường thẳng ) giao nhau duy nhất một phần tử. 

b) Hai phần tử bất kì thuộc tập nền 
S F

X S


 được chứa trong duy nhất một đường thẳng. 

Lưu ý : Đại lượng 1N r   được gọi là bậc của mặt phẳng xạ ảnh . 

Chứng minh rằng:  

1) Số các đường thẳng = Số các phần tử của tập nền= 2 21 1r r N N     . 

2) Bậc của mọi phần tử luôn bằng 1r N      

Lời giải: Gọi L  là số đường thẳng, số các thành phần của họ F , và gọi n  là số các phần tử của tập nền.  

Khi đó , bằng lối lập luận tương tự như trong bài toán 1, ta thu được:  

- Số các đường thẳng là 
2

2

n

L
r

 
 
 
 
 
 

  

- Bậc của mọi phần tử x  luôn bằng 
1

1
x

n
d

r





 . 

   Ta cũng thực hiện đếm bằng hai cách số các bộ gồm 2 đường thẳng phân biệt không kể đến thứ tự  

Cách 1: Số đường thẳng bằng 
2

L 
 
 

  

Cách 2: Ta đếm số các cặp “đường thẳng” phân biệt đi qua một “điểm” x  bất kì bằng 
 

 2

xd 
 
 

. Khi đó, tổng 

 

 2

x

x X

d



 
 
 

  đếm số các nhóm 2-“đường thẳng” phân biệt 

    Ta lập được phương trình :                  
 

2 2

x

x X

d L



   
   
  

  

Thay các giá trị 
1

1
x

n
d

r





 và 

2

2

n

L
r

 
 
 
 
 
 

 ta thu được phương trình : 

                                       
 

1
1

1
2

  2

n
L L

n r

 
  

 
 

  

                 
 

 

 

 

1 11 1 1 1
. 1 . 1

2 1 1 2 1 1

n n n nn n
n

r r r r r r

    
             

    

                 
 

 

  

 

1 11 1 1
. .

2 1 1 2 1 1

n n n r n rn n r
n

r r r r r r

     
  

    
 

                 2 1n r r     

Suy ra:  



Số các đường thẳng bằng :
 

 

  
 

2 2

2
11

1
1 1

r r r rn n
r r

r r r r

  
   

 
 

Bậc của một phần tử bất kì bằng : 
21

1 1

n r r
r

r r

 
 

 
  

Bài toán 3: Với mọi số nguyên tố p , luôn tồn tại một mặt phẳng xạ ảnh có bậc p . 

Lời giải: Gọi V  là tập hợp các vector  1 2 3, ,x x x với các phần tử thuộc trường 
pF  ,trong đó 

1 2 3, ,x x x  không 

đồng thời bằng 0. Ta đồng nhất tập     1 2 3 1 2 3, , , , : , 0qx x x cx cx cx c F c   , gồm 1p   vector với một 

điểm thuộc tập nên. Do đó có 
3

21
1

1

p
p p

p


  


 tập, hay nói cách khác có 2 1p p   điểm.  

Đường thẳng  1 2 3, ,L a a a , trong đó  1 2 3, ,a a a V , là tập hợp các điểm  1 2 3, ,x x x V sao cho  

                                                                     1 1 2 2 3 3 0a x a x a x                              (*)    

Bởi vì  1 2 3, ,a a a V nên có ít nhất một thành phần không bằng 0, ta tạm gọi là 
1a  . Phương trình (*) có 

2 1p   nghiệm  1 2 3, ,x x x V : Với 2 3,x x  bất kì , không đồng thời bằng 0, phương trình (*) xác định cho ta 

duy nhất một 1x . Mỗi tập  1 2 3, ,x x x chứa 1p   vector nên có 
2 1

1
1

p
p

p


 


điểm  1 2 3, ,x x x  điểm thỏa mãn 

phương trình (*). Nói một cách khác thì mỗi đường thẳng chứa 1p   điểm. 

 Ta cần kiểm tra các tiên đề của mặt phẳng xạ ảnh: 

1) Hai đường thẳng giao nhau tại một điểm:  

Giả sử  1 2 3, ,L a a a  và  1 2 3, ,L b b b là hai đường thẳng phân biệt. Gọi  1 2 3, ,x x x  là một giao điểm (nếu có) 

của hai đường thẳng này. Khi đó: 

                                                                    1 1 2 2 3 3 0a x a x a x    

                                                                    1 1 2 2 3 3 0b x b x b x    

Không mất tính tổng quát, ta giả sử 1 0a   . Ta suy ra 32
1 2 3

1 1

aa
x x x

a a
   , thay vào đẳng thức thứ hai ta 

được :                                       32
2 1 2 3 1 3

1 1

0
aa

b b x b b x
a a

   
      

   
  

   Giả sử : 32
2 1 3 1

1 1

0
aa

b b b b
a a

    . Suy ra    1 2 3 1 2 3, , , ,b b b ca ca ca với 1

1

b
c

a
 , do đó, 

   1 2 3 1 2 3, , , ,L a a a L b b b , mâu thuẫn. Do vậy có ít nhất biểu thức phải khác không, giả sử 1
2 2

1

0
b

b a
a

  . 

Thì với 3x  bất kì, cả 2x  và 1x  đều được xác định duy nhất bởi phương trình (**) và từ phương trình thứ 

nhất; và nếu  1 2 3, ,x x x  là một nghiệm thì  1 2 3, ,cx cx cx  với 0c   là tất cả các nghiệm có thể có. Từ đây suy 

ra điều phải chứng minh.   

2) Hai điểm bất kì xác định một đường thẳng: 

Giả sử  1 2 3, ,x x x  và  1 2 3, ,y y y  là hai điểm phân biệt . Gọi  1 2 3, ,L a a a  là một đường thẳng đi qua hai điểm 

này, thì ta có : 

                                                                  1 1 2 2 3 3 0a x a x a x    

                                                                  1 1 2 2 3 3 0a y a y a y    

Không mất tính tổng quát ta giả sử 1 0x  . Thì ta suy ra 32
1 2 3

1 1

aa
a x x

x x
    , thay vào đẳng thức thứ hai ta 

được:                                  1 1
2 2 2 3 3 3

1 1

0
y y

a y x a y x
x x

   
      

   
                                  (**) 



  Nếu :    1 1
2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1 1

0 , , , ,
y y

y x y x y y y cx cx cx
x x

      với 1

1

y
c

x
  , do đó,    1 2 3 1 2 3, , , ,y y y x x x , 

mâu thuẫn. Do vậy có ít nhất biểu thức phải khác không, giả sử 1
2 2

1

0
y

y x
x

  . Thì với 
3a  bất kì, cả 

2a  và 
1a  

đều được xác định duy nhất bởi phương trình (**) và từ phương trình thứ nhất; và nếu  1 2 3, ,a a a  là một 

nghiệm thì  1 2 3, ,ca ca ca  với 0c   là tất cả các nghiệm có thể có. Từ đây suy ra điều phải chứng minh.   

Lưu ý : Lập luận trên hoàn toàn đúng nếu ta thay trường 
pF  bởi một trường hữu hạn 

qF  bất kì. Trong lý 

thuyết đại số hiện đại , ta đã chứng minh được rằng : một trường hữu hạn bất kì có số phần tử là lũy thừa của 

một số nguyên tố, nên khẳng định của bài toán trên vẫn đúng với các lũy thừa np   
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