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Bai toan : (Turan) Néu dd thi G =(V,E)trén n khong chira (K +1)—clique , k >2, thi |E|g(1_%j”§.

Chitng minh th 1: (Tiép can theo phep dém )Ta sir dung phép qui nap theo n. Khi n=2, bat dang thuirc
hién nhién dung. Bay gid ta gia sir bt dang thirc dung cho moi d6 thi cd t6i da n—1dinh, va G = (V,E)la do

thi trén n dinh va khong c6 (k+1)—clique va 6 s6 canh 16n nhat. B thi nay di nhién 1a phai chta k —clique
bai néu khong ta co thé thém canh. Gia sit A 1a k —clique VA B=V — A.

Vi A la k-clique, A chta ¢, :[;j canh. Goi e, la s canh ndi cac dinh ciia B va e, , la s6 canh ndi giira

cac dinhA va B.
, 2
Theo gia thiet quy nap, ta co ¢, < (1_1)M
k) 2
nhiu nhat k-1 dinh thuoc A, ta thu duot e, , <(k—-1)(n—k)-
Cong cac bat dang thirc nay lai ta thu duoc :

e o 2

Chiing minh thir 2: (Két hop giira quy nap va dém)
Ta chitng minh mét két qua manh hon so vai_khang dinh cé trong bai toan :
2 2 2
Néu G 1A mot db thi k — free véi n dinhthi G chira khdng qua T( i.” . ! . ' trong do r 1a du

. Vi G khong ¢6 (k+1)—clique , nén mdi dinh xe B ké voi

trong phép chia n cho k1.
Ta chitng minh bang quy nap theo n. Gia sur két qua dung vai moi do thi k — free €0 toi da n-1 dinh.

J Xét dd thi con thu duoc tir n—1

Tirbd d& Zarankiew thi ta tim dugc mot dinh c6 bac khong qué [k

dinh con lai s€ l1a k — free.

LA oz . .| k=2 k-2 (n—1)2—32 S T . .
Do d6, so cac canh toida la ” ln +k T 5 + ) , trong d6 s la s6 du trong phép chia n—1

cho k —1. Bang tinh toan tryc tiép, ta nhan thay rang s hoac labang r—1 ( 0<r <k —1);
hoac k—2 ( r=0). Trong ca hai truong hgp nay, cling bang viéc tinh toan, ta luén chi ra dugc rang :

k-2 | k=2(n-1)"=s* (s} k-2n?-r> (r
n |+ +| _|=—— + |
k-1 ] k-1 2 2) k-1 2 2

Tir day suy ra diéu phai chiing minh. ’

Chirng minh thr 3: (Tiép can theo hudng xac suat )

Bo dé : Goi G lamot do thi bat ki trén v =(1,..,n}. Khi d6 : 4(G)>
7 n—d,

, trong d6 d, la bac cua dinh i va

®(G) 1a kich thuéc cia cligue 16n nhat duoc chira trong G .

Chirng minh bé dé :That vay, ta chon mot hoan vi bat ki 7 =(z,

,,,,,, x,) (€0 xac sut bang L ) va xay dung
n!

trén d6 mot tap ¢ theo quy tac: ta ddt ~, vao trong tap ¢ khi va chikhi la 7. duoc ndi véi tit ca cac dinh

#;(j <i)- Theo cch dinh nghia nay thi ¢ la mot clique.

Dt x =|c| la bién ngau nhién chi s phan tu cta tap ¢ . Khi do ta c6 phan tich sau : x =ixi , trong d6 X,
i=1

la bién ngiu dic trung cua i, co nghia la X, =1 hodc 0 phu thugc vao viéc ieC hay ieC. Gia sir ta cO mot
hoén vi 7 =(x,,...,z,) tatién hanh xay dung tap C theo quy tic néu trén thi phan tr i € C khi va chi khi i
nam & vi tri thi d, +1 va tat ca cac phan tu z,....,m, déu 1a céc 1an can cua phan tir i. Ta thu duoc




E(X,)=—~, sir dung tinh tuyén tinh cua ki vong ta duoc : E(X)=YE(X)=> -1 - Diéu nay chi ra rang
I n—d i=1 I iz n—d;

n
c6 mot clique ¢ véi it nhat Z dinh.

iﬂn_m
Tré lai voi van dé cua ching ta, bang cach ap dung bat dang thic Cauchy-Schwarz ta suy ra dugc :

n 2 2
Ap dung danh gi4 trén v6i X, =n—d,, ta thu dugc : @(G)> )’ ! >— n =— n_.
= n-d. (n-d,) n’-2|E|

=1

2 2
Do G khong chia k —clique nén a)(G) <k -1, giai bat phuong trinh : zn—2|E| <k-1= |E| < (1—%]%
n —
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