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1. Cac bai toan co ban:

Bai toan 1: Cho F la mot ho cac tap con A, A,,..., A, Cactap con cuatap {1,2,...,n} , sao cho
ANA =@,i# j .Ching minhring: m<2"" .

Lo gidi : Do diéukién A N A, #@,i= j nén véi mditap con S ={1,2,...,n} thihogc 1a S hozc 1a S (phan
bl cuatap S trong {1,2,...,n}) thudc vao ho F (co thé la ca hai tap déu khong thudc ). Suyraho F chico
thé chira toi da 1a phan nira sb tap con cia {1,2,...,n}, cuthé la 2",

2. Céc bai toan vé he tap giao nhau:

Bai toan 1: (Fisher-de Bruijn-Erdos) Cho F la mot ho céc tap con cua tap {1,2,...,n} sao cho hai thanh
vién bat ki cua ho c6 ding 1 phan tir chung. Ching minh rang ho F ¢6 téi da 1a n thanh vién.

Chitng minh : Gia sir ho F gom cac thanh vién A, A,..., A . Xét ma tran lién thuoc M =(mij) VGi cap
nxm cia ho, phan tar m; bang 1 khi va chi khi i e A, . Ta s& chuyén diéu kién cua bai ton sang ngon ngi
clia dai sb tuyén tinh dé dé dang sir dung trong qua trinh giai toan. Goi c,,c,,....,C, 1a cac vector cot cia ma
tran M .

Ta can chitng minh ¢, c,,....,c. 1a mot ho doc lap tuyén tinh.

That vy, dé thuc hién didu nay dau tién ta tién hanh xac dinh cong thic cua tinh vo hudng theo nghia
thong thuong trén R" ddi voi cac vector s = Za.c. V6i o, bat ki, thi bang tinh toan don gian ta dugc :

(s,s)= <Zaici , Zajcj > = iaiz <ci,ci>+22“oci0(j <ci,cj>
i i i1 i<j
Theo céch ta dinh nghia ma tran lién thuoc thi <ci,cj> =1voii=jva(c,c)=|A|. Thaycéc giatrivao ta

m m m m m 2
duogc : (s,s) :Zaiz |A1|2 +22aiaj :Zaiz (|Ai|2 —1)+Zai2 +22aiaj :zaiz (|Ai|2 —1)+(ZaiJ >0
i1 i<j i-1 i1 i<j i1 i1

i<j
Dau “=" chi xdy ra khi va chi khi o, =...=0a,, =0. Diéu nay kéo theo lanéu » o, =0 thi
a, =...=a, =0, hay ndi cach khac c,,c,,....,c,, la mot ho doc lap tuyén tinh.
Theo ly thuyét dai s6 tuyén tinh dimR" =n nén m<n ,diéu phai chirng minh.

Bai toan 2: (Bourbaki) Cho X la mot tap hitu han, va F la mot ho hlfru han cac tap con phan biét cua x .Gia
sur vai hai phan tu phan biét bat ki thuoc X , ta ludn tim dugc duy nhat mét thanh vién thuoc ho F chira ca
hai.

Ching minh rang : |F|>|x|.

Loi gidi : Dt X =[n] va F={A,..,A}. Ta can chang minh : n<m. Ta dinh nghia ma tran lién thuoc Acap
mxn trén R bang cach dit 1 & hang thir i va cot thr j néu je A . Taxem xét matran A"A, day la mot ma
tran hinh vudng cap n. Vi i« j thi phan ti (i, j)chinh xac bang 1. Bong thoi , cac phan ti trén duong chéo
chinh déu 16n hon 1, béi vi néu mot phan tir j e x chi nam trong duy nhat mot tap A e F, thi tir diéu kién kéo
theo moi phan tir i e X cling dong thai thuoc A , mau thuin véi diéu kign.

Ta can dén bd dé sau :
Bo de: Cho A 1a mot ma tran vudng cap n trén R. Néu cac phan tir khdng nam trén dudng chéo chinh déu
bang t>0, tat ca cac phan tir nam trén dudng chéo chinh déu 16n hon t thi A la ma tran khdng suy bién.
Chirng minh bo de : q

Neu t =0 thi khang dinh bai toan 14 hién nhién.

Xeétt>0,goi J la matran vubng vai tat ca cac phan tir déu bang 1 vadat D=A-tJ. Luuyrang D la
mot ma tran duong chéo vai cac phan ti trén duong chéo chinh la cac s6 duong.
Tatien hanh giai phuong trinh toan tir Ax =0 . Phuong trinh nay tuong duong voi Dx =-tJx. Goi s la tong
cua tat ca cac thanh phan x, cuia vector x va goi d,,d,,...d_ la cac phan tir trén duong chéo chinh cia D .
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Thi khi d6: d;x; =—ts = X; =—[d—js . Diéu nay chirarang x; vatong s c0 dau trai nguoc nhau ; néu x; va
s khac 0 . Do vay I& tit yéu : x, = X, =...= x, = 0. N6i cach khac ma tran A khong suy bién, dpcm.

Do d6 tir bd dé ta suy ra ma tran A™A khong suy bién ( 4p dung bai toan 1), nén rank (A" A)=n. Tuy nhién ,
rank (A" A) < rankA <m, suy ra diéu phai chang minh.
2. Céc bai toan vé xich va déi xich :

Bai toan 1: (Lubell-Yamamoto- Meshalkin):
Cho A,A,....,A lacéctipconcuatip {1,2,..,n} , vagiasir rang khong c6 bt ki tap nao 1a con ciia mot

tap khac , nghia Ia A, ZA V6i i# j.

n
Doi véi méichisé i , tadat a =|A| . Chung minh rang zia_gl :
i=1

Ching minh : Chon mét hoan vi ngau nhiéno =(x;, x,,...,x,) cua[n] . Dat E; labiéncd : tap A 1a doan

dau tién cua o, c6 nghia la {xi,...,xai } =A .Boivimditap A khong nam Iong trong mot tap A, khac, nén

cac biéncd E; doc lap. Nhung ta nhan thiy P[E;]= 1a_ , do d6 vé tréi chinh 1a P{U Ei} VA X4C suat nay

n

lubn <1.

Bai toan 2: (Sperner)
Cho F la mot ho céc tap con cua tap {1,2,...,n} sao cho khong c6 haitap A BcF ma Ac B hoic
n
B < A . Ching minh ring |F|< {nJ
2

Chiing minh : Chon mot hoan vi ngau nhién o =(c(1),5(2),...0(n)) cua {1,2,..,n} vagoi

X =[{i:{c(2), o2}, o(i)} e F}|. Theo diéu kién cia bai toan thi X <1, néu nguo lai thi ta tim dugc hai
sd i< J sao cho {0'(1),0'(2),...,a(i),a(iJrl),...O'(j)}eF, béng cach dat A= {0(1),0(2),...,0(i)} va
B:={0(1),0(2),...c(j)} thi AB=F va AcB.Dod6kivong cua X ciing s& <1, nghia la E[X]<1.
Mit khac, ta tién hanh tim cong thic cho E[X]. Goi N, la sb cac thanh vién cua F c6 ding k phén tir.
Tién hanh tinh toan:

E[X]=§P[{a(1),a(2),...a(k)}eF]:k_lck22 [EJZH - T”J
) T gl C
3]

{trong tinh toan trén ta c6 str dung danh gia : C* <CL*.

n

Suyra m< CtEJ , diéu phai chtng minh.

n

3. Siéu do thj

Bai toan 1: (B6 dé hoa hwéng dwong ) Cho k,r >1. Mot hoa hudng dwong r— déu voi k canh hoa véi
phan nhyy hoa C 1a mot siéu do thi véi k canh E,,E,,...E, kich thuéc mdi canh bang r thoa man

E NE;=C, 1<i<j<k va |C|<r—1,kihieu la 8" B3t ex(n,S{") lasd lon nhat cc canh ciia mot siéu
d6 thi r —déu dam bao rang khong chira bat ki mot hoa huéng duong véi k canh hoa .
Chting minh rang véi moi n>r(k —1) thi (k-1) < ex(n,SIEr)) <rl(k-1)".




Chitng minh :
1) Ching minh chin dwéi : Goi V,,V,,V,,..., V, la cac tap dinh phéan biét voi V,|=k -1, 1<i<rva
Vo|=n-r(k-1)>0 . Xét siéu d6 thi H trén tap dinh V =V, UV, U...UV, trong d6 ta xac dinh canh
E <V khivachikhi EnV, =@ va [ENV,|=1véi i=1..,r . Thi Hcé :
1) n dinh:boivi |V|=N|+M|+..+V,|=n—r(k-1)+r+..4r=n

k-1

2) (k—1)"canh : dé c6 canh E thoa man cach xay dung ta chi can chon ra cac phan tir v;,V,,...,V, lan luot

thudc V,,V,,....,V, va dat E:={v,,v,,...v,}. Mditap V, c6 k-1 phan tir néntaco (k—1)" cach dé thuc hien

3) r—déu: boivi |E|=|E mV0|+in1:|E AV|=0+1+..+1=r

Ta chirng minh siéu d6 thi H khdng chira hoa huz('yngr duong véi k canh.

That vy, xét mot tap tap S ={E,,E,,...,E,} gom k canh phan biét thuoc H . Khdng giam tinh tong quat ta
gia sir hai canh E,, E, khac nhau trén V,, n6i mot cach ndm na la khong chira bat ki dinh nao thugc tap V,
co nghia d (E, NV,)(E,NV,)=@. Trong khi |V;| =k —1, do d6 theo nguyén 1y chudng bd cau ta tim
duoc mot dinh v eV, duoc chia trong it nhat hai canh khac nhau cua tap S . Pidu d6 c6 nghia la néu S c6
dang mot hoa huéng dwong thi dinh v phai nam & phan nhuy, mau thuin vi nhuy cua ta la tap V, . Tir d6 suy
ra siéu d6 thi H khdng chira bat ki mot hoa huéng duong véi k canh nao , diéu phai ching minh.

Do do, theo dinh nghia, ex(n,S{”)> (k-1)".

2) Chirng minh chan trén:

Xét mot siéu dd thi H r— déutrén n va c téi thiéu r!(k—1)" canh phan biét. Ta s& chi ra mot hoa huéng
dwong v6i k - canh ndm trong H béng qui nap theo r. Luu y rang :k canh phan biét lap thanh mot hoa
hudng duong voi k canh hoa va phan nhuy rong. Vai r =1 thi moi canh cia H chi chira mot dinh, khang
dinh la hién nhién. Gia sir khdng dinh dung véi moi giatri <r (r=2). Néu H chta k canh phan biét thi
khdng dinh 14 ding theo luu y. Do d6 ta gia st H khong chua k canh phan biét. Goi S ={E,,E,,...,E} 1
tap cac canh phan biét voi kich thuéc lon nhédt cia H va dit U =E, UE, U..UE,. Thi U|<tr <(k—1)r va

mdi canh thuoc H déu ¢ giao voi U ( néu nguoc lai ta bo sung thém canh khdng c6 giao véi U va thu
dugc mot tap co kich thudc 1on hon, mau thuan véi tinh I6n nhat).
Theo nguyén ly chuong bo cau ta tim dugc mot dinh v dugc chira trong it nhat la

E(H I(k-1)"

EC(H], P11 gyt L
U] (k=1)r (k=1)r
Xét siéu do thi H' (r—1)— déu véi tap canh E(H’)={E\{v}|E€E(H),veE}. Theo (*), siéu dé thi

>(r=1)}(k=1)"" canhthuoc H. (*)

H' chira nhidu hon (r—1)!(k —1)"" canh va theo gi thiét qui nap thi né phai chira k canh phan biét
E,,E,,...E, c0dang hoa huéng duong véi k canh hoa va nguy C’. Theo cach ta xay dung thi E;" U {v}
la mot canh trong siéu d6 thi H véi moi 1<i<k. Do dé cac canh El' u{v} : EZ' u{v},..., Ek' u{v} lap thanh

mot hoa huong dwong véi nhyy C=C"U{v} trong H.
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