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Cacvidu:

Bai toan 1: Goi A, A,,..., A lacac tap con k phanta caatap A. Néu n< 2 thita cd thé tim dugc mot
cach t6 mau cac phan tir cia A=RUB béi hai mau xanh va d6 sao cho A "R =2 va A "B =D véi
1<i<n, trong d R la tap c4c phan tir to mau d6 con B la tap cac phan tir td mau xanh.

Loi giai:
Ta xgt mot cach td mau ngau nhién cac phan tir cuatap A, Q={f :A—{R,B}}, véi phan b6 déu.
Dit E, 1a bién cb : Cac phan tir ciatap A duoc t6 boi mot mau , c6 nghia la, A < R hoic A < B

E la bién c6 : Ton tai chisb i sao cho cac phan tir cia tap A duogc t6 bdi mot mau , cé nghia 13,
A cRhoicA cB

:>E:LnJEi
i=1

= P(E)SZ::P(Ei):Zn:(%T_l:%<1

i=1
Bang cach van dung dinh Iy Ramsey ta c6 thé chirng minh duoc khing dinh caa Van Der Waerden :
V6i k >11a s6 nguyén duong cho trudc ta ludn tim dugc s6 W, sao cho véi n>W, thi tir mot cach t6 mau
bat ki cac phan tur ciia tap {1,2,...,n} béi hai mau xanh va dé thi ta luon tim dugc mot cap s6 cong véi k s
hang va c6 c4c phan tir dugc td cing mau.

Kk
Bai toan 2: Chang minh rang : W, > 22

k
Lo gidi: Ta xét mot cach td mau ngau nhién cac phan tir cua tap {1,2,...,n}, trong d6 n<22 .

V6i moi cap sé cong S gom k s6 hang : a,a+b,a+2b,...,a+(k-1)b.
Piat A 1a bién cé : Cac phan tir caa S dugc to ciing mau

~p(a)=(5] -2

e e . 4. g n
Nhan xét: cap so cong S dugc xac dinh duy nhat bgi hai thong so a,b nén s6 cac cap so6 cong < [2] :

n
Do d6: P(UASJS ZP(AS)S[ZJZH <n’2*<1.
S S
Diéu nay c6 nghia la ta c6 thé tim dwoc mot cach td mau cac phan tir cua tap {1,2,...,n} béi hai mau xanh va

d6 sao cho moi cap s6 cong S vai k sé hang déu chira hai phan tir dugc t6 mau khac nhau. Tir khang dinh
k
cua dinh li Van Der Waerden ta suy ra : W, > 22

k

Bai toan 3: Cho s6 nguyén k >3. Ching minh rang : R(k,k) =22

( xem lai bai viét “ Dinh ly Ramsey va cac tng dung”)
k

L i gii : Ta can chirng minh rang néu n < 22 thi ta luon tim duwoc mot cach t6 mau cac canh cia do thi K
boi hai mau xanh va do sao cho véi k — clique bat ki ludn chira hai canh duoc t6 khac mau. Ta thuc hién viéc
t6 mau ngau nhién cac canh cua db thi K bang hai mau xanh va dé véi phan bo déu, co nghia 1a ta t6 mau

H Y \ 9 r: z A M 1 ~ A ~ A s A \
mot canh bai mau xanh hoac mau do vai xac suat bang rh Ta s€ chuyén nhirng phan tich trén thanh dang

toan hoc nhu sau :
bat E, la bien co : Ton tai mot k —clique véi cac canh dugce té6 mau do
E, la bién c6 : Ton tai mot k —clique véi cac canh dugc t6 mau xanh




Ta can ching minh rang P(E; UE,)<1
‘ n
Goi C,,C,,...,C, lacac k—clique cua dothi K, ,trong d6 N ::(k}

Dit E, labiéncd: C, co cac canh duge t6 mau do.

Bang tinh toan ta thu dugc
k

P(EqUEg)< P(ER)+P(EB)=2P(ER):2P(QERJ]SZip(ERJ)zzg(%)@) 22@@(5)

) aT 2
SZ—(—} SZ—(—) = <1, dpcm
k12 k1\2 k!

Bai toan 4: Ching minh rang néu dé thi G c6 n dinh va goi d(v) 1a bac cua dinh v thi ta luén tim duoc

1
mot tap doc lap vai kich thude > .
VEV;;) d (V) +1

2

Hon nita, néu G c6 e canh thi ta luon tim dugc mot tap doc lap vai kich thude > > :
e+n

Loi gidi:
(Tatieép can van dé mot cach doi ngau dua trén chirng minh dinh ly Turan bang céng cu Xac suat, xem thém
bai viét ¢ Dinh ly Turan va cac hwéng tiep can khac nhau trong chitrng minh” ).

Gia st V (G)={v,,V,,....V, } . Tachon mot hoan vi bat Ki 7 =(z,...z,) (O xac sudt bang L ) va xay dung
n!

trén d6 mot tap s theo quy tic: ta dat ~ vao trong tap s khi va chikhi la 7. khdng c6 canh ndi véi tat ca
cac dinh #;(i<i)- Theo cach dinh nghia nay thi s la mot tap doc lap.

bat x =|g| la bién ngau nhién chi s6 phan tir cia tap s . Khi d6 ta c6 phan tich sau : x =Zn:xv_ , trong d6 X,
i=1

la bién ngau dic trung cua dinh V; ,conghiala X, =1 hoac 0 phu thugc vao viéc v, € S hay v, ¢ S . Gia str
ta co mot hoan vi « = (x,...,z, ) tatién hanh xay dung tap S theo quy tic néu trén thi phanter v, € S khiva

chi khi v, ndm & vi tri thit n—d (v, ) va tat ca cac phan tir =, ...,z a1 déu khdng phai la cac 1an can cua

n—

phan tir v, . Ta thu dugc E(Xv_ ) = P(XV_ :1) 1 , st dung tinh tuyén tinh caa ki vong ta duoc :
' ! d(v,)+1
n n l

E(X)= E(Xvi)=2(uT)+1=vevz(G>d(v1)+1

. Piéu nay chi ra ring d6 thi G chira mot tap doc lap véi

i=1 i=1

kich thudc > _—.
VEVZ(G) d (V) +1

Ap dung bit dang thirc Jensen ta thu dugc danh gia : z

ad(v)+1 Y d(v)

+1
n
C n n?
Str dung hang dang thirc Euler , d(v)=2e, ta dugc: > = , tr day suy ra
VE\,Z(;‘;) (v) VE\,Z(:‘;)d(v)H §+1 2e+n
n

dpcm.

Bai toan 5: Ching minh rang : D4i véi mot do thi con bat ki cua G =(V,E) véi V|=n=2°"—1 ta ludn tim
dugc hoac mot tap doc lap kich thudc s hoac 1a mot clique kich thudc t .

Loi gidi : ‘
Budce 1: Panh gia : Ta chung minh bang qui nap theo s+t.




Bing tinh toén tryc tiép ta thdy khiang dinh Ia hién nhién véi s < 2,t <2 ( Mot dinh dugc xem nhu 1a 1-clique
hozc Ia tap doc 1ap véi mot phan tir; hai dinh dwoc néi véi nhau 1a 2-clique va néu nguoc lai thi 1a tap doc
lap vai hai phan tir )

Gia str khing dinh dung véimoi s va t sao cho s+t <k —1.

Ta can chirng minh khing dinh dung v6i s+t =k . Xét mot dinh ve A , ¢6 cac truong hop sau

s+t
Truong hop 1: v ¢6 it nhat nTl 52 =2

=251 _1 dinh 1an can. Theo gia thiét qui nap thi 4 thi con cam

sinh trén tap cac lan can caa dinh v hoac la chira mot tap doc lap kich thudc s hoac la chira mét clique kich
thudc t—1 . Do d6, G hoac chira mot tap doc tap kich thuéc s hodc mot cilque kich thudce t
Truong hop 2: v ¢6 nT—l > 2°"1 _1 dinh khdng phai 1a 1an can. Ap dung gia thiét qui nap cho tap cac dinh
khong phai la 1an can nay ta tim duoc hoac la mot tap doc lap vai kich thude s—1 hoac 1a mot clique voi
kich thudc t. Do d6, G hoac chira mot tap doc tap kich thudc s hoac mot cilque kich thudce t
Buéc 2: Xay dung cau hinh toi wu: i N

beé thuc hi‘én xay gh_rng cau hinh t6i wu cho bai toan ta stir dung mé hinh d6 thi ngau nhién
( xem bai “Dd thi ngau nhién”)
Ta ching minh khang dinh sau :

Két qua : Do thi G (n%j khdng chira mot tap dinh doc 1ap hoac la mot clique kich thuge | 2log, n [+1 véi

XAC Suat cao.
Chitng minh : Véi moi tap con S <V (G(n, p)) véi kich thuse t=| 2log, n |+1; goi X 14 bién ngau
nhién dic trung ctiatap S, co nghiala X =1 néu S Ia mot clique va bang 0 trong trusng hop nguoc lai .

2
Str dung tinh tuyén tinh cua ki vong ta thu dugc :

t
(2 , :
Khido , E[Xs]=P[Sla clique]zﬂlj . Goi X laso céc clique véi kich thuéc t trong do thi G .

t

E(x)zE(sz)zZE(Xs)=ZZ(E){SJZ(E)S:—:- <1>:% = S%(Ej:%

SER = o= 52 22

o o P n) n(n-1)...(n-t+1) n'

(trong danh gia trén ta co sir dung dén udc lugng . = . < Tl
Ap dung bét dang thac Markov ddi vai bién ngau nhién khong &m X ta thu duoc danh gia sau :

E(X ~ . X
P(X>1)< % = % — 0, khi n— 0. Tir day ta dé dang suy ra vé dau cua diéu phai chirng minh.

Lap luan twong tu ta ciing chi ra dugc rang , d6 thi G (n, %) khong chira mét tap dinh doc lap kich thudc

| 2log, n |+1véi xac suét cao.
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