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Bài toán : (Konig – Egervary) Cho A  là một ma trận 0 1  cấp m n . Hai số 1 được gọi là phụ thuộc nếu 

chúng nằm trên cùng một hàng hoặc trên cùng một cột, trong trường hợp ngược lại thì ta gọi là độc lập.  

Chứng minh rằng số lớn nhất các số 1 độc lập trên ma trận A  bằng với số nhỏ nhất các hàng và các cột cần 

thiết để phủ hết tất cả các số 1 trên ma trận A .  

Chứng minh : Đặt R  là số lớn nhất các số 1 độc lập trên ma trận A , r  là số nhỏ nhất các hàng và các cột 

cần thiết để phủ hết tất cả các số 1 trên ma trận A . Hiển nhiên , r R  , bởi vì ta có thể tìm được R  số 1 độc 

lập nhau nên ta chỉ cần một hàng hoặc một cột để phủ các số 1 này.   

  Ta chỉ cần chứng minh chiều ngược lại của đánh giá trên , có nghĩa là R r . Giả sử ta cần tối thiểu là a  

hàng và b  hàng để phủ kín tất cả các số 1 trên ma trận A  nên ta có r a b  . Nhận xét rằng bằng cách đổi 

chỗ vị trí của các hàng và các cột không làm thay đổi giá trị của ,R r . Không mất tính tổng quát ta có thể giả 

sử rằng a  hàng đầu tiên và b  cột đầu tiên phủ kín hết tất cả các số 1. Khi đó ma trận A  có dạng   
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Theo giả thiết thì không có số 1 nào nằm trong E . Ta sẽ chứng minh rằng có a  số 1 độc lập nằm trong C . 

Đặt    : 1 1, 2,...,i ijS j c n b     là tập các vị trí của các số 1 nằm trên hàng thứ i  của  ijC c .  

Khẳng định : 1 2, ,..., aS S S  có một hệ đại diện phân biệt (SDR) (xem thêm bài viết “SDR” ), nghĩa là ta có 

thể chọn ra các số 1 từ mỗi hàng sao cho không có hai số 1 nào nằm trong cùng một cột. 

Chứng minh khẳng định : Thật vậy, giả sử ngược lại theo định lý Hall (xem thêm bài viết “Định lý Hall – 

Konig”, “SDR”) tồn tại một tập  0 1,2,...,I a  sao cho 
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 , thì điều này có nghĩa là ta tìm được 

0I  hàng sao cho số cột cần thiếu để phủ các số 1 chứa trong 0I  hàng này chỉ là 
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.  Khi đó ta thay các 
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 cột mới chỉ ra ( lưu ý là các số 1 nằm ở trong các khối B  và D  thì vẫn luôn được 

phủ bởi b  cột ban đầu ta ). 

 Do đó số các hàng và cột cần thiết trong phép phủ là  
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. Điều này mâu thuẫn 

với giả thiết ban đầu của ta. Kết thúc chứng minh của khẳng định. 

Từ khẳng định trên ta suy ra có a  số 1 độc lập chứa trong khối C .  

 Sử dụng tính đối xứng của bài toán thì ta cũng sẽ chứng minh được rằng có b  số 1 độc lập nằm trong khối 

D . Do đó có tổng cộng a b  số 1 độc lập nên R a b r   . Từ đây suy ra điều phải chứng minh. 
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