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Bài toán 1: (Deza – Frankl – Singhi) Cho L  là một tập các số nguyên theo modulo p , trong đó p  nguyên 

tố. Giả sử  1 2, ,..., mF A A A là một họ các tập con của một tập với n  phần tử thỏa mãn hai điều kiện sau : 

1)  modiA L p  với mọi 1 i m    

2)   modi jA A L p   với mọi 1 i j n     

Chứng minh rằng : 
1

L

i

n
F

i

 
  

 
  

Chứng minh : Giả sử  1 2, ,..., mF A A A  trong đó 
1 2 ... mA A A   . Đặt  1 2, ,..., sL l l l . Với mỗi thành 

viên 
iA  của họ F  ta cho tương ứng với vector đặc trưng  1,...,i i inv v v , trong đó 1ijv   nếu 

ij A  và 

0ijv   nếu ngược lại .Hiển nhiên ,i j i jv v A A  ( xem thêm bài viết “ Định lý Frankl – Wilson”).    

 Với mỗi chỉ số 1,i m  ta xây dựng đa thức 
if  theo n  biến bởi    ,i i

l

f x v x l   với 

 1 2, ,..., n px x x x  . Gọi F  là không gian vector nhỏ nhất chứa các đa thức , 1,if i m  . 

Hiển nhiên   0 modi jf v p  với 1 j i m   , và  i if v  0 mod p  với 1 i m  .  

 Nhận xét : 1 2, ,..., mf f f  độc lập tuyến tính trên p  (*) 

Thật vậy, giả sử tồn tại các 1 2, ,..., m pα α α   không đồng thời bằng 0 sao cho 

     1 1 2 2 ... 0m mα f x α f x α f x    với mọi n

px . Chọn chỉ số i  lớn nhất sao cho 0iα   nên 0jα   với 

j i  . Thay ix v   vào hệ thức ta được : 

               1 1 2 2 1... 0 modi i iα f x α f x α f x α f x p      

                                                          0 modi i iα f v p   (   0i jf v   với 1 j i m   ) 

                                                                  0 modiα p   (   0i if v  ) 

Điều mâu thuẫn này chỉ ra rằng 1 2, ,..., mf f f  độc lập tuyến tính trên p , đpcm. 

Dễ dàng nhận thấy các đa thức 1 2, ,..., mf f f  có bậc tối đa bằng s . Do các thành phần của mỗi vector đặc 

trưng là 0 hoặc 1 nên tập các đơn thức có bậc nhỏ hơn hoặc bằng s  lập thành một cơ sở của không gian 

vector F ( trong các đơn thức hoặc các đa thức mỗi biến ix  xuất hiện không quá 1 lần ). Bằng tính toán đơn 

giản ta thu được số chiều của không gian này là 
0

s

i

n

i

 
 
 

  (**) 

Từ (*) và (**) ta suy ra: 
0

s

i

n
m

i

 
  

 
 , hay 

0

L

i

n
F

i

 
  

 
 , đpcm. 

       

Bài toán 2: (Ray – Chaudhuri – Wilson) Cho F  là một họ các tập con của 
 
 

n

k

 
 
 

 , có nghĩa là một họ các 

tập con của    : 1,2,...,n n  sao cho kích thước của mỗi thành viên luôn bằng k . Cho p  là một số nguyên tố 

và gọi  1 2Λ: , ,..., sλ λ λ  là tập các số nguyên modulo p sao cho không có số nào đồng dư với k . Giả sử  

với mọi cặp ,A B F sao cho A B  thì A B đồng dư với một Λλ . Chứng minh rằng 
n

F
s

 
  
 

. 

Chứng minh thứ 1: (Xem lại bài viết “ Định lý Frankl – Wilson”)  

Giả sử  1 2, ,..., mF A A A  trong đó 1 2 ... mA A A   . Với mỗi thành viên iA  của họ F  ta cho tương ứng 

với vector đặc trưng 
iAχ . Hiển nhiên ,

i jA A i jχ χ A A     



 Với mỗi chỉ số 1,i m  ta xây dựng đa thức 
if  theo n  biến bởi    

1

,
i

s

i A j

j

f x χ x λ


   với 

 1 2, ,..., n

nx x x x  .  

Nhận xét : Bậc của các đa thức 
1 2, ,..., mf f f  tối đa là bằng s ,   0j if A   ( ở đây  i jf A  hiểu theo nghĩa 

 
ji Af χ  , trong đó 

jAχ  là vector đặc trưng của tập 
iA ) và   0i if A  .    

 Ta cho tương ứng mỗi tập con  1,2,...,I n  với 1I s   đa thức  
1

n

I i i

i i I

g x x k x
 

 
  
 
  , bậc của mỗi 

đa thức 
Ig  tối đa bằng s  và hiển nhiên với mọi tập con  1,2,...,S n  thì   0Ig S   nếu và chỉ nếu S k  

và S I . 

Khẳng định : Các đa thức Ig  cùng với các đa thức if  là độc lập tuyến tính. 

Chứng minh khẳng định : Giả sử 
1 1

0
m

i i I I

i I s

λ f μ g
  

    , trong đó ,i Iλ μ   . Thay iA  ( hiểu theo nghĩa là 

ta thay 
iAx χ )  vào hệ thức này ta thu được 1iλ   với mọi 1,i m  . Ta thu được hệ thức mới 

1

0I I

I s

μ g
 

 . 

Giả sử các đa thức Ig  không độc lập tuyến tính, có nghĩa là tồn tại các tập I  sao cho 0Iμ  .  

Khai triển hệ thức này dưới dạng 
1 1

... 0
t tI I I Iμ g μ g    sao cho 1 jI I  với mọi chỉ số 1j   và 0

iI
μ   với 

mọi chỉ số i . Thay 1I  vào hệ thức này ta được 
1

0Iμ  , mâu thuẫn. Kết thúc phép chứng minh khẳng định. 

Theo khẳng định trên ta nhận thấy bản thân các đa thức Ig  độc lập tuyến tính và nằm trong không gian 

vector các đa thức có bậc 1s   và có 
1

0

s

i

n

i





 
 
 

  đa thức như Ig  nên các đa thức Ig  lập thành một cơ sở của 

không gian vector này. 

 

Gọi V  là không gian vector nhỏ nhất sinh ra bởi các đa thức if  , 1V  là không gian vector sinh ra bởi các đa 

thức Ig  thì ta nhận thấy 
1

1

0

dim ,dim
s

i

n
V m V

i





 
   

 
 . Theo lập luận trên ta nhận thấy 

1

0

dim dim
s

i

n
V V

i

 
   

 
  

( xem lại bài viết “ Định lý Frankl – Wilson” ).Nói cách khác 
n

F
s

 
  
 

.     

Chứng minh thứ 2: Không mất tính tổng quát ta giả sử s k  (nếu k s :
n n

F
k s

   
    
   

, bài toán được 

chứng minh đối với trường hợp k s  lập luận tương tự). Với mỗi i j  ta xét  ,N i j  ma trận là ma trận có 

cấp 
n n

i j

   
   

   
 xác định trên cặp  

   
,

  

n n
A B

i j

   
    
   

  bởi   
1,

, ,
0,

A B
N i j A B

A




B





. Gọi V  là không gian 

vector trên  sinh bởi các vector hàng của ma trận  ,N s k . Do có 
n

s

 
 
 

 hàng nên dim
n

V
s

 
  
 

. 

 Với i s  ta xét tích hai ma trận    , ,N i s N s k  có cấp 
n n

i k

   
   

   
 xác định trên cặp  

   
,

  

n n
A B

i k

   
    
   

. 

Theo định nghĩa phép nhân ma trận ta được : 

          
 
 

, , , 1 1A C C B

n
C

s

N i s N s k A B  

 
 
 

   số các tập con C  sao cho 
 ,

     0     ,

k i
A B

s iA C B

A

 
 

    

B







  

(trong đó ta kí hiệu 1 : 1X Y   nếu A C  và 0 trong những trường hợp còn lại )  

 



        , , , , ,
k i

N i s N s k A B N i k A B
s i

 
   

 
  

Do đó các vector hàng của  ,N i k  nằm trong không gian vector V . 

Bây giờ ta xét ma trận tích      , : , ,
T

M i k N i k N i k . Với  
   

,
  

n n
A B

k k

   
    
   

 thì  

                    
 
 

, , 1 1C A C B

n
C

i

M i k A B  

 
 
 

   số các tập con C  sao cho C A  và 
    

A B
C B

i

  
   

 
  

Chọn 
1 2, ,..., sa a a   sao cho  

1Λ

s

i

iλ

x
x λ a

i

 
   

 
    

Đặt  
1

,
s

i

i

M a M i k


  . Khi đó các vector hàng của  ,M i k  và do đó các vector hàng của M cũng nằm 

trong không gian vector V . Mặt khác,    , 0 modM A B p nếu ,A B F  và A B  ( bởi vì theo giả thiết 

A B λ   với một số Λλ  nên  
1

0 mod
    

s

i

i

A B
a p

i

  
 

 
  theo cách ta chọn các số 1 2, ,..., sa a a ) trong 

trường hợp ,A B F  và A B  ta có  ,M A B   0 mod p ( bởi vì không có số Λλ  nào đồng dư với k ). 

 Xét ma trận con N  của M  có các hàng và các cột được đánh số bởi các tập A F . Nhận thấy rằng ma trận 

con N  là một ma trận vuông có cấp F , và F  hàng của ma trận N  độc lập tuyến tính trên p (lưu ý các 

phần tử trên đường chéo chính của N   0 mod p  )  và do đó cũng độc lập tuyến tính trên . Suy ra 

 rank N F . 

Hiển nhiên   dim
n

rank N rank M V F
s

 
     

 
. 
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