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1 Phép nghich diao déi xing trong tam giac

Khi hoc vé phép nghich dao, theo kinh nghiém chiing ta can ghi nhé mot s6 tam nghich dao thong
dung. Mot trong s6 d6 1a chon mot dinh clia tam gidc lam tam.

Dé minh hoa cho ¥ tuéng ctia bai viét ta xét mot tam giac ABC noi tiép duong tron (O), khi d6
phép nghich déo tam A, phuong tich AB - AC"

I4BAY B+ B, C « (', (0) « B'C".

A

Néu ta gitt nguyen phép nghich ddo nay thi cac diém trong bai toan ban dau sé bién thanh cac
diém méi va gay khé khan trong viéc vé hinh va quan sat. Tuy nhién khong khé nhan ra B’ va €’ lan
lugt 13 diém déi xting ctia C' va B qua phan giac géc A. Do do ta c6 thé dimg mot phép bién hinh F
la hgp cta phép nghich dao IQB'AC va phép doi xting qua phan giac géc A- ki hieu Sy, :

F =8, 0TABAC . B &5 C. Do d6 (0) + BC.

Nhu vay ta da loai bé duge hai diém B’, C’ va gitp hinh vé ctia bai toan trd nén don gian.

Ta thuong st dung hop ctia phép nghich ddo v phép dbi xing truc phan giac, goi tat 1a phép
nghich dio déi xiing, trong cac phép nghich ddo tam A c¢6 phuong tich dang sau:

Hai diém E, F 1an lugt nim trén AB, AC sao cho EF | BC. Khi d6 AB - AF = AC - AE = k. Ta
chon Iffl.

PN L . 5 2 18 FABAC .~ +3AB-AC

Chu y rang c6 hai truong hop hay sit dung nhat la 77 va 1} .

Sau day ching ta dén v6i mot s6 vi du minh hoa.

Bai 1. Cho tam giac ABC noi tiép dudng tron (O). Goi T 1a tiép diém ctia dudng tron w- dudng tron
A-mixtilinear noi tiép- véi (O), L la tiép diém ctia duong tron (J) bang tiép géc A véi BC. Chiing
minh ring AT vd AL dang giac trong ZBAC.



Chatng minh. Xét phép nghich ddo ddi xiing F 1& hop ctia phép nghich dio tam A, phuong tich AB- AC
va phép dbi xitng qua phan gidc ZBAC.

F : B+ C, BC + (0). Do w tiép xtc trong véi (O), tiép xtc v6i AB, AC nén anh cta w qua F
1a mot duong tron tiép xic véi AB, AC, BC' va nam khac phia véi A bd BC, titc 1a w <> (J). Suy ra
T < L hay AT, AL dang giac trong ZBAC. O

Bai 2. (ELMO Shortlist 2013) Cho tam giac ABC. P 1a mot diém chuyén dong trén BC. (ABP) giao
AC tai Y, (ACP) giao AB tai Z. Chiing minh réng (AY Z) luon di qua mot diém cd dinh khac A.

Chitng minh. Goi (O) la duong tron ngoai tiép tam giac ABC.

Xét phép nghich ddo déi xiing F 1& hgp ctia phép nghich dio tam A, phuong tich AB - AC va phép
déi xitng qua phan giac ZBAC, goi X’ 1a 4nh clia X qua phép bién hinh nay.

F =38, 0I4{P4C . B+ C, BC + (0), AC + AB.

Do P la nam trén BC nén P’ 1 diém sao cho AP vi AP’ dang giac trong géc A dong thai P’ € (O).
Ta ¢6 (ABP) <> CP'. Do Y la giao ctia (ABP) vai AC nén Y’ 1a giao ctia CP’ vi AB. Tuong tu 7' 1a
giao cia BP' va AC. Nhu vay bai toan tré thanh.



Cho tam gidc ABC noi tiép duong tron (O). P' la mot diém chuyén dong trén (O). BP' giao AC
tai Z', CP' giao AB taiY'. Chitng minh ring Y'Z' luon di qua mot diém co dinh.

Tuy nhién theo dinh ly Pascal suy bién cho 4 diém A, B, B, P',C, C, ta biét rang Y'Z' di qua giao
diém T ctia hai tiép tuyén tai B va C ciia (O). Vay Y'Z' luon di qua T ¢ dinh. Ma (AY Z) 1a anh ctia
Y'Z" qua phép bién hinh F nén (AY Z) luon di qua 7" ¢6 dinh. O

Nhan xét. - Ta c6 thé xac dinh chinh xac diém 7’ nhu sau.

Goi H la tryc tam tam gidc ABC. A’ dbi xing v6i A qua BC. Dé thay F : O + A, suy ra
(BOC) 5 (BA'C) hay (BOC) <+ (BHC). Do T € (BOC) nen T’ € (BHC).

Mt khac do T nam trén dudng déi trung tng v6i dinh A nén 7’ nam trén dudng trung tuyén AM.
Vay T’ 1a giao ctia (BHC) va trung tuyén AM, hay mot cach xac dinh khéc 1a hinh chiéu ctia H trén
AM.

- Ban doc ¢6 thé tim thiy 1di gidi khong st dung phép nghich ddo déi xing tai [1].

Bai 3. (Iran TST 2014) Cho tam giac ABC noi tiép dusng tron (O). Mot diém D chuyén dong trén
doan thang BC. Goi I, I, I, lan lugt la tam dudng tron noi tiép cac tam giac ABC, ADB, ADC.
(AILL), (AIL) 1an lugt cat (O) lan thit hai tai M, N. Chitng minh ring khi D chuyén dong, M N luon
di qua mot diém cé dinh.

Ching minh. Ta c6 LALI + LAII = %(AABD + ZBAD) + %(AAC’D + ZCAD) = 90°. Do d6 hai
duong tron (AIIL) va (AIly) truc giao.

Mt khac goi I, 1a tam duong tron bang tiép géc A clia tam gidc ABC. Dé thay AABI ~ ANAI,C
nén Al - Al = AB - AC.

Xét phép nghich dao déi xting F = S;, 0 Z4B4C.

F:B+ C, I+ I, M+« M, ,N<+ N.

Do (AIl) va (AIL) tryc giao nén I[,M’ | I,N'. Ké I,K 1| BC. AK cat (AM’'N’) lan tht hai tai
2

KI
L. Taco KA-KL=KM'-KN' =KI? Suyra KL = K;{ = const. Suy ra (AM'N’) luon di qua L

c6 dinh. Tt d6 M N luon di qua anh L' ctia L qua F va L' 1a diém cb dinh. O




Nhan xét. Ta c6 thé xac dinh chinh x4c diém L’ nhu sau.

Goi K’ 1a tiép diém ctia (J)- duong tron A-mixtilinear véi (O). Theo bai toan 1 ta c6 K va K' 1a
anh ctia nhau qua F. Do d6 L' € AK'.

Goi A’ I' 1an lugt 1a diém déi xing v6i A, I, qua BC. Ta ¢c6 AA'I, I/ 1a hinh thang can. Do
KI?=KA-KLnén KA-KL = KI,-KI,. Suy ra tit gidc AI' LI, noi tiép. Suy ra A, A’, I,, L dong
viéen.

Dé thiy F : O <+ A’ nén L, I, O thiang hang.

Nhu vay L' 1a giao ctia AK’ va OI. Ap dung dinh 1y Monge-D’Alembert cho 3 dudng tron (I), (O)
va (J) suy ra L' 1a tam vi tu ngoai ctia (O) va (I).

Bai 4. Cho tam gidc ABC noi tiép duong tron (O). Phan giac ZABC cat AC tai P, cat (O) tai M,
phan gidac ZACB cit AB tai Q, cat (O) tai N. Goi E, F 1a cac diém nam trén BC sao cho CE = CA,
BF = BA va theo thtt ty¢ F, B,C,E. Goi U,V lan lugt 13 tam dudng tron ngoai tiép cac tam giac
MCE,NBF. BU giao CV tai X. Chiitng minh rang AX 1 PQ.

Ching minh. Ta ¢c6 AABP ~ AMBC nén BP - BM = BA - BC.

Mat khac ljg:ig nén ig:BCB—i—CAC :g—g. Do d6 BQ - BE = BA- BC.

Xét phép nghich dao déi xing F = S, o Z5ABC.

F:A+ C, P+ M,Q <+ E.Suyra (APQ) < (CMFE). Goi Y la tam dudng tron ngoai tiép tam
giac APQ thi hai dudng BY, BU ding giac trong ZABC.

Chitng minh tuong tuw, CY,CV dang gidc trong ZACB. Suy ra X va Y lien hop ding gidc trong
tam giac ABC, suy ra AX, AY ding giac trong ZBAC. Ma AU la dudng nbi tam dudng tron ngoai
tiép vai dinh A ctia tam gidc APQ nén AX 1a dudng cao clia tam gidc APQ. Vay AX 1 PQ. O

Bai 5. Cho tam giac ABC va hai diém P, Q lien hop ding gidc. Chitng minh rang anh ctia P,Q qua
hop ctia phép nghich ddo tam A, phuong tich AB - AC va phép dbi xting qua phan giac géc A cing 1a
hai diém lien hop ding gidc trong tam gidc ABC.



Chitng minh. Goi F = S, o T4BAC,

Taco F: P+ P,Q <« Q.

Do d6 AAPB ~ ANACP', ANAQB ~ NACQ'.

Suy ra ZACP' = /APB, /ACQ' = /AQB.

Ta ¢6 /BCP' = /ACP' — Z/ACB = /APB — /ACB = /PAC + /PBC = /BAQ + ZABQ =
180° — LAQB = 180° — ZACQ'. Suy ra hai duong CP',CQ’ ding gidc trong ZACB. Ma AP’, AQ'
ding gidc trong ZBAC nén P’ va Q' lien hgp dang giac trong tam giac ABC. O
Bai 6. (Serbian MO 2013) Cho tam gidc ABC noi tiép dudng tron (O). Gia st duong tron Euler ctia
tam giac ABC' va duong tron (BOC) cit nhau tai hai diém X, Y. Chitng minh ring AX va AY ding
giac trong LBAC.

Chaing minh. Goi M, N lan lugt 13 trung diém ctia AC, AB, H la hinh chiéu ctia A trén BC, A’ la
diém déi xiing v6i A qua O.

Ta ¢c6 NANAHB ~ NACA' nén AH - AA' = AB - AC. Suy ra AH - AO = %AB -AC =AM - AB =
AN - AC. .

Xét phép nghich dio dbi xitng F la hop clia phép nghich ddo tam A, phuong tich §AB -AC va
phép dbi xiing qua phan giac ZBAC.



F:M© B, N C,0« Hnen (MNH) < (BOC). Do (MNH) giao (BOC) tai hai diém X,Y
nén X <+ Y. Suy ra AX vi AY déng giac trong ZBAC. O
Nhan xét. Trong nhitng bai toan xuat hieén dudng tron (BOC) va dudng tron Euler ta c6 thé chon
1 I P P
phuong tich §AB - AC' vi ¢6 the bién (BOC) thanh duong tron Euler cia tam giac ABC. Néu xuat
hién (BHC), ta c6 thé chon phuong tich AB - AC, (BOC) sé bién thanh duong tron (BHC).
Bai 7. Cho duong tron (O) ngoai tiép tam giac ABC. Mot dudng tron w nam trong tam giac ABC

tiép xtc véi cac canh AB, AC lan lugt tai L, K va tiép xic ngoai v6i (BOC). Chitng minh réing LK
chia doi AI véi I 13 tam dudng tron noi tiép tam gidc ABC.

Chitng minh. Goi (E) la dudng tron Euler ciia tam giac ABC.
P 1

Xét phép nghich ddo d6i xing F la hgp ctia phép nghich ddo tam A, phuong tich §AB - AC va
phép dbi xiing qua phan giac ZBAC.

Theo bai toan , F: (BOC) « (FE). Do w tiép xuc véi (BOC), AB, AC va nam trong tam giac
ABC nén anh clia w qua F la dudng tron tiép xtc véi AB, AC, (F) va nam ngoai tam giac ABC hay
anh ctia w chinh 13 dudng tron bang tiép (I,) ctia tam gidac ABC. Goi K', L' 1an lugt la tiép diém ciia
(I,) v6i AB, AC. Ta c6 w tiép xtc v6i AC, AB lan lugt tai K/, L' néen F : K <> K', L <> L.

Goi M la giao ctia LK v6i AI. Ta c6 ti giac LMI,K' noi tiép nén AM - Al, = AL - AK' =

1 1 1
AK - AK' = §AB -AC = §AI - Al,. Suy ra AM = §AI. Ta ¢6 dpem. O

Nhan xét. Ban doc c6 thé tim thay 15i giai khac tai [2].

Bai 8. (drmzjoseph) Cho tam giac ABC noi tiép duong tron (O). Dudng tron (BOC) cit AC, AB lan
lugt tai P,Q. Ké AK 1 BC. Chiing minh ring P, K, Q thing hang khi va chi khi (K, KA) tiép xic
véi (BOC).



Chitng minh. Goi (E) la dudng tron Euler ctia tam giac ABC), tryc tam H. Cac duong cao BB',CC".
P 1
Xét phép nghich ddo do6i xing F la hgp ctia phép nghich dédo tam A, phuong tich QAB - AC va

phép dbi xiing qua phan giac ZBAC.

Ta biét rang F: (BOC) « (E), AC <+ AB. Do (BOC) giao AC tai P nén P «» C’, tuong tu
Q < B'. Nhu vay P, K, Q thing hang khi va chi khi A, B’,C’, O dong vien hay ZAOH = 90°.

Lai ¢6 O < K, do d6 (K,KA) + d la dudng trung truc ciia AO. Suy ra (K, KA) tiép xic v6i
(BOC) khi va chi khi d tiép xic véi (E).

Bai to4n trd thanh ching minh ZAOH = 90° khi va chi khi d tiép xtc véi (F).

Goi I, M lan lugt 1a trung diem AH, AO. Ta c6 IMOEF la hinh binh hanh. Do d6 ZAOH = 90° khi
va chi khi TMOE 1 hinh chit nhat, diéu nay tuong duong IM la trung tric ciia AO va LEIM = 90°
hay trung tryc ctia AO tiép xtc véi (F) tai I. Bai toan duge chiing minh. O

Bai 9. (RMM 2011). Cho tam gidc ABC noi tiép dudng tron (O). Mot duong thing | thay déi song
song véi BC, cat canh AB, AC lan lugt tai D, E, cat (O) tai K, L sao cho D nam giita K va E. Duong
tron (J1) tiép xtc v6i cac doan thing KD, BD va tiép xic trong véi (O), (J2) tiép xic v6i cac doan
thang LE,CFE va tiép xtc trong véi (O). Chitng minh ring khi [ chuyén dong thi giao clia hai tiép
tuyén chung trong ctia (J1) va (Jo) chuyén dong trén mot dudng thang c¢b dinh.



Chaing minh. Trong bai toan nay ta thay yéu t6 DFE || BC. Tt d6 AD - AC = AE - AB = k. Ta nghi
t6i phép nghich déo déi xing F = S;, o Zk.

F:D&C, E B. Do ds DE < (0).

Ta xét xem anh ctia (J1) va (J2) qua phép nghich d4o déi xiing nay. Can x4c dinh chinh xac anh
vi ¢6 nhiéu dudng tron tiép xic v6i DE, AB, (O) va DE, AC, (O).

Do (/1) tiép xtic v6i DE va nam khac phia v6i A bd DE nén anh cta (J1) 1& mot dudng tron tiép
xtc trong vé6i (0). Lai ¢6 (Jy) tiép xtc trong v6i (O) nén anh cia (J1) nam khac phia véi A bd DE.
Cudi cung (J1) ndm ngoai ZBAC nén anh ciia (J;) cling phai ndm ngoai ZBAC. T céc gidi han mién
mat phang trén ta nhan thiy anh ctia (J1) chinh 1a (J2). Vay F : (J1) < (Jo). Suy ra AJ; va Ao
déng giac trong ZBAC.

Ké J1G L AB, JoH J/_l AC. GQiGT 1a giao clia hai tiép tuyén chung trong ciia (J1) va (J2). Ta c6

AL Ty
NAGJ; ~ NAHJ; nén A~ LH Tl
gidc ZBAC. Vay T chuyén dong trén mot dudng thing cb dinh. O

. Suy ra AT la phan gidc £J;AJy hay T nam trén phan

2 Phép nghich dao dbi xiing trong ti giac toan phan

Trén mit phang cho mot ti gidc toan phan ABCD.EF. Ta biét rang cic dudng tron (FAB),
(FCD), (EAD), (EBC) dong quy tai mot diém M goi la diém Miquel clia t gidc toan phan
ABCD.EF. Vi M la diém ddng quy ciia cac dudng tron trén nén M la tam ciia phép vi tu quay
bién AB thanh CD, FD thanh BE (xem [3]).

Nhu vay ta thu duge AMBC ~ AMAD, AMFB ~ AMDE.

Tu d6 dé thay MA- MC = MB-MD = ME - MF = k dong thoi cac goc ZAMC, Z/BMD va
/ZEMF c6 chung phan giac [y.

Nhu vay trong cac bai toan vé ti gidc toan phan, ta cé thé chon phép nghich ddo tam M, phuong
tich k hop v6i phép ddi xiing qua phan giac [y;.

F=§,0I A+ C, B+ D, E+ F



D

Dé minh hoa cho phép bién hinh nay ching ta dén v6i mot s6 vi du sau.

Bai 10. (Duong tron Miquel). Cho tit gidc toan phan ABCD.EF, M 1a diém Miquel. Goi O1, Os, O3, Oy
lan lugt 1a tam dudng tron ngoai tiép ciia cac tam giac FAB, FCD,EAD, EBC. Chiing minh ring
M, 01,042,053, 04 cung thudéc mot dusng tron.

Chitng minh. Xét phép nghich dio déi xing F = Sj,, o Z¥,
A~C, B+ D, E+ F.
Do d6 (01) <+ CD, (O3) <> AB, (0O3) <» BC, (O4) <> AD.



Vi tam ctia dudng tron qua tam nghich ddo bién thanh diém déi xing v6i tam nghich dio qua
dudng thing 4nh nén anh ciia O1, Oz, O3, 04 lan lugt 1a diém déi xtng ctia M qua CD, AB, BC, AD.
Lai c6 hinh chiéu ctia M trén 4 canh AB, BC,CD, DA cing nim trén dudng thing Simson d ctia M
ting véi 4 tam giac FAB, FCD, EAD, EBC do dé cac diém déi xiing véi M qua 4 canh ti gidc ABCD
nim trén dudng thang anh ciia d qua phép vi tu tam M, ti s6 2 (duong thing Steiner clia tit gidc toan
phan). Vay M, O, 02, 03,04 cung thudoc mot duong tron. O

Nhan xét. Tuy riang ta c6 thé chitng minh bai toidn chi bing phép cong goéc hoic duong thing
Simson dao, 15i giai trén cho ching ta mot cai nhin kha tha vi: duong tron Miquel va duong thing
Steiner la dnh cilia nhau qua phép nghich ddo doi xing tam M.

Tiép theo ta xét truong hop ti giac ABC'D noi tiép.

Bai 11. Cho tit giac toan phan ABCD.EF sao cho tit giac ABCD noi tiép duong tron (O). Chiing
minh ring diém Miquel M ciia tit giac toan phan ABCD.EF la hinh chiéu ctia O trén EF.

Chitng minh. Ta thay /ZEMA+ /FMA = ZADC + ZABC = 180° nén M nam trén EF. Xét phép
nghich déo déi xting F' = Sj,, 0Zk, : A <> C, B <+ D. Do d6 (O) dugc giit nguyén qua F. Diéu nay
ching t6 O nam trén phan gidc ZEMF hay OM | EF. O

Nhan xét. Ta c6 thé chiing minh thém &nh ctia O qua phép trén la giao diém ctia AC va BD.
That vay, vi OA = OB,0C = OD va MO la phan giac ZDMB va ZAMC nén cac tit gidc M AOC,
MBOD noi tiép. Goi giao diém ctia MO véi CA la P thi MO - MP = MA- MC. Tuong tu suy ra
MO, AC, BD doéng quy tai P.

Dong thoi MO -MP = ME - MF nén O 1a trige tam tam giac EPF. Ta thu duge dinh 1y Brocard
noi tiéng.

Bai 12. Cho tit giac toan phan ABCD.EF v6i M la diém Miquel. Gia st ton tai hai diém P va Q
lien hgp dang gidc trong tit giac ABCD. Chitng minh ring P va @ la 4nh ciia nhau qua phép nghich
déo déi xing F = S, o IF,.
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Chitng minh. Goi X,Y, Z,T lan lugt 14 hinh chiéu cia P tréen AB, BC,CD,DA. Do P va @ lién hop
déng giac trong ti gidc ABCD nén t giac XY ZT noi tiép duong tron cé tam la trung diém PQ.

Ta ching minh /FPB = ZEPD.

That vay, /FPB = /FPY — /BPY = /FTY — /BXY; /EPD = /EPZ — /DPZ = /EXZ —
/LDTZ.

Do d6 /ZFPB = ZEPD khi va chi khi /FTY — /BXY = /EXZ — /DTZ.

Diéu nay tuong dwong LFTY + /DTZ = /EXZ + £/BXY hay £ZTY = /ZXY, hién nhién
dang.

Goi @' 1a 4nh ciia P qua phép nghich ddo dbi xing F = Sj,, o Z¥,.

Taco MP-MQ' = ME-MF =MB-MD néen AMQ'D ~ AMBP, AMQ'F ~ AMEP. Suy ra
/DQ'F = /MQ'D+/MQF = /MBP+/MEP = 360°~/EMB—/BPE = 180°~/DPF+/DCF.

Lai ¢c6 ZDQF =180°—-/DFQ - /FDQ = 180° - /PFC - /PDC =180°—- /DPF+ /DCF. Do
d6 /DQF = /DQ'F. Chitng minh tuong ty, ZDQC = /DQ'C, ZCQF = ZCQ'F. Suy ra Q' = Q.
Ta c6 dpcm. O

Nhan xét. Néu tit giac ABCD ngoai tiép dudng tron (I), ta thay I lién hop dang giac véi chinh
né trong ti gisgc ABCD. Do d6 MI?> = MA-MC =MB-MD = ME - MF va MI = 1ly.

Bai 13. Cho tit gidc ABCD ngoai tiép duong tron (I). Goi E, F lan lugt 1 giao diém ciia cac cap
dudng thang AB,CD va AD,BC. M la diém Miquel ctia ti gidc toan phan ABCD.EF. P la diém
théa man PI 1a dudng phan gidc cia ZEPF. Goi Q 1a anh clia P qua phép nghich dio dbi xting
F =8y, o I¥,. Chiing minh ring tt gidc BPDQ ngoai tiép.
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Chitng minh. Ta c6 £LDQI = ZDMI + /ZMDQ + ZQIM = ZDMI + /MPB+ /Z/MPI = /ZDMI +
/ZBPI. Chtng minh tuong tu, Z/ZBQI = ZBMI + Z/DPI nén /DQI = /BQI.

Goi L, K lan lugt 1a giao diém ctia BQ v6i DP, DQ v6i BP. Do M la tam ctia phép vi tu quay
bién BQ thanh PD nén M la diém Miquel cla ti gidc toan phan LQKP.BD.

B

Dung dudng tron w tam I tiép xtc vdi hai canh PL, PK. T Q ké hai tiép tuyén QL', QK’ t6i w. QL'
cit BP tai B', QK' cit DP tai D'. Goi M’ 1a diém Miquel clia t gidc toan phan QK'PL’.DB. Theo
nhan xét trén ta c6 M'I 1a phan giac ZQM'P va M'I?> = M'P - M'Q. Suy ra M'Q = M'Q . M1 =

'2 ' M'P ]\g’] M'P
QI

N 2 z I
P Do d6 M’ nam trén duong tron Apollonius A\ ctia doan thang QP tng véi ti s6 Q—Z Do M'I 1a

A S I?
phan giac ZQM'P nén trén PQ lay diem S sao cho Sg = % thi M’ 1a giao ctia 1.S v6i .
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Lai c6 MI?> = MP - MQ va MI la phan giac ZPMQ@ nén ching minh tuong tu ta ciing c6 M la
giao ctia IS v6i A hay M’ = M.

Diéu nay nghia la (DLQ) va (D'L'Q) c6 giao diém thit hai 14 M. Nhung diéu nay khong xay ra vi
hai dusng QL', QD' dang giac trong ZDQL nén (D'L'Q) tiép xtc v6i (DLQ). Vay L' = L, tuong t
K' = K. Ta thu dugc tit gidc DK PL ngoai tiép. Suy ra tit giac BPDQ ngoai tiép. O

Bai 14. (Tran Minh Ngoc) Cho tit gidc ABC D ngoai tiép duong tron (O). Goi E, F lan lugt la giao
diém ctia cac cap duong thing AB,CD va AD, BC. P la diém théa man PO la dudng phan gidc ciia
/EPF. Chiing minh rang PO ciing la duong phan giac cia ZAPC va Z/BPD.

F

Chitng minh. Theo bai toan 13, néu ta goi @ 1a anh ctia P qua phép nghich do déi xing F = S;,, oZ¥,
thi BP, BQ ding giac trong ZABC. Dyng diém D’ sao cho AP, AQ va CP,CQ lan lugt la cap lien
hop dang giac trong ZD'AB va £D'CB. Khi dé6 P va @ lien hgp déng giac trong ti gihc ABCD'. Goi
M’ 1a diém Miquel ctia tit giac ABCD'.

Theo bai téan 12 ta c6 phép nghich ddo déi xting tam M’ 1an lugt bién A thanh C, Q thanh P nén
AM'AQ ~ AM'PC hay M’ 1a tam citia phép vi tut quay bién doan thang AQ thanh PC.

Mat khac, AMAQ ~ AMPC nén M ciing 1a tam ctia phép vi tu quay bién doan thing AQ thanh
PC. Do dé6 M'= M.

Goi F’ 1a giao ctia D'A v6i FB suy ra (AF'B) giao (AF B) tai M. Diéu nay chi xay ra khi va chi
khi F' = F. Tuong tu suy ra D’ = D. Vay hai diém P, Q lien hgp déng giac trong tit gidc ABCD.
Theo 15i gidi bai 12, /ZFPB = ZEPD, do d6 PI dong thai 1a phan gidc cia ZEPF. Tuong tu, PI
ciing la phan giac cia ZAPC. O

Dé két thic phan 2 ching ta dén v6i mot két qua rat thi vi sau.

Bai 15. (Tran Quang Hung) Cho tit gidc toan phan ABCD.EF sao cho tit gidc ABCD ngoai tiép.
Goi M la diém Miquel. Chiing minh ring phép nghich ddo tam M bién 4 dinh ctia ti giac ABCD
thanh 4 dinh ctia mot ti giac ngoai tiép.

Chaing minh. Ta c6 thé chon phuong tich bat ki vd do phép dbi xing qua phan giac I, khong lam
thay doi tinh chat ctia phép nghich ddo nén xét F = S, o I}‘Q : A+ C, B+ D. Nhuvay qua F,
cac dinh cta tit gidc ABCD trao déi cho nhau. Do dé trong truong hop k bat ki, &nh ciia céc dinh
A, B,C, D la cac dinh clia mot t1 giac ngoai tiép. O
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Nhan xét. Bai toan da dudc tac gia nghién cttu trong mot bai viét khac véi 16i giai so cap hon,
ban doc c6 thé tim thay tai [4].

Nhu vay cau hinh diém Miquel ciia ti gidc toan phan cung cip cho ta mot phép nghich dio déi
xting kha tha vi. Nhitng ing dung khéac clia phép bién hinh ndy dang chd ban doc kham pha.

3 Bai tap

Bai 16. Cho tam gidc ABC noi tiép duong tron (O) c¢6 B,C c¢b dinh, A chuyén dong. Dung dutng
tron wy qua A, C va tiép xic v6i AB, dudng tron wy qua A, B va tiép xic v6i AC. wy giao wy lan thit
hai tai P. Chting minh ring AP luén di qua mot diém c6 dinh.

Bai 17. (Nguyén Van Linh) Cho tam giac ABC noi tiép duong tron (O). Phan giac AD, M la trung
diém BC. Dudng thang qua D vuong goc véi BC cit AM tai J. Chting minh ring khi A chuyén dong
tren cung BC, duong tron (J,JD) luon tiép xic véi mot dudng tron ¢6 dinh.

Bai 18. Cho tam gidc ABC noi tiép duong tron (O). Goi X la tiép diém ctia dudng tron A-mixtilinear
noi tiép v6i (O). Chitng minh rang hai duong tron A-mixtilinear noi tiép ciia cic tam giac ABX, ACX
tiép xic nhau.

Bai 19. Cho tam giac ABC véi tryc tam H. Duong tron noi tiép (1) tiép xtuc véi BC tai D. Ké
HE | AD. Goi M la trung diéem AH. MFE cat AI tai F. Ching minh ring (F, FE) tiép xic véi
(BHO).

Bai 20. Cho hai duong tron (O;) va (O2) giao nhau tai A va B. Tiép tuyén tai A cta (Oy) cat (O2)

tai C, tiép tuyén tai A ctia (O2) cat (O1) tai D. Goi I, I 1an lugt 1a tam dudng tron noi tiép cac tam
. N 1 1 1

i4c ABC,ABD. I115 cat AB tal E. Chu inh ra —_— = 4 —.

giac C, 112 ca ai Chiing minh rang 1E =~ Ac + 1D

Bai 21. (ARMO 2011- md rong) Cho tam giac ABC ndi tiép duong tron (O). Goi N la diém chinh
gitta cung BAC, M la diém bat ki ndm trén trung truc BC, I, I 1an lugt 1a tam dudng tron noi tiép
cac tam giac AM B, AMC. Chitng minh riang A, N, I, I cing thuéc mot dudong tron.

Bai 22. (IMO 2014) Cho tt gidc ABCD c6 cac goc B va D vuong. AH 1a dudng cao tam gidc ABD.
S, T lan lugt thuoec AB, AC théa man /BSH + /SCH = /DTH + /TCH = 90°. Chiing minh dudng
tron ngoai tiép tam gidc (HST) tiép xtc véi BD.

Bai 23. (ELMO 2014) Cho tam giac ABC nai tiép (O) vé6i truc tam H. Goi wy va ws lan lugt la duong
tron ngoai tiép cac tam giac BOC va BHC'. Gia stt duong tron duong kinh AO cét wy tai M, AM cat
w1 tai X. Duong tron duong kinh AH cit wy tai N, AN cit ws tai Y. Chitng minh rang M N || XY.

Bai 24. Cho tam giac ABC noi tiép (O) c6 LA = 60°. Dudng thang d qua O song song v6i BC' cit
(O) tai hai diém M, N. AM, AN cit BC lan lugt tai X,Y. Chiing minh ring (AXY) tiép xtic v6i
(BOC).

Bai 25. (Baltic Way 2006) Cho tam giac ABC. Goi By, C1 lan lugt 1 trung diem AC, AB. Goi P la
giao diém khac A clia hai duong tron (ABB;) va (ACC). Dudng thang AP cit (AB1C1) lan thtt hai
tai P;. Chitng minh ring 2AP = 3AP;.

Bai 26. (Morocco MO 2015) Cho tam gidc ABC noi tiép duong tron (O). Goi T la giao clia dudng
tron (BOC) véi duong tron qua A, C' va tiép xic v6i AB. OT cat BC tai K. Chiing minh riang AK
tiép xic véi (0).

Bai 27. (Nguyén Van Linh) Cho tam giac ABC noi tiép dudng tron (O). Goi M la trung diém BC,
K 1a hinh chiéu ctia A trén BC. OK cat AM tai G. Ching minh ring G nim trén truc dang phuong
ctia duong tron (BOC') va dudng tron Euler ctia tam gidc ABC.
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Bai 28. Cho tam giac ABC noi tiép duong tron (O), cac tam bang tiép I, I.. Mot day cung PQ cla
(O) song song v6i BC. AP cat BC tai R. Ching minh rang Z/I,RI. + ZI,QI. = 180°.

Bai 29. Cho tam gidc ABC noi tiép dudng tron (O). M la trung diem BC. X la mot diém bat ki
nam trén AM. BX,CX lan luct cat AC, AB tai D, E. Goi O1, O3 lan lugt 1a tam dudng tron ngoai
tiép cac tam giac ABD, ACE. 0105 giao DE tai P, (X, X A) giao (O) lan thit hai tai Q. Chiing minh
rang AP, AQ dang giac trong /BAC.

Bai 30. Cho tt giac ABCD noi tiép duong tron (O). AB giao C'D tai E, AD giao BC tai F. Goi
01, 03,03,04 lan lugt 1a tam dudng tron ngoai tiép cac tam gidc FAB, FCD,EAD, EBC. Chiing
minh rang O, O1, 02, O3, 04 cuing thuoc mot dudng tron.

Tai licu
[1] Nguyén Van Linh, Chudi bai todn vé ho duong tron di qua diém cé dinh, Euclidean Geometry Blog.

https://nguyenvanlinh.wordpress.com/2015/04/10/circles-pass-through-fixed-point /

[2] Nguyén Van Linh, Dudong tron mixtilinear, Euclidean Geometry Blog.
https://nguyenvanlinh.wordpress.com/2013/11/23 /mixtilinear-circles/

[3] Nguyén Van Linh, Phép vi tu quay, Euclidean Geometry Blog.
https://nguyenvanlinh.wordpress.com/2015/10/20/spiral-similarity /

[4] Nguyén Van Linh, Duong tron tiép xic trong ti gidc ngoai tiép, Euclidean Geometry Blog.
https://nguyenvanlinh.wordpress.com/2014/08/27 /tangent-circles-in-circumscribed-quadrilateral /

[5] AoPS topic (AEF) passes through a fized point on A-median.
http://www.artofproblemsolving.com/community/c6h545085p4747697

[6] AoPS topic Intersection of circumcircles of MNP and BOC.
http://www.artofproblemsolving.com/community /c6h528741p3014518

[7] AoPS topic RMM2011, P 3, Day 1 - Determine the locus as line varies.
http://www.artofproblemsolving.com/community /c6h393650

[8] AoPS topic Own invention.
http://www.artofproblemsolving.com/community /c6h1082074p4761696

[9] AoPS topic MN goes through fized point.
http://www.artofproblemsolving.com/community/c6h619483p4988467

Email: Nguyenvanlinhkhin@gmail.com

15



