LỜI GIẢI BÀI TOÁN 3 TRONG ĐỀ THI CHỌN ĐỘI TUYỂN VMO TỈNH PHÚ THỌ

Bài 3. Cho hai đường tròn 
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 cắt nhau tại A và B. Các tiếp tuyến tại A và B của đường tròn 
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 cắt nahu tại K. Xét M (không trùng với A và B) nằm trên đường tròn 
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. Gọi P là giao điểm thứ hai của MA với đường tròn 
[image: image5.wmf](

)

2

O

. Gọi C là giao điểm thứ hai của MK với đường tròn 
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. Gọi Q là giao điểm thứ hai của CA với đường tròn 
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. Gọi H là trung điểm của PQ.
       a) Chứng minh rằng ba điểm M, H, C thẳng hàng.

       b) Chứng minh rằng giao điểm của các tiếp tuyến tại P và Q của đường tròn 
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 thuộc một đường thẳng cố định khi M thay đổi trên 
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Lời giải

a) Chứng minh ba điểm M, H, C thẳng hàng.
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 Cách 1. Gọi N là giao điểm của MC và PQ. Ta cân chứng minh N và H trùng nhau.

Thật vậy, dễ dàng chứng minh được 
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 nên ta được 
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Do tứ giác ABQP và ACBM nội tiếp nên 
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, suy ra tứ giác BQNC nội tiếp đường tròn, do đó ta được 
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. Lại có 
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=

 nên hai tam giác NQB và MAB đồng dạng với nhau. Do đó suy ra 
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Ta lại có 
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, lại do 
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 nên 
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, do đó suy ra hai tam giác PNB và BCA đồng dạng. Suy ra ta được 
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. Kết hợp ba kết quả trên ta được 
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, do đó 
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 hay N là trung điểm của EF, do đó  và H trùng nhau hay ba điểm C, M, H thẳng hàng. 
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 Cách 2. Tương tự như trên ta có 
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. Từ A kẻ đường thẳng song song với MC cắt PQ tại I. Theo định lý Talest ta có 
[image: image27.wmf]NPEM

NIAM

=

 và 
[image: image28.wmf]NQCQ

NICA

=

. Tứ giác ACBM nội tiếp nên 
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, do đó ta được 
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Xét tam giác PMB và tam giác CQB có 
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 (cùng chắn cung 
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Suy ra tam giác PMB đồng dạng với tam giác CQB, từ đó suy ra 
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Do đó ta được 
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. Điều này dẫn đến 
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 hay N là qua trung điểm của PQ. 
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 Cách 3. Gọi N là giao điểm của CD và PQ. Ta có 
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Xét hai tam giác BMP và BCQ có 
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 nên 
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Từ đó suy ra 
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. Do đó ta được 
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Áp dụng định lí Menelaus cho tam giác PQA với ba điểm N, C, M thẳng thàng ta có  
[image: image45.wmf]NQMPCA

..1

NPMACQ

=


Kết hợp với 
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 ta được 
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 hay N là trung điểm của PQ.

b) Chứng minh giao điểm của các tiếp tuyến tại P và Q của đường tròn 
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 thuộc một đường thẳng cố định khi M thay đổi trên 
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	 Trước hết ta phát biểu và chứng minh bổ đề: Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O). Khi đó 
[image: image51.wmf]AB.CDAD.BC

=

 khi và chỉ khi đường chéo AC đi qua giao điểm của hai tiếp tuyến của (O) tại B và D. 

Chứng minh: Giả sử AC đi qua giao điểm của hai tiếp tuyến của (O) tại B và D. Gọi giao điểm đó là E. Khi đó dễ dàng chứng minh được 
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Mà 
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 nên 
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Lại giả sử 
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 và gọi E, E’ lần lượt là giao điểm của tiếp tuyến của (O) tại B và D với đường thẳng AC. Tương tự trên, ta chứng minh được 
[image: image58.wmf]CEDE'

=

 nên có được E trùng E’.

Từ đây ta thấy rằng bổ đề được chứng minh.

Gọi L là giao điểm thứ hai của AK với đường tròn 
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, khi đó L là điểm cố định nên BL là đường thẳng cố định. Ta sẽ chứng minh giao điểm T nằm trên đường thẳng BL. 
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 Cách 1. Từ B kẻ tiếp tuyến với đường tròn 
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 cắt PQ tại R. Khi đó ta có 
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Điều này dẫn đến hai tam giác PRB và MKB đồng dạng với nhau. Do đó ta được 
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Do hai tam giác PRB và MKB đồng dạng với nhau nên hai tam giác CBM và QBP đồng dạng với nhau. Mà hai tam giác CBM và PBQ nội tiếp trong hai đường tròn 
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. Do đó 
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 không đổi. Từ đó ta được 
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Giả sử tiếp tuyến tại L cắt PQ tại R’. Chứng minh tương tự ta được 
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Từ đó dẫn đến 
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 hay R và R’ trùng nhau. 

Xét hai tiếp tuyến BR, LR và cát tuyến RPQ ta có 
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. Và theo bổ đề trên ta có điều phải chứng minh.
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 Cách 2. Ta có 
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Tương tự ta có 
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Như vậy việc chứng minh 
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 tương đương với chứng minh 
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Để phép chứng minh được hoàn tất ta cần tìm được mối liên hệ giữa 
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 với hệ thức 
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. Do đó ta có 
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Mà 
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Như vậy ta có PQ đi qua R.
Theo bài toán phụ ta có điều phải chứng minh.
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