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Câu 1 (2.0 điểm). 

          Cho biểu thức 
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          a) Rút gọn biểu thức A.

          b) Tìm tất cả các giá trị nguyên của x để biểu thức A nhận giá trị nguyên.

Câu 2 (2.0 điểm). 

          a) Giải phương trình 
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)

(

)

(

)

(

)

+-+-=

2

x1x2x6x345x


           b) Tìm tất cả các cặp số nguyên 
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 thỏa mãn 
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 Câu 3 (1.0 điểm). 

           Cho các số nguyên x, y thỏa mãn 
[image: image5.wmf]+=
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:
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Câu 4 (3.0 điểm). 

          Cho hai điểm A và B phân biệt, lấy điểm C bất kì trên đoạn AB sao cho 
[image: image7.wmf]<<
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. Vẽ tia Cx vuông góc với AB tại C. Trên tia Cx lấy hai điểm D và E phân biệt sao cho 
[image: image8.wmf]==

CECA
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CBCD

. Đường tròn ngoại tiếp tam giác ADC và đường tròn ngoại tiếp tam giác BEC cắt nhau tại điểm thứ hai là H (H không trùng với C)

         a) Chứng minh rằng 
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 và ba điểm A, E, H thẳng hàng.

         b) Xác định vị trí của C để HC vuông góc với AD.

         c) Chứng minh rằng khi C thay đổi thì đường thẳng HC luôn đi qua một điểm cố định.

Câu 5 (1.0 điểm).

          Cho ba số thực không âm x, y, z thỏa mãn điều kiện 
[image: image10.wmf]++=
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. Chứng minh rằng:
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Câu 6 (1.0 điểm).

          Trên mặt phẳng có năm điểm phân biệt sao cho không có ba điểm nào thẳng hàng và không có bốn điểm nào cùng thuộc một đường tròn. Chứng minh rằng tồn tại một đường tròn đi qua ba trong năm điểm đã cho và hai điểm còn lại có đúng một điểm nằm trong đường tròn.

Phân tích và hướng dẫ giải
Câu 1. Cho biểu thức 
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a) Điều kiện xác định của biểu thức A là 
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b) Với 
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 và 
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 thì ta được 
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. Do x nguyên nên để A nhận giá trị nguyên thì 2 phải chia hết cho 
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+ Với 
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, khi đó ta được 
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+ Với 
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, khi đó ta được 
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+ Với 
[image: image24.wmf]-=Û=Û=

2x1x1x1

, khi đó ta được 
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 + Với 
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, khi đó ta được 
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Kết hợp với điều kiện xác định ta được x nhận các giá trị nguyên là 
[image: image28.wmf]0;1;9;16

.
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 Câu 1 là bài toán liên quan đến rút gọn biểu thức chứa căn, đây là bài toán dễ nhất trong đề thi. Tuy nhiên cũng cần phải tìm điều kiện xác định chính xác để khi lấy hết các giá trị x tìm được. 

Câu 2 (2.0 điểm). 

a) Giải phương trình 
[image: image30.wmf](
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 Phân tích. Chú ý rằng 
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. Do đó ta viết được phương trình thành 
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. Chú ý rằng nếu 
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 thì ta chia hai vế của phương trình cho x, khi đó ta được 
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. Đến đây ta chỉ cần đặt 
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 thì ta đưa được phương trình về phương trình bậc hai ẩn t. 
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 Lời giải. Nhận thấy 
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 không phải là nghiệm của phương trình.

Xét 
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, khi đó phương trình đã cho tương đương với 
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Đặt 
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 thì phương trình trên trở thành 
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+ Với 
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Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là 
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b) Tìm tất cả các cặp số nguyên 
[image: image49.wmf](
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 thỏa mãn 
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 Phân tích. Bài toán cho trong câu b là một dạng của bài toán phương trình nghiệm nguyên. Trước khi đưa ra các đánh giá phụ hợp ta biến đổi phương trình trước. 

Ta có phương trình được viết lại thành 
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. Từ phương trình ta nhận thấy do x, y là các số nguyên nên ta được 
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. Để ý đến cơ số 4 của lũy thừa bên phải thì ta nhận thấy rằng nếu 
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 thì 
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 là số lẻ, còn nếu 
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 thì 
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 là số chẵn. Do đó ta đi xét các trường hợp của y để tìm nghiệm nguyên cho bài toán.
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 Lời giải. Phương trình đã cho tương đương với 
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Do x, y là các số nguyên nên từ phương trình ta suy ra được 
[image: image60.wmf]x0;y0
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+ Xét 
[image: image61.wmf]y0

=

, khi đó ta có phương trình 
[image: image62.wmf](

)

(

)

2

2

x11

x1x11x0

x11

ì

+=

ï

++=ÞÞ=

í

+=

ï

î

. Ta có 
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 là một nghiệm của phương trình.

+ Xét 
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 là số chẵn nên 
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 phải là số chẵn, do đó x phải là số lẻ.

Đặt 
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Khi đó ta được 
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Dễ thấy 
[image: image69.wmf]2
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 luôn là số lẻ nên từ phương trình ta thu được 
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. Từ đó ta tìm được 
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 là một nghiệm của phương trình.

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm 
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 Nhận xét. Có thể giải thích rõ hơn tại sao ta có thể suy ra được 
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       + Nếu 
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 thì ta suy ra được 
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       + Nếu 
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 Câu 3. Cho các số nguyên x, y thỏa mãn 
[image: image88.wmf]+=
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 Phân tích. Giả thiết bài toán cho x và y nguyên thỏa mãn 
[image: image91.wmf]+=
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, đây là một dạng phương trình nghiệm nguyên vô định và ta có thể tìm được nghiệm tổng quát của phương trình

Ta có 
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 thì ta được 
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Ngoài ra từ phương trình ta nhận thấy x và y trái dấu, do đó t viết lại được biểu thức H là 
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Để tìm được giá trị nhỏ nhất của biểu thức H ta biến đổi biểu thức H từ biến x, y sang biến t.

Ta có 
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Dễ thấy biểu thức H có bậc 2 nên chỉ cần xét các trường hợp 
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 là ta tìm được giá trị nhỏ nhất của biểu thức H.
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 Lời giải. Do x, y là số nguyên thỏa mãn 
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 nên ta suy ra được x và y trái dấu.

Ta có 
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Từ đó suy ra 
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+ Xét 
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Vậy ta có 
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Câu 4. 
	a) Chứng minh rằng 
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 và ba điểm A, E, H thẳng hàng.
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 Phân tích. Để chứng minh được 
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 ta đi chứng minh 
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Để chứng minh ba điểm A, E, H thẳng hàng ta cần chứng minh được 
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Để ý rằng ta đã có 
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, tuy nhiên điều này hiển nhiên vì tứ giác BCHE nội tiếp.
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+ Từ giải thiết ta có 
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Do đó ta có 
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+ Do tứ giác AHDC nội tiếp nên 
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Kết hợp với 
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 hay ba điểm A, E, H thẳng hàng.
b) Xác định vị trí của C để HC vuông góc với AD.
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 Phân tích. Từ 
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. Khi AD vuông góc với HC ta dự đoán C sẽ là trung điểm của AB. Muốn chứng minh được điều này ta cần chỉ ra được tam giác ABE đều hay ta cần chỉ ra 
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 Lời giải. Từ giải thiết 
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, do đó ta suy ra được 
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Mà ta lại có tứ giác BCHE nội tiếp nên suy ra 
[image: image147.wmf]·
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Điều này dẫn đến tam giác ABE đều, suy ra C là trung điểm của AB.

c) Chứng minh rằng khi C thay đổi thì đường thẳng HC luôn đi qua một điểm cố định.
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 Phân tích. Từ giả thiết của bài toán ta có 
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, điều này có nghĩa là H luôn thuộc đường tròn đường kính AB cố định. Mặt khác ta luôn có 
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. Như vậy khi C thay đổi thì H luôn nhìn một cung tròn không đổi trên đường tròn đường kính AB. Do A cố định nên cung tròn đó cố định hay HC đi qua điểm cố định.
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 Lời giải. Từ giả thiết của bài toán ta có 
[image: image152.wmf]·
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, do đó H luôn thuộc đường tròn đường kính AB cố định. Gọi I là giao điểm của HC với đường tròn đường kính AB. Mà ta có 
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. Suy ra khi C thay đổi thì H luôn nhìn một cung tròn AI không đổi. Do A cố định nên I cố định, do đó HC đi qua điểm I cố định.
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 Nhận xét. Bài toán hình không quá khó, tuy nhiên cần khai thác được giả thiết theo nhiều hướng khác nhau để có thể tìm ra lời giải. Chẳng hạn trong ý thứ nhất ta sử dụng giải thiết 
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 để chứng minh hai tam giác đồng dạng, còn trong hai ý còn lại thì ta sử dụng giải thiết 
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Câu 5. Cho ba số thực không âm x, y, z thỏa mãn điều kiện 
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. Chứng minh rằng: 
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 Phân tích. Quan sát bất đẳng thức ta thấy có thể viết lại được thành  
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        Để đơn giản hóa ta có thể đổi biến 
[image: image162.wmf]axy;byz;czx
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        Khi đó bất đẳng thức được viết lại thành 
[image: image163.wmf]ababc
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. Chú ý rằng giả thiết mới là 
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. Để ý đến vai trò của a và b trong bất đẳng thức cần chứng minh, ta dự đoán dấu bằng của bất đẳng thức xảy ra khi 
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        Như vậy ta thấy 
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, từ đó để ý đến đánh giá 
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        Hay ta có 
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Để làm xuất hiện 
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 bên vế phải ta nhân cả hai vế với 
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, khi đó ta được 
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. Chú ý đến đánh giá 
[image: image172.wmf](

)

2

ab4ab

+³

 ta có điều phải chứng minh.
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 Lời giải. Bất đẳng thức ta thấy có thể viết lại được thành 
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Đặt 
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. Khi đó từ 
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 ta được 
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Bất đẳng thức được viết lại thành 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 
[image: image179.wmf](
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Hay ta được 
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 nên 
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Mà ta lại có 
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 nên suy ra 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Dấu bằng xảy ra khi 
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 hay 
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Câu 6. 
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 Phân tích. Giả sử ta vẽ được đường tròn thỏa mãn yêu cầu bài toán. Khi đó để trong ba điểm C, D, E có điểm C nằm trong đường tròn và điểm E nằm ngoài đường tròn khi đó 
[image: image188.wmf]·
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, chú ý rằng nếu điểm E nằm khác phía với C, D so với AB thì so với E cũng có thể nằm trong hoặc nằm ngoài đường tròn. Do đó để đảm bảo điểm E luôn nằm ngoài thì ta cần các AB nhỏ nhất, lúc này thì các góc 
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 luôn là góc nhọn. Từ đó theo nguyên lý cực hạn ta có thể giả sử AB nhỏ nhất, khi đó bài toán được chứng minh.        

  
[image: image190.wmf]·

 Lời giải. Từ năm điểm A, B, C, D, E ta vẽ được 10 đoạn thẳng. Giả sử trong 10 đoạn thẳng đó thì AB có độ dài nhỏ nhất. Khi đó với ba điểm C, D, E còn lại có hai trường hợp xẩy ra.

+ Trường hợp 1. Cả ba điểm C, D, E cùng nằm trong nửa mặt phẳng có bờ là đường thẳng AB. Vì không có bốn điểm nào cùng nằm trên một đường tròn nên các điểm C, D, E nhìn đoạn thẳng AB dưới các góc nhọn khác nhau. Không mất tình tổng quát ta giả sử 
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. Khi đó vẽ đường tròn đi qua ba điểm A, B, D thì ta có điểm C nằm trong đường tròn và điểm E nằm ngoài đường tròn.
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+ Trường hợp 2. Ba điểm C, D, E nằm trên hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ là đường thẳng AB. Giả sử C, D nằm trên cùng nửa mặt phẳng có bờ AB. Vì không có bốn điểm cùng nằm trên một đường tròn nên C, D nhìn đoạn AB dưới các góc nhọn khác nhau. Không mất tình tổng quát ta giả sử 
[image: image194.wmf]·
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. Khi đó vẽ đường tròn đi qua ba điểm A, B, D thì ta có điểm C nằm trong đường tròn. Do điểm E nằm trên nửa mặt phẳng bờ AB còn lại và 
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AEB

 là góc nhọn nên E nằm ngoài đường tròn.

Vậy luôn tồn tại đường tròn thỏa mãn yêu cầu bài toán.
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