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Bai toan : ( Perron — Frobenius ) Moi ma tran vudng c tat ca cac phan tir déu duong c6 duy nhat mot gia
tri riéng vai cac thanh phan I6n hon 0; gi4 tri riéng tuwong tng c6 s6 boi bang 1 va c6 modun lén nhat trong
tat ca cac gia tri riéng

Chirng minh:
Gia st A= (a“) _ 1amot ma tran vudng c6 tét ca cac phan tir déu duong.

Nhan thay rang khang dinh cua bai toan tuong dwong véi viéc chi ra rang ton tai duy nhat v e [O;oo)n V=0
sao cho Av = Av v&i mot vo huéng 4 nao do. Hién nhién, do ma tran A c0 tat ca cac phan tir déu duong va

vector v c6 c4c thanh phan duong, A 1a mot s6 duong va déng thoi 1 = ” ” (tinh thuan nhat caa chuan

vl
Euclide )
Pat K =[0;00)" NS", trong d6 S" ={X=(%,%,,....X,):[x| =1} la m3t ciu don vi n chiéu. Khing dinh thix

nhét trong bai toén twong duong véi viecanhxa f:K > K, f(v)= c6 duy nhat mot diém bat dong.

Av
) , IAv] ‘
Ta can dén dinh ly anh xa co Banach trong ly thuyét khéng gian metric dé ching minh diéu vira phan tich
trén :

(Banach) Mot ham sb co bat ki trén mot khong gian metric day da ¢ duy nhat mot diém bat dong

Nhac lai rdng mot khng gian metric 1a mot tap X dugc trang bi mot anh xa &1 X x X —[0;0), goi la
metric, thoa man :

i) 6(x,»)=0 khivachikhi x=y

i) 5(x,y)=5(y,x) vai moi X,y e X

iii) 5(x,z)£5(x,y)+5(y,z) vai moi X,y,ze X

Mot khdng gian metric X duogc goi 1a ddy dii néu moi diy Cauchy déu c6 gigi han trong X .

Motanhxa f:X — X goilaconéu o(f(x),f(v))<cd(x,y) véimoi x=y, trong d6 ¢ la mot hang s

va 0<c<l.
Theo d6 ta can tim mot metric trén K sao cho f 1a anh Xa co theo metric d6. Ta xem xét metric Hilbert

duoc cho boi cong thire dudi day :

6(x,y)=In max—{;}

,trong d6 X = (X, Xprey X, ) VA Y =(¥p, Vs Y, ) €K
min{x}
Yi

D& dang chirng minh duoc rang &nh xa § néu trén thoa man céc tién dé i) va ii) cia mot metric, tién dé iii)

suy ra tir hai danh gia max{x }max{y‘}>max{x } va mm{x }mm{yi}gmjn{ﬁ}
YU z) )t )t g

Taching minh f 1a &nh xa co theo metric 6. Gia st X =(X, X,,.... X,), Y = (V1 Yoreens ¥, ) thudc K véi

X - C X + ot :
X#Y;néu o >0 voi i=12,.., n thi m_|n{—'}< %N T %Y Tt o max{ﬁ}
! yl alyl+a2y2+"'+anyn ! yi

That vay, bat dang thuc thir nhat suy ra tir su kign v, mln{ }< X,1=12,.,n vado x=y nénco it nhat
mot bat ddng thic 1a ngat. Lap luan tuong tu bit dang thuc thir hai suy ra tir sy kién

ymax{ }>x i1=12,..,n va mot danh gia la ngat.
Yi




Str dung danh gia néu & trén ta suy ra voi moichisd j,1<j<ntaco:
A%+t a,X, X .t a,X,

ajlyl +...+ajnyn <1< ajlyl +...+ajnyn

x| 2| by

max ajX +..+a;X, min auX +..+a;,X,
Pol@pYi et gy, PolapYi et gy,
<l<

o} glb

Tir dénh gié trén ta suy ra : 6(f(x), /(1)) <d(x, ) véimoi x=y thuoc K
Nhan thiy K la dong va nhung khong bi chan theo metric Hilbert . Bang cich dat K, 1a bao dong cua
f (K) theo metric Hilbert thi khong gian K, 1a dong va bi chan.

=

(1 (), ,
Do d6, dnh xa ¢: K x K —[0,0), ¢(x,y)= (féz) f)(y)) dat duoc gié tri 16n nhét ¢. Do ¢ that sy nho
X,y

hon 1 nén c¢<1.Diéu ndy chirarang f 1a mot &nh xa co trénK .
Str dung dinh Iy Banach ta tim duoc mot diém bat dong v cua anh xa f trén K |

Tiép theo ta can chi ra rang gié tri riéng twong (g véi vector v 16n hon modun cac gia tri riéng con lai.

bat r(A) la ban kinh pho ciia ma tran A, gia tri 1on nhat trong cac modun cua cac gié tri riéng. Goi 4 1a gia
tri riéng twong ung véi r(A) , |A|=r(4). Vi mi vector x ta ki hiéu || 1a vector trong d6 c4c thanh phan
la modun cua cac thanh phan cua x . Bang thoi véi hai vector x, y ta ki hiéu x>y néu mdi thanh phan cua
x 16n hon thanh phan twong ng cua y . Néu ta goi u 1a vector riéng twong (ng voi gia tri riéng A thi

|Av| =|2|]v] . Tur bt dang thic tam gidc ta suy ra Ajv| = |Av|=r(A)|v|. Diéu nay kéo theo rang tap

K, ={ul|u|=2u>0,Au=r(A)u} khong réng. Do A c6 tit ca cac phan tir duong nén A(Au—r(A)u)=0
véi moi ue K, nén A(Au)=r(A)(Au) véi moi ueK,, diunay chiraring f(K,)cK,.Do K, déng va
bi chan nén khi ta xét thu hep cua anh xa f trén K, ta thu duwoc mot diém bat dong, do K, K nén diém
bt dong nay chinh 1a diém bt dong va ta da chi ra ¢ phan dau cua ching minh . Do d6 r(A) la gia tri riéng
duong duy nhat ciaa ma tran A.

Khong thé tdn tai mot gid tri riéng A khac dé |4 =r(4), néu nguoc lai thi v6i & >0 di nhé matran A—el,
s& ¢0 tat ca cac phan tir déu duong, nhung gia tri riéng duong r(A)—e s& nho hon trj tuyét déi cua gid tri

riéng A—e, diéu ndy mau thuin véi gia thiét cua. Két thic chang minh.
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