Bai toan dem cac cau hinh doi xing
Truong Phuac Nhan, 15/02/2018
1.Dit vén dé:
Bai toan 1: Xét mot hang nam 6 vudng nhu sau :

Hoi c6 bao nhiéu cach td mau cac 6 vudng bang n mau cho trudc ?
Do mdi 6 vudng cé thé duoc td bang mot mau bat ki trong s n mau, nén co tat ca n® cach td mau tat ca.
Vidu:

A|B|C|D|FE

trong d6 A, B,C, D, E 1a naAm mau nao do.
Bay gio ta gia st rang ta duoc phép xoay hang nim 6 vudng nay 180°, va hai cach t6 mau duoc coi la
tuong dwong nhau néu ta ¢6 the thu dugc céch to mau nay tir cach td mau kia bang phép quay 180°.

Mot phén tich ngay tho ma ta c6 thé nghi ra cho viéc dém s céc cach t6 mau khong tuong duong trong

truong hop nay 1a do mdi phép t6 mau déu tuong dwong voi chinh xac mot phép td mau khac nén sé phép td
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mau khong tuong duong 1a % . RG rang ly luan nay la khong dang bai vi % khoéng phai ludn luén la mot

s nguyén. Van dé ¢ day 1a c6 mot s6 phép t6 mau s¢ khong bi thay ddi qua pheép quay 180°, va that vay
phép td mau sau chinh Ia phép td mau bat bién qua phép quay ma ta dé cap dén :

A|lB|C|B| FE

trong 46 A, B,C 1a ba mau ndo d6. D& dang tinh toan duoc rang tat ca n® cach td mau bat bién qua phép

quay 180°.
Do do:

S6 cach t6 mau khong tuong duong = % S6 phép t6 mau bi thay d6i qua phép quay 180°
+ Sb phép t6 mau khong bi thay dbi qua phép quay 180°
1l 3
= E(n —n°)+n
1 5 3
= E(n +n°)

Tiép theo, ta xét theo mot vi du ciing kha tha vi vé chi dé t6 mau c&c cau hinh c6 tinh chat dbi xang sau
Bai todn 2: Xét mot bang 6 vudng kich thudc

Hoi c¢6 bao nhiéu cach dé ta c6 thé t6 mau cac 6 vudng cua bang trén bang cac mau xanh, do, vang ?

Trudce khi di sdu vao giai quyét van de trén ta sé khai quat qué dang chung cua cac bai toan nay nhu sau:
Cho X la mot tap hitu han, G Ia mot nhém con ciia nhom déi xing S, va C la mot tap khac (c6 thé vo
han) ma ta goi la tap cac “mau”. Mot phép td mau cua X la mot ham f : X — C. Ta s€ ndi hai phép td mau

f va g 1a trong duong nhau, ki hiéu f ~ g, néu nhu ta tim dwoc mot phan tir 7 € G sao cho
g(7(x))=/(x) véimoi xe X . Taco thé viét lai diéu kién nay mot cach ngan gon hon nhu sau z.g = f .

Muc dich ciia ching ta la nghién ctiu cac thire dé xac dinh sé cac phép té mau khong twong duong nhau ?
Trong bai todn cuata X la tap bon 6 vubng cia mot ban co kich thudc 2x2 duge danh so:

1|2

3|4




bat C={r,b,y} latép cac mau do, xanh, vang.
Mot phép t6 mau cia X khi d6 sé ¢ dang, mét vi du,

r|b

ylr

Cach t6 mau trén tvong ung véi ham f : X —C cho bsi f(1)=r,f (2)=b,f 3)=y,f @)=r .

C6 nhieu cach khéc nhau dé ta cd thé dinh nghfa sy twong duong cua hai phép t6 mau hay néi cch khac la
chon ra mét nhom céc hoan vi G . Trén thuc té ta quan tdm xem xét dén cac nhom doi xarng sau:
1) G, chi bao gom hoan vi dong nhat (1)(2)(3)(4), hai phép t6 mau duoc coi la trong dwong néu chiing
bang nhau theo nghia thong thuong.
2) G, lanhém sinh bai hai phan tir (1)(2)(3)(4) (phén tir don vi) va (1, 2)(3,4) (phan tu dbi xang thang
dumg), hai phép t6 mau dugc coi la tuong duong néu ta cd thé thu dugc phép td mau nay tir phép td mau kia
bang céch lay doi xuang theo chiéu thang dung.
3) G, lanhém sinh bai hai phan tir (1)(2)(3)(4) (phéan tir don vi) va (1)(4)(2,3) ( phan tir déi xing chéo),
hai phép t6 mau dugc coi la twong duong néu ta cd thé thu duoc phép t6 mau nay tir phép td mau kia bang
cach lay doi xting qua duong chéo chinh cua bang.
4) G, lanhém cyclic bac 4 gom céc phan tir (1)(2)(3)(4), (1.2,4,3), (1,4)(2,3) va (13,4,2), hai phép to
mau dugc coi la twong duwong néu ta cd thé thu duoc phép td6 mau nay tir phép td mau kia bang mot phép
quay.
5) G, la nhom dihedral gom 8 phan tir: 4 phan cia G, va 4 phan tir déi xang (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),
(1)(4)(2,3) va (2)(3)(L4), hai phép t6 mau dugc xem la twong duong nhau néu ta c6 thé thu dugc phép to
mau nay tir phép td mau kia thdng qua mot phép quay hoiac mot phép dbi xirng
6) G, la nhom d6i xirng gom tat ca 24 hoan vi caa X . Mac di vay nhung nhém G, khéng c6 qué nhiéu su
lién h¢ hinh hoc véi cau tric bicu dién cua X .

Bay gio ta xem xét s6 cac phép td mau khong tuong duong cua X , d& don gian trong qua trinh phan tich
va cac ly luan ta gici han trong diéu kién str hai 1an mau do6 va hai mau xanh va vang mdi mau chi mot lan.
G1) C6 tat ca 12 cach td mau cac phan tir cia X voi 2 6 vudng mau do, 1 6 vudng mau xanh, va 1 6 vudng
MAu vang, Va tat ca cac phép t6 mau nay déu khong twong duong nhau theo nhém G,.

G2) C0 6 16p khong tuong duong dugce dai dién bai cac phép td mau :

r| o r b r|y b |y r|b Ty

b |y Ty T b ryr y|r b |r

M3i I6p tuong duong nay chira 2 phan tir
G3) CO 7 16p nhu sau:

ro|r r|r by y 1o r|o b|r ylr

b Y Y b r r T r Yy r r Y r b

Nam 16p dau mdi lop chira hai phan tir va hai I6p cudi mdi 1op chi chira mot phan tir. Mic do G, va G, ¢6
cling c4u truc trira twong ciia mot nhom hodn vi nhung ching c6 cac cau tric khac nhau. Phan tir sinh
(L2)(3,4) cia G, ¢6 hai chu trinh d¢ dai mot, trong khi phan tu sinh (1)(4)(2,3) cua nhom G, c6 hai chu
trinh do dai mot va mot chu trinh do dai hai chinh diéu ndy 1a nguyén nhan cua su khéc biét vé ciu tric cua
hai nhém G, va G, ma ta quan sét thay trong bai toan.

G4) C6 3 I6p twong dwong, mdi lop chaa 4 phan tir.

r|r r|r r|b

y|b by y|r




G5) C6 hai lop twong duong :
r|r r|b

by y|r

L6p dau chira 8 phan tir con 16p sau chira 4 phan tir. ‘ ,
G6) Tat ca c&c hoan vi cta cac 6 vuong déu co chinh xac mot phan tir tuong duong, voi tat ca 12 phép té
mau.

Muc dich chinh cua ching ta la dém s luong cac 16p twong duong clia cac phép to mau trong d6 ta sir
dung moi mau mét so lan nhat dinh. Chiling ta sé dua cac thong tin cua bai todn vao mét ham sinh — mot da
thtic ¢6 cac hé sb chinh la dap an can tim. Dé don gian ta xét tap X , nhém G = G, ( nhom dihedral), va tap
C={r,b,y} céc mau nhu trong bai toAn ma ta xét & trén. Dt (i, j,k) 1a s cac phép t6 mau khong twong
duong str dung i lan mau do, j lan mau xanh, va k 1an mau vang. Ta xem cac mau r,b, y nhu céc bién, va
xét da thuc

Fs(r.by)= > &(i,j.k)rb'y"
i+j+k=4
Béng phuong phap liét ké ta dé dang nhan ra duoc rang :
Fo (b, y)=(r" +b*+y*)+(r'b+rb®+ r’y+ry® +b%y +by®)+ 2(r’o® + r’y* + b?y? )+ 2(r*by + rb’y + rby? )
Nhan xét: F; (r,b,y) 1a mot ham doi ximg theo cac bién r,b, y (6 nghia 1a ham s6 nay khong bi thay doi
néu ta hoan doi vi tri cua cac bién theo mot cach nao d6 bat ki). Bang cach dit r =b=y =1 trong
Fs (r,by), thu duoc F;(L1,1)=3+6+23+23=21 latdng sé phép t6 mau khong tuong duong.
Bay gio ching ta s& khao st van dé khi ta sit dung n mau r,r,,...,r. . Ta c6 nim trudng hop khac nhau dé
tién hanh phai xét dén nhu sau : ‘

a) Tat ca bon 6 vudng deéu duoc td bang cung mot mau .

b) M6t mau duoc st dung baNIén va mot mau khac duoc st dung mot lan

¢) Hai mau dugc st dung, moi mau dugcC su dung chinh xac hai lan

d) Mot mau duoc str dung hai lan va stir dung thém hai mau khac

e) St dung bon mau khac nhau
Khi d6 bang cach ap dung 16i ly luan tuong tu nhu khi ta phan tich trueong hop riéng cua bai toan ta tinh
duoc ham sinh cua bai toan Ia :

F. (rl,rz,...,rn):Zri4 +Zri3rj +eri2rj2 +22ri2rjrk +3 Z LG
: . .

i]j i<j i#] i<j<k<l
izk
j<k
Bang cach cho tat ca cac bien bang 1 ( dé thu duoc tong so tat ca cac phép td mau bang n mau) thi

F(LL..,1)= n+n(n—1)+2[n)+2n[n_lj+3(nj =1(n4 +2n°+3n* +2n)
2 2 4) 8
ChU y rang da thirc trén c6 mot sb tinh chat quan trong sau: mau sé bang 8 bang véi cap caa nhom G, , va hé
sd cia n' dudi mau sb bang s6 cac hoan vi caa trong nhom G, véi chinh xac i chu trinh.
2. Giai quyét bai toan toéng quat:
Dit G, ={r e G:mx=x}, d& dang kiém tra dwoc G, la mot nhém con cia G béang cach kiém lai cac
tién d&, 1a nhém con én dinh cua x va Gx ={z.x:7 € G} 1a quy dao ciia hodn vi z.

Két qui 1: |G| =|GX||G,]

Ching minh: Ap dung dinh ly Langrange trong Iy thuyét nhém ta suy ra dugc rang |G| =|G :G,||G,|.
Theo chitng minh caa dinh ly Langrange ta biét dugc nhom G duoc phan hoach thanh cac 16p ké trai theo
nhom G, ,G =n,G, v...ur G, trong 46 ©,G, "7,G, =D V6i i # .

Ta chiing minh ring anh xa ¢:{z,G,,...,x,G,} — Gx bién 7,G, thanh z,.x 1a mot song anh. That vay, néu
go(niGX):go(anX) thi 7;.x =7;.x nén (n}lni).xzx hay z;'m, € G,. Nhuvay, .G, =7,G, .

Mat khac, vai moi = € G phai thugc mot z,G, nao d6 nén ===,y Voi n€G,.




Do d6, m.x=(mn)x=m.(n.x)=m.x.
Tom lai, ta co |GX|=|G:G,|.

Két qua 2: (B6 dé Burside) Cho X la mot tap hitu han va G Ia mot nhom con cia S, . Vi mdi 7 e G, dat

Z‘le )

reG

Fix(7)={x e X :zx=x}. Khi d6, s6 quy dao béng

Chirng minh: Véi m6i xeG dit G, :{neGin'x=x}(tap cac hoan vi ¢6 dinh x). Khi d6 :

221 221——ZIGI

neG xeX | xeX neG | xeX
T.X=X

reG

1 )
— le

Sir dung két qua 1), |G| = |Gx||GX|.

1o 1
2 [Fix(m) =151 24 = 2

= sb cac quy dao
xeX GX|

Vi thé iZ|Fix(n

G

Két qua 3:
Cho G la mot nhém cac hoan vi cua mot tap hitu han X . Khidé , s Ng (n) cac phép td n - mau khong

twong duong nhau theo G cuatap X la N, Z n"), trong d6 ¢(x) 1as6 chu trinh ciia hoan vi =

reG

Chirng minh: Dat ¢ 1a tap gom cac phép td n - mau cia X va C latap n mau. Goi z, la tac dong cua
TeG 1éntap C. Néu f:X —C 1a mot phép to mau dugc ¢ dinh boi 7, thi véi moi xe X taco
f(x)=m,.f(x)=f(x(x)). Dodo f(x)=f(z*(x)) véimoik>1.Nhuvaydé thuduoc f eFix(z),ta
cd thé chon céc chu trinh a;,..., 0, cua x va tién hanh t6 mau céc phan tir cua o; boi cling mot mau. Boi vi

6 n cach dé to mau cho mi o, nén cé n°(”) phép t6 mau dwoc ¢é dinh boi z, hay |Fix(z, )| =" . Ap

Z‘le é >n o)

neG | neG

dung b dé Burnside ta suy ra N

Bay gio ta khong chi muén dem tong s6 cac phép td n - mau khong tuong duong ma con mudn xac dinh
thém s phép t6 mau trong d6 mdi mau duoc sir dung véi mot luong nhat dinh. Mudn thuc hién yéu cau nay

ta khong chi can quan tim dén s6 c( ) cac chu trinh cia mdi 7 € G ma con phai quan tam dén do dai cua
mdi chu trinh cia 7.

Cho trudéc mot hodn vi = ciia mottap X c¢6 n phan tir, ta dinh nghia logi cua 7 1a
type(z) =(c;, ¢y, ), trong d6 ;12 s6 lugng céc chu trinh ¢ dai i cia hoan vi «.
Cho mét hoan vi 7 Véi loai type(z) =(c;,¢,,...,c, ) ta dinh nghia chi s chu trinh cua z 1a don thirc
Z =2'72..7".
Bay gio, cho truéc mot nhém con G cua S, , chi sb chu trinh cia G dwoc dinh nghia 1a

n |G

Zo=25(2....2,) ZZE, nén Z, la mot da thic theo céac bién z,,..., z, .

neG

Két qua 3: (Pinh ly Polya) Cho G 1a mot nhém céc phép hoan vi cia tap X gom n phan tir va
C={r,r,..} latap cac mau. Kihieu r(i,i,,...) 1a s6 cac phép td n - mau khong twong duong ( dudi tac
dong cia G ) sao cho mau r, duoc s dung i; lan. Pat F; (1, 1,,..)= D" m(iyiy . )H ...

o g _ 2 2 2 i i i
Khido: Fs(,0,m)=Zg (G004 20 40 B ) )

¥ng minh: Dt [X|=n va i, +i, +..=n trong d6 i, >0. Ki hiéu i =(i,i,,...) va goi £ latap tt ca cac

phép td mau cia X trong d6 mau r; duoc st dung i, lan, =, la tac dongcua 7€ G 1én C .
Khi d6 dé f e Fix(x), ta phai td mau tap X sao cho :
a) Trong mdi chu trinh cua =, tat ca cac phan tir dugc td cing mau




b) Mau r; xuét hién i, lan.

A 3 . i j ¢j(7) , Y < ) S an gse =

Xétham: H_ :F[(rlJ +1)+..)"" , trong d6 ¢; () lasé cac chu trinh cia 7 c6 do dai j.
J

Bang cach khai trién ham H_ thanh tong cac don thiic riry..., ta nhan xét rang mot don thirc nhu vay thu
duoc bang cach chon mot s6 hang r) tir méi nhan tir cia H_ va nhan céc sé hang lai véi nhau. Chon mot s6
hang r) twong &ng véi viéc td mau tat ca cac phan tir caa mot chu trinh d6 dai j bang mau r, . Béi vi mdi
hang tir ) +r;) +... xuat hién chinh xac ¢, (z) lantrong H_, chon mot s6 hang r tir mdi nhan tir tuwong ing
Vvé6i viéc t6 mau tap X sao cho mdi chu trinh déu 1a don sic, nghia 1a tat ca cac phan ta cua ciing mot chu
trinh déu duoc t6 béi ciing mot mau. Tich ciia cac s6 hang 1) s 1a don thic r'r)k:..., trong d6 ta sir dung
mau r, chinh xac j, lan. Didu do suy ra rang hé s6 cuasb hang riry... trong H, béng |Fix(x,).
Do d6: H, Z\F.x ) Kt ()

Bay gio ta Iay tong tat ca cac sé hang ¢ ca hai vé cua (*) trén tap tat ca cac hoan vi = € G va chia hai vé
cho |G| ta nhan dugc :

Vé tréi cua biéu thuc ¢ dang
ZH( +r) +.) " _z. R A N A A O L il ARy

reG j

Mat khéc, vé phai caa (*) tr thanh Z{ > |Fix(x, qf{lr;z.... Ap dung bd dé Burnside, xét tac dong cua

reG

nhom G léntap £, s6 hang trong diu ngoac bang véi s6 quy dao cua x, tac dong Ién £ , nghia 14 s cac
phép td n - mau khong twong duong trong do ta st dung mau r; chinh xac i, lan.
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