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Cho @6 thi G=(V,E) véi V|=n. Mot phép /- t6 mau cua do thi G lamotham f:V —{1,..., 1} sao cho

néu (x,y)eE thi f(x)= f(y).Kihiu P, (1) lasé cacphép 4 -t mau cia do thi G .

Két qua 1:
P (2)=>] (—1)‘”‘ FU) trong d6 c(U) la s6 céc thanh phan lién théng cua db thi khung (V,U).

UcE

Chirng minh: Ki hiéu E={e,,...,e, } 1atap cac canh ciia d6 thi G va

A={f:X>{L..2}:f(x)=f(y) trong d6 ¢ =(x,y)}.
Khi d6 sb cac phép 4 -to mau bang : Py (1)=1"—|4 U4, U..UA4,|
Ap dung nguyén Iy bao ham — loai trir ta c6 thé biéu dién dugc s6 phan tir ciatap A U A, U...U A nhu sau:

AUA LA = T (1) p(U.2)

U=g
trong d6 p(U, 1) biéu dién s6 cac ham f:V — {1,...,1} nhan ciing gia tri d6i véi cac dau mat ciia mot canh
nam trong U . Diéu ndy c6 nghia 1a cac ham nay nhan céc gia tri giong nhau dbi véi mdi thanh phan lién
thong cua dd thi khung (V,U), do d6 p(U,4)=/+"). Luu y ta co thé xem 2 thu duoc tir cong thic
p(U,1)= 1" bing cach dit U =@ , khi db thi (V,U) chi chua céc dinh ¢d lap va do d6 c6 n thanh phin
lién thong.
Pa thirc P, (1) =Y (-1)"' #Y) véi moi 1R duoc goi la da thirc sic 56 cia db thi G .
UcE
Gia st e la mot canh ciia dciS thi G . Tagoi G —e 1a dd thj thu duoc tir dd thi G bang cach x6a canh e ;

G |e la do thi thu dugc tir G bang cach xda di cac dinh x va y va cac canh lién thugc véi cac dinh nay sau
d6 bd sung thém mot dinh z va ndi dinh nay véi tat ca cac dinh cua do thi G da ting lién thudc vai x hoic
y.

Két qua 2: P, (1)=Ps ()~ Py (4)

Chirng minh: Nhan xét rang néu f 1a mot phép td 1 - mau cua d6 thi G —e sao cho f (x)= f(y) trong d6
e=(xy) thi f cung la mot phép td /- mau cua do thi G va chiéu nguoc lai ciing dung. Diéu nay khang
dinhrang P, , (1)— £, (4) bang sb cac phép td A - mau f ciia dd thi G—e sao cho f(x)=f(y).

Mit khac , nhan thay rang mot phép to Z- mau f cua dd thi G—e sao cho f(x)= f(y) tuong tng véi
mot phép to A - mau g cua G|e bang cach dit g(z)= f(x)= f(y) va g(t)= f(t) véi moi t=z. Nguoc
lai, véi mdi phép td A- mau g cia do thi G|e ta ciing co thé cho tuong ng vi mot phép td /- mau f cua
dd thi G—e saocho f(x)=f(y) bangcachdat f(x)=f(y)=g(z)va f(t)=g(t) véimoi t=x,y.

Tir hai phén tich don gian trén ta suy rarang P, (1)— P, (1) =By, (4) V6i moi s ty nhién 2. Tir dinh 1y co
ban ciia dai SO ta suy ra duoc rang hé thic P, (1)— P (1) =Py, (4) ciing s& théa man véi moi sé thuc 7.

i) P (4)=24(4-1)...(A—n+1), trong d6 K l1a do thi day du trén n dinh
A—=1)"", trong d6 T, lacay c6 n dinh
(/1—1)” +(—1)”(/1—1), trong d6 C. la mot chu trinh trén n dinh véi n canh
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Chirng minh:
i) Gia sir K, c6 tap dinh {x,,...,x,}. Mot phép to Z-td mau f ciia K, thu duoc bang cach t6 mau dinhx,

bang mot trong A mau, t6 mau dinh x, bang mot trong A —1 mau,..., t6 mau dinh x, bang mot trong
A—n+1 mau con lai, do d6 taco P (1)=4(4-1)...(A—n+1) cach khac nhau dé xay dung ham f .




if) Gia st x la mot dinhco bac1cua T, vakihiéu T, —x la cay thu dugc turcdy T, bing cach x6a di dinh
X Va céc canh lién thugc véi x . Nhan xét rang mot phép to 4 - t& mau cta cdy T, —x c6 thé dugc mé rong
theo /-1 cach khic nhau dé thu dugc mot phép td 4 - t6 mau cuacly T, , va do d6 R ()= (A—l)f;n_x (7).
Béng céch 4p dung lién tiép he thic trén ta nhan duge P, (1)=(A-1)"" B (1)=4(A-1)"", da thic sic s
cua cay véi mot dinh don 1¢ bang 4.
iii) Gia s e 1a mot canh cua chu trinh C, . Sir dung két qua 2) ta dwoc P, (1)=F,  (4)—F. (1), trong do
C, —e lamot duong di véi n dinhcon C, |e 1a mot chu trinh véi n—1 dinh. Bang cach lap luan tuong tu
nhu trong ii) ta cing thu duoc P, (1) =A(4 ~1)"". Do do, P (2)=4(4 -1 —-F_ (1),
Bing céch lap lai qué trinh Iy luan trén ta thu duoc P, (1)=4(A-1)"" —A(A-1)"" +...+(-1)"" A(A-D),
wuy P, (2)=R, (4)=4(2-1)(A-2)=2(2-1)" -A(2-1).
Nhan xét ring ta c6 hé thac A(2—-1)"" =(2-1+1)(4-1)"" =(41-1)" +(2-1)"" véi 2<p<n néntaco
viét lai biéu thic tinh cua P, (1) nhu sau :
P

. (1) =(2-1)"+(2-1)"" = (2-1)"" = (A=) +.t (-1)" (2-1) + (1) (A-1)
=(2-1)"+(-1)"(2-1)

Két qua 4: Néu G la mot do thi véi n dinh thi da thuc sic s6 caa n6 ¢6 dang
P, (x)=x"-a, X" +a, x"* —...+(—1)”71 a,x trong d6 a, >0 v&imoi i.

Chitng minh: Ta chirng minh khang dinh trén bang quy nap theo s6 cac canh caa d6 thi G . Véi do thi gom
n dinh c6 lap thitacd P, (x)=x", khang dinh cta bai toan la hién nhién.

Gia sir ta da chimg minh duoc tinh chét luén phién thay dau cia cac hé s6 ciia da thirc sic s6 cho tat ca cac
do thico n dinh va m < p—1 canh. Ta sé chirng minh khang dinh cta bai todn cho moi da thic G ¢d n

n
dinhvéi p< [2} canh.

Goi e la mot canh cua do thi G . Twrkét qua 2) taco Py (4)=Py ,(4)— Py (1) (1)
Bai vi cac d6 thi G—e va G|e déu co tdida la p—1 canh, p dung gia thiét quy nao ta suy ra duoc rang
Pyo(X)=X"—h, X" +b, X" .+ (-1)" by

va Py (X)=x""—c X" +c, x"" —... +(—l)”_2 ¢,X trong do b,

duoc : Py (x)=x"—(b,, +1)x"* +(b, , +¢, , ) X" —...+(=1)"" (b, +¢,) X, diéu nay chung minh tinh chét
thay phién cua dau cac hé sb.

> 0. Thay cac két qua trén vao (1) ta thu

Két qua 5: Véi moi do thi G, da thic sic sé P; (1) khong c6 nghiém trong khoang (0,1).
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Hon nita, P, (r+l)¢0 trong d6 7 =

Chirng miph: o ‘ q
Nhan xét rang : néu do thi G cd cac thanh phan lién théng G,,...,G,, thi mot phep td A - mau cé thé dugc
xay dung trén mot thanh phan lién thdng nay mot cach doc Iap véi viéc xay dung trén cac thanh phan lién
thong con lai. Diéu d6 chirarang Py (1) =P, (4)..P (4).

Do d6 P, () khdng co nghiém trong khoang (0,1) néu va chi néu mdi da thirc P, (1) ciing ¢4 tinh chét
nay véi i =1,.., m. Khong mat tinh tong quét cta bai ton ta co thé gia sir G 1a 6 thi lién thong va ta s&
khang dinh rang (—1)”_1 P, (2)>0 néu dd thi G c6 n dinhva 0<Z<1. Tasé ching minh khiang dinh vira
néu bang quy nap theo s cac canh cua dd thi G . Néu d6 thi G ¢6 n—1 canh thi G 1a mot cay nén
P, (2)=14(%-1)"" va khing dinh Ia hién nhién.

Bay gIO' ta gia sir rang khing dinh cua bai toan da duoc kiém tra vai moi dd thi G voi m>n—-1 Canh Ta
s& chi ra rang khang dinh trén ciing dung voi moi da thirc G voi n dinh va m+1 canh. Néu G ¢6 s6 canh




I6n hon n—1 thi ta luén tim dugc mot canh e sao cho G —e la mot do thi lién thong. Do thi G |e thu dwoc
bing cach dong nhét hai dau mat cua canh e ddng thoi ciing 1a mot do thi lién thong; né c6 n—1 dinh va tdi
da m canh. Ap dung gia thiét quy nap tasuy ra (~1)"" Py_, (1)>0 va (=1)" " Py, (1) >0 v&i moi 0< A <1.
Sir dung két qua 2) ta thu duoc (-1)" Py (2)=(-1)""{P_, (1) - Py, (1)}
=(-1)"" Py, (2)+(-2)"" B, (1) > 0 véi moi 0< 2 <1

Nhu vy, P;(4) khong cé nghiém trong khoang (0,1).
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khong phai 1a mot nghiém cua bat ki mot da
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Truong hop riéng, ta nhan thay rang €(0,1) nén

thirc sic s6 P (1) nao. Boi vi da thirc sic sb ¢ cac hé sb hitu ti nén ta suy ra rang

=141 khong phai

la nghiém cua bat ki mot da thirc sic s6 P, (1) ciia mot do thi G nao ca.
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