
Ideal trên vành đa thức - Định lý Nullstellensatz 
Trương Phước Nhân, 27/02/2018 

Trong bài viết “Ứng dụng của định lý Combinatorial Nullstellensatz” ta đã đề cập đến một kết quả rất 

đẹp và có nhiều ứng dụng độc đáo của lý thuyết đa thức hiện đại, trong bài viết này ta sẽ chứng minh lại kết 

quả gốc tổng quát của định lý không điểm tổ hợp nêu trên dưới góc độ đại số.    

Kết quả 1: ( Định lý Nullstellensatz) Cho  1 1, ,..., ,...,r nf f f x x , trong đó f  bị triệt tiêu trên tập các 

không điểm chung của các đa thức 1,..., rf f .  

Khi đó, với một số nguyên dương q  nào đó, đa thức qf  sẽ nằm trong ideal sinh bởi các đa thức 1,..., rf f , 

hay có nghĩa là 
1 1 ...q

r rf g f g f    trong đó  1 1 2,..., , ,...,r ng g x x x     

     Đầu tiên ta sẽ chứng minh trường hợp suy biến của định lý Nullstellensatz và sau đó sử dụng kết quả này 

để giải quyết vấn đề trong trường hợp tổng quát. 

Kết quả 2: Cho  1 1,..., ,...,r nf f x x  không có chung các không điểm. 

 Khi đó, tồn tại các đa thức  1 1 2,..., , ,...,r ng g x x x  sao cho 
1 1 ... 1r rg f g f    

Chứng minh: Kí hiệu  1,..., rI f f  là ideal trong vành  1,..., nK x x  sinh bởi các đa thức 1,..., rf f . Gỉa sử 

rằng không tồn tại các đa thức 
1,..., rg g  sao cho 1 1 ... 1r rg f g f   . Khi đó  1,..., rI f f K .  

Khẳng định 1: 

 Cho I  là một ideal cực đại của K  sao cho  1,..., rI f f I .Khi đó vành /A K I  là một trường 

Chứng minh khẳng định 1: Ta chỉ cần chỉ ra rằng mọi phần tử khác không của /K I  đều có phần tử khả 

nghịch. Nếu f I  thì I fK  là một ideal thực sự chứa I  nên I fK K  . Điều đó có nghĩa là, trong 

trường hợp riêng, tồn tại các đa thức a I  và b K  sao cho 1a bf  . Khi đó lớp /b K I  là nghịch đảo 

của /f K I . 

  Gọi iα  là ảnh của ix  qua phép chiếu chính tắc    1 2 1 2: , ,..., , ,..., /n np x x x x x x I A  .  

Khi đó  1 2, ,..., nA α α α . 

Khẳng định 2: Nếu một đại số hữu hạn sinh  1 2, ,..., nA α α α  trên  là một trường thì A  có thể được 

đồng nhất với . 

  Ta cần đến một kết quả phụ sau 

Bổ đề : Trong  1 2, ,..., nA α α α  tồn tại các phần tử 1 2, ,..., ky y y  độc lập đại số trên  sao cho với mọi 

phần tử a A  đều thỏa mãn một phương trình đại số chuẩn tắc trên  1 2, ,..., ky y y , có nghĩa là 

1

1 ... 0l l

la b a b    , trong đó  1 1 2,..., , ,...,l kb b y y y . 

Chứng minh bổ đề: Ta chứng minh bằng quy nạp toán học theo n . Nếu các phần tử 1 2, ,..., nα α α  là độc lập 

đại số thì khẳng định của bài toán là hiển nhiên. Gọi  1 2, ,..., 0nf α α α   là một liên hệ đại số giữa chúng. 

Nếu f  là một đa thức bậc m  trong đó hệ số của m

nx  không bị triệt tiêu thì ta có 1

1 ... 0m m

n n mα bα b    , 

 1 2 1 2 1, ,..., , ,...,m nb b b α α α  . Áp dụng giả thiết quy nạp ta suy ra kết luận của bài toán. 

 Nếu hệ số của m

nx  bằng không, ta thực hiện phép đổi biến n nx ξ  và i i i nx ξ a ξ   với 1,..., 1i n  .  

Chúng ta cố gắng chọn các số ia   sao cho đa thức 

     1 1 1 1 1 1 1,..., , ,..., ,..., ,n n n n n n n ng ξ ξ ξ f x x f ξ a ξ ξ a ξ ξ       có hệ số m

nξ  không bị triệt tiêu. Hệ số này 

chính là    1 10,...,0,1 ,..., ,1m m ng f a a  , trong đó mf  và mg  lần lượt là các thành phần thuần nhất của bậc 

cao nhất của các đa thức f  và g . Hiển nhiên, đa thức thuần nhất  1,...,m nf x x  là không đồng nhất bằng 

không với 1nx  .  

Bây giờ ta thực hiện phép chứng minh A  đồng nhất với . Chọn các phần tử 1 2, ,..., ky y y A  như trong 

khẳng định của bổ đề. Ta sẽ chứng minh rằng một phần tử khác không x  bất kì trong  1,..., kB y y  đều 

khả nghịch, hay nói cách khác B  là một trường. Theo giả thiết A  là một trường nên x  khả nghịch trong A . 

Tuy nhiên theo bổ đề ta suy ra phần tử 1x  sẽ thỏa mãn phương trình  



                                                    
1

1 1

1 ... 0
l l

lx b x b


     , 
1,..., lb b B .  

Bằng cách nhân hai vế của phương trình trên cho 1lx   ta thu được  

                                                          1 1

1 2 ... l

lx b b x b x B        

  Trường  1,..., kB y y  là một vành các đa thức theo k  biến trên , nhưng với 0k   ta đã biết vành đa 

thức không thể là một trường. Do đó B  . Một phần tử phần kì của trường A  đều là nghiệm của một đa 

thức    
1

1 1

1 ... 0
l l

lx b x b


     . Như vậy A  .  

 Khẳng định 3: Các đa thức 1,..., rf f  triệt tiêu tại điểm  1 2, ,..., n

nα α α   

Chứng minh khẳng định 3: Thật vậy, qua phép chiếu chính tắc          

       1 2 1 2: , ,..., , ,..., /n np x x x x x x I A     

phần tử ix  biến thành iα   nên đa thức  1,..., nφ x x  biến thành  1,..., nφ α α , trong khi các đa thức 

1,..., rf f  đều nằm trong ideal I  nên ta suy ra ngay kết luận vừa nêu. 

  Ta đây ta thấy được sự mâu thuẫn, bởi vì theo giả thiết đầu bài 
1,..., rf f  không có nghiệm chung. Từ đây ta 

suy ra khẳng định cần chứng minh. 

  Sau cùng ta sẽ chỉ ra tính đúng đắn của định lý Nullstellensatz. Với 0f  , khẳng định là hiển nhiên.  

Gỉa sử 0f  , bằng cách bổ sung thêm vào 1 2, ,..., nx x x  một biến mới 1nx z   và xét các đa thức 

1,..., ,1rf f zf . Các đa thức này không có không điểm chung nên  

                                                       1 11 ... 1r rh f h f h zf      

trong đó 1,..., ,rh h h  là một số đa thức theo các biến 1,..., ,nx x z  nào đó. Đặt 
1

z
f

 , sau khi thực hiện việc 

quy đồng mẫu biểu thức trên ta thu được 1 1 ...q

r rf g f g f   , trong đó 1 2, ,..., rg g g  là một số đa thức theo 

các biến 1 2, ,.., nx x x  nào đó. Từ đây ta có điều phải chứng minh.        
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