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          Số hoàn thiện là số có giá trị bằng tổng các thừa số của nó trừ chính nó. Số hoàn thiện thường được kí hiệu là P. Hiện chỉ biết có số hoàn thiện chẵn. Số hoàn thiện lẻ chưa được biết là có hay không.

          Diễn giải một số số hoàn thiện đã biết :
6 = 1+2+3 =2*3
28 = 1+2+4+7+2*7 = 4*7 

496 = 1+2+4+8+16+31+2*31+4*31+8*31 = 16*31
8128 =1+2+4+8+16+32+64+127+2*127+4*127+8*127+16*127+32*127=64*127
          Nhìn vào các số nét đậm, nói chung ta rút ra ngay công thức cho số hoàn thiện chẵn:                                                             P = 2n-1(2n-1)  (1)
          Đây là công thức tổng quát cho số hoàn thiện P được tạo thành từ 2 số nguyên tố 2 và 2n-1, khi 2n-1 là một số nguyên tố Mersenne.
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          Chỉ từ một dạng diễn giải của số hoàn thiện 8128:

8128 =1+2+4+8+16+32+64+127+2*127+4*127+8*127+16*127+32*127=64*127
          Như trên ta đã có công thức cho số hoàn thiện chẵn:
                                                                                               P = 2n-1(2n-1)  (1)

được tạo thành từ 2 số nguyên tố 2 và 2n-1, khi 2n-1 là một số nguyên tố Mersenne.
          Tổng quát, một số hoàn thiện P (chẵn hay lẻ) được tạo thành từ 2 số nguyên tố p và q, với q > p, số hoàn thiện đó được diễn giải tương tự số hoàn thiện 8128, như sau:
       P = 1 + p + p2 + p3 +...+ pn-1 + q + pq + p2q + p3q +...+ pn-2q = pn-1q   (2)         
P = pn-1q  (2*)
          Từ phương trình (2) ta tính q theo p:
1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1 = pn-1q -(q + pq + p2q + p3q +...+ pn-2q)          
1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1 = [pn-1 -(1+ p + p2 + p3 +...+ pn-2)]q 
          Thêm và bớt với cùng một số pn-1 vào trong móc vuông ở vế phải và rút gọn:      
1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1 = [pn-1+pn-1 -pn-1-(1+ p + p2 + p3 +...+ pn-2)]q  

1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1 = 2pn-1- (1+ p + p2 + p3 +...+ pn-2 + pn-1)q
1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1 = 2pn-1- (1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1)q   
          Từ đó: q =  eq \f (1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1,2pn-1- (1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1))  
          Nhân tử số và mẫu số với cùng một số p-1 và rút gọn:
q =  eq \f ((p-1)(1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1),(p-1)2pn-1- (p-1)(1+ p + p2 + p3 +...+ pn-1))  
q =  eq \f (pn-1, 2pn-2pn-1 -(pn-1)) =  eq \f (pn-1, 2pn-2pn-1 -pn+1) =  eq \f (pn-1,pn-2pn-1+1)              
          Từ đó ta tính được q theo p:  q =  eq \f (pn-1,pn-2pn-1+1) 
          Đây là công thức biểu thị quan hệ giữa hai số nguyên tố p và q của bất kỳ số hoàn thiện nào.

          Thay q =  eq \f (pn-1,pn-2pn-1+1) vào (2*), ta có:      P = (pn-1)* eq \f (pn-1,pn-2pn-1+1)  (3)
          Đây là công thức tổng quát của bất kỳ số hoàn thiện P
                          (chẵn hay lẻ) nào khi p và  eq \f (pn-1,pn-2pn-1+1)  là các số nguyên tố.

          Công thức (2) hay (2*) cho số hoàn thiện tạo thành từ hai số nguyên tố p và q, nay được tính toán hoàn toàn chỉ bằng giá trị của một số nguyên tố p trong công thức (3).
       P = 1 + p + p2 + p3 +...+ pn-1 + q + pq + p2q + p3q +...+ pn-2q = pn-1q    (2)         
               hay P = pn-1q   (2*)     →       P = (pn-1)* eq \f (pn-1,pn-2pn-1+1)  (3)  
          Khi p = 2, thay vào (3) ta có: P = 2n-1 *  eq \f (2n-1,2n-2*2n-1+1)   Vì 2n = 2*2n-1, nên mẫu số  2n-2*2n-1+1 = 2n -2n+1 = 1, ta có:   P = 2n-1(2n-1) 
          Từ đó một lần nữa ta lại thấy công thức cho số hoàn thiện chẵn 
P = 2n-1(2n-1), khi 2n-1 là một số nguyên tố Mersenne.  
          Khi 3 ≤ p, có hay không có một số nguyên tố q với q > p được tính bằng q =  eq \f (pn-1,pn-2pn-1+1) , cùng với số nguyên tố p để tạo thành một số hoàn thiện lẻ?
          Để chứng minh điều này, sau đây là một số biến đổi nhỏ:
          Tử số: pn-1 = p*pn-1-1
          Mẫu số: pn-2pn-1+1 = p*pn-1-2pn-1+1 = (p-2)*pn-1+1  

          Nên q =  eq \f (pn-1,pn-2pn-1+1)   được biến đổi thành: q =  eq \f (p*pn-1-1 , (p-2)*pn-1+1  ) . 
          Đặt  pn-1 = x, ta có: q =  eq \f (p*pn-1-1 , (p-2)*pn-1+1  )  
                 được biến đổi thành: q =  eq \f (px-1,(p-2)x+1)  
          Ta thấy: n → ∞, pn-1→ ∞, x → ∞.  

          Nên:                             q = lim x → ∞ eq \f (p*pn-1-1 , (p-2)*pn-1+1  )  
                                             q = lim x → ∞ eq \f (px-1,(p-2)x+1) 
                                             q =  eq \f ((px-1)',((p-2)x+1)') 
                                             q =   eq \f (p,p-2)  
          Từ đó khi n → ∞, thì  q =   eq \f (p,p-2)  

          Khi p=3, n → ∞, q → 3       

          Khi p=5, n → ∞, q → 5/3 
          Khi p=7, n → ∞, q → 7/5 
          Khi p=11, n → ∞, q → 11/9 
          …
          Khi p → ∞, n → ∞, q → 1   …

          q < p và q không có giá trị của một số nguyên tố lớn hơn p.
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Vì vây, không có một số nguyên tố q, với q > p, cùng với số nguyên tố p để tạo thành một số hoàn thiện lẻ P.
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