
Ứng dụng lý thuyết hàm phức trong các bài toán đại số tuyến tính 
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    Nội dung của bài viết bàn về cách ứng dụng các kết quả và kỹ thuật của lý thuyết hàm phức chứng 

minh lại các kết quả quan trọng bậc nhất trong đại số tuyến tính như: định lý phân tích chuẩn của Jordan, 

định lý Cayley-Hamilton,… Mặc dù các kết quả này có thể được chứng minh bằng các kỹ thuật thuần túy 

đại số nhưng việc tiếp cận các chủ đề này dựa trên các công cụ và kỹ thuật giải tích sẽ giúp ta có được 

nhiều góc nhìn mới và mở rộng các kết quả này cho các trường hợp tổng quát hơn.  

    1. Kiến thức cơ bản 

    Giả sử V  là một không gian định chuẩn hữu hạn chiều trên trường  và toán tử tuyến tính :A V V . 

    Nhận xét rằng, bằng cách xét các vector tương ứng bởi tọa độ của chúng trên một cơ sở nào đó của 

không gian V , ta có thể xem n
V   được trang bị chuẩn học hình Euclidean và A  là một ma trận cấp 

n n  với các phần tử thuộc trường .  

    Để chứng minh các kết quả quan trọng về đại số tuyến tính mà ta nêu ở đầu bài viết một điều tất yếu là 

ta cần khảo sát cấu trúc của giải thức  
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

   . 

    Đầu tiên để đơn giản hóa vấn đề  ta xét bài toán trong trường hợp 1n  . 

    Khi đó, A a , 1I  , giải thức tương ứng là  
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    Để khảo sát cấu trúc của giải thức  
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    ta xem xét khai triển Laurent của giải thức xung 

quanh điểm 
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    Từ kết quả vừa thu được ta nhận thấy rằng giải thức  
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

   có thể được xác định dựa trên phương 

pháp giải tích nếu ta đưa cấu trúc chuẩn vào không gian một V  cách thích hợp. Do V  là một không gian 

hữu hạn chiều nên không gian các toán tử trên không gian V  cũng hữu hạn chiều và về mặt lý thuyết tất 

cả các cấu trúc chuẩn đều tương đương với nhau nên để thuận tiện ta sẽ xét vấn đề dựa trên chuẩn toán tử 

như sau: 

    Giả sử V  là một không gian định chuẩn hữu hạn chiều trên trường  và :A V V  là một toán tử 

tuyến tính.  

    Khi đó, ta định nghĩa chuẩn của toán tử A  bởi hệ thức 
1

: sup
x

A Ax


 , dễ dàng kiểm chứng lại được 

các tính chất cơ bản của cấu trúc chuẩn nên ta loại bỏ chứng minh tầm thường cho việc này trong bài viết. 

    Để tiếp cận bài toán khảo sát trong trường hợp tổng quát ta sẽ dựa trên phương pháp mà đã sử dụng cho 

trường hợp riêng 1n  , tức là ta sẽ biểu diễn lại giải thức  
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

   dưới dạng một chuỗi toán tử.  

    Cơ sở của cách làm này dựa trên công cụ chuỗi Neumann trong lý thuyết toán tử. 

    Kết quả 1. (Neumann) 

    Giả sử V  là một không gian định chuẩn trên trường , :B V V  là một toán tử tuyến tính  

và 
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    Khi đó, chuỗi 
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  hội tụ nếu 1r   và phân kì nếu 1r  . Hơn nữa, r B .  

    Nếu chuỗi 
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    Chứng minh kết quả 1. 

    Do phép chứng minh chuỗi 
0

k

k

B




  hội tụ nếu 1r   và phân kì nếu 1r   là tầm thường nên trong bài 

viết này ta sẽ không nhắc tới nó. 
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    Do đó, nếu chuỗi 
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   nên, bằng cách chuyển qua giới hạn khi n , ta nhận được 
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    Như vậy,  
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    Hơn nữa, do 
nn

B B  nên r B . 

 

    Nhận xét rằng từ phân tích cho trường hợp riêng 1n  , ta nhận thấy rằng bản thân giải thức  
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   

không phải lúc nào cũng tồn tại nên rất cần thiết việc thu hẹp phạm vi khảo sát của giải thức  
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  .     

    Đặt     1
:  tån t¹iA I A


      là giải tập và    A A    là phổ của  

toán tử A .  

    Bằng cách thay a   bởi I A  , giá trị tuyệt đối   bởi chuẩn toán tử  , ta thu được kết quả  

    Kết quả 2. 

    Giả sử V  là một không gian định chuẩn hữu hạn chiều trên trường  và toán tử tuyến tính :A V V . 

    Khi đó, giải tập  A  là một tập mở và giải thức  
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    giải tích trên tập  A . 

    Hơn nữa, nếu  0
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    Chứng minh kết quả 2. 

    Nhận xét rằng kết quả 2) có dạng phát biểu tương tự như kết quả phân tích trong trường hợp riêng 

1n   nên ta sẽ áp dụng lại các lập luận bằng cách thay a  bởi A . Điểm cốt lỗi trong lập luận còn thiếu là 

chỉ ra rằng  
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để chứng minh sự tồn tại của giải thức  
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   Nhận thấy rằng     
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   Do đó, bằng cách áp dụng kết quả 1),    
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   Hơn nữa,          
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    Do đó, nếu  0
A   thì  
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   là hàm giải tích theo  A  và từ lập luận này ta cũng 

suy ra được rằng  A  là tập mở. 

    Nhận xét rằng đối với một ma trận hữu hạn A , phổ  A  chỉ bao gồm các giá trị riêng, bởi vì từ định 

lý số chiều hạt nhân ta dễ dàng suy ra được rằng  
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một ma trận chỉ có hữu hạn các giá trị riêng nên chúng đồng thời là các điểm bất thường cô lập của  

giải thức  
1

I A


  . 

         

    Đặt     spec : sup :A A    là bán kính phổ của toán tử A .   

    Kết quả 3. 

    Nếu A  là toán tử tuyến tính trên một không gian vectơ hữu hạn chiều trên trường  thì   0A  . 

    Hơn nữa,  
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    Chứng minh kết quả 3. 

    Đặt 
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    Bằng cách áp dụng kết quả 1) ta nhận thấy rằng  
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    Do đó, nếu r   thì  A  và khai triển Laurent của giải thức  
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 
1

1
0

k

k
k

A
I A







  


  

    Từ khai triển Laurent vừa thu được ở trên ta nhận thấy rằng  A    hoặc  0
A  : 

0
r  .  

    Do đó, 
0

r   nếu  A  . 

    Phần việc còn lại của ta là chứng minh rằng  A  . 



    Do r A  nên  
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    Giả sử phản chứng  A  .  

    Khi đó,  
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    Bằng cách áp dụng công thức tích phân Cauchy ta thu được  
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    Suy ra, 
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    Bằng cách chuyển qua giới hạn khi R  ta nhận được 1
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  , vô lí. 

    Do đó,  A  . 

    2. Khai triển Laurent tại các giá trị riêng                             

    Trong các phân tích trên ta đã biết rằng các giá trị riêng của ma trận A  đóng vai trò như các điểm bất 

thường cô lập của giải thức  
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  . Điểm cốt lõi trong các phân tích của ta nằm ở vấn đề tìm khai 

triển Laurent của giải thức  
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   xung quanh giá trị riêng  0
A  . 

     Kết quả 4. 

     Giả sử  0
A  . Khi đó,  
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trong đó 
0
P , 

0
N  và 

0
B  là các toán tử thỏa mãn các điều kiện: 

     i) 
2

0 0
P P , nghĩa là 

0
P  là một phép chiếu; 

     ii) 
0 0 0 0 0
N P N P N  ; 

     iii) 
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0B P PB  ; 

     iv)  0
spec 0N  ; 

     v) 
0 0 0 0 0

AP PA P N    ; 

      vi)    0 0 0 0 0
I A B B I A I P       .  

    Đầu tiên trước khi đi vào trình bày phép chứng minh khẳng định vừa nêu ta cần đến một số kết quả cơ 

bản liên quan đến giải thức. 

    Bổ đề 1. 

    Nếu tồn tại các giải thức  
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    i)      
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    ii)         
1 1 1 1

I A I A I A I A
   

            ; 

    iii)        
1 1 1 1

I A I A I A I A
   

         .      

 

    

 



    Chứng minh bổ đề 1. 

    i)        
1 1 1

A I A I I A I A I A I
  

              ; 

                
1 1 1

I A A I A I I A I A I
  

              .   

    ii)              
1 1

I A I A I A I A I A I A I
 

                  . 

    Bằng cách thực hiện nhân trái cho  
1

I A


   và nhân phải cho  
1

I A


  , ta nhận được kết quả 

        
1 1 1 1

I A I A I A I A
   

            . 

    iii) Bằng cách hoán đổi vai trò của   và  , ta được    

        
1 1 1 1

I A I A I A I A
   

           . 

    Do đó,        
1 1 1 1

I A I A I A I A
   

         . 

    

    Giả sử rằng khai triển Laurent của giải thức  
1

I A


   tại điểm  0
A   có dạng 

   
1

0

n

n

n

I A B






     , 

trong đó 
 

  0

1

1

, 0

1

2
n n

r

I A
B d

i





 

 
 

  
 ,    0 0

, :r r        sao cho trong hình tròn  0
,r    

chỉ chứa duy nhất giá trị riêng 
0

 .     

    Bằng cách áp dụng bổ đề 1, ta rút ra một số hệ thức truy hồi trên các hệ số 
n
B  

    Bổ đề 2. 

                  

1

1

,  , 0,

,  , 0,

0,  trong c¸c tr­êng hîp cßn l¹i.

n m

m n n m n m

B n m

B B B B B n m

 

 

 


  



 

    Hơn nữa, 
1 0

1 0

,       0,

,  0.

n n

n n

n n

B B n
AB B A

B B I n





  
  

   
                         

     Chứng minh bổ đề 2. 

    Không mất tính tổng quát, bằng cách thay toán tử A  bởi toán tử 
0
I A  , ta có thể giả sử rằng 

0
0  .   

    Gọi  r  và  s  lần lượt là các đường tròn tâm tại điểm 0 với bán kính r  và s , 0 r s   sao cho 

trong hình tròn  s  chỉ chứa duy nhất giá trị riêng 0. 

    Khi đó, 

 
 

 

 

 

1 1

2

1 1
2

n m n m

r s

I A I A
i B B d d

 

 

 

     
     
   
  
   

                                                               
   

  

1 1

1 1n m

r s

I A I A
d d

 

 

 

   
  

    

    Bằng cách sử dụng hệ thức ii) trong bổ đề 1, ta nhận được kết quả 

                                  
   

   

1 1

2

1 1
2

n m n m

r s

I A I A
i B B d d

 

 

 

    
   

                                                                          

 



                                                     
 

   

 
   

1 1

1 1 1 1

1 1
m n n m

s r r s

I A I A
d d d d

 

   

   

   
     

            

      Nhận xét rằng 
 

 
   

1 1 1

1 1 1 1 1 1
0

1 1 1 1
n n n

n

n n n n n k k
k

  

      


   
  

           
 , 0n  . 

     Do  s   nằm ngoài đường tròn  r  nên, bằng cách áp dụng hệ thức khai triển 

   1 1 1 1
0

1 1 1 1n

n n n k k
k

    


 
       

  trong trường hợp 0n   và định lý tích phân Cauchy trong 

trường hợp 0n  , ta nhận được kết quả      

  

1

1

1
, 0,1 1

2
     0  , 0.

n

n

r

n
d

i
n








 
  

     

  

    Để tính tích phân 
  

1

1
m

s

d





    ta áp dụng lối lập luận tương tự: 

    Nhận xét rằng 
   1 1 1 1

0

1 1 1 1m

m m m k k
k

    


 
       

 , 0m  .    

    Nếu 0m   thì cả 0   và     đều là các điểm bất thường nằm trong hình tròn  s . 

    Do đó, bằng cách sử dụng hệ thức 
   1 1 1 1

0

1 1 1 1m

m m m k k
k

    


 
       

  và định lý thặng dư, ta 

nhận được           

    
  

1 1 1

1 1 1 1
0

2 m m m

s

d
i

  



   
      . 

    Nếu 0m   thì chỉ có duy nhất     là điểm bất thường nằm trong hình tròn  s . 

    Do đó, bằng cách sử dụng định lý tích phân Cauchy, ta thu được 

                                                      
  

1 1

1 1 1

2 m m

s

d
i

 



 
     . 

    Bằng cách tổng hợp các kết quả thu được ở trên ta nhận thấy rằng: 

    Nếu , 0m n   thì tích phân con trong tích phân lặp thứ hai ở vế trái bằng 0 còn tích phân còn lại  

bằng 
 1

2
n

i
 

  . Do đó, 
 

 

1

12

1

2
n m n mm n

s

I A
B B d B

i



  



 
  

  . 

    Nếu , 0m n   thì tích phân con trong tích phân lặp thứ nhất ở vế trái bằng 0 còn tích phân còn lại  

bằng 
 1

2
m

i
 

  . Do đó, 
 

 

1

12

1

2
n m n mm n

r

I A
B B d B

i



  



 
    

  . 

   Nếu 0, 0n m   hoặc 0, 0n m  , bằng phương pháp lập luận tương tự, thì 0
n m
B B  ,  

nên 0
n m m n
B B B B  . 

   Phần việc còn lại của ta là chứng minh 
1 0

1 0

,       0,

,  0.

n n

n n

n n

B B n
AB B A

B B I n





  
  

   
 

    



   Nhận thấy rằng  

 

 

 

 

1 1

1 1

1 1

2 2
n n n

r r

A I A I A I
AB d d

i i

 

 

 

     
   

      

                                              
 

     

1

11 1

1 1 1

2 2 2
nn n n

r r r

I A I I
d d B d

i i i



 

  

 
       

        . 

   Nhận xét rằng nếu 0n   thì tích phân sau cùng bằng 0 và bằng 2 i  nếu 0n  .    

   Điều này kết thúc phép chứng minh bổ đề 2. 

   Chứng minh kết quả 4. 

   Nhận xét rằng từ bổ đề 2 ta có thể biểu diễn tất cả các hệ số theo 3 hệ số cơ bản 
2

B


,
1

B


 và 
0
B . 

   Đặt 
0 1

:P B


 , 
0 2

:N B


 .        

   Khi đó, 2

0 1 1 1 1 1 1 0
P B B B B P

     
    , điều này kết thúc phép chứng minh i). 

   Đồng thời ta cũng nhận thấy 

             
0 0 1 2 1 2 1 2 0
PN B B B B N

     
    . 

   Do 
1

B


 và 
2

B


 giao hoán nên 
0 0 0 0 0
PN N P N  .  

   Điều này kết thúc phép chứng minh ii). 

   Bằng cách lập luận tương tự như trên ta cũng suy ra được rằng 

                                                   
0 0 1 0 0 1 0 0

0PB B B B B B P
 

    . 

   Tiếp theo ta sẽ chứng minh quy nạp rằng   1

0
1
n n

n
B B

  , 0n  .  

   Khẳng định là hiển nhiên với 0n  . 

   Giả sử khẳng định đúng với n k , tức là   1

0
1
k k

k
B B

  .  

   Khi đó,      1 1 11

1 0 1 0 0 0 0
1 1
n n nn

n n n
B B B B B B B

  

  
        . 

   Do đó, theo nguyên lý quy nạp toán học,   1

0
1
n n

n
B B

  , 0n  . 

   Bằng phương pháp lập luận tương tự ta cũng nhận thấy rằng 1 1

2 0

n n

n
B B N

 

 
  , 2n  . 

   Thật vậy, khẳng định trên là hiển nhiên với 2n   và 

            
 

   1 1 1 11

2 1 2 2 2 2 01

n nn

n nn
B B B B B B B N

   

        
     . 

   Bằng cách kết hợp các phân tích trên ta nhận thấy rằng  

 
 

   
1 10 0

0 01
1 000

1
k

k kk

k
k k

N P
I A B

 
 


 

       
  

  ,   đủ gần 
0

 . 

    Do 
  01

n

n
B N
 

  nên 
   

11 1

0 1
sup

n n n

n
r

N B r I A Kr
 

 
 

      với 0K   phụ thuộc bởi r . 

    Nhận xét rằng chặn K  là hữu hạn bởi vì đường tròn r   là tập compact và giải thức  
1

I A


    

là hàm liên tục. Do đó,    
1

0
spec lim

n n

n
N r Kr r


  . 

    Do ta có thể chọn r  tùy ý nên, bằng cách chuyển qua giới hạn khi r ,  0
spec 0N  . 

    Nhận xét rằng các hệ thức (v) và (vi) là các trường hợp riêng của 
1 0

1 0

,       0,

,  0,

n n

n n

n n

B B n
AB B A

B B I n





  
  

   
 

khi 1n    và 0n  .             

    Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng toán tử 
0
N  là lũy linh. 



    Thật vậy, từ hệ thức ii) của kết quả 4 ta suy ra rằng    0 0
Im ImN P , nên tồn tại số tự nhiên nhỏ nhất 

  0 0 0
: dim Im dimn m P V      sao cho 

         0 0 12

0 0 0 0 0
Ker Ker Ker ... Ker Ker ...

n n
P N N N N


       

    Nếu ta chứng minh được rằng 0

0
0

n
N   và 0 1

0
0

n
N


  thì 

0
n  chính là bậc của giá trị riêng 

0
 , theo nghĩa 

bậc của cực điểm, của giải thức  
1

I A


   và toán tử    0 0

0 0 0
: Im Im

n n
N N N  khả nghịch. 

    Để chứng minh 0

0
0

n
N   ta lưu ý rằng từ hệ thức iv) của kết quả 4 nên 0 là giá trị riêng duy nhất của 

toán tử 
0
N .  

    Từ dãy bao hàm thức ta cũng suy ra được rằng  0 12

0 0 0 0
, , ,...,

n
P N N N


 là độc lập tuyến tính  

nên 0 1

0
0

n
N


 .             

    Hơn nữa, do 
0
P  là toán tử chiếu nên ta có phân tích    0 0

Im KerV P P  . 

    Bằng cách chọn các cơ sở của  0
Im P  và  0

Ker P  làm cơ sở của không gian vector V , ta có thể biểu 

diễn toán tử 
0
P  lại dưới dạng ma trận khối 

0

0

0 0

I
P

 
  
 

.  

    Tương tự như vậy từ hệ thức ii) và v) của kết quả 4 ta cũng suy ra rằng trong hệ cơ sở vừa chọn các 

toán tử 
0
N  và A  có thể biểu diễn lại dưới dạng khối lần lượt là  

                                                           
0

0

0 0

N
N

 
  
 

 và 
0

0

0

0

I N
A

A

  
  
 

. 

    Do đó, 
 0

0Ker P
A A  và từ hệ thức vi) ta suy ra  0 0

A   với 
 

 
0

1

0 0Ker P
A I A


   . 

    Tuy nhiên, từ hệ thức iii) ta nhận thấy rằng 
 0

0 Im
0

P
B  , nên toán tử 

0
B  có dạng 

 
10

0 0

0 0

0
B

I A


 
  

   

  

    Do đó, phần chính của chuỗi Laurent  
 

   
1 10 0

0 01
1 000

1
k

k kk

k
k k

N P
I A B

 
 


 

       
  

    

đồng nhất với      
 

 
1 1

0 0 0 0

0

1
k k k

k

I A I A


  



        , do  0 0
A  .  

    Hơn nữa, phần bất thường của khai triển Laurent triệt tiêu trên  0
Ker P  và phần chính của khai triển 

triệt tiêu trên  0
Im P  nên phần bất thường và phần chính là các toán tử ổn định trên các không gian con 

bù nhau.                   

    Do đó ta có kết quả sau 

    Kết quả 5. 

    Giả sử 
0

  là một giá trị riêng của toán tử A  và 
0 0 0
, ,P N B  là các toán tử được định nghĩa như trong  

kết quả 4.    

    Khi đó, nếu   0 0
: dim Imm P  thì 

   
 

0
1 1 0 0

0 0 1
10 0

m k

k
k

P N
P I A I A P

 




      
   

  

là phần bất thường của khai triển Laurent của giải thức  
1

I A


   tại điểm 
0

   . 

 



    Hơn nữa, 

          
1 1 1

0 0 0 0

1

1
k kk

k

I P I A I A I P B


  



            

là phần chính của khai triển Laurent của giải thức  
1

I A


   tại điểm 
0

   . 

    Hơn nữa, 

    i)    0 0
Im KerV P P    

    ii) 
0

  là giá trị riêng duy nhất của toán tử    0 0
: Im ImA P P ; 

    iii) Toán tử    0 0 0
: Ker KerI A P P    khả nghịch.                               

    Nhận xét rằng từ hệ thức v) ta thu lại được định lý phân tích Dunford / định lý phân tích Jordan – 

Chevalley từ khai triển Laurent tại điểm 
0

    bởi vì 
0 0
P  là toán tử chéo trên  0

Im P  và 
0
N  là toán tử 

lũy linh.  

    Kết quả 6. 

    Giả sử A D N   trong đó D , N  là các toán tử thỏa mãn DN ND  và  spec 0N  . 

    Khi đó,    A D    và chuỗi  
 1

0

kk

k

N I D


 



   hội tụ đều về  
1

I A


   trên tập con compact bất 

kì của giải tập  A . 

    Hơn nữa, nếu  0
A   thì  

 

 
 0 0

1 1

0

, ,

1 1

2 2
r r

P I A d I D d
i i

 

   

       
    

sao cho đường tròn    0 0
, :r r        không chứa bất kì giá trị riêng nào khác của toán tử A . 

    Chứng minh kết quả 6. 

    Nếu  D  thì     1
I A I D N I D I I D N


            . 

    Từ giả thiết bài toán ta suy ra    I D N N I D     . 

    Bằng cách nhân trái và nhân phải cả hai vế cho  
1

I D


   ta nhận được 

   
1 1

N I D I D N
 

     , 

                                                  nên     
1
n

nn
N I D N I D

 
     , với mọi n . 

    Do đó, nếu  K D   là một tập con compact thì ta luôn tìm được số 0M   sao cho  

                                                        

1
1 1

1 1
n n

n nn nN I D N I D M N
 

       với mọi n , K . 

    Do  spec 0N   nên 0  ,
0
n   sao cho nếu 

0
n n  thì   

1
1

1
n n

n nN I D M N


     , 

 với mọi K . 

    Do đó,   1
spec 0N I D


   , bằng cách chuyển qua giới hạn khi cho 0 .  

    Từ kết quả 1 ta có thể lấy nghịch đảo hệ thức ở phần đầu của phân tích để thu được  

   
 1 1

0

kk

k

I A N I D


  



      và  A . 

    Từ đánh giá trên ta cũng suy ra được tính hội tụ đều của chuỗi trên tập con compact K . 



    Nếu  A  thì D A N   có cùng cấu trúc phổ với AN NA , nên ta có thể hoán đổi vai trò của  

D  và A  và suy ra được rằng  D . Điều này chứng minh rằng    A D   . 

    Hơn nữa, nếu  0
A   thì ,từ tính hội tụ đều của chuỗi toán tử trên tập con compact  r  ,  

ta thu được                

 
 

 
 

 

1 1

0

0

1 1

2 2

kk

kr r

P I A d N I D d
i i


  

 

       
 

  . 

    Từ khai triển Taylor trong kết quả 2) ta suy ra    
 1 1

!
k

k

k

d
I D k I D

d

  
    


, nên  

1 k
I D

k


   là 

nguyên hàm của  
 1k

I D
 

   trên  A  với mọi 1k  . 

    Do đó, tất cả các tích phân trong vế phải của khai triển của toán tử 
0
P  đều triệt tiêu trừ tích phân đầu 

tiên, đpcm.             

    3. Định lý phân tích Jordan  

    Trong phần này của bài viết ta sẽ giả sử 
1
,...,

q
   là tất cả các giá trị riêng phân biệt của toán tử A  và ta 

sẽ giải thích lại định lý phân tích Jordan bằng cách áp dụng các kết quả thu được về khai triển Laurent của 

giải thức ở mục trước.   

    Kết quả 7. 

    Giả sử  
11

2
j

j
P I A d

i





   
 

, 1,...,j q , là toán tử chiếu tương ứng với giá trị riêng  
j

 , trong đó 

j
  là đường tròn tâm 

j
  bán kính đủ bé sao cho hình tròn 

j
  không chứa giá trị riêng nào khác. 

    Khi đó,  
1

1

1
...

2
R

q
I P P I A d

i





      
 

, trong đó 
R

  là đường tròn tâm tại điểm 0 bán kính R   

sao cho  specR A .  

    Hơn nữa,      1 2
Im Im ... Im

q
V P P P     và    Im Ker

jm

j j
P I A   ,  

trong đó   dim Im
j j

m P , 1,...,j q .              

     Chứng minh kết quả 7. 

    Do  specR A  nên đương tròn 
R

  chứa tất cả các giá trị riêng của toán tử A . 

    Bằng cách áp dụng định lý thặng dư và các kết quả thu được khi phân tích khai triển Laurent của giải 

thức ta thu được  

   
1 1

1
1 1 0

1 1 1

2 2 2 2
j R R R

kq q

j k
j j k

A I d
P I A d I A d d I

i i i i


 


     


           

     
      , 

do tất cả các số hạng của chuỗi đều triệt tiêu trừ số hạng đầu tiên. 

    Tiếp theo, ta sẽ chứng minh rằng 
j
P  là toán tử chiếu song song của 

k
P  nếu k j , tức là 0

j k
PP  .  

    Thật vậy, 

         
2 1 1 1 1

2

j k j k

j k
i PP I A d I A d I A I A d d

   

   

                  . 

 



    Bằng cách sử dụng hệ thức ii) trong bổ đề 1) của kết quả 4, ta suy ra                 

 
   

   
1 1

2 1 11 1
2 0

j k j k k j

j k

I A I A
i PP d d I A d d I A d d

 

 

     

    
              

           , 

do đường tròn 
j
C  nằm ngoài đường tròn 

k
C . 

    Điều này chỉ ra rằng      1 2
Im Im ... Im

q
V P P P    . 

    Tiếp theo ta sẽ chứng minh    Im Ker
jm

j j
P I A   ,   dim Im

j j
m P , 1,...,j q . 

    Từ hệ thức v) của kết quả 4, ta suy ra rằng   0
j j

m m

j j j
A I P N    nên    Im Ker

jm

j j
P I A   . 

    Từ kết quả 5 ta suy ra    jm

j j
A I I P   là đơn ánh trên  Ker

j
P  nên    Ker Im

jm

j j
I A P   .  

    Điều này kết thúc phép chứng minh của ta. 

 

    Từ kết quả 5 ta biết rằng toán tử    : Im Im
j j

A P P  chỉ có duy nhất một giá trị riêng là 
j

 . 

    Do đó ta có định nghĩa sau: 

    Không gian  Im
j
P  được gọi là không gian con riêng suy rộng liên kết với trị riêng 

j
  và 

  dim Im
j j

m P  được gọi là số bội đại số của trị riêng 
j

 .        

    Nhận xét rằng từ hệ thức    Im Ker
jm

j j
P I A    ta cũng nhận thấy rằng định nghĩa ở trên hoàn toàn 

phù hợp với các định nghĩa thông thường được sử dụng khi ta tiến hành khảo sát cấu trúc toán tử bằng 

phương pháp chiều cổ điển được sử dụng trong các giáo trình đại số tuyến tính thông thường.  

    Bây giờ ta sẽ giải thích lại giải thức theo các toán tử 
j

N  và 
j
P  dưới dạng hình thức tương tự như bài 

toán phân tích hàm phân thức hữu tỉ dưới dạng các phân thức hữu tỉ cơ bản. 

    Kết quả 8.  

 
 

1
1

1
1 1

j
kmq

j j

k
j kj

j

P N
I A





 

 
    
    
 

  ,  A . 

    Chứng minh kết quả 8.  

                                   
 

1
1 1 1

1
1 1 1 1

j
kmq q q

j j

j j k
j j j kj

j

P N
I A I A P I A P


  


   

 
          
    
 

    . 

    Toán tử D  được gọi là chéo hóa khối  nếu tồn tại một phép phân tích trực tiếp toán tử D  thành các 

toán tử vô hướng trên các không gian con nào đó. Các hệ số của các toán tử vô hướng chính là các giá trị 

riêng của toán tử D .  

    Bây giờ ta sẽ chứng minh lại định lý phân tích Jordan và đây cũng chính là một dạng mở rộng của định 

lý phân tích Jordan – Chevalley:      

    Kết quả 9. (Jordan) 

    Giả sử V  là một không gian định chuẩn hữu hạn chiều trên trường  và toán tử tuyến tính :A V V . 

    Khi đó, tồn tại một toán tử chéo hóa khối D  và một toán tử lũy linh N  sao cho A D N   và 

DN ND . 

    Hơn nữa, nếu 
1
,...,

q
   là các giá trị riêng phân biệt của toán tử A  thì 

1

q

j j

j

D P


   và 
1

q

j

j

N N


 , 

trong đó các toán tử 
j
P  và 

j
N  là các toán tử được định nghĩa trong kết quả 4. 



     Chứng minh kết quả 9.  

    Từ hệ thức v) của kết quả 4) ta nhận được 
j j j j

AP P N   , 1,...,j q . 

    Bằng cách áp dụng kết quả 7) ta suy ra 

                                          
1 1 1 1 1

q q q q q

j j j j j j j j

j j j j j

A A P AP P N P N
    

            . 

   Do đó, bằng cách đặt 
1

q

j j

j

D P


   và 
1

q

j

j

N N


  ta nhận thấy rằng A D N  . 

   Hiển nhiên rằng D  là toán tử chéo hóa khối. 

   Từ hệ thức ii) trong kết quả 4) và kết quả 7) ta suy ra được 
k j k j j kj j j k
PN PPN N N P    . 

   Do đó, N  là toán tử lũy linh và DN ND . 

   Phần việc còn lại của ta là chứng minh tính duy nhất của phép phân tích nêu ở trên. 

   Thật vậy, giả sử A D N   trong đó D  là toán tử chéo hóa khối, N  là toán tử lũy linh và DN ND . 

   Từ kết quả 6) ta suy ra rằng    D A    nên 
1
,...,

q
   là các giá trị riêng của toán tử D . 

   Do D  là toán tử chéo hóa khối nên 
j j j

DP P   và 
j j j j j

NP AP P N   , 1,...,j q , nên D D   

và N N . 

   

   Nhận xét rằng các toán tử D , N  được xác định duy nhất theo toán tử A  và toán tử A  chéo hóa được 

khi và chỉ khi tất cả các giá trị riêng của toán tử A  đều là các cực điểm đơn của giải thức  
1

I A


  . 

   Thật vậy, điều kiện cần và đủ để toán tử A  chéo hóa được là 0
j

N   với mọi 1,...,j q  hay tất cả các 

giá trị riêng đều là các cực điểm đơn của giải thức.           

     4. Định lý Cayley – Hamilton  

   Nếu   1

1 0
...n n

n n
p a a a




        thì ta định nghĩa   1

1 0
: ...n n

n n
p A a A a A a I




    . 

   Để chứng minh khẳng định quan trọng này ta sẽ tìm cách biểu diễn  p A  dưới dạng một công thức tích 

phân dạng Cauchy như sau: 

   Kết quả 10. 

   Nếu   1

1 0
...n n

n n
p a a a




        là một đa thức thì     

 

11

2
R

p A p I A d
i





    
  ,  

 R  là đường tròn tâm tại điểm 0   với bán kính  specR A . 

   Chứng minh kết quả 10. 

   Từ tính tuyến tính của phép toán tích phân để chứng minh khẳng định của bài toán ta chỉ cần xét vấn đề 

với   k
p    .  

   Bằng cách sử dụng kết quả 7 và công thức tích phân Cauchy, ta nhận được                                            

 
 

    
 

1 1
2

kk k

R R

iA A I A d I I A I A d
 

 

               

                                               
 

 
 

1 1

0

1
k

l lk l k

l R R

k
I A d I A d

l

 

  

 
           

 
   .   

 

 

 

 

 



    Kết quả 11. 

    Nếu p  là một đa thức bất kì thì    
   1

1 1 !

j
kmq

j k

j j j

j k

p
p A p P N

k



 

 
   
 
 

   trong đó 
 k
p  là đạo hàm cấp 

k  của đa thức p . 

    Chứng minh kết quả 11.  

    Từ kết quả 10 và kết quả 8, ta suy ra 

        
 

  
 

1 1

1

1 1

2 2

q

jR j

p A p I A d p I A d
i i

 

 

         
 

   

             
   

 

1

1
1 1

1

2

j

j j

mq
k

j jk
j kj

j

p p
d P d N

i




  

  
    
     
 

    

    Bằng cách áp dụng công thức tích phân Cauchy, ta thấy rằng  

                                                                      
 1

2
j

j

j

p
p d

i



  

   , 

           
   

 

 
1

!

2
j

k

j k

j

pk
p d

i





  

  
 . 

    Kết hợp các công thức trên vào khai triển của toán tử  p A  ta thu được kết quả cần chứng minh. 

    Kết quả 12. (Cayley-Hamilton)   

    Nếu 
A
p  là đa thức đặc trưng của toán tử A  thì   0

A
p A  . 

    Chứng minh kết quả 12. 

    Từ định nghĩa của đa thức đặc trưng ta suy ra rằng    
1

j

q
m

A j

j

p


     trong đó 
j

m  là số bội đại số 

của giá trị riêng 
j

 . Do đó, 
    0
k

A j
p   , 0 1

j
k m   , nên bằng cách áp dụng kết quả 11)   0

A
p A  .             

      

     Từ kết quả vừa chứng minh ở trên ta có định nghĩa sau: 

    Đa thức chuẩn tắc p  có bậc thấp nhất sao cho   0p A   được gọi là đa thức tối tiểu của toán tử A . 

    Từ kết quả 11) ta suy ra rằng      
   1

1 1

0
!

j
kmq

j k

j j j

j k

p
p A p A p P N

k



 

 
    
 
 

  , trong đó 
j
n  là bậc theo 

nghĩa cực điểm của 
j

  đối với giải thức. 

    Nhận xét rằng tập các toán tử    :1 :1 ,1
k

j j j
P j q N k n j q        độc lập tuyến tính nên  

    0
k

j
p    với mọi 1,...,j q  và 0,..., 1

j
k n  . 

    Do đó ta có một hệ quả cơ bản sau:    

    Kết quả 13. 

    Giả sử A  là một ma trận trên trường  với các giá trị riêng phân biệt là 
1
,...,

q
  . 

    Khi đó, đa thức tối tiểu của ma trận A  cho bởi hệ thức    
1

j

q
n

j

j

p


    , trong đó 
j
n  là bậc của 

cực điểm 
j

  đối với giải thức  
1

I A


  .                
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