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     Đầu tiên ta bắt đầu bằng việc trình bày một số khái niệm cơ bản sẽ được sử dụng nhiều xuyên suốt nội 

dung bài viết. 

     Cho  ij n n
S s


  và  ij n n

S s


   là hai ma trận đối xứng cấp n  với các phần tử thuộc trường . 

Hai ma trận S  và S  được gọi là tương đẳng trên , ký hiệu S S , nếu tồn tại một ma trận vuông P  

không suy biến cấp n  với các phần tử thuộc trường  sao cho TP SP S , trong đó TP  là ma trận chuyển vị  

của P . Dễ dàng chứng minh được rằng tính tương đẳng của các ma trận là một quan hệ tương đương. 

     Cho  ij n n
S s


  là một ma trận đối xứng cấp n  với các phần tử thuộc trường  và xác định hàm f  bởi 

 1 2

, 1

, ,...,
n

n i ij j

i j

f x x x x s x


  là một dạng song tuyến tính theo các biến 1 2, ,..., nx x x , ta nói rằng f  là dạng 

song tuyến tính của ma trận S . 

     Cho  ij n n
S s


   là một ma trận đối xứng cấp n  với các phần tử thuộc trường  và S S  trên . 

     Khi đó, từ định nghĩa ta tìm được một ma trận  ij n n
P p


  không suy biến cấp n  với các phần tử thuộc 

trường  sao cho TP SP S .  

     Bằng cách đưa vào thêm các biến số mới 1 2, ,..., ny y y  được xác định bởi các hệ thức 

1

n

i ij j

j

x p y


 , 1,2,...,i n , lưu ý rằng do ma trận P  không suy biến nên ta tìm được ma trận nghịch đảo 

 ij n n
Q q


   và chỉ cần đặt 

1

n

i ij j

j

y q x


 , 1,2,...,i n , ta sẽ thu được nhận định vừa nêu. 

      Bây giờ ta thay các biểu thức 
1

n

i ij j

j

x p y


 , 1,2,...,i n , vào biểu thức tính của f  ta thu được một dạng 

tuyến tính f   mới theo các biến 1 2, ,..., ny y y . 

      Bằng một số phép biến đổi đơn giản ta có thể kiểm tra được rằng  1 2

, 1

, ,...,
n

n i ij j

i j

f y y y y s y


  . 

      Nói cách khác, f   là dạng song tuyến tính của ma trận S  .  

      Khi đó, các dạng song tuyến tính f  và f   được gọi là tương đẳng trên . 

 

     Nếu A  và B  lần lượt là các ma trận vuông cấp n  và m  với các phần tử thuộc trường  thì ta định nghĩa 

tổng trực tiếp của hai ma trận A  và B  là một ma trận vuông cấp  n m  được xác định bởi  

                                                                       
0

0

A
A B

B

 
   

 
. 

     Nếu 1 1S S  và 2 2S S  thì bằng các lập luận đơn giản ta chứng minh được rằng 1 2 1 2S S S S    . 

     Tính phức tạp của bài toán khảo sát tính tương đẳng của các ma trận phụ thuộc rất nhiều vào các đặc tính 

cơ bản của trường . Các nghiên cứu của nhà toán học Sylvester cho bài toán này cho trường số thực không 

thật sự quá khó khăn. Nhưng cũng bài toán này khi khảo sát cho trường số hữu tỷ ta vấn phải rất nhiều khó 

khăn mang tính kỹ thuật. Nguyên nhân của việc này nằm ở chỗ các khảo sát trên trường số hữu tỷ có liên hệ 

rất mật thiết với các lĩnh vực của lý thuyết số. 

     Cho m  là một số nguyên dương bất kỳ. 

     Áp dụng định lý Lagrange ta thu được 2 2 2 2

1 2 3 4m a a a a    , trong đó 1 2 3 4, , ,a a a a  là các số nguyên. 

Đặt 

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

a a a a

a a a a
H

a a a a

a a a a

 
 

  
  
 

  

, bằng cách nhân H  với ma trận chuyển vị của nó, ta thu được 4

THH mI . 

      Do đó, 4 4mI I  trên trường số hữu tỷ. 



      Bằng phương pháp quy nạp ta dễ dàng suy ra được rằng 
n nmI I  trên trường số hữu tỷ với mọi 

 0 mod4n  .         

                                                                                 

    Trở lại với các  , ,v k λ -cấu hình, một trong các vấn đề trọng tâm trong các khảo sát về các cấu hình tổ 

hợp là đánh giá các miền giá trị của ,v k  và λ  để sao cho tồn tại một cấu hình tương ứng. Từ định nghĩa ta 

suy ra được ngay rằng ,v k  và λ  là các số nguyên thỏa mãn 0 1λ k v     và 2k λ k λv   . Chúng đều 

là các điều kiện cần của ,v k  và λ  để tồn tại một  , ,v k λ -cấu hình, tức là trong các thảo luận của ta về sự 

tồn tại của một  , ,v k λ -cấu hình thì các hệ thức vừa kể ra ở trên luôn chính xác. Sau đây ta trình bày điều 

kiện cần cho sự tồn tại của  , ,v k λ -cấu hình, lưu ý rằng cho đến ngày nay ta vẫn chưa tìm ra được một điều 

kiện cần khác với điều kiện trình bày dưới đây nên ta có thể phỏng đoán rằng sự tồn tại của một  , ,v k λ -cấu 

hình sẽ là một trường hợp đặc biệt nào đó của khẳng định này.   

Kết quả 1. Cho ,v k  và λ  là các số nguyên sao cho có ít nhất là một  , ,v k λ -cấu hình. Khi đó 

     i) Nếu v  là số chẵn thì k λ  là một số chính phương. 

     ii) Nếu v  là số lẻ thì phương trình    
1

2 2 2
21

v

x k λ y λz


     có một nghiệm nguyên với , ,x y z  không 

đồng thời bằng không. 

Chứng minh. Giả sử A  là ma trận liên thuộc của  , ,v k λ -cấu hình. 

     Khi đó,  TAA B k λ I λJ    . 

     Từ phương trình trên ta tính được    
2 12det det

v
A B k k λ


   , nên  

12 v
k k λ


  là một số chính 

phương.  

     Nếu v  chẵn thì từ khẳng định trên ta suy ra được k λ  phải là một số chính phương. 

     Bây giờ ta xét tiếp trường hợp v  là số lẻ.      

     Từ phương trình của ma trận liên thuộc ta thu được B I  trên trường số hữu tỷ. 

     Trường hợp 1.  1 mod 4v   

     Từ phương trình của ma trận liên thuộc ta thu được   1 1vB k λ I I   . 

     Khi biểu diễn qua ngôn ngữ của các dạng song tuyến tính thì điều này có nghĩa là 

       
22 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1... ... ...v v v vk λ x x x λ x x x k λ y y y y              , 

trong đó 1 1 2 2 ...i i i iv vx p y p y p y    , 1,2,...,i v ,  ij v v
P p


  là ma trận không suy biến với các phần tử là 

các số hữu tỷ. 

     Đặt 
1 11

1

1 11

, 1,

, 1,

    neáu 

 neáu 

y p
x

y p


 

 
 ta thu được hệ thức 1 2 2 2 2 ... v vy e y e y e y    , trong đó 2 3, ,..., ve e e  là các số 

hữu tỷ nào đó.  

     Kết hợp hệ thức vừa thu được với công thức liên hệ giữa ix  và jy  ta nhận được 

2 2 2 3 3 ... v vx p y p y p y    , trong đó 2 3, ,..., vp p p  là các số hữu tỷ nào đó. 

     Bằng các đặt 
2 2

2

2 2

, 1,

, 1,

    neáu 

 neáu 

y p
x

y p


 

 
 ta thu được hệ thức 2 3 3 4 4 ... v vy f y f y f y    , trong đó 3 4, ,..., vf f f  

là các số hữu tỷ nào đó. 

     Kết hợp hệ thức vừa thu được với công thức liên hệ giữa ix  và jy  ta nhận được 

3 2 2 3 3 ... v vx g y g y g y    , trong đó 2 3, ,..., vg g g  là các số hữu tỷ nào đó. 

    Tiếp tục thực hiện quá trình này ta sẽ thu được 2 1 1v v v v vy h y h y    , trong đó 1vh   và vh  là các số hữu tỷ. 

    Kết hợp với công thức liên hệ ix  và jy  ta nhận được 1 1 1v v v v vx k y k y    , trong đó 1vk   và vk  là các số 

hữu tỷ. Sau cùng, bằng cách đặt 1 1v vx y    ta thu được 1v v vy l y  , trong đó vl  là một số hữu tỷ. Cho đến 

nay chúng ta không xác định một giá trị cụ thể nào cho vy  và bằng cách chọn cho vy  bằng một số hữu tỷ 

khác không bất kỳ.  



    Khi đó 
1 2 1, ,...,v vy y y 

 được xác định một cách duy nhất nên 
1 2, ,..., vx x x  cũng được xác định một cách duy 

nhất. 

    Hơn nữa, 2 2

i ix y , 1,2,..., 1i v  , nên khi ta thay các tính toán vừa trình bày ở trên vào hệ thức 

       
22 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1... ... ...v v v vk λ x x x λ x x x k λ y y y y               ta thu lại được 

hệ thức mới như sau    
22 2

1 2 ...v v vk λ x λ x x x y      , điều này kết thúc chứng minh cho  

trường hợp  1 mod 4v  . 

    Trường hợp 2.  3 mod 4v   

    Chứng minh cho trường hợp này thực ra không khác quá nhiều so với trường hợp  1 mod 4v   và chỉ yêu 

cầu những sửa đổi nhỏ trong các lập luận trong trường hợp trước, cụ thể là  1 1vB I k λ I    . 

    Khi diễn đạt dưới ngôn ngữ của các dạng song tuyến tính thì điều này có nghĩa là 

       
22 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 1... ... ...v v v vk λ x x x λ x x x x k λ y y y               , 

trong đó 1 1 2 2 , 1 1...i i i i v vx p y p y p y 
      , 1,2,..., 1i v  ,  

   1 1ij v v
P p

  
  là ma trận không suy biến với các 

phần tử là các số hữu tỷ. 

    Bằng cách đặt 1 1x y  , ta thu được hệ thức 1 2 2 3 3 1 1... v vy e y e y e y 
      , trong đó 2 3 1, ,..., ve e e 

    là các số 

hữu tỷ nào đó. 

    Tương tự, bằng cách đặt 2 2x y   ta thu được hệ thức 2 3 3 4 4 1 1... v vy f y f y f y 
      , trong đó 

3 4 1, ,..., vf f f 
    là các số hữu tỷ nào đó. 

    Tiếp tục thực hiện quá trình này ta sẽ thu được 1 1 1v v v v vy h y h y  
   , trong đó h  và 1vh 

  là các số hữu tỷ. 

    Kết hợp với công thức liên hệ ix  và jy  ta nhận được 1 1v v v v vx k y k y 
   , trong đó vk   và 1vk 

  là các số 

hữu tỷ. Sau cùng, bằng cách đặt v vx y   ta thu được 1 1 1v v vy l y  
 , trong đó 1vl 

  là một số hữu tỷ. Bây giờ 

ta cho vy  bằng một số hữu tỷ khác không bất kỳ. 

    Khi đó 1 2 1, ,...,v vy y y   được xác định một cách duy nhất nên 1 2, ,..., vx x x  cũng được xác định một cách duy 

nhất. 

     Hơn nữa, 2 2

i ix y , 1,2,..., 1i v  , nên khi ta thay các tính toán vừa trình bày ở trên vào hệ thức 

       
22 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 1... ... ...v v v vk λ x x x λ x x x x k λ y y y                ta thu lại được 

hệ thức mới như sau    
2 2 2

1 2 1 1... v v vλ x x x x k λ y       , điều này kết thúc chứng minh cho  

trường hợp  3 mod 4v  .  

 

     Trước khi tiếp tục khảo sát tiếp các điều kiện cho sự tồn tại của  , ,v k λ -cấu hình ta sẽ trình bày thêm 

một số khái niệm về số học và đồng thời khái quát lại các ý chính đã thu nhận được 

     Cho a  và m  là các số nguyên khác không và nguyên tố cùng nhau.  

     Số nguyên a  được gọi là thặng dư bình phương của m  nếu phương trình  2 modx a m  có một nghiệm. 

     Cho ,a b  và c  là các số nguyên khác không, không phải là bình phương của một số nguyên, nguyên tố 

cùng nhau từng đôi một và không có cùng dấu. Khi đó, phương trình nghiệm nguyên 2 2 2 0ax by cz    

được gọi là phương trình Legendre. Các nghiên cứu và khảo sát chuyên sâu của nhà toán học Legendre đã 

chỉ ra rằng điều kiện cần và đủ để phương trình Legendre có một nghiệm nguyên , ,x y z  không tầm thường 

là , ,bc ac ab    lần lượt là các thặng dư bình phương của , ,a b c .  

     Bây giờ dễ dàng nhận thấy rằng phương trình được nêu trong kết quả 1 có dạng tương tự với phương 

trình Legendre. Nhưng nên lưu ý rằng điều kiện các hệ số không phải bình phương số nguyên chưa được 

thỏa mãn nên để có thể áp dụng kết quả nghiên cứu của Lengendre thì ta phải khử bỏ các nhân tử bình 

phương trong các hệ số.  

      Ký hiệu  k λ   và λ  lần lượt là các nhân tử không phải thể biểu diễn thành bình phương của các số 

k λ  và λ . Đặt   gcd ,d k λ λ   , khi đó phương trình    
1

2 2 2
21

v

x k λ y λz


     có một nghiệm 



nguyên , ,x y z  không tầm thường khi và chỉ khi phương trình 
 

 
1

2 2 2
21

vk λ λ
dx y z

d d

 
    cũng có một 

nghiệm nguyên , ,x y z  không tầm thường. Hơn nữa, phương trình 
 

 
1

2 2 2
21

vk λ λ
dx y z

d d

 
    thỏa mãn 

hoàn toàn các điều kiện của một phương trình Legendre. Áp dụng kết quả nghiên cứu của Legendre, ta suy 

ra rằng nếu tồn tại một  , ,v k λ -cấu hình với v  lẻ thì các số  
 1

2
2

1
v λ k λ

d

  
 ,  

1

21
v

λ


  và  k λ   lần lượt 

là thặng dư bình phương của các số 
 

,
k λ

d
d


  và  

1

21
v λ

d

 
 . 

    Trong đa phần các  , ,v k λ -cấu hình quan trọng như mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn hoặc ma trận Hadamard 

thì v  là một số lẻ và  , 1k λ   nên  , 1k λ λ   hay 1d  . Trong số các cấu hình quan trọng này thì các 

điều kiện 1 và 2 được thỏa mãn một cách tầm thường. Do đó cái mà ta phải quan tâm đến đó là điều kiện 3, 

hay nói cách khác nếu tồn tại một  , ,v k λ -cấu hình với v  lẻ và  , 1k λ   thì  k λ   là một thặng dư bình 

phương của  
1

21
v

λ


 .  

    Trong phần cuối của bài viết ta tập trung khảo sát mối liên hệ giữa phương trình ma trận 
TAA B  và điều 

kiện tồn tại của  , ,v k λ -cấu hình, trong đó  B k λ I λJ   . 

Kết quả 2. Cho A  là một ma trận vuông cấp v  với các phần tử hữu tỷ thỏa mãn phương trình 
TAA B . 

Khi đó   2

T Tλ
A A k λ I A JA

k
   . 

Chứng minh. Từ công thức xác định của B ,  B k λ I λJ   , ta nhận ra rằng B  không suy biến. 

    Bằng cách sử dụng các tính chất cơ bản trên ma trận ta chỉ ra được 
 

1

2

1 λ
B I J

k λ k k λ

  
 

. 

    Từ giả thiết ta suy ra  1TA A B I   nên 
1TA B A I  . 

    Thay kết quả tính 
1B
 vào hệ thức trên ta suy ra 

 2

1T λ
A I J A I

k λ k k λ

 
     

. 

    Sau khi thu gọn hệ thức trên ta nhận được   2

T Tλ
A A k λ I A JA

k
   , điều phải chứng minh. 

    Kết quả vừa chứng minh ở trên có một số hệ quả rất thú vị. 

    Gọi is  là tổng các phần tử của cột thứ i  và it  là tổng bình phương các phần tử nằm trên cột thứ i  của ma 

trận A .  

    Bằng tính toán trực tiếp ta nhận ra rằng  
, 1,2,...,

T

i j i j v
A JA s s


 . 

    Áp dụng kết quả 2 ta suy ra  2 2 2

i ik t λs k k λ   , 1,2,...,i v . 

     

    Nếu A  là ma trận với các phần tử là số hữu tỷ sao cho 
TAA B  và JA kJ  thì 

TA A B . 

    Một nghiên cứu chi tiết về điều kiện B I  trên trường số hữu tỷ đã được thực hiện nhưng ta không thể 

trình bày tất cả các kết quả đó trong bài viết này. Trong bài viết này ta chỉ đơn thuần là khảo sát điều kiện 

B I  trên trường số hữu tỷ với các giá trị , ,v k λ  thỏa mãn các điều kiện nêu trong kết quả 1. Đồng thời ta 

cũng biết rằng nếu B I  trên trường số hữu tỷ thì tồn tại một ma trận A  với các phần tử là các số hữu tỷ 

sao cho 
TAA B . 

     Một cách rất tự nhiên ta nghiên cứu phương trình 
TAA B  trong trường hợp ma trận A  có tất cả các 

phần tử đều nguyên. Ta bắt đầu với một số quan sát đơn giản.  

     Cho A  là một ma trận với tất cả các phần tử nguyên sao cho 
T TAA A A B  .  

     Ta khẳng định rằng A  hoặc A  là ma trận liên thuộc của một  , ,v k λ -cấu hình nào đó. 

      Thật vậy, từ điều kiện 
TA A B  ta suy ra it k , 1,...,i n , và từ hệ thức  2 2 2

i ik t λs k k λ   , 



1,...,i n , ta tính được 2 2

is k . Bây giờ từ 
it k  và 

is k  ta suy ra được rằng các phần tử thuộc cột thứ i  

của ma trận A  bằng 0 hoặc 1; từ hệ thức 
it k  và 

is k   ta suy ra các phần tử thuộc cột thứ i  của ma trận 

A  bằng 0 hoặc 1 . Do mỗi phần tử của ma trận B  không nằm trên đường chéo chính đều bằng số nguyên 

ương λ  nên ta suy ra được rằng không thể xảy ra trường hợp có hai cột với hai loại phần tử khác nhau. Do 

đó, A  hoặc A   là ma trận liên thuộc của một  , ,v k λ -cấu hình nào đó. 

     Cho S  và S   là hai ma trận đối xứng cấp n  với các phần tử thuộc vành các số nguyên.  

     Hai ma trận S  và S  được gọi là biểu diễn đồng nhất nếu tồn tại một ma trận vuông P cấp n  với các 

phần tử nguyên sao cho TP SP S . Trường hợp đặc biệt, ma trận đơn vị I  cấp n  biểu diễn đồng nhất với 

S   nếu tồn tại một ma trận vuông P  cấp n  với các phần tử nguyên sao cho TP P S . 

     Dễ dàng nhận ra rằng nếu tồn tại một  , ,v k λ -cấu hình thì ma trận đơn vị I  cấp v  biểu diễn đồng nhất 

với B  và lưu ý rằng chiều đảo của khẳng định này thì không phải luôn đúng. Trong phần sau của bài viết ta 

sẽ trình bày một điều kiện đủ cho khẳng định trên. Thật không may mắn cho ta khi bài toán khảo sát quan hệ 

biểu diễn đồng nhất trên các ma trận trong trường hợp tổng quát vẫn chưa được giải quyết. Những phát triển 

sâu sắc hơn cho bài toán này có thể sẽ mang lại cho ta những tiến bộ lớn về  , ,v k λ -cấu hình. 

     Cho A  là một ma trận với các phần tử nguyên sao cho 
TAA B . Nếu ta nhân một cột bất kỳ của ma trận 

A  cho 1  thì ma trận thu được vẫn thỏa mãn phương trình. Do đó ta có thể chọn ma trận A  để sao cho tổng 

tất cả các phần tử trên mỗi cột là các số không âm, khi đó ta nói rằng ma trận A  có dạng chuẩn. 

Kết quả 3. Cho A  là một ma trận với các phần tử nguyên sao cho 
TAA B  và A  được viết ở dạng chuẩn. 

Nếu  ,k λ  không phải là một số chính phương và k λ  là một số lẻ thì A  là ma trận liên thuộc của một 

 , ,v k λ -cấu hình nào đó. 

Chứng minh. Ký hiệu is , it  lần lượt là tổng các phần tử và tổng bình phương các phần tử nằm trên cột thứ i  

của A . Khi đó, 0is  , 1,...,i v , do ma trận A  đã được chuẩn hóa.  

     Từ hệ thức  2 2 2

i ik t λs k k λ    ta suy ra  2 20 modiλs k , 1,...,i v . 

     Từ đồng dư thức  2 20 modiλs k  và hệ thức 2k λ k λv    ta suy ra được  0 modis k , lưu ý rằng 

 ,k λ  không phải là một số chính phương. Do đó, i is u k .  

     Thay kết quả này vào hệ thức  2 2 2

i ik t λs k k λ    ta suy ra  2

i it λu k λ   , 1,...,i v . 

     Giả sử 0iu   với một chỉ số i  nào đó. Khi đó 0is  , nên it k λ  . 

     Mặt khác,  2 0 mod 2i ik λ t s    , điều này mâu thuẫn với giả thiết k λ  là số lẻ. 

     Do đó, 0iu  , 1,...,i v . 

     Đồng thời ta lại có TJAA J JBJ  nên 2 2 2 2

1 2 ... vs s s k v    , hay 2 2 2

1 2 ... vu u u v    . 

     Do 0iu  , ta suy ra 1iu   nên is k  hay it k . 

     Điều này chỉ ra rằng A  là ma trận liên thuộc của một  , ,v k λ -cấu hình.  
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