Khao sat diéu kién ton tai cia mét (b,v,r,k, 1)- cau hinh
Truong Phuac Nhan, 19/07/2018

Dau tién ta bit dau bang viéc trinh bay mot sé khai niém co ban s& dugc st dung nhiéu xuyén sudt noi

dung bai viét.
Cho S=(s;) vas'=(s )n 12 hai ma tran déi xting cip n voi cac phan tir thuge truong F.

Hai matran S va S’ duoc goi la twong dang trén T, ky hiéu S ~S’, néu ton tai mot ma tran vudng P

khong suy bién cap n véi cac phan ta thude truong F sao cho PTSP =S’ trong @6 PT la ma tran chuyén vi

cua P. Dé dang ching minh dugc rang tinh twong dang cua cac ma tran la mot quan hé tuong duong.

Cho S =(s;) lamot ma tran ddi xing cép n véi cac phan tir thuge truong F va xéc dinh ham f boi
nxn

nxn

n
f (X0 X000 %y ) = D %S;X; 1& Mot dang song tuyén tinh theo cac bién x;,x,,...,X,, tandirang f ladang
i j=L
song tuyén tinh cia ma tran S .

Cho S'=(s/) lamot ma tran ddi xing cép n véi cac phan tir thuoe truong F va S ~ S’ trén .
nxn

Khi do, tir dinh nghia ta tim dwoc mot ma tran P = p; ) _ khang suy bién cip n voi cac phan tar thuoc

nx
truong F sao cho PTSP=S'.
Bang cach dua vao thém cic bién s6 méi y,, y,,..., y, dugc xac dinh bai cac hé thac

X =>p;y;,i=12,..,n, lyu yring do matran P khong suy bién nén ta tim duoc ma tran nghich dao
i1

nxn

Q=(g;) vachicindit y, =) g;x;,i=12,...,n, tasé thu duoc nhan dinh vira néu.
1

n
Bay gio ta thay cac bicu thirc x, = > p,y,,i=12,...,n, vao bicu thic tinh ciia f ta thu duoc mot dang
i1
tuyén tinh ' mai theo céc bién y,, y,,..., , .

n
Bang mot s6 phép bién doi don gian ta ¢o the kiem tra duoc rang f'( Yy, Y,o.n Vo) = D, ViSiY; -
i
NOi cach khac, ' la dang song tuyén tinh cia ma tran S'.
Khi d6, cac dang song tuyén tinh f va f' dwoc goi la trong dang trén .

Néu A va B lan luot la cAc ma tran vudng cap n va m vai cac phan ta thuge truong T thi ta dinh nghia
tong truc tiép cua hai matran A va B la mot ma tran vudng cép (n+m) duge xac dinh boi

A 0O
A®B = .
o o)

Néu S, ~S; va S, ~'S; thi bang cac lap luan don gian ta chimg minh duoc rang S, ®S, ~ S, ®S;.

Tinh phtrc tap cta bai toan khao sat tinh twong dang cua cac ma tran phu thudc rat nhidu vao cac dic tinh
co ban cua trudng F. Cac nghién ctru ciia nha toan hoc Sylvester cho bai toan nay cho truong sé thuc khong
that sy qua kho khin. Nhung ciing bai toan nay khi khao sat cho truong sb hitu ty ta van phai rat nhiéu kho
khin mang tinh k¥ thuat. Nguyén nhan cua viéc nay nam ¢ chd cac khao sat trén trudng s6 hitu ty co lién hé
rat mat thiét véi cac linh vuc caa ly thuyét so.

Cho m 1a mot sb nguyén duong bat ky.

Ap dung dinh Iy Lagrange ta thu dugc m=a>+a’ +a’+a’, trong d6 a,,a,,a,,a, la cac sé nguyén.

a4 & a4 a4
< a -4 a, —q M . A ‘o A 2 [ . T
bat H = , bang cach nhan H véi ma tran chuyén vi cua no, ta thu dugc HH' =ml,.
4 -4 - 8§

a 4 —a, —a
Do d6, ml, = I, trén truong s6 hitu ty.



Bang phuong phap quy nap ta dé dang suy ra dwoc rang ml_ ~ | trén truong sé hitu ty voi moi
n=0(mod4).

Tré lai véi cac (v, k, 4)-cau hinh, mot trong cac van dé trong tam trong cac khao sat vé cac cau hinh to
hop 1a danh gi4 cac mién gid tri ciia v,k va A dé sao cho ton tai mot cu hinh twong wng. Tir dinh nghia ta
suy ra dugc ngay rang v,k va 4 1a cac sé nguyén thoa mdn 0< A<k <v—1 va k—1=k*—Av. Ching déu
1a cac diéu kién can cua v,k va 1 dé ton tai mot (v,k, 2)-cau hinh, tuc la trong cac thao luan cua ta vé sy
ton tai ciia mot (v, k, 1)-cau hinh thi cac hé thic vira ké ra & trén ludn chinh x4c. Sau day ta trinh bay diéu
kién can cho sy ton tai cua (v,k, 2)-cau hinh, lwu y rdng cho dén ngay nay ta van chua tim ra dugc mot diéu
kién can khéac véi diéu kién trinh bay duéi day nén ta c6 thé phong doan rang sy ton tai cua mot (v, k, 1)-cau
hinh s& 1a mot truong hop dac biét nao d6 cua khang dinh nay.

Két qua 1. Cho v,k va 4 la cac s nguyén sao cho c6 it nhat 1a mot (v,k, 4)-cau hinh. Khi d6
i) Néu v la sé chinthi k—A4 la mot s6 chinh phuong.
v-1
ii) Néu v 1250 Ié thi phwong trinh x* =(k—1)»* +(-1) 2 Az* c6 mot nghiém nguyén véi x,y,z khong
dong thoi bang khang.

Ching minh. Gia str A [a ma tran lién thuoc cua (v, k, 4)-cau hinh,

Khi d6, AAT =B =(k—4)I+1J.

Tir phuong trinh trén ta tinh dwoc (det A)2 =detB=k* (k- /I)H ,nén k*(k - )L)H la mot sé chinh
phuong. , .

Neéu v chan thi tir khang dinh trén ta suy ra duwoc k — A phai la mét s6 chinh phuong.

Bay gio ta xét tiep truong hop v la so I¢.

Tur phuong trinh cia ma tran lién thudc ta thu dugc B~ | trén trueong so hitu ty.

Trudng hep 1. v=1(mod4)

Tir phuong trinh ciia ma tran lién thuge ta thu dugc B~ (k—-2)7,_, @1,.

Khi biéu di&n qua ngdn ngit ciia céc dang song tuyén tinh thi diéu nay cé nghia 1a

(k —A)(xf +X +...+xV2)+/1(xl + X, X, ) :(k—/l)(yf +y5 +...+y571)+yvz,

trong d6 X, = Py + Pp¥y +ot B Yy 1 =12,.,v, P =(p; )V  la ma tran khong suy bién vei cac phan ti la

cac s6 hiru ty.
,néup, =1
Pit % :{ Yor nEU Py
-Yy,, néup, =1,

hitu ty nao do.
Két hop hé thirc vira thu duoc vai cong thuc lién hé giita X va y; tanhan dugc

ta thu duoc hé thic y, =e,y, +&,Y, +...+8,Y, , trong d6 €,,e,,...,e, la cac sb

X, = P,Y, + PsYs +...+ P, Y, , trong d6 p,, Ps,..., P, la cac sb hitu ty ndo do.

Yo né’upzili A vl ,
. ta thu duoc h¢ thuc y, = fy, + f,y, +..+ f,y,, trong do f,, f,,..., f,
—-Y,, néup, =1
la c&c sb hiru ty nao do.

Két hop hé thirc vira thu duoc vai cong thuc lién hé giita X va y; tanhan dugc

Bang cac dit X, :{

X, =0,Y, + 0¥ +...+Q,Y, , trong 6 g,,ds,..., g, 1a cac sé hitu ty nao do.
Tiép tuc thuc hién qua trinh nay ta s& thu duoc y, , =h,,Y,, +hy,, trong &6 h,_, va h, la cac s hitu ty.
Két hop véi cong thuc lién hé x, va y; ta nhan dugc X, =k,,Y,, +K,Y,, trong d6 k,_, va k, 1a cac s
hitu ty. Sau cing, bang cach dat x,_, =+Y, , tathu dugc y, , =1, y,, trong d6 1, 1a mot sb hitu ty. Cho dén
nay chiing ta khong xac dinh mét gié tri cu thé nao cho y, va bang cach chon cho y, bang mét sé hitu ty
khéc khong bat ky.




Khido Y, .Y, ..., Y, dugc xéc dinh mot cach duy nhat nén x, x,,..., X, ciing duwoc xac dinh mot cach duy
nhat.

Hon nita, X? = y?,i=12,...,v—1, nén khi ta thay cac tinh toan vira trinh bay & trén vao hé thuc
(k —i)(xf +X +...+x5)+/1(xl+x2 totx,) = (k—/l)(yf +y2 +...+y571)+y5 ta thu lai duoc
hé thie méi nhu sau (k —2)x% +A(x, +x, +...+x, )" = y2, didu nay két thic chang minh cho
trudng hop v=1(mod4).

Trudng hep 2. v=3(mod4)

Ching minh cho truong hop ndy thuc ra khong khac qua nhiéu so véi truong hop v=1(mod4) va chi yéu
cau nhitng stra d6i nhé trong cac I4p luan trong truong hop trudc, cuthé la BO 1, ~(k—-2)1, .

Khi dién dat dudi ngdn ngir ctia cac dang song tuyén tinh thi diéu nay c6 nghia 1a

(k —ﬂ)(xf +X +...+xf)+/1(xl+x2 ot x, ) 4 x2, = (k- i)(yf +y2 +"'+y5+l) :

trong d6 X, = Py, + PV, +ooet PlyaYour 1 =120,V +1, P=(py ) vy 1@ Ma traN knONg suy bién vai cc
phan tur I céc so hau ty.

Bang cach dit x, = +y,, ta thu dugc hé thuc y, =€}y, + €}y, +...+€,,y,.,, trong d6 €},€},...,e’,, la cic sb
hiru ty nao dé.‘

Tuong tu, bang cach dat x, ==y, tathu dugc hé thuc y, = .y, + f,y, +...+ f/,y,., , trong d6
f), f,,..., T, 1a cac sé hitu ty nao do.

Tiép tuc thuc hign qua trinh nay ta s& thu duoc y, , =h'y, +h’ .y, ., trong &6 h' va h’,, la cac s6 hitu ty.
Két hop véi cong thac lién hé x. va vy ; tanhan duoc x, =k7y, +k; Y, ., trong do k; va k;, lacac $6
hitu ty. Sau cling, bang cach dit x, =+Y, ta thu duoc vy, =1/.,V,.,, trong d6 I, 1a mot s6 hitu ty. By gio

ta cho y, bang mot sb hitu ty khac khong bét ky.
Khido VY, .Y, ,,.., Y, dugc xic dinh mot cach duy nhat nén x,,x,,..., X, ciling duoc xac dinh mot cach duy
nhat.
Hon nita, X* =y?,i=12,..,v—1, nén khi ta thay cac tinh toan vira trinh bay & trén vao hé thirc
(k —&)(xf +X +...+xV2)+/1(xl 3, et x, ) xl = (k- &)(yf +y2 +...+y3+1) ta thu lai dugc
hé thirc méi nhu sau A(x, +x, +...+x ) +x2,,=(k—2)yl,, diéu nay két thiic ching minh cho

trueong hop v=3(mod4).

Truéc khi tiép tuc khao st tiép cac diéu kién cho su ton tai cua (v,k, 2)-cau hinh ta s trinh bay thém
mot s6 khai niem vé sb h’()c va dong thoi khai quat lai cac ),'/chinh da thu nhan duoc

Cho a va m la cac so6 nguyén khac khong va nguyén to cung nhau.

S6 nguyén a duoc goi la thing du binh phuong ctia m néu phuong trinh x* =a(modm) c6 mét nghiém.

Cho a,b va c la cac s6 nguyén khac khdng, khdng phai 1a binh phuong cia mot sé nguyén, nguyén té
cling nhau timg d6i mot va khdng c6 cuing dau. Khi d6, phwong trinh nghiém nguyén ax? +by? +cz? =0
duoc goi la phuong trinh Legendre. Cac nghién ctru va khao sat chuyén sau cua nha toan hoc Legendre da
chi ra rang diéu kién can va di dé phuong trinh Legendre c6 mot nghiém nguyén x,y, z khdng tim thuong
la —bc,—ac,—ab lan luot 12 cac thang du binh phuong cua a,b,c.

Bay gio dé dang nhan thay rang phuong trinh dwoc néu trong két qua 1 c6 dang tuong tu V6i phuong
trinh Legendre. Nhung nén luu y rang diéu kién cac hé sé khdng phai binh phuwong s6 nguyen chua duogc
thoa man nén dé c6 thé ap dung két qua nghién ctru cia Lengendre thi ta phai khir bo cac nhan tir binh
phuong trong cac hé sb.

Ky higu (k —/1)' va A" lan luot la cac nhan tir khdng phai thé biéu dién thanh binh phwong cia cac sb

' v
k—4va 1.Patd :gcd((k—/l) ,/1’), khi d6 phuong trinh x* =(k—2)y*+(-1) 2 Az* c6 mot nghiém



(kzji) y +(_1)v;1

!

(k—2) V-1 g
d

y +(-1)2 5 7% théa man

z% ciing c6 mot

o>

nguyén x,y,z khong tim thuong khi va chi khi phwong trinh dx® =

nghiém nguyén x,y,z khong tim thuong. Hon nira, phuong trinh dx? =
hoan toan cac diéu kién cua mot phuong trinh Legendre. Ap dung két qua nghién ctu cua Legendre, ta suy

v+l )’ _ ' v-1 P
ra rang néu ton tai mot (v, k, 1)-cau hinh véi v 1é thi cac s (-1) 2. M (-1)2 2" va (k—2) lan luot

d2
(k-4)
d

Trong da phan cac (v,k,1)-cau hinh quan trong nhu mét phang xa anh hitu han hogc ma tran Hadamard

' ’

v-1
la thing du binh phurong cta cac s6 —d, va (1) 2 ]

thi v 1amot sb le va (k,2)=1nén (k—1,4)=1 hay d =1. Trong s6 c4c cau hinh quan trong nay thi cac

diéu kién 1 va 2 duoc thoa man mot cach tim thuong. Do d6 cai ma ta phai quan tim dén do 1a diéu kién 3,

hay ndi cach khac néu ton tai mot (v,k,1)-cau hinh veéi v 1€ va (k, 1) =1 thi (k —/1)' la mot thiang du binh
v-1

phuong cua (-1) 2 2'.

Trong phan cudi cua bai viét ta tap trung khao sat mdi lién hé giira phuong trinh ma tran AA" =B va diéu
kién ton tai cua (v, k, 1)-cau hinh, trong 46 B=(k—1)I+AJ .

Két qua 2. Cho A 1a mot ma tran vudng cap v véi cac phan ta hitu ty thoa mén phuong trinh AA" =B.

Khi d6 ATA=(k—z)1+iZATJA.
K

Ching minh. Tir cdng thire xac dinh ciia B, B=(k—4)7+4J , tanhanrarang B khdng suy bién.

Bang céach str dung cac tinh chit co ban trén ma tran ta chi ra dugc B™ = L . Ay
k=i K (k-2

Ttr gia thiét ta suy ra A(AT B‘l)zl nén A'BA=1.

Thay két qua tinh B™* vao hé thirc trén ta suy ra A ! | —— ‘ J|A=1.
k—4  k*(k-2)

Sau khi thu gon hé thic trén ta nhan duoc ATA=(k —/1)1+%ATJA, diéu phai chirng minh.

Két qua vira chang minh & trén c6 mot sé hé qua rat tha vi.
Goi s, latong cac phan tir cia cot thur i va t; la tong binh phuong cac phan ta nam trén cét ther i cua ma
tran A.

Béng tinh toan truc tiép ta nhan rarang A'JA=(s;s, )i A

Ap dung két qua 2 tasuy ra kt; = As” + k% (k—1),i=12,...,v.

Néu A 12 ma tran véi cac phan tir la s6 hitu ty sao cho AA" =B va JA=kJ thi ATA=B. q

Mot nghién cau chi tiet ve dieu kien B~ | trén truong so hitu ty da dugc thyc hién nhung ta khong the
trinh bay tat ca cac ket qua do trong bai viet nay. Trong bai viet nay ta chi don thuan la khao sat dieu kién
B =1 trén truong so hiru ty vai cac gia tri v,k, 4 thoa man cac dieéu kién néu trong két qua 1. bong thoi ta
cing biét ring néu B ~ | trén truong sé hitu ty thi ton tai mot ma tran A vai cac phan tir 1a cac sb hitu ty
sao cho AA" =B.

‘Mot céch rat ty nhién ta nghién ciu phuong trinh AA" =B trong truong hop ma tran A c6 tat ca cac
phan tir déu nguyén. Ta bat dau véi mot s6 quan sat don gian.

Cho A la mot ma tran véi tat ca cac phan tir nguyén sao cho AA" = A"A=B.

Ta khang dinh rang A hodc —A [a ma tran lién thudc caa mot (v,k, 4)-céu hinh nao do.

That vay, tir didu kien A"TA=B tasuyrat =k,i=1..,n, vati h¢ thic k*t; = As’ +k° (k- 1),




i=1...,n, tatinh dugc s? =k®. Bay giotir t, =k va s, =k ta suy ra dugc rang cac phan tir thuoc cot thir i
cua matran A bang 0 hoic 1; tir hé thic t =k va s, =—k tasuyracac phan tir thudc cot thir i cua ma tran
A bang 0 hogc —1. Do mdi phan tir cua ma tran B khdng ndm trén dudng chéo chinh déu bang sé nguyén
uong A nén ta suy ra dugc rang khéng thé xay ra truong hop c6 hai cot véi hai loai phan tir khdc nhau. Do
d6, A hogc —A 1a ma tran lién thugc ciia mot (v, Kk, 1)-cau hinh nao do.

Cho S va S’ 1a hai ma tran di xing cip n véi cac phan tir thugc vanh céc sé nguyén.

Hai matran S va S’ duoc goi la biéu dién dong nhat néu ton tai mot ma tran vudng P cap n vadi cac
phan tir nguyén sao cho PTSP =S'. Truong hop dac biét, ma tran don vi | cap n biéu dién dong nhat véi
S’ néu ton tai mot ma tran vudng P cip n vai cac phan tir nguyén sao cho PTP=S’.

D& dang nhan ra rang néu ton tai mot (v,k, )-cau hinh thi ma tran don vi | cip v biéu dién dong nhat
v6i B va luu y rang chiéu dao caa khang dinh nay thi khdng phai ludn dung. Trong phan sau cua bai viét ta
s€ trinh bay mét dicu kién du cho khang dinh trén. That khong may man cho ta khi bai toan khao sat quan hé
biéu dién dong nhat trén cdc ma tran trong trueong hop tong quéat van chua duoc giai quyéet. Nhitng phat trién
sau sdc hon cho bai toan nay c6 thé s& mang lai cho ta nhitng tién bg 16n vé (v, k, 1)-cau hinh.

Cho A 1a mot ma tran voi cac phan tir nguyén sao cho AAT = B. Néu ta nhan mot cot bat ky cua ma tran
A cho —1 thi ma tran thu dugc van théa man phuong trinh. Do d6 ta ¢6 thé chon ma tran A dé sao cho tong
tat ca cac phan tu trén moi c6t la cac so khong am, khi d6 ta ndi rang ma tran A co6 dang chuan.

Két qua 3. Cho A 1a mot ma tran vai cac phan tir nguyén sao cho AA" =B va A duoc viét ¢ dang chuan.
Néu (k, 1) khdng phai Ia mot s6 chinh phuong va k—4 1a mot sb 1¢ thi A 2 ma tran lién thudc cua mot

(V,k, 4)-Cau hinh nao do.

Ching minh. Ky higu s, ,t. lan luot 1a tong cc phan tir va tong binh phuong cac phan tir nam trén cot thi i
cua A.Khido, s, >0,i=1...,v,domatran A da duoc chuén héa.

Tu hé thic kKt = As? +k% (k—2) tasuyra s zo(modkz) Ji=1..,V.

Tir dong du thuc As” = O(mod kz) va h¢ thic k— 24 =k*—Jv ta suy ra duoc s, =0(modk), luu y ring
(k, ) khong phai [a mt s chinh phuong. Do d6, s, =uk .

Thay két qua ndy vao hé thiac k°t, = As? +k° (k—1) tasuyra t, = du’ +(k—2),i=1,..,v.

Gia sir u, =0 v&i mot chi s i nao d6. Khido s, =0, nént, =k—1.

Mit khac, k—2=¢, =s” =0(mod 2), diéu nay mau thuan véi gia thiét k —1 1as6 lé.

Do @6, u, #0,i=1,...,v.

Pong thoi ta lai c6 JAATJ =JBJ nén s +s2 +...+s> =k, hay u? +u’ +..+u>=v.

Do u,#0,tasuyrau,=1nén s =k hay t =k.

Diéu nay chirarang A Ia matran lién thuoc ciia mot (v,k, 4)-cau hinh.
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