Ghép cap hoan hao — Pfaffian
Truong Phudc Nhén, 20/01/2019
M6t trong nhirng ¥ tudng dé xac dinh sé cac ghép cap hoan hao cia mot dd thi do 1a liét ké tat ca céc cach
c6 thé xay ra duoc. Piéu nay la bat kha thi trong truong hop tong quéat. Tuy nhién, ddi véi cac do thi phang
thi ta c6 mot phuong phap hitu hiéu dé xac dinh sé cac ghép cip cua mot db thi bang phuong phép tinh toan
toan hoc — phuong phap sir dung dinh hudng Pfaffian.
1. Kién thite co ban

Gia st cho truée do thi G =(V,E) véi tap dinh

2
V= {vl,...,vn} . ; .
Dt a, bing so cac canh cua do thi G néi dinh v,
vav,.
Khi d6 ta c6 thé biéu dién db thi G boi ma tran ké A
A(G)=(a;) ciaddthiG. d
Nhan xét ring do a, =a, nén A(G) lamotma Tir dinh nghia trén, ta tim duoc ma tran ké A(G):
tran d6i xang. ‘ 0000 1 1
Trong truong hop G 1a do thi don thi ta co 0010 10
A(G) = L vy, € E(G), 010110
* 10, v, va v, khong lién hop véi nhau. A(G) o0 1010
1 1 1 1 0 1
1 000 1O0

Phép bicu dién trén cho phép ta chuyen nhicu van dé quan trong khac nhau trong Iy thuyét do thi vé dudi
dang ngon ngir ma tran. Déi véi van dé xac dinh sé cac ghép cap cua mot db thi ciing khong ngoai 8.

Dé xac dinh s6 cac ghép cap hoan hao dya trén cdng cu ma tran ta can dén khai niém Pfaffian nhu sau:

Gia sir cho truée d6 thi G = (V.E) véitap dinh V={v,...v, }.

Thuce hién dinh huéng cho mdi canh caa dd thi G mot huéng bat ki va gan cho mdi canh e € E mot
giatri x,, dinh nghia matran B = (b ) ) nhu sau:

T Janx2
X,, e:(vl.,vj)
b; =4—x,, ez(vj,vl.)

0, v, vav; khong lien hgp v6i nhau.

Khi d6, B 1a mot ma tran phan d6i xang c6 dang

0 b, b5,
b 0 . .
1.2
B = . .
° ‘ b2n—1,2n
_bl,2n _b2n—1,2n 0

Nhan xét rang néu do thi G ¢6 mot sb 1é cac dinh thi khdng thé cé ghép cap hoan hao nén ta chi can khao
sat bai toan cho cac do6 thi gom mét s6 chan cac dinh. D€ thuan tién cho viéc trinh bay ching minh ta gan
cho cac dinh cua do6 thi cac so 1,2,...,2n.



Khi d6, mdi cach ghép cap hoan hao cua do thi G s& 1a mot phép phan hoach tap {1,2,...,2n} thanh cac
cip {khong tinh thr tu) ¢6 dang {{i,. j,}+--s{i, -/, }} -

Luu ¥ rang Chi}éu nguoc lai cua khang dinh trén 1a khong dung.

bat IT la tap tat ca cac phép phan hoach ¢ trén.

Pfaffian cua ma tran B, ki hiéu Pf(B), dugc xac dinh nhu sau:

P(8)= Y san(m)[ ],

nell een
trong d6 b, = b, néu e={i,j} véi i< j vadau sgn(n) cua phan hoach n:{{il,jl},...,{i”,jn}} dugc xac
dinh bai cong thuc:
sgn(n) = Sgnﬂ,1 2 2?}1%[0(1.,{,‘]}6),
Lo g e Jn ) k=1
i< j,
trong d6 o(i,j)=1-Li> j,
0, trong céc truong hop con lai.
Nhan xét rang dinh nghia vé dau cia phan hoach = vira trinh bay & trén 1a hoan toan hop 1y.
bé chirng minh nhan dinh trén ta chi can ching minh rang thi tu caa hai phan tir bat ki trong cung mot
cap, tam gia str 1a cap {i,j}, cua phan hoach © khong lam thay doi gia tri cia sgn ().
1 2 ... 2n

Gia sir ta thay doi th tu cua hai phan tir tir ij sang ji trong biéu thirc sgn[ ,
l1 -]1 -]n

1ot
k=1
. (12 . 2n) & \ e .
That vay, do dau ctua hoan vi [ _ - J va [ [o(i.J,) dong thoi bi doi dau nén sgn(m) gitr

k=1

Wl o I
nguyén.

Két qua 1. (Cayley)
det(B)=(Pf(B)) .

Chirng minh két qua 1. q
Bang cach ap dung cong thirc khai trién dinh thirc Leibniz, ta thu dugc

det(B)= Y sgn(ﬁ)ﬁbi,n(f)-ﬁ(i’ﬁ("))’

nes,,
i< j,
trong d6 b, ) 1a gia tri duoc gan cho canh {i,j} vao(i,j)=5-Li>j,
0, trong céc truong hop con lai.

Mt khac, bang cach khai trién binh phuong (Pf(B))2 ta co

(i) = Zsenon T | ST |

Mell eeM Nell feN
= Z sgn(M).sgn(N)HbeHbf
M ,Nell eeM  feN

Do d6, dé két thiic phép chang minh cta bai toan ta chi can chi ra rang mdi s hang trong (Pf(B))2 tuong
ng v6i mot s6 hang nao do trong det(B).
That vay, mdi hoan vi me S,, déu c6 thé phan hoach thanh cac chu trinh chén va cac chu trinh Ié.




Gid sir phan hoach ctia hoan vi m chua it nhat mot chu trinh 1€ (iji,...q,,,, ) trong d6 k>1.

Xét chu trinh & ¢6 chira phan tir nho nhat trong phan hoach cia hoan vi .

Khi d6, ton tai mot hodn vi o' trong khai trién cua dinh thirc det(B) ciing chira chu trinh Ié nay nhung
theo chiéu nguoc lai (iy,.,...i,i, ) va tat ca cac chu trinh thanh phén con lai déu duoc gitt nguyeén.

Do do, ﬁbi,n(i) = —ﬁb va sgn(n) =sgn(n'), do © va n’ chira cac chu trinh ¢6 cting mot do dai.

NGi cach khéc tat ca céc s6 hang twong @ng vai cac hodn vi chira it nhat mot chu trinh ¢ déu co thé ghép
thanh cac cip sé hang triét tiéu 13n nhau trong khai trién cua det(B).

Phan viéc con lai cua ta bay gio 1a chi ra rang cac s6 hang con lai trong khai trién cua det(B), cac hoan vi
ma trong phan hoach chi chira cac chu trinh c6 d6 dai chin, twong (ng 1-1 véi cac sé hang trong khai trién
cua (Pf(B))2.

That vay, mdi s6 hang trong khai trién cua (Pf(B))2 déu co dang sgn(M).sgn(N)[ [, |5, .

ecM  feN
trong d6 M ={{i,. i} {i,j,}} va N={{il. i} {00}
1 2 .. 2n
n(l) 7:(2) n(2n)
Pau tién nhan thay rang phan ta 1 nam trong
mot ghép cap nao d6 cta M = {{i,. )} i, }}

Ta sé tién hanh xay dung hoan vi « =[ J tir c&c ghép cap hoan hao M, N nhu sau:

tam gia st 1 phan tr i, ta thyc hién phép dit {{1 330,02 4}}
n(l) =1. Cr

Khi d6, phan tir i, nam trong mot ghép cap nao {{5 7} { } { 1} {24}}A o
o L . .. .. s Thuc hién phép xay dung vira néu ta thu duoc két qua
docua N ={{il,ji}....{i,. . }} , tam gia sir 1 phan
ter i/, ta thuc hién phép dat n(il) =ji.

Ldc nay, phan tir j nam trong mot ghép cap
nao d6 cua M, tam gia sir 1a phan tir i, , ta thuc Tuwong tmg voi hodnvin=(5 4 1 2 7 6 8 3).
hién phép dat n(jl') =1,.

Quaé trinh x&y dyng vira néu chi dueng lai cho téi
khi m(j)=1.

D& dang chirmg minh dugc rang phép xay dung trén 1a mot song anh.

L g e I ) k=

™

L . 1 2 ... 2n\& .
Nhan thay rang dau cua phan hoach M cho sgn(M) = sgn(. , j o (i, Jj, ) vadau cua phan

1 2 .. 2n)
hoach sgn(N) = sgn( L, _’:l]HG(jl,j;).
Jo o D)=

Tur phép xay dung ta nhan thay rang hoan vi twong g véi cap (M,N) trong khai trién cua dinh thirc

12 .o2n\(ii j, e A R |
e ] I E KA
jl .]1 o .]n 1 2 e 2” ]1 ]1 eee -]n




Do sgn(nM) zsgn(n_Ml) va G(i,j).c(j,j'), boivii— j— j', nén sgn(n) :sgn(M).sgn(N).

Piéu nay két thuc phép chirng minh két qua 1.

2. Pinh hwong Pfaffian

Nhan thdy rang mdi s6 hang khéc 0 cua Pfaffian cua ma tran ké cia d6 thi G s& twong (g véi mot ghép
cap hoan hao cua dd thi G, luu ¥ rang trong trudng hop néu ma tran ké A ciia G ¢6 cap lé thi hién nhién
rang det(A)=0. Nhung that khéng may man béi vi ma tran ké A la ma tran déi xtng chir khong phai ma
tran phan ddi xing. Dé khic phuc diém khé khian co ban nay ta nhan ra mot y tuong don gian nhu sau:
ta dinh huéng cac canh ij cia do thi G vagan a, =1 néu i — j connéu j—i thi @, =—1. Bang cach lam
nhu trén ma tran méi nhan duoc s& 1a mot ma tran phan dbi xing. Khi d6, néu tén tai mot phép dinh hudng
cac canh cua d6 thi G sao cho tat ca cac s hang khac 0 trong khai trién cua dinh thuc Pfaff cia A déu co
cung dau thi tir két qua 1) ta c6 thé dém duoc s cac cach ghép cap hoan hao cua mot dd thi G bang céch sir
dung cong cu dinh thac ! Mot dinh huéng cua dd thi G thoa man cac tinh chat vira néu duoc goi 1a dinh
huéng Pfaffian cua dd thi G .

Tir phan tich trén ta nhan ra hai van dé can giai quyét ¢ day la:

e Khi nao thi ton tai mot dinh huéng Pfaffian cho do thi G ?

e Néu biét trudc sy ton tai cua dinh hudng Pfaffian thi 1am thé nao dé ta tim né mot cach hiéu qua ?

Gia st G 1a mot @6 thi dinh huéng va C 1a mot chu trinh chin khong dinh huéng bat ki caa d6 thi G .

Béng céch di chuyén vong quanh chu trinh C theo mét huéng bat ki, néu chu trinh C chtra mot sé chin
cac canh duoc dinh hudng cing chiéu di chuyén thi chu trinh C ciing s& chira mot sé chin cac canh duoc
dinh hudng theo chiéu nguoc.

Néu C 1a mot chu trinh chan khong dinh huéng bat ki cia do thi G thi C dwoc goi la chu trinh dinh
huéng chian néu C ¢6 sb chin céac canh duoc dinh huéng theo cling mét chiéu, trong trudng hop nguoc lai
C duoc goi la chu trinh dinh huéng 1é.

Tir phén tich trong phan dau cua bai viét ta cling ¢ dinh nghia vé diu cuia mot ghép cap hoan hao M cua
dd thi G nhu sau:

1 2

e 212 o
(i) |2 2 o)

Li—j,
trong 46 M = {{i,, i }s-ers{iy Jy }} c(i,j)={_’1j _’) l,

Két qua 2.
_Giast G 1amot dinh huéng bat ki nao d6 ctia do thi G, M va N la cac ghép cip hoan hao nao do cua
do thi G . bat k 1a s0 cac chu trinh dinh hudng thay phién trong M UN .

k

Khi do, sgn(M).sgn(N) = (—1) .

Chirng minh két qua 2.

Dau tién ta nhan thay rang néu khang dinh trén dung ddi véi mot dinh hudng nao d6 thi khang dinh trén
dung véi dinh huéng bat ki.

That vy, xét mot canh e bat ki, ta khao sét cac truong hop cé thé xay ra:

1) egMUN

2) eeMNN

3) ecE(M)®E(N).

Khi 6, bang cach di chiéu dinh huéng caa canh e thi:

Trong trudng hop thir 1, canh e khdng nim trong M ciing nhu N nén khong 1am anh huéng dén két luan
cua bai toan.

Trong trudng hop 2, canh e nam trong ca M va N nén dau caa mdi ghép ciap thay doi , va gia tri cua &
khong thay ddi nén khong 1am anh huong dén két luan cua bai toan.




Trong truong hop 3, canh ¢ 1 thanh phan cia mot chu trinh thay phién nao d6 nén dau cua mot trong hai
ghép cap M hoac N bi thay doi va dong thoi gia tri cua k cling thay doi di 1 don vi nén hé thirc trén van
duoc thoa man. ‘ q ’ q

Nhan xét rang phép dinh hudng ban dau ta c6 the chon bat ki nén dé thuan ti¢n cho qua trinh tinh toan ta
thyc hién dinh huéng cac canh cua do thi nhu sau: Neu canh e roi vao truong hop (1) va (2) thita chon
hudng cho canh e bat ki; néu canh e 1a thanh phan cuaa mot chu trinh thay phién nao do6 thi ta chon huéng
cho canh ¢ sao cho chu trinh nay tro thanh chu trinh dinh hudng hoac

Tiép theo ta thuc hién danh sé lai cac dinh cua d6 thi G sao cho céc hang va cac cot caa ma tran ké déu
thu duoc bang cach hoan doi vi tri tir cung mot hodn vi ©t. Khi d6, trong khai trién cua Pfaffian cac hoan vi
turong ung vai cac s6 hang thu dugc bajmg cach nhan cho hoan vi ©. Do @6, hé thirc néu trong bai toan van
dugc gitr nguyén qua thu thuat danh so lai cac dinh néu ¢ trén.

Ta thuc hién danh so lai cac dinh cuaa do thi nhu sau:

Néu canh e e (MmN) thi ta danh s6 lai cac ddu mat ciia nd sao cho dinh dau bang dinh cudi cong Véi
mot. Néu canh e e E(M) @ E(N )thi, ta tam gia st canh e € M, ta danh s6 lai cdc dau mat cua nd béi cac sb
lién tiép nhau chua duogc st dung sao cho dinh dau bang dinh cudi cong véi mot. Lap lai qua trinh danh sd
vira néu ¢ trén cho den khi tat ca cac chu trinh thay phién déu duge danh so. o )

Khi do, so6 hang trong khai trién Pfaffian twong tng vaéi ghép cap hoan hao M c¢6 dau bang 1 va céac so
hang a, trong tich ndy déu dwong . Pong thai s6 hang trong khai trién Pfaffian twong tng véi ghép cip
hoan hdao N déu c6 cac sb hang a, , do cach ta danh s6 va dinh huéng lai. Do d6, dau ctia ghép cap N
triing voi dau caa hoan vi p tuong ung.

Do mdi chu trinh thay phién cta d6 thi G twong &ng véi mot chu trinh chin cua hoan vi p va céc chu
trinh nay déu roi nhau nén sgn(N) = (—l)k :

Piéu nay két thic phép chiing minh.

Mot chu trinh C cua @6 thi G duoc goi la tot néu do thi G —C ¢0 it nhat mot ghép cap hoan hao.

Két qua 3.

Gia sir G 1a mot dd thi c6 sb chan cac dinh va G 1a mot phép dinh huéng ciia do thi G .

Khi d6, cac khang dinh sau twrong dwong vai nhau:

1) G 1a mot dinh hudng Pfaffian.

2) Moi ghép cip hoan hao cia G déu c6 cling diu véi G .

3) Moi chu trinh tot ciia do thi G deu la cac chu trinh dinh huéng lé trong G.

4) Néu G co it nhat mot ghép cap hoan hao thi, véi moi ghép cap hoan hao M, moi chu trinh M - thay
phién déu 1a cac chu trinh dinh huéng lé trong G .

Chirng minh két qua 3.

(1)=(2): Suy ra tir dinh nghia cua dinh hudong Pfaffian.

(2)=(3): Gia sir G 1a mdt dinh huéng Pfaffian va C 1a mot chu trinh tét cua db thi G .

Goi F 1a mot ghép cap hoan hao ciia @6 thi G—C va C,, C, la cac ghép cap hoan hao caa C .

Bang cach sir dung khang dinh (2), M va N c¢6 cing dau.

Do C lamot M,N - chu trinh thay phién trong M U N nén, bang cach sir dung két qua 2, C 1a mot chu
trinh dinh hudng 1¢€.

(3)=(4): Gia st moi chu trinh tbt trong d6 thi G déu la chu trinh dinh hudng Ié nhu trong khang dinh (3)
va M 1a mot ghép cap hoan hao caa d6 thi G.

Goi C lamot M - chu trinh thay phién.

Khi d6, M —C 1a mot ghép cap hoan hao cua dd thi G—C. Do @6, C 1a mot chu trinh tét va déng thoi
cling 1a mot chu trinh dinh hudng Ié.




(4)=(1): Gia st M 1a mot ghép cap hoan hao caa do thi G va gia st rang moi M - chu trinh thay phién
déu 1a chu trinh dinh huéng lé.

Gia st N 1a mot ghép ciap hoan hao khac cua db thi G .

Tur khang dinh (4), ta suyra moi M ,N - chu trinh thay phién déu Ia chu trinh dinh huéng Ié.

Bing céach st dung két qua 2, ta suy ra hai ghép cap M va N c¢6 cuing dau.

Do dé, G la mot dinh huong Pfaffian.

‘Trude khi tiép tuc khao sét tiép cac van de vé Pfaffian ta xem xét mot vi du nho trinh bay ¥ twong &p dung
két qua 3) dé xac dinh Pfaffian ctia mét do thi cho trude nhu sau:

Bang cach kiém tra tryc tiép ta d& dang tinh dwoc rdng do thi K, , vira néu & trén ¢ 6 ghép cap hoan hao.
Tuy nhién, d6 thi nay lai khéng cé bat ki mét dinh husng Pfaffian nao.
That vay, ta xét mot dinh hudng caa do thi K, , nhu sau:

Nhan thay riang tat ca cac chu trinh tét trong dinh hudng vira néu déu chira 4 hoic 6 canh va véi dinh
hudng da chon cac chu trinh déu 1a cac chu trinh dinh huéng chan.

Gia str do thi K, c6 it nhat mot dinh huéng Pfaffian.

Khi d6, dé thu duoc dinh huéng Pfaffian ma ta vira gia st o trén can phai dao huéng ciia mot sé Ié cac
canh trong moi chu trinh nay.

Do ¢6 C;C; =9 chu trinh d¢ dai 4 nén mdi canh cia do thi K, xuat hién 4 1an trong méi 9 chu trinh nay.

Néu ta gia str rang ta dao huéng cua céc canh thugc tap F < E(K, ) thi 4.|F|=9(mod2), mau thuan.

Piéu nay chi ra rang do thi K, , khong co bat ki mot dinh huéng Pfaffian nao.



Ta s& tiép tuc phét trién cac 1ap ludn da dung trong vi du trén dé khao sét s ton tai ciia dinh huong
Pfaffian doi v6i cac do thi phang. Dé thuan tién cho cac 1ap luan ta quy ude Xxét cac chu trinh theo chieu
quay kim dong ho.

Két qua 4.

Néu G 1a mot dd thi phing dinh huéng lién thong sao cho moi duong bién, ngoai trir mét vo han, déu cé
mot so Ié cac canh dugce dinh huéng theo chi¢u quay kim dong ho. ‘ ‘ ‘ X

Khi @6, trong moi chu trinh s6 cac canh dugc dinh hudng theo chiéu quay kim dong ho khac tinh chan lé
véi sb cac dinh cua dd thi G nam trén chu trinh.

Chitng minh két qua 4.
Gia sir C 1a mét chu trinh bat ky cua dd thi G .
Pit:

f 1as6 cac mat chta trong chu trinh C, fi+ f55-.- 1a cac mat chaa trong chu trinh C,

¢, 12 s6 cac canh nam trén bién ciia mit f duge dinh husng theo chiéu kim dong ho,

e 1a sb cac canh chia trong chu trinh C,

v la so cac dinh chra trong chu trinh C,

k la s6 cac canh nam trén chu trinh C, hay s6 dinh caa chu trinh C,

¢ 1a so cac canh nam trén chu trinh C va duogc dinh hudng theo chiéu quay kim dong ho.
Ta s& chung minh rang ¢ +v=1(mod2).
That vay, goi G’ 1a do thj thu dugc bang cach x6a tat ca cac dinh nam bén ngoai chu trinh C.
Bang cach ap dung dinh 1y Euler cho cac d6 thi phang lién thdng, so dinh — s6 canh + s6 mat = 2, cho

do thi G’ ta thu duoc:
(v+k)—(e+k)+(f+1)=2
=>v—e+f=1.
Do moi mit bién, ngoai trir mat v han, déu c6 mot sé 1é cac canh duge dinh hudng theo chiéu quay kim
o !
dong ho nén ¢, =1(mod2), hay f = > ¢,(mod2).
i=1

Do mdi canh nam trong chu trinh C dugc tinh theo chiéu kim ddng hd chinh xac mot lan

i
nén Zci =c+e.
i=1

Do do,
fEc+e(mod2)
:>fEc—1+f+v(m0d2)
= c—1+v=0(mod2).
Diéu nay chirarang c+v=1(mod2).

Tur két qua vira thu dugc ta nhan thay rang néu chu trinh C 1a mot M, N - chu trinh thay phién véi M va
N 14 hai ghép cip hoan hao caa dd thi G thi sb cac dinh nam trong chu trinh C s& 1a mét sb chén.

Do d6, s6 cac canh nam trén chu trinh C duogc dinh hudng theo chiéu quay kim dong ho 1a mot sé lé.

Nhu vay, G 1a mot dinh hudong Pfaffian.

Két qua 5. (Kasteleyn) ’
Moi do thi phang G déu cd it nhat mot dinh hudng Pfaffian.

Chitng minh két qua 5.

Khong mét tinh tong quat ctia van dé ta c6 thé gia sa rang G 1a mot do thi lién théng.

Ta s& chang minh khang dinh ciia bai toan theo sé chu trinh ciia d6 thi lién thong G .

Néu G 1a mot cay thi dé dang chang minh rang moi dinh huéng trén G 1a dinh huéng Pfaffian.




Do d6, khang dinh cua bai toan dung véi cac d6 thi phang lién thong khdng chira chu trinh.

Gia sir e la mot canh bat ky nam trén duong bién C cua mat vo han.

Khi d6, d6 thi G —e s& c6 it nhat mot dinh huéng Pfaffian, 4p dung gia thiét quy nap.

Bing cach bo sung thém canh e vao d6 thi G —e va dinh hudng cho canh e sao cho tit ca cac mat, trir
mat v han, déu c6 mot sb 16 cac canh dugc dinh hudng theo chiéu quay kim ddng hd.

Ap dung két qua 4), ta suy ra rang d6 thi G ¢6 it nhat mot dinh huéng Pfaffian.

Theo nguyén ly quy nap toan hoc, khang dinh cia bai toan ding véi moi dd thi phang lién thong.

Piéu phai chang minh.

3. Ung dung Pfaffian tinh sé cach ghép cap ciia mét lwéi chir nhat

Tir cac phan tich ¢ trén ta nhan thay rang dé xac dinh s6 ghép cap cua mot dd thi phang G ta can xac dinh
dinh hudng Pfaffian cua db thi va tinh toan dinh thtic cua Pfaffian twong tng.

Pé cu thé hda van dé ta xét mot vi du nhu sau:

D¢ xac dinh dinh huéng Pfaffian cua do thi ta &p dung lai phuong phap 13p luan néu trong két qua 4) va 5).
DPau tién ta x6a di cac canh nam trén bién caa mat vo han

Dinh hudng cé4c canh con lai cia d6 thi sai cho tat ca cac duong bién cua cac mat déu co6 mot s 1é cac
canh dugc dinh hudng theo chiéu quay kim dong ho



Dit lai cac canh bién cua mit vo han va dinh huéng cac canh nay sao cho dudng bién cua tat ca cac mit
deu 1a mot chu trinh dinh hudng Ié theo chiéu quay kim dong ho.

1 N 4
9 3
6 ) 7
5 ) 8
Do d0, ta thu dugc dinh hudng Pfaffian
0 -1 01 -1 0 0 O
1 0 -1 0 0 -1 0 0
O 1 01 0 0 1 0
. 1 0 -10 0 O 0 -1
|1 0 00 0 1 0 -1
0 1 00 -1 0 -1 0
0 0 -10 0 1 0 1
0O 0 01 1 0 -1 0

D& dang tinh duoc dinh thuac cua ma tran ndy bang 81 nén, bang cach ap dung két qua 1, ta suy ra s6 cac
ghép cip hoan hao cua db thi da cho bang 9.

Tiép theo, ta s& tinh s6 cach ghép cap hoan hao cho do thi ludi chit nhat L, , (xem bai viét “Cong thic
tinh s6 cach lat bang 6 vudng kich thuwéc mxn béi cac quan domino”) .

Dau tién, bang cach ap dung phuong phap dinh hudng Pfaffian vira trinh bay, ta nhan thiy dinh hudng
Pfaffian cua ludi chir nhat L, , c6 dang



A A A A A
o < o < o < © € -
A A A A A
[ - O - O - 0 - ]
A 4 4 A A

O < O < O € O - ]
Dénh s6 cac dinh ¢ hang dau tién ctia lusi L, , bsi cac so 1,2,...,m; cac dinh & hang thir hai bai cac s6
m+1, m+2,..., 2m va 1ap lai qua trinh trén cho dén khi tat ca cac dinh déu dugc danh sb xong.
Khi d6, mdi hang cua lusi L, , dugc bicu dién bai mot matran A cép mxm c6 dang
O 10 .. 0
-1 01 .. O

A= 0 -1 0 - O},

O 00 -0

va ma tran ké cua Pfaffian ¢ dang
A I 0 .. 0
-1 -A I .. 0
A(é): 0 -1 A .. 0]
O 0 0 - (_1)n—1 A

trong d6 I 1a ma tran don vi cap mxm.

Tur két qua 1), s6 cach ghép cip hoan héo cua ludi L, bing PfA(E) = ,fdetA(@) .

A I 0 .. 0

-1 -A I .. 0
Tinh| 0O -1 A .. 0 .

o o0 o0 - (_1)’HA

Pé don gian va thuan tién cho tinh toan ta chuyén dinh thirc vé dang d6i xting bang cach d6i dau cac cot &
khdi thir nhat, cac hang & khdi thir ba, cac cot ¢ khéi thir tu, cac hang & khéi thir nam, cac cot ¢ khéi thir sau,
cac hang & khdi thir bay, ..., ta thu duoc ma tran méi ¢d dinh thtc cung tri tuyét ddi (néu tinh toan trén sé
phtrc thi chiing c6 cung mddun) véi dinh thirc can tinh



A I 0 0
I -A 1 0
M= 0 I -A 0.
0O 0 0 - -A
010 - 0
1 01 0
Bang cachdiat B={0 1 0 ... 0| ,tabiéudiénlaimatran M lai dudi dang
000 - 0

nxn

M=-1I®A+BXI,
trong d6 ® la tich tensor/ tich Kronecker.
bé xac dinh dinh thirc cia ma tran M ta can xac dinh cac gia tri riéng caa no.
Gia st rang ma tran A c6 cac gia trj riéng A,,...,A, V&i CAc gid tri riéng twong ing a,,...,a, vamatran B

cO cac gia tri riéng p,,...,u, V4i Cac gia tri riéng twong ung Eb :
Khi do,
ulioa)

(-1®A+B®I)(h®a)
~(1@4)(5,0a))+(BR1)(5 ©a)
=(~1h,® Aq,)+(Bb, ®14a;)

=2, (®a))+n, (b ®a)
=(,=1,)(5®4,).

Do d6, M nhan p, -, lam gia tri riéng va nhan b, ® a; lam vector riéng twong rng.
Nhac lai raing néu mot ma tran Toeplitz cé dang

a c
b a ¢
b a ¢

b a
b

nxn

ik

thi né nhan A, =a—2+bc cos( j ,k=1,...,n, lam cac gia tri riéng twong tng. (phuong phap tinh toan co

n+1
thé tham khao bai viét “Cong thirc tinh sé cach lat bang 6 vudng kich thwéc mxn béi cac quan
domino”) .



, s sz c s e en . T N s 7 c s e aa
Do d6, A c6 céac gia tri riéng chos( jkzlm con B c6 cac gia tri riéng

m+1

2cos i ,[=1,...,n;nén M cO céc gia tririéng 2| cos kn —icos i k=1,...m,[=1,...n.
n+1 m+1 n+1

Khi 4o,

1
__mn T 2 kTC 2 ch 2
|detM|—2 | II I(cos (—m+1j+cos (—D

k=1 =1 n+l1

1
= Pf(A(é)) = |detM| = 2?ﬁﬁ(cos2 (%jﬂ:osz (nlfljj4 .

k=1 [=1

mn m_ n 4
Tom lai, s cach ghép cip hoan hao ciia ludi chit nhat L, bang 22 HH(COSZ (k—“j +cos” (I—T‘D
’ =1 -1 m+1 n+1
Luu ¥ rang vé mit nguyén tic phuong phép sir dung dinh huéng Pfaffian vira trinh bay trong phan tich
trén va sir dung ma tran Kasteleyn 1a nhu nhau. Diém khac nhau co ban giita hai cach 1am nam & chd khi six
dung ma tran Kasteleyn sir dung cac can don vi trong tinh toan.
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