Chwng minh so' cap cho dinh ly Perron — Frobenius
Truong Phudc Nhén, 25/01/2019
Noi dung cua bai viét trinh bay mot chirng minh so cap cho dinh Iy Perron - Frobenius (xem thém bai
viét “Pinh ly Perron — Frobenius” dé nim cach giai bai todn nay dwa trén nguyén ly &nh xa co cua
Banach)
Pau tién ta can nhac lai ndi dung co ban caa dinh ly Perron — Frobenius:

Bai toan. (Perron — Frobenius)

Gia str cho trrdC ma tran A cap nxn sao cho tat ca cac phan tir déu la cac so thuc khdng am.

Khi do:

(1) Ma tran A c6 it nhat mot gia tri riéng thuc khéng am, ta tam ki hiéu gid tri riéng nay 1a k(A).
Gia tri riéng A( A) nay c6 gia tri I6n hon hodc bang tri tuyét déi cua tat ca cac gia tri riéng con lai cia A.
Néu tat ca cac phan tir cia ma tran A déu 1a céc s6 thuc duong thi ddnh gia vira néu ¢ trén 1a
nghiém ngat.

(2) Néu ma tran A co tat ca cac phan tir déu la cac so thuc duong thi s6 boi cua gid tri riéng A.(A)
bang 1 va ta luén c6 thé chuan hoa vector riéng tuong tng sao cho tat ca cac thanh phan déu 1a céc sd
thuc duong.

(3) Néu matran A c6 mot vector riéng v co0 tat ca cac thanh phan déu la cac so thuc duong thi gia tri
riéng twong (ng cua vector v chinh la A(A).

Dau tién ta s& kiem tra lai céc khang dinh vira néu cho truong hop don gidn n =2 va cd gang mo rong
cac két qua va phuong phap phan tich cho truong hop tong quat.
I. Trwong hop n=2

c
Da thirc ddc trung ctia ma tran A c6 dang P, (t)=det(tl — A)=t*—(a+d)t+(ad —bc).

(1) Do biét thirc twong tng cua P, (t) bang A:(a—d)2 +4bc >0 nén

Bang cach giai phuong trinh P, (t) =0, ta tinh ra duoc cac gia tri riéng cua ma tran A c6 dang
d —d) +4b d)—(a—-d) +4b
(a+ )+\/(Z )" +4bc " Xzz(a+ ) \/(z ) + c

D& dang nhan thay rang A, >0 va A, 2|1, % la mot s6 thuc khong am.

a .
Xét ma tran Az( dj, a,b,c,d lacac so thuc khong am.

A =

a+d

Néu ma tran A c0 tat ca cac phan tir déu 1a cc sé thuc duong thi cling s& 1a mot sé thyc duong

nén i, >|&,|.

(2) Néu ma tran A ¢ tat ca cac phan tir déu 1 cac sb thuc duong thi biét thuc A >0, nén da thirc dic
trung P, (t) c6 hai nghiém thuc phan biét. Do d6, gia tri riéng A, c6 s6 bdi bang 1va A, >[1,|>0.

Dé thuan tién cho viéc trinh bay phép ching minh ta sir dung ki hiéu A thay cho ki higu A,.




. X A , i if e i
Gia su x:( 1j la vector riéng tuong tng voi gia tri riéng A .

X2
Khi do,
AX =X
a b A
- [ M
(C dj(xzj [kxj
ax, +bx, =Ax,
X, +dx, = AX,
Tur cach dinh nghia ta suy ra rang x, = 0 hoic x, # 0, ta tam gia st x, # 0.
Khi d6,
a+bX2 =)
X
crd2=)%
X X
X, _A-a
b
- X
(r-d)22=c>0
X

N A 2 s . A A e a2 b , N X
Nhan thay rang dé chirng minh yéu cau cua bai toan ta can chi rarang —%>0.

That vay, tir c4c phan tich vira thu dugc ta chi can chi rarang A >a hoic A >d nhung diéu nay thi lai

13 hién nhién do 2 > a;d .

Vi

Vs

& o)l

Bang phuong phap 1ap luan tuong ty, ta thu duoc

(3) Gia str ma tran A c6 mét vector riéng v :( j cO tat ca cac thanh phan déu la cac sb thuc duong

vai A, la gia tri riéng tuong ung.
Khi do,

bv—zzxv—a
Vl
v
A,—d)%2=c>0
(1 -d) 2 =c

A s v A X
Nhéan xét rangdo 2 >0 nén A, >a va A, >d.
v
1

a+d)+y(a—d) +4bc
Do dé xvza;d nén xvz( ) \/(2 ) =9,
Diéu nay két thuc phép ching minh caa dinh Iy Perron — Frobenius cho truong hop n=2.



II. Truwong hep tong quat

Nham muc dich giam thiéu su trung l3p trong céc 1ap luan va phan tich da gap phai khi khao sat truong
hop co ban khi n =2 ta tién hanh phép ching minh nhu sau:

Chirng minh (3)

Gia str ma tran A c6 mot vector riéng v ¢ tat ca cac thanh phan déu la cac sé thuc duong va A, la gia
tri riéng tuong ung, tac la Av=2A V.

A v, 0 - 0)(1 1
N v, | |0 v, ... 01 1 .
Nhanxétrang v=| “|=| . ° . .| .|=C|.[,nén

A o 0 - v,)l1 1
1
1

AC| . |=AC
1 1
1 v, 0 0

v

[EN
o
<

e o
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1
= C'AC| |=A,| .|, trongdo C* =
1 1 0 0 - v!
Nhan thay rang ma tran C c0 tat ca cac phan tir déu 1a cac sb thuc khdng &m nén ma tran C*AC ciing

c6 tat ca céc phan tir déu la cac s thuc khdng am. Do hai ma tran A va C™*AC dong dang nén chiing c6
cung tap pho.

1

Khéng giam tinh tong quét cia bai toan ta co thé giasurang v=| .

1) ?

Khi do, &, =) a;,1<i<n.
=1
Do d6 A, la sb thuc khéng am va X, 1a mot s6 thuc duong ngoai trir trusng hop A=0.

Trudc khi tiép tuc ching minh phan con lai cua (3) ta trang bi cau triic chuan ||| cho khong gian C"

Z;

. H A 7 & Z
dugc x4c dinh bai hé thuc |z| = max|z| véi z=|
0 i=1,...n
Zn
Nhan thiy rang, véi mdi z e C", thanh phan tha i cua vector Az bang a,z, +a,2, +...+a,2, -
Khi do,

8,2, + 2,2, +...+ 8,2, <[ |||+ ]3| 2.



=],

Do do,

[AZ], <2z, -
Giastr z' la mét gia tri riéng bat ki caa ma tran A va A’ la gia tri riéng tuong (ng.
Khi d6,

! !

=\N|2, <A ||

o0

|AZ’

Do do, A, =|V.

Nhan xét: Néu tat ca cac phan t ciia ma tran A déu 1a céc so thuc duong thi |Az| <2, |z,
trir truong hop z, =z, =...= z,, hay ndi cach khéc sb boi cua gia trj riéng A, bang 1.

Ching minh (1), (2). N ’ , ‘ ‘

Y tuong chirng minh nam & cho ta sé “xap xi” ma tran A bai cadc ma tran c6 tat ca cac phan tir déu la
cac so thyc duong nhu sau: ‘ ’

Gia sir A la ma tran co tat ca cac phan tu la cac so thuc khong am.

bat A la ma tran thu duoc tir ma tran A bang cach thay cac phan tu 0 bang phan toe —, trong d6 r > 0.

r

Ta tién hanh chiing minh bai toan theo ba budc sau:

Bwéc i. Ta chieng minh rang cac gia tri riéng caa ma tran A tieén dan déen cac gia tri riéng caa
ma tran A khi r —»oo.

bau tién ta can den két qua phu sau trong qué trinh lap luan:

Bo de 1.

Cho truée da thae f(z)=z"+a, 2" +..+a,, & €C, [a],...|a, | <M.

Khi d6, néu z, € C 1a mot nghiém nao d6 ciia da thuc f thi |z,|<1+nM.

Chirng minh bé dé 1.

Ta sé chung minh khang dinh cta bai toan bang phuong phap phan ching, gia sir rang z, la mét
nghiém nao do cua da thuc f sao cho |z,|<1+nM .

Khido, f(z,)=0,nén z=-a, .,z —a, 20 " —...— 4.
Bang cach lay modun ca hai vé cua biéu thirc vira néu ¢ trén ta nhan thay rang
n n-1 n-2
25| =|-a,,25 " —a, .25 " ..~ 3|

n-1 n-2
=|-a, 125" —a, 25" +...+ 3|

Thuec hién phép chia cho x", ta thu dugc

1=la 20" /20 +va, ,207%/2) +..+a,/2]
<|Zntly a”—j .t ﬁ;
ZO ZO ZO
M
Sr=H 57 F et
|ZO| ‘Zo‘ Zy
M M M
< + et ————
@+nM) (@L+nM) 1+nM)
M
<n-—
@+nM)

<1.



Diéu mau thuin nay két thic phép ching minh bé dé 1.
Gia sir c4c tri riéng cua toan tir A 1a AL, Al

Tur két qua nhan duoc tir bd dé 1) ta nhan thay rang {(\\",... A{)}~, 12 mot day bi chan.

Bang cach 4p dung nguyén |y Bolzano — Weierstrass ta suy ra ddy nay chia it nhat mot ddy con hoi tu,
tam gia st 1a day con{ (", .0")¥, . nen A - A

Do do, PA,- — P, khi j — oo, trong d6 P, 1a da thuc déc trung cua ma tran A.

bat A, _Ilmx( ) k=1..,n

joo
n n
Khi do, P, (1) =] (t-2,), do P, (t)= H(t —x(k”)).
k=1 k=1

Bieu ndy chi ra rang céc gié tri riéng cua ma tran A, tién dan dén céc gid tri riéng cua ma tran A
khi j—o0.

Budc ii. Ta sé chirng minh ton tai mét gia tri riéng ciia ma tran A co tat ca cac thanh phan déu
la cac s6 thwe dwong.

Pau tién ta s& ching minh khang dinh sau:

Bo dé 2.

Cho truéc ma tran A ¢ tat ca cac phan tir déu 1a cac s thuc duong thoa man Av' =V’ trong d6 cac
thanh phan cua vector v’ déu I cac s thuc khéng am va v/ = 0.

Khi d6, tat ca cac thanh phan cua vector v' déu la cac sb thuc duong.

Chitng minh bé deé 2.

Do tat ca cac thanh phan cua vector v’ déu la céc sé thuc khdng Am nén diéu twong tu ciing s& Xay ra
dbi vai vector AV'.

Hon nita do tat ca cac phan tir cia ma tran A déu 1a céc sé thuc duong nén tat ca cac phan tir cua
vector AV’ ciing déu 1a céc sé thuc duong.

That vay néu vector AV’ ¢6 it nhat mét thanh phan bang 0 thi tit ca cac thanh phan cua vector v’ déu
phai bang 0, mau thuan véi gia thiét v/ = 0.

Diéu nay két thuc phép chirng minh bo dé 2

Tir bo dé 2) ta nhan thay rang néu ta chitng minh néu mot ma tran A c6 maot gia tri riéng v' véi tat ca
cac thanh phan déu 12 cac sb thuc khong am thi diéu nay ciing c6 nghia 12 gi tri riéng v’ s& co tat ca cac
phan tir déu 1a cac s6 thuc duong, trong d6 ta tam gia st ma tran A c0 tat ca cac phan tir déu 1a cac sb
thuc duong.

d 0 - 0
s d, .
biat D:=<d = : 0<d, <LVi=1,..,n¢.
0 0 - d

V6i mdi matran A=(a;),.,. ta xét chuan ||A|= Q%Z‘au‘

Dé ching minh sy ton tai cua vector v' ta xét ham f ( :HdAd’lu voi moi d €intD.
Nhan xét rang ham f lién tuc trén intD.
Va&i moi € >0, ta dinh nghia tdp D® nhu sau:



“ d e D khivachi khi d, >¢ véi moi i=1,...,n va Zn:di =1
i=1
Bo dé 3.
Vi moi & >0 du nho, ton tai phan tir d” e D* sao cho f(d’)> f(d”) véi moi d’ eintD.
Chitng minh bé dé 3.
Nhan thay raing D cintD va D® 1a mot tap dong, bi chan nén né la mot tap compact.
Do ham f liéntuctrén D° —intD va D® la mot tap compact nén ham f dat gia tri cuc tiéu trén
tap D, tatam gia s f(d")=max f(d’).

d'eD®
Gia st phan tir d’ khdng nam trong tap D, tic ton tai mot chi s6 i sao cho d/ <

vad +..+d,+d/, +..d >1-¢.
Do d6 ton tai mot chi so j =i sao cho d] >%_81.
Khi do,
f(d’):\d'Ad'-l\zd;ajid;-l>%.

Bang cach chuyén qua gigi han khi cho & — 0, trc 12 néu c6 mot phan tir nao dé cua d tién gan dén 0,
ta nhan thay rang f (d)—oo.

Do d6, ham f dat duoc gid tri cuc tiéu tai d”.

Diéu nay két thuc phép chirng minh bo dé 3.

d 0 - 0
= A LA H A 4 dg 7 14 14 4
Tiep theo ta ki hiéu lai ma tran d” = ... | dudidang vector d”"=(d/,...,d).

0 0 - d

B6 dé 4. d” 1a mot gia tri riéng tuong tng ctia ma trdn A véi gia tri riéng twong tng A = f (d”).
Chirng minh bé dé 4.
Khdng giam tinh tong quat ctia bai toan, bang cach thay ma tran A bsi ma tran d"Ad"™, ta c6 the gia
sarang d"=(1,...,2) ( xem lai phuong phap 1ap luan da st dung dé chung minh (3)).
Khi do, max > a; =A.
=1

i=1,...,n“
]

Tur két qua néu trong bo dé 3),
-1 , - .
L‘]%Zdiaijdj >\ vé6i moi d, >0,VK.

bit S ={i pix:* <x}.
j=1

Pé hoan thanh chitng minh khang dinh caa bai toan ta chi can chirng minh rang S = &.
Giastrrang S=J.

. . l-¢,igS, L n
Vé&i moi € >0 du nho, bing cach dit d. = { ta nhan thay rang _rrllade.a..d.‘1 <.
n =1

1,ieS, i=1.né= U
Piéu mau thuin nay chirariang S =&, dpem.



Két hop céac b dé 2), 3) va 4) ta hoan thanh phép ching minh cta budc ii).

ta nhan thay rang cac ma tran A ludn c6 it nhat mot gia tri riéng c6 tat ca cac thanh phan déu la cac s6
thuc duong, ta tam gia sir la kir)
Buwéc iii. Kiém tra lai cac tinh chat néu é muc (1) va (2).

Bang cach sir dung cac phan tich thu duoc khi Chu:ng minh (3) va cac budc i), ii), ta nhan thay rang:
Vi moi chisb r>0, matran A lubn c6 mot gia tri riéng duong c6 gia tri 16n hon hodc bang tri tuyét

ddi cua tat ca cac gia tri riéng con lai ciia A, ta tam gia st la kl

Bang cach &p dung lai phuong phép 1ap luin di sir dung & budc i) ta s& chi ra dwoc mot day con
{A ¥;., véi day cac gia tri riéng twong ang {("),....A"))¥7., hoi tu dén day cac gia trj riéng cia ma
tran A ban dau.

bat A, = Ilmk( ) Vk=1..n

jow
Khi d6, (A,,...,A,) la ddy cac gié tri riéng twrong g cua todn tor A.
Nhan xét rang:
(1) xﬁ”) >0 véimoi j = A, 1a mot s6 thuc khdng am;

(2) Vi moi 2<k <n, AV > vj =, 2[r, |, v2<k<n.

Tong hop cac budc i), ii) va ii) ta hoan tat phép chitng minh cho dinh ly Perron — Frobenius.
Tai liéu tham khao:

[1]. Suyeon Khim, The Frobenius — Perron, ??/2?/????.

[2]. Truong Phudc Nhan, Binh ly Perron — Frobenius, 29/08/2017.




