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Trương Phước Nhân, 30/07/2021 

    Nội dung của bài viết nhằm trình bày lại ý tưởng tiếp cận khái niệm tích phân xác định cho các hàm số 

một biến do nhà toán học người đức Riemann đề xuất và hoàn chỉnh bởi nhà toán học pháp Darboux. 

    Bài toán mở đầu. 

    Giả sử 𝑓 là một hàm số không âm bị chặn xác định trên đoạn [𝑎, 𝑏]. 

    Tính diện tích 𝐴(𝑅𝑓) của miền 𝑅𝑓 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥)}. 

 

Hình vẽ minh họa miền 𝑅𝑓. 

    Từ thời Archimedes, lời giải bài toán nêu trên đã được thực hiện bằng cách chia nhỏ đoạn [𝑎, 𝑏] thành 

một số hữu hạn các đoạn con. Khi đó, diện tích 𝐴(𝑅𝑓) cần tìm sẽ được xấp xỉ bằng tổng diện tích các hình 

chữ nhật nội tiếp miền 𝑅𝑓 và tổng diện tích các hình chữ ngoại tiếp miền 𝑅𝑓. 

 

Hình vẽ minh họa phép xấp xỉ diện tích 𝐴(𝑅𝑓) bởi tổng diện tích các hình chữ nhật  

nội tiếp miền 𝑅𝑓 và tổng diện tích các hình chữ ngoại tiếp miền 𝑅𝑓. 

    Tổng diện tích các hình chữ nhật nội tiếp miền 𝑅𝑓 sẽ luôn nhỏ hơn diện tích 𝐴(𝑅𝑓) và tổng diện tích các 

hình chữ ngoại tiếp miền 𝑅𝑓 sẽ luôn lớn hơn diện tích 𝐴(𝑅𝑓). Hơn nữa, nếu chúng ta chọn các điểm chia đủ 

mịn thì hai tổng này sẽ càng gần với diện tích 𝐴(𝑅𝑓) cần tìm. 

 



    Ý tưởng tiếp cận trên có thể được tổng quát lên cho lớp các hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ bị chặn bất kì như sau:    

    1. Định nghĩa tích phân Riemann 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm số bị chặn.  

    Kí hiệu 𝑚(𝑓) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} và 𝑀(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}. 

    Giả sử cho trước một phân hoạch 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} của [𝑎, 𝑏] (𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏).  

  (Phân hoạch 𝑃 của đoạn [𝑎, 𝑏](𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 𝑣à 𝑎 < 𝑏) là một tập hữu hạn {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} các điểm của [𝑎, 𝑏] 

sao cho 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏)   

    Kí hiệu 𝑚𝑖(𝑓) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]} và 𝑀𝑖(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]} với 𝑖 = 1, … , 𝑛. 

    Hiển nhiên, 𝑚(𝑓) ≤ 𝑚𝑖(𝑓) ≤ 𝑀𝑖(𝑓) ≤ 𝑀(𝑓), với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛. 

    Khi đó, 𝐿(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑚𝑖(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1  được gọi là tổng Riemann dưới của hàm 𝒇 ứng với phân 

hoạch 𝑷 và 𝑈(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑀𝑖(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1  được gọi là tổng Riemann trên của hàm 𝒇 ứng với phân 

hoạch 𝑷. 

    Kết quả 1.1. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn. 

    Khi đó, 𝑚(𝑓)(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏]. 

    Chứng minh kết quả 1.1. 

    Giả sử 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏].  

    Do 𝑚(𝑓) ≤ 𝑚𝑖(𝑓) ≤ 𝑀𝑖(𝑓) ≤ 𝑀(𝑓), với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 = 𝑏 − 𝑎, nên 

                                            𝑚(𝑓)(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎).                                           □   

    Ý tưởng của chúng ta là sẽ tìm kiếm các phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] sao cho tổng Riemann dưới của nó đạt 

giá trị lớn nhất có thể được và tổng Riemann trên của nó đạt giá trị nhỏ nhất có thể được.     

    Kí hiệu: 

           𝐿(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝐿(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏]}, 

          𝑈(𝑓) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑈(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏]}.    

    Ta sẽ chứng minh 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓). Để làm được điều này, chúng ta sẽ cần đến các khái niệm sau:  

    Giả sử cho trước các phân hoạch 𝑃, 𝑃∗ của [𝑎, 𝑏], phân hoạch 𝑃∗ được gọi là một phép mịn hóa của 𝑷 

nếu mọi điểm của 𝑃 đều là một điểm của 𝑃∗. 

    Giả sử cho trước các phân hoạch 𝑃, 𝑃1, 𝑃2 của [𝑎, 𝑏], phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] được gọi là một phép mịn 

hóa chung của 𝑷𝟏 và 𝑷𝟐 nếu phân hoạch 𝑃 chứa tất cả các điểm của 𝑃1 và 𝑃2. 



    Kết quả 1.2. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn 

    i) Nếu 𝑃 là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] và 𝑃∗ là một phép mịn hóa 𝑃 thì 

𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓), 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓), 𝑈(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓). 

    ii) Nếu 𝑃1 và 𝑃2 là các phân hoạch của [𝑎, 𝑏] thì 𝐿(𝑃1, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃2, 𝑓). 

    iii) 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓). 

    Chứng minh kết quả 1.2. 

    i) Giả sử 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏].  

    Giả sử 𝑃∗ là một phép mịn hóa của 𝑃 thu được bằng cách bổ sung thêm một điểm 𝑥∗.  

    Khi đó, 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥∗ ≤ 𝑥𝑖 với một chỉ số 𝑖 nào đó. 

    Kí hiệu:  

𝑀𝑙
∗ ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥∗]} và 𝑀𝑟

∗ ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥∗, 𝑥𝑖]}. 

    Hiển nhiên, 𝑀𝑙
∗ ≤ 𝑀𝑖(𝑓), 𝑀𝑟

∗ ≤ 𝑀𝑖(𝑓) và 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 = (𝑥𝑖 − 𝑥∗) + (𝑥∗ − 𝑥𝑖−1). 

    Khi đó, 

                      𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) = 𝑀𝑖(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) − 𝑀𝑙
∗(𝑥∗ − 𝑥𝑖−1) − 𝑀𝑟

∗(𝑥𝑖 − 𝑥∗) 

                                                      = (𝑀𝑖(𝑓) − 𝑀𝑙
∗)(𝑥∗ − 𝑥𝑖−1) + (𝑀𝑖(𝑓) − 𝑀𝑟

∗)(𝑥𝑖 − 𝑥∗) 

                                                      ≥ 0 + 0 

                                                      = 0. 

    Nếu 𝑃∗ là một phép mịn hóa của 𝑃 thu được bằng cách bổ sung thêm nhiều điểm thì chúng ta có thể lặp 

lại lập luận trên nhiều lần để có thể chỉ ra rằng 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓).  

    Phép chứng minh cho đánh giá 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) có thể được thực hiện bằng phương pháp tương tự.      

    Bằng cách kết hợp cả hai đánh giá trên, chúng ta sẽ có 𝑈(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓).    

    ii) Giả sử 𝑃∗ là một phép mịn hóa chung của 𝑃1 và 𝑃2. 

    Khi đó, 𝐿(𝑃1, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃2, 𝑓). (khẳng định này suy ra từ khẳng định (i)) 

    iii) Giả sử 𝑃0 là một phân hoạch cho trước của [𝑎, 𝑏].  

    Từ khẳng định (ii), 𝐿(𝑃0, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏]. 

    Như vậy, 𝐿(𝑃0, 𝑓) là một cận dưới của tập {𝑈(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏]}. Do 𝑈(𝑓) là cận 

dưới đúng của tập {𝑈(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏]} nên 𝐿(𝑃0, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑓).  



    Nếu chúng ta xem 𝑃0 như một phân hoạch cho trước của [𝑎, 𝑏] thì 𝑈(𝑓) sẽ là một cận trên của tập 

{𝐿(𝑃0, 𝑓): 𝑃0 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏]}.  

    Do 𝐿(𝑓) là cận trên đúng của tập {𝐿(𝑃0, 𝑓): 𝑃0 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏]} nên 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓).            □       

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm số bị chặn. Hàm số 𝑓 được gọi là khả tích Riemann (hoặc khả tích) 

trên [𝑎, 𝑏] nếu 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓). Giá trị 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓) được gọi là tích phân Riemann của hàm 𝒇 trên [𝒂, 𝒃] 

(hoặc tích phân của hàm 𝒇 trên [𝒂, 𝒃]) và được kí hiệu bởi ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
 (hoặc ∫ 𝒇

𝒃

𝒂
). Giá trị 𝑈(𝑓) được gọi 

là tích phân Riemann trên của hàm 𝒇 trên [𝒂, 𝒃] và giá trị 𝐿(𝑓) được gọi là tích phân Riemann dưới 

của hàm 𝒇 trên [𝒂, 𝒃]. Như vậy, một hàm bị chặn sẽ khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] nếu tích phân Riemann 

trên bằng với tích phân Riemann dưới.  

    Nhận thấy rằng cách định nghĩa tích phân Riemann cho một hàm số bị chặn 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  nêu trên có rất 

nhiều hạn chế. Bởi vì để tính tích phân Riemann trên 𝑈(𝑓) của hàm 𝑓 chúng ta sẽ cần xét cận dưới đúng của 

tổng 𝑈(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑀𝑖(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1  với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] và chúng ta cũng phải xét cận trên 

đúng của tổng 𝐿(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑚𝑖(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1  với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] để xác định tích phân 

Riemann dưới 𝐿(𝑓). Phân tích trên chỉ ra rằng không dễ dàng gì để xác định liệu một hàm bị chặn 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ có khả tích Riemann hay không và thậm chí nếu chúng ta đã biết hàm 𝑓 là khả tích Riemann 

thì việc tính toán tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 cũng sẽ gặp rất nhiều khó khăn.  

    Như vậy, chúng ta sẽ cần một số tiêu chuẩn và đánh giá thật đơn giản để xác định xem khi nào một hàm 

bị chặn 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] là khả tích Riemann và đánh giá sơ bộ độ lớn của tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. Điều 

này sẽ giúp ích rất nhiều cho chúng ta khi cần khảo sát tính khả tích của một số khá lớn các lớp hàm trong 

mục “2. Các lớp hàm khả tích Riemann”. Phần lớn các câu hỏi phức tạp hơn liên quan đến việc đánh giá 

giá trị tích phân Riemann sẽ được thảo luận trong mục “3. Định lí cơ bản của giải tích”. 

    Kết quả 1.3. (Riemann) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn. 

    Điều kiện cần và đủ để 𝑓 khả tích Riemann là với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 

của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀.  

    Chứng minh kết quả 1.3. 

    Giả sử với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] sao cho  

𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀 

    Khi đó, 0 ≤ 𝑈(𝑓) − 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀, với mọi số thực dương 𝜀 > 0. 

    Như vậy, 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓), nên 𝑓 là một hàm khả tích Riemann. 

 

 

 



    Ngược lại, giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann. 

    Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0. Từ định nghĩa của 𝑈(𝑓) và 𝐿(𝑓), tồn tại các phân hoạch 𝑄𝜀 và 

𝑄̃𝜀 của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑈(𝑄𝜀 , 𝑓) < 𝑈(𝑓) +
𝜀

2
 và 𝐿(𝑄̃𝜀, 𝑓) > 𝐿(𝑓) −

𝜀

2
. Giả sử 𝑃𝜀 là một phép mịn hóa chung 

của 𝑄𝜀 và 𝑄̃𝜀.  

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 1.2),  

𝐿(𝑓) −
𝜀

2
< 𝐿(𝑄̃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑄𝜀, 𝑓) < 𝑈(𝑓) +

𝜀

2
. 

    Do 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓) nên 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀 .                                                                                            □    

    Kết quả 1.4. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và tồn tại các số 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ sao cho 𝛽 ≤ 𝑓 ≤ 𝛼. 

    Khi đó, 𝛽(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 𝛼(𝑏 − 𝑎). Hơn nữa, nếu |𝑓| ≤ 𝛼 thì |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
| ≤ 𝛼(𝑏 − 𝑎). 

    Chứng minh kết quả 1.4. 

    Do 𝛽 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝛼 với mọi 𝑥 ∈ ℝ nên 𝛽 ≤ 𝑚(𝑓) và 𝑀(𝑓) ≤ 𝛼. 

    Giả sử 𝑃1 ≔ {𝑎, 𝑏} là phân hoạch tầm thường của [𝑎, 𝑏]. 

    Khi đó, 𝛽(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑚(𝑓)(𝑏 − 𝑎) = 𝐿(𝑃, 𝑓) và 𝑈(𝑃, 𝑓) = 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝛼(𝑏 − 𝑎). 

    Như vậy, 𝛽(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝐿(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑈(𝑓) ≤ 𝛼(𝑏 − 𝑎).                                                                  □ 

    Tiếp theo, chúng ta sẽ chứng minh một kết quả quan trọng và khá hữu ích sau: 

    Kết quả 1.5. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm số bị chặn và 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏). 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] nếu và chỉ nếu 𝑓 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑐] 

và [𝑐, 𝑏]. Hơn nữa, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐
. 

    Chứng minh kết quả 1.5. 

    Giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0.  

    Khi đó, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀 (điều này suy ra từ điều kiện 

Riemann). Bằng cách bổ sung thêm điểm 𝑐 vào các điểm của phân hoạch 𝑃𝜀 (nếu 𝑐 không phải là một điểm 

của phân hoạch 𝑃𝜀), chúng ta sẽ thu được một phép mịn hóa 𝑃𝜀
∗ = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑘, … , 𝑥𝑛} của 𝑃𝜀 trong đó 𝑐 =

𝑥𝑘 với một chỉ số 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛 − 1}. 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 1.2), 

0 ≤ 𝑈(𝑃𝜀
∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀

∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 



    Khi đó, 𝑄𝜀
∗ ≔ {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑘} sẽ là một phân hoạch của [𝑎, 𝑐], nên nếu kí hiệu 𝑔 là thu hẹp của hàm số 

𝑓 trên [𝑎, 𝑐] thì 

                                        𝑈(𝑄𝜀
∗, 𝑔) − 𝐿(𝑄𝜀

∗, 𝑔) = ∑ [𝑀𝑖(𝑔) − 𝑚𝑖(𝑔)](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑘
𝑖=1  

                                                                          = ∑ [𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓)](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑘
𝑖=1  

                                                                          ≤ ∑ [𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓)](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1  

                                                                          = 𝑈(𝑃𝜀
∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀

∗, 𝑓)  

                                   ⇒ 𝑈(𝑄𝜀
∗, 𝑔) − 𝐿(𝑄𝜀

∗, 𝑔) < 𝜀. 

    Như vậy, 𝑔 sẽ khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑐] (điều này suy ra từ điều kiện Riemann), hay 𝑓 khả tích trên 

[𝑎, 𝑐]. Lập luận tương tự, chúng ta cũng sẽ chứng minh được rằng 𝑓 khả tích trên [𝑐, 𝑏]. 

    Ngược lại, giả sử 𝑓 khả tích trên [𝑎, 𝑐] và [𝑐, 𝑏]. Giả sử 𝑔 và ℎ lần lượt là thu hẹp của 𝑓 trên [𝑎, 𝑐] và 

[𝑐, 𝑏]. Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0. Từ điều kiện Riemann, tồn tại phân hoạch 𝑄𝜀 của [𝑎, 𝑐] và 

phân hoạch 𝑅𝜀 của [𝑐, 𝑏] sao cho 

𝑈(𝑄𝜀, 𝑔) − 𝐿(𝑄𝜀, 𝑔) <
𝜀

2
   và  𝑈(𝑅𝜀 , ℎ) − 𝐿(𝑅𝜀 , ℎ) <

𝜀

2
. 

    Giả sử 𝑃𝜀 là phân hoạch của [𝑎, 𝑏] thu được bằng cách kết hợp các điểm của 𝑄𝜀 và các điểm của 𝑅𝜀.    

    Khi đó, 𝑃𝜀 sẽ chứa điểm 𝑐, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) = 𝑈(𝑄𝜀, 𝑔) + 𝑈(𝑅𝜀 , ℎ) và 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) = 𝐿(𝑄𝜀, 𝑔) + 𝐿(𝑅𝜀 , ℎ), nên 

𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀. 

    Như vậy, 𝑓 sẽ khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy từ điều kiện Riemann). 

    Giả sử 𝛼 ≔ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) và 𝛽 ≔ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓). Hiển nhiên, 𝛽 ≤ ∫ 𝑓(𝑥
𝑏

𝑎
)𝑑𝑥 ≤ 𝛼. 

    Đồng thời, do 𝛼 = 𝑈(𝑄𝜀, 𝑔) + 𝑈(𝑅𝜀, ℎ) và 𝛽 ≔ 𝐿(𝑄𝜀, 𝑔) + 𝐿(𝑅𝜀 , ℎ) nên 

𝛽 ≤ ∫ 𝑓(𝑥
𝑐

𝑎
)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥

𝑏

𝑐
)𝑑𝑥 ≤ 𝛼. 

    Do 𝛼 − 𝛽 < 𝜀 nên |∫ 𝑓(𝑥
𝑐

𝑎
)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥

𝑏

𝑐
)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥

𝑏

𝑎
)𝑑𝑥| < 𝜀. 

    Như vậy, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐
 (điều này suy ra từ việc số thực dương 𝜀 >0 có thể nhỏ 

tùy ý).                                                                                                                                                                 □ 

    Nhận thấy rằng chúng ta luôn giả định rằng 𝑎 < 𝑏 khi định nghĩa tích phân Riemann của một hàm 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Để có được sự đồng nhất và thuận tiện trong cách trình bày, chúng ta sẽ bổ sung thêm hai quy 

ước sau: Nếu 𝑎 = 𝑏 thì mọi hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ đều khả tích Riemann và ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0; nếu 𝑎 > 𝑏 và hàm 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  khả tích Riemann thì ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≔ − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏
. 



    Ưu điểm tuyệt vời của cách quy ước này nằm ở chỗ chúng ta sẽ ko bị giới hạn bất kì liên hệ nào về hướng 

cho đoạn cần lấy tích phân. 

    2. Các lớp hàm khả tích Riemann 

    Trong mục này của bài viết, chúng ta sẽ áp dụng điều kiện Riemann để khảo sát tính giải tích cho một loạt 

các lớp hàm thường gặp. Đồng thời, chúng ta cũng sẽ khảo sát các tính chất đại số và thứ tự thường dùng 

của tích phân Riemann. 

    Kết quả 2.1. 

    Giả sử cho trước hàm số 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ. 

    i)  Nếu 𝑓 là một hàm đơn điệu thì 𝑓 là một hàm khả tích Riemann. 

    ii) Nếu 𝑓 là một hàm liên tục thì 𝑓 là một hàm khả tích Riemann. 

    Chứng minh kết quả 2.1. 

    i) Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm đơn điệu tăng. Khi đó, 𝑓 cũng là một hàm bị chặn (điều này suy ra từ 

việc 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑏) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]). Giả sử 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch bất kì của 

[𝑎, 𝑏]. Khi đó, 𝑀𝑖(𝑓) = 𝑓(𝑥𝑖) và 𝑚𝑖(𝑓) = 𝑓(𝑥𝑖−1) với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, nên 

𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) = ∑ [𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 . 

    Nếu 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) thì 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], nên 𝑈(𝑃, 𝑓) = 𝐿(𝑃, 𝑓) = 𝑓(𝑏)(𝑏 − 𝑎) với mọi 

phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏].  

    Nếu 𝑓(𝑏) > 𝑓(𝑎) thì chúng ta sẽ thực hiện quá trình lập luận như sau: Giả sử cho trước một số thực 

dương 𝜀 > 0. Xét một phân hoạch 𝑃𝜀 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 < 𝜀 [𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)]⁄  với 

mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛. Khi đó, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < ∑ [𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)]
𝜀

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑛
𝑖=1 =

[𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)]𝜀

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)
= 𝜀. 

    Như vậy, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann (điều này suy ra từ điều kiện Riemann). 

    Phép chứng minh cho trường hợp 𝑓 là hàm đơn điệu giảm được thực hiện tương tự như trên. 

    ii) Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm liên tục. Khi đó, 𝑓 sẽ là một hàm bị chặn. Hơn nữa, 𝑓 cũng là một 

hàm liên tục đều. Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0.  

    Từ định nghĩa khái niệm hàm liên tục đều, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 

𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑥 − 𝑦| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| <
𝜀

𝑏−𝑎
. 

    Giả sử 𝑃𝜀 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 < 𝛿 với mọi 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

    Nhận thấy rằng với mọi 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| <
𝜀

𝑏−𝑎
. 

    Bằng cách lấy supremum 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] và infimum 𝑦 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], chúng ta có 𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓) ≤
𝜀

𝑏−𝑎
. 



    Như vậy, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) = ∑ [𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓)](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 ≤

𝜀

𝑏−𝑎
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛

𝑖=1 = 𝜀, nên 𝑓 sẽ là 

một hàm khả tích Riemann (điều này suy ra từ điều kiện Riemann).                                                                □ 

    Kết quả trên chỉ ra rằng tính đơn điệu và tính liên tục là điều kiện đủ để đảm bảo tính khả tích Riemann 

của một hàm số. Tuy nhiên, một hàm số đơn điệu thì không nhất thiết phải liên tục và một hàm số liên tục 

cũng không nhất thiết là phải đơn điệu. Điều này chỉ ra rằng tính liên tục và tính đơn điệu không phải là điều 

kiện cần cho tính khả tích Riemann của một hàm số. Trên thực tế, chúng ta có thể chứng minh được rằng 

nếu 𝑓 là một hàm đơn điệu hoặc liên tục trên một số hữu hạn đoạn con hợp thành [𝑎, 𝑏] thì 𝑓 cũng sẽ khả 

tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (Kết quả 2.3). Muốn làm được như vậy, chúng ta sẽ cần đến kết quả sau:  

    Kết quả 2.2. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn. Giả sử tồn tại các số thực 𝑐1 < 𝑐2 < ⋯ < 𝑐𝑛 nằm trong [𝑎, 𝑏] 

sao cho hàm 𝑓 khả tích trên các đoạn con [𝑎, 𝑎1], [𝑏1, 𝑎2], … , [𝑏𝑛−1, 𝑎𝑛], [𝑏𝑛 , 𝑏] với 𝑎1, … , 𝑎𝑛,𝑏1, … , 𝑏𝑛 là 2𝑛 

điểm bất kì nằm trong [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑎1 ≤ 𝑐1 < 𝑏1 < 𝑎2 < 𝑐2 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑎𝑛 < 𝑐𝑛 ≤ 𝑏𝑛 (nếu 𝑐1 = 𝑎 thì 

𝑎1 = 𝑐1, nếu 𝑐𝑛 = 𝑏 thì 𝑐𝑛 = 𝑏𝑛). 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐1

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐2

𝑐1
+ ⋯ + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐𝑛
. 

    Chứng minh kết quả 2.2.             

    Đầu tiên, chúng ta giả sử rằng tồn tại một điểm 𝑐1 ∈ [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑐1 ≠ 𝑎, 𝑐1 ≠ 𝑏 và hàm 𝑓 khả tích trên 

các đoạn con [𝑎, 𝑎1],[𝑏1, 𝑏] với 𝑎1, 𝑏1 là các điểm nằm trong [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑎1 < 𝑐1 < 𝑏1. 

    Nếu 𝑓 là một hàm hằng trên [𝑎, 𝑏] thì 𝑓 sẽ khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. Giả sử 𝑓 không phải là một hàm 

hằng trên [𝑎, 𝑏]. Khi đó, 𝑀(𝑓) ≠ 𝑚(𝑓). Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0. Chọn các điểm 𝑎1, 𝑏1 

trong [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑎1 < 𝑐1 < 𝑏1 và 𝑏1 − 𝑎1 <
𝜀

3[𝑀(𝑓)−𝑚(𝑓)]
. Giả sử 𝑔1 là thu hẹp của 𝑓 trên [𝑎, 𝑎1] và ℎ1 là 

thu hẹp của 𝑓 trên [𝑏1, 𝑏]. Khi đó, 𝑔1 và ℎ1 lần lượt sẽ là các hàm khả tích trên [𝑎, 𝑎1] và [𝑏1, 𝑏].  

    Từ điều kiện Riemann, tồn tại phân hoạch 𝑃1 của [𝑎, 𝑎1] và phân hoạch 𝑄1 của [𝑏1, 𝑏] sao cho 

𝑈(𝑃1, 𝑔1) − 𝐿(𝑃1, 𝑔1) <
𝜀

3
  và 𝑈(𝑄1, ℎ1) − 𝐿(𝑄1, ℎ1) <

𝜀

3
 .  

    Giả sử 𝑃𝜀 là phân hoạch của [𝑎, 𝑏] thu được bằng cách kết hợp các điểm của 𝑃1 và các điểm của 𝑄1. 

    Khi đó, 𝑃𝜀 sẽ chứa các điểm 𝑎1, 𝑏1, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) = 𝑈(𝑃1, 𝑔1) + 𝑀1
∗(𝑏1 − 𝑎1) + 𝑈(𝑄1, ℎ1),  

                                                              𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) = 𝐿(𝑃1, 𝑔1) + 𝑚1
∗(𝑏1 − 𝑎1) + 𝐿(𝑄1, ℎ1), 

trong đó 𝑀1
∗ = 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1]} và 𝑚1

∗ = 𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑏1]}. 

    Do 𝑀1
∗ − 𝑚1

∗ ≤ 𝑀(𝑓) − 𝑚(𝑓) nên 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) <
𝜀

3
+ [𝑀(𝑓) − 𝑚(𝑓)].

𝜀

3[𝑀(𝑓)−𝑚(𝑓)]
+

𝜀

3
= 𝜀. 

    Từ điều kiện Riemann, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏].  

    Hơn nữa, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐1

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐1
 (điều này suy ra từ Kết quả 1.5). 



    Nếu 𝑐1 = 𝑎 thì chúng ta sẽ đặt 𝑎1 ≔ 𝑎 và nếu 𝑐1 = 𝑏 thì chúng ta sẽ đặt 𝑏1 ≔ 𝑏 trong lập luận nêu trên. 

    Phép chứng minh cho trường hợp 𝑛 điểm 𝑐1, … , 𝑐𝑛 được thực hiện bằng cách lặp lại liên tiếp quá trình suy 

luận nêu ở trên.                                                                                                                                                   □ 

    Kết quả 2.3.  

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn. Giả sử tồn tại các số thực 𝑐1 < 𝑐2 < ⋯ < 𝑐𝑛 nằm trong [𝑎, 𝑏] 

sao cho trên mỗi đoạn con [𝑎,𝑐1), (𝑐1, 𝑐2), … , (𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛), (𝑐𝑛,𝑏], hàm 𝑓 hoặc đơn điệu hoặc liên tục. 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. 

    Chứng minh kết quả 2.3. 

    Xét các điểm 𝑎1, 𝑏1, … , 𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑎1 ≤ 𝑐1 < 𝑏1 < 𝑎2 < 𝑐2 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑎𝑛 < 𝑐𝑛 ≤ 𝑏𝑛 (nếu 

𝑐1 = 𝑎 thì 𝑎1 = 𝑐1, nếu 𝑐𝑛 = 𝑏 thì 𝑐𝑛 = 𝑏𝑛). Từ Kết quả 2.1), 𝑓 là hàm khả tích Riemann trên mỗi đoạn con 

[𝑎, 𝑎1], [𝑏1, 𝑎2], … , [𝑏𝑛−1, 𝑎𝑛],[𝑏𝑛 , 𝑏]. Từ Kết quả 2.2), 𝑓 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏].                      □                                                                                                                                                   

    Tiếp theo, chúng ta sẽ sử dụng Kết quả 2.3) để chứng minh một tính chất khá lí thú của tích phân 

Riemann. Nói một cách đại khái, khẳng định này phát biểu rằng: “nếu chúng ta thay đổi tùy ý giá trị của một 

hàm khả tích Riemann tại một số hữu hạn điểm thì hàm số nhận được cũng khả tích Riemann và tích phân 

Riemann của nó cũng bằng với tích phân Riemann của hàm đã cho”. 

    Kết quả 2.4. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn sao cho  

{𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]: 𝑔(𝑥) ≠ 𝑓(𝑥)} = {𝑐1, … , 𝑐𝑛}. Khi đó, 𝑔 khả tích Riemann và ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
.     

    Chứng minh kết quả 2.4. 

    Do 𝑓, 𝑔 là các hàm bị chặn và 𝑔 khác 𝑓 tại một số hữu hạn điểm, nên tồn tại một số thực dương 𝛼 > 0 sao 

cho |𝑓(𝑥)| ≤ 𝛼 và |𝑔(𝑥)| ≤ 𝛼 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    Để chứng minh 𝑔 khả tích Riemann, chúng ta sẽ lập luận như sau:  

    Xét 2𝑛 điểm 𝑎1, 𝑏1, … , 𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑎1 ≤ 𝑐1 < 𝑏1 < 𝑎2 < 𝑐2 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑎𝑛 < 𝑐𝑛 ≤ 𝑏𝑛 (nếu 

𝑐1 = 𝑎 thì 𝑎1 = 𝑐1, nếu 𝑐𝑛 = 𝑏 thì 𝑐𝑛 = 𝑏𝑛).  

    Khi đó, nếu 𝑐1 ≠ 𝑎 và 𝑐𝑛 ≠ 𝑏 thì 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) với mọi 𝑥 nằm trong các đoạn con [𝑎, 𝑎1], [𝑏1, 𝑎2], …, 

[𝑏𝑛−1, 𝑎𝑛], [𝑏𝑛 , 𝑏]. Nếu 𝑐1 = 𝑎 thì 𝑎1 = 𝑎, nên 𝑔 khả tích trên [𝑎, 𝑎1]. Nếu 𝑐𝑛 = 𝑏 thì 𝑏𝑛 = 𝑏, nên 𝑔 khả tích 

trên [𝑏𝑛 , 𝑏]. Đồng thời, do 𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏], nên 𝑓 khả tích Riemann trên các đoạn con 

[𝑎, 𝑎1], [𝑏1, 𝑎2], … , [𝑏𝑛−1, 𝑎𝑛], [𝑏𝑛 , 𝑏]. Nói cách khác, 𝑔 cũng khả tích Riemann trên các đoạn con [𝑎, 𝑎1], 

[𝑏1, 𝑎2], … , [𝑏𝑛−1, 𝑎𝑛], [𝑏𝑛 , 𝑏]. Từ Kết quả 2.2), 𝑔 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. 

    Để chứng minh tích phân Riemann của hàm 𝑔 bằng với tích phân Riemann của hàm 𝑓, chúng ta sẽ lập 

luận như sau: 



    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Chọn các điểm 𝑎1, 𝑏1, … , 𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏] thỏa mãn các bất đẳng 

thức nêu ở trên và (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) < 𝜀 2𝑛𝛼⁄  với mọi 𝑗 = 1, … , 𝑛.  

    Từ Kết quả 1.5), ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
− ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= ∑ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏𝑗

𝑎𝑗

𝑛
𝑗=1 − ∑ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏𝑗

𝑎𝑗

𝑛
𝑗=1 . 

    Từ Kết quả 1.5), |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏𝑗

𝑎𝑗
| ≤ 𝛼(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) và |∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏𝑗

𝑎𝑗
| ≤ 𝛼(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) với mọi 𝑗 = 1, … , 𝑛.  

    Như vậy, |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
− ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
| ≤ 𝛼 ∑ (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)𝑛

𝑗=1 + 𝛼 ∑ (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)𝑛
𝑗=1 = 2𝑛𝛼.

𝜀

2𝑛𝛼
= 𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
.                                                     □ 

    Đầu tiên, chúng ta sẽ xem xét tính khả tích Riemann đối với một số dạng toán tử đại số thường gặp: 

    Tính chất đại số của tích phân Riemann. 

    Kết quả 2.5. 

    Giả sử 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ là các hàm khả tích Riemann. Khi đó, 

    i) 𝑓 + 𝑔 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và ∫ (𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
.  

    ii) 𝑟𝑓 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] với mọi 𝑟 ∈ ℝ và ∫ (𝑟𝑓)
𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑟 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    iii) 𝑓𝑔 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. 

    iv) nếu tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑓(𝑥)| ≥ 𝛿 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] thì 1 𝑓⁄  là hàm khả tích 

Riemann trên [𝑎, 𝑏]. 

    v) nếu 𝑓(𝑥) ≥ 0 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] thì 𝑓
1

𝑘 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] với mọi 𝑛 ∈ ℕ. 

    Chứng minh kết quả 2.5. 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Từ điều kiện Riemann, tồn tại phân hoạch 𝑄 và 𝑅 của [𝑎, 𝑏] sao 

cho 𝑈(𝑄, 𝑓) − 𝐿(𝑄, 𝑓) < 𝜀 và 𝑈(𝑅, 𝑔) − 𝐿(𝑅, 𝑔) < 𝜀. 

    Giả sử 𝑃𝜀 là một phép mịn hóa chung của 𝑄 và 𝑅.  

    Khi đó, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑄, 𝑓) − 𝐿(𝑄, 𝑓) < 𝜀 và 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔) ≤ 𝑈(𝑅, 𝑔) − 𝐿(𝑅, 𝑔) < 𝜀. 

    i) Giả sử 𝑃𝜀 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛}. Khi đó, 𝑀𝑖(𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑀𝑖(𝑓) + 𝑀𝑖(𝑔) và 𝑚𝑖(𝑓 + 𝑔) ≥ 𝑚𝑖(𝑓) + 𝑚𝑖(𝑔), với 

mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛. Bằng cách nhân cả hai vế các đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) và lấy tổng từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛, 

chúng ta thu được 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) và 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≥ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔). 

    Như vậy, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔) < 𝜀 + 𝜀 = 2𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝑓 + 𝑔 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ điều 

kiện Riemann). Hơn nữa, nếu 𝛼 ≔ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) và 𝛽 ≔ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔) thì 



𝛽 ≤ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≤ 𝐿(𝑓 + 𝑔) = ∫ (𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑈(𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≤ 𝛼. 

    Đồng thời, chúng ta cũng có 

𝛽 ≤ 𝐿(𝑓) + 𝐿(𝑔) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= 𝑈(𝑓) + 𝑈(𝑔) ≤ 𝛼. 

    Như vậy, 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
− ∫ (𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
| ≤ 𝛼 − 𝛽 < 2𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên ∫ (𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    ii) Nếu 𝑟 = 0 thì 𝑟𝑓(𝑥) = 0 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], nên khẳng định (ii) là hiển nhiên. Giả sử 𝑟 > 0.  

    Khi đó, 𝐿(𝑃, 𝑟𝑓) = 𝑟𝐿(𝑃, 𝑓) và 𝑈(𝑃, 𝑟𝑓) = 𝑟𝑈(𝑃, 𝑓), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏], nên 

𝐿(𝑟𝑓) = 𝑟𝐿(𝑓) = 𝑟𝑈(𝑓) = 𝑈(𝑟𝑓). 

    Ngược lại, nếu 𝑟 < 0 thì 𝐿(𝑃, 𝑟𝑓) = 𝑟𝑈(𝑃, 𝑓) và 𝑈(𝑃, 𝑟𝑓) = 𝑟𝐿(𝑃, 𝑓), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏], 

nên 

𝐿(𝑟𝑓) = 𝑟𝑈(𝑓) = 𝑟𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑟𝑓). 

    Như vậy, 𝑟𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và ∫ (𝑟𝑓)
𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑟 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    iii) Với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 

(𝑓𝑔)(𝑥) − (𝑓𝑔)(𝑦) = 𝑓(𝑥)[𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)] + [𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)]𝑔(𝑦) 

                                                                  ≤ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| + |𝑔(𝑦)||𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 

                                                                  ≤ 𝑀(|𝑓|)[𝑀𝑖(𝑔) − 𝑚𝑖(𝑔)] + 𝑀(|𝑔|)[𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓)]. 

    Bằng cách lấy supremum 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] và infimum 𝑦 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], chúng ta thu được 

𝑀𝑖(𝑓𝑔) − 𝑚𝑖(𝑓𝑔) ≤ 𝑀(|𝑓|)[𝑀𝑖(𝑔) − 𝑚𝑖(𝑔)] + 𝑀(|𝑔|)[𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓)]. 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) và lấy tổng từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛, chúng ta thu được 

𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓𝑔) ≤ 𝑀(|𝑓|)[𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔)] + 𝑀(|𝑔|)[𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓)] 

                                                      < [𝑀(|𝑓|) + 𝑀(|𝑔|)]𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝑓𝑔 sẽ là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này 

suy ra từ điều kiện Riemann). 

 

 

 



    iv) Giả sử tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑓(𝑥)| ≥ 𝛿 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    Với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖−1], 

                                             
1

𝑓(𝑥)
−

1

𝑓(𝑦)
=

𝑓(𝑦)−𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)
≤

|𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)|

|𝑓(𝑥)||𝑓(𝑦)|
≤

1

𝛿2
[𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓)]. 

    Bằng cách lấy supremum 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] và infimum 𝑦 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], chúng ta thu được 

𝑀 (
1

𝑓
) − 𝑚 (

1

𝑓
) ≤

1

𝛿2
[𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓)]. 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) và lấy tổng từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛, chúng ta thu được                           

𝑈 (𝑃𝜀 ,
1

𝑓
) − 𝐿 (𝑃𝜀 ,

1

𝑓
) ≤

1

𝛿2
[𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓)]. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý và số thực dương 𝛿 > 0 có giá trị cố định nên 1 𝑓⁄  là một hàm 

khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ điều kiện Riemann). 

    v) Với mọi 𝑘 ∈ ℕ, kí hiệu 𝐹 ≔ 𝑓1 𝑘⁄ .  

    Đầu tiên, chúng ta giả sử tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 𝑓(𝑥) ≥ 𝛿 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].  

    Với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏],  

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) = 𝐹(𝑥)𝑘 − 𝐹(𝑦)𝑘 = [𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑦)][𝐹(𝑥)𝑘−1 + 𝐹(𝑥)𝑘−2𝐹(𝑦) + ⋯ + 𝐹(𝑦)𝑘−1]. 

    Như vậy, 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑦) =
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)

𝐹(𝑥)𝑘−1+𝐹(𝑥)𝑘−2𝐹(𝑦)+⋯+𝐹(𝑦)𝑘−1
. 

    Do 𝐹(𝑥)𝑘−𝑗𝐹(𝑦)𝑗−1 ≥ 𝛿(𝑘−𝑗) 𝑘⁄ 𝛿(𝑗−1) 𝑘⁄ = 𝛿(𝑘−1) 𝑘⁄ > 0 với mọi 𝑗 = 1, … , 𝑘, nên 

𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑦) ≤
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)

𝑘𝛿(𝑘−1) 𝑘⁄ . 

    Giả sử 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏]. 

    Với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥𝑖 , 𝑥𝑖−1], 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑦) ≤
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)

𝑘𝛿(𝑘−1) 𝑘⁄ ≤
|𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)|

𝑘𝛿(𝑘−1) 𝑘⁄ ≤
𝑀𝑖(𝑓)−𝑚𝑖(𝑓)

𝑘𝛿(𝑘−1) 𝑘⁄ . 

    Bằng cách lấy supremum 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] và infimum 𝑦 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], chúng ta thu được 

𝑀𝑖(𝐹) − 𝑚𝑖(𝐹) ≤
𝑀𝑖(𝑓)−𝑚𝑖(𝑓)

𝑘𝛿(𝑘−1) 𝑘⁄ . 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) và lấy tổng từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛, chúng ta thu được  

𝑈(𝑃, 𝐹) − 𝐿(𝑃, 𝐹) ≤
1

𝑘𝛿(𝑘−1) 𝑘⁄
[𝑈(𝑅, 𝑓) − 𝐿(𝑅, 𝑓)]. 

    Do 𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] nên 𝐹 cũng là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ 

điều kiện Riemann). 

    Tiếp theo, chúng ta sẽ xét trường hợp tổng quát cho các hàm số 𝑓 không âm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. 



    Giả sử 𝛿 > 0 và xét hàm 𝑔, 𝐺: [𝑎, 𝑏] → ℝ  xác định bởi công thức 𝑔(𝑥) ≔ 𝑓(𝑥) + 𝛿 và 𝐺 ≔ 𝑔1 𝑘⁄ . 

    Khi đó, 𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ khẳng định (i)) và 𝑔(𝑥) ≥ 𝛿 với 

mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].  

    Những gì chúng ta đã chứng minh ở trên chỉ ra rằng 𝐺 cũng là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏].  

    Hơn nữa, do 𝑓 là một hàm không âm nên 𝐺 − 𝛿1 𝑘⁄ = (𝑓 + 𝛿)1 𝑘⁄ − 𝛿1 𝑘⁄ ≤ 𝑓1 𝑘⁄ = 𝐹 ≤ (𝑓 + 𝛿)1 𝑘⁄ = 𝐺. 

    Như vậy, 𝐿(𝐺 − 𝛿1 𝑘⁄ ) ≤ 𝐿(𝐹) ≤ 𝑈(𝐹) ≤ 𝑈(𝐺). 

    Tuy nhiên, 𝐿(𝐺 − 𝛿1 𝑘⁄ ) = 𝐿(𝐺) − 𝛿1 𝑘⁄ (𝑏 − 𝑎) = 𝑈(𝐺) − 𝛿1 𝑘⁄ (𝑏 − 𝑎), nên 

0 ≤ 𝑈(𝐹) − 𝐿(𝐹) ≤ 𝑈(𝐺) − 𝐿(𝐺 − 𝛿1 𝑘⁄ ) = 𝛿1 𝑘⁄ (𝑏 − 𝑎). 

    Do 𝛿1 𝑘⁄ → 0 khi 𝛿 → 0 nên 𝐹 = 𝑓1 𝑘⁄  là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏].                                        □ 

    Nhận xét rằng không có cách nào đơn giản để có thể biểu diễn tích phân Riemann của hàm 𝑓𝑔 theo tích 

phân Riemann của 𝑓 và 𝑔. Kết quả 3.4) sẽ cung cấp cho chúng ta một phương pháp để tính giá trị của các 

tích phân Riemann có dạng 𝑓𝑔 bằng cách bổ sung thêm một số giả định phụ cho các hàm 𝑓, 𝑔. 

    Với cách kí hiệu và các giả thiết nêu ở trên, chúng ta có thể chứng minh được rằng hàm (𝑓 − 𝑔) cũng là 

một khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và ∫ (𝑓 − 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
− ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 (điều này suy ra từ sự kết 

hợp của các khẳng định (i) và (ii) của Kết quả 2.5). Hơn nữa, với mọi 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑛 là một hàm khả tích 

Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ việc áp dụng liên tiếp khẳng định (iii) của Kết quả 2.5). Tương tự, 

nếu tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑔(𝑥)| ≥ 𝛿 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] thì 𝑓 𝑔⁄  cũng là một hàm khả 

tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ sự kết hợp của các khẳng định (iii) và (iv)). Đồng thời, nếu 

𝑓(𝑥) ≥ 0 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] thì, với mọi 𝑟 ∈ ℚ+, 𝑓𝑟 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy 

ra từ việc mọi số hữu tỉ dương 𝑟 ∈ ℚ+ đều biểu diễn được dưới dạng 𝑟 = 𝑛 𝑘⁄  với 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ và sự kết hợp 

của các khẳng định (iii) và (v)). 

    Từ Kết quả 2.5), tính khả tích Riemann được bảo toàn qua các toán tử " + ", " − ", " ∙ ", " ∕ "  tương tự 

như việc tính liên tục và tính khả vi được bảo toàn qua các toán tử " + ", " − ", " ∙ ", " ∕ " đã được biết đến từ 

trước. Tuy nhiên, phép hợp thành của hai hàm khả tích Riemann không nhất thiết phải là một hàm khả tích 

Riemann trong khi phép hợp thành của hai hàm liên tục (hoặc hai hàm khả vi) thì luôn là một hàm liên tục 

(hoặc hàm khả vi). 

 

 

 

 

 

 



    Tiếp theo, chúng ta sẽ xem xét các tính chất cơ bản về thứ tự có liên quan đến tích phân Riemann:   

    Tính chất thứ tự của tích phân Riemann.       

    Kết quả 2.6. 

    Giả sử 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ là các hàm khả tích Riemann. 

    i)  Nếu 𝑓 ≤ 𝑔 thì ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    ii) Hàm |𝑓| khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| ≤ ∫ |𝑓|(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    Chứng minh kết quả 2.6. 

    i) Giả sử 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Khi đó, 𝑈(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑔), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏], 

nên  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑈(𝑓) ≤ 𝑈(𝑔) = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    ii) Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Từ điều kiện Riemann, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] sao 

cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. Giả sử 𝑃𝜀 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛}. Với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1], 

chúng ta thu được 

|𝑓|(𝑥) − |𝑓|(𝑦) ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓). 

    Bằng cách lấy supremum 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] và infimum 𝑦 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], chúng ta thu được 

𝑀𝑖(|𝑓|) − 𝑚𝑖(|𝑓|) ≤ 𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓). 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) và lấy tổng từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛, chúng ta thu được 

𝑈(𝑃𝜀 , |𝑓|) − 𝐿(𝑃𝜀 , |𝑓|) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Như vậy, |𝑓| là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ điều kiện Riemann).  

    Hơn nữa, do −|𝑓|(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ |𝑓|(𝑥) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] nên  

∫ −|𝑓|(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ ∫ |𝑓|(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

(điều này suy ra từ khẳng định (i) của Kết quả 2.6). 

    Tuy nhiên, ∫ −|𝑓|(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= − ∫ |𝑓|(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 (điều này suy ra từ khẳng định (ii) của Kết quả 2.5), nên  

|∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥| ≤ ∫ |𝑓|(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
.                                                           □ 

    Nhận thấy rằng mọi hàm số 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ đều có thể biểu diễn lại dưới dạng 𝑓 = 𝑓+ − 𝑓−, trong đó 𝑓+ =
|𝑓|+𝑓

2
 và 𝑓+ =

|𝑓|−𝑓

2
 là các hàm số không âm xác định trên [𝑎, 𝑏] bởi công thức 𝑓+(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥), 0} và 

𝑓−(𝑥) = −𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝑥), 0} với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Các hàm 𝑓+ và 𝑓− lần lượt được gọi là phần dương và phần 



âm của hàm 𝑓. Từ khẳng định (ii) của Kết quả 2.6) và khẳng định (ii) của Kết quả 2.5), hàm 𝑓 khả tích 

Riemann khi và chỉ khi 𝑓+ và 𝑓− đều là các hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = ∫ 𝑓+(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 − ∫ 𝑓−(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥. 

    Tính chất này đóng một vai trò quan trọng trong quá trình mở rộng từ khái niệm tích phân Riemann lên 

tích phân Lebègue (dạng khái quát thông dụng nhất của tích phân Riemann trong các vấn đề về khoa học – 

kỹ thuật). 

    3. Định lí cơ bản của giải tích 

    Phép tính vi phân và phép tính tích phân là hai phép tính quan trọng nhất của lý thuyết giải tích toán học. 

Nhận thấy rằng phép tính vi phân là một phép toán mang tính chất cục bộ, nghĩa là giá trị của đạo hàm tại 

một điểm chỉ phụ thuộc vào các giá trị của hàm số trong một khoảng đủ nhỏ nào đó bao quanh điểm này. 

Mặt khác, phép tính tích phân lại là một phép toán mang tính chất toàn cục, nghĩa là giá trị của tích phân phụ 

thuộc vào giá trị của hàm số trên toàn bộ khoảng lấy tích phân. Hơn nữa, các phép toán này được xác định 

theo các cách hoàn toàn khác nhau mà không có bất kỳ một kết nối rõ ràng nào giữa chúng. Thật vậy, nếu 

nhìn nhận từ quan điểm hình học thì phép tính vi phân tương ứng với việc tìm độ dốc của tiếp tuyến đường 

cong còn phép tính tích phân tương ứng với việc tính diện tích miền giới hạn bởi đường cong. Nếu chúng ta 

chỉ nhìn thoáng qua thì dường như không có lý do gì để giúp chúng ta tin rằng hai khái niệm hình học này có 

quan hệ mật thiết với nhau. 

    Trong mục này của bài viết, chúng ta sẽ chứng minh một kết quả tuyệt vời trong giải tích toán học – Định 

lí cơ bản của giải tích, khẳng định này phát biểu rằng phép tính vi phân và phép tính tích phân của cùng một 

hàm là nghịch đảo của nhau. Nói cách khác, nếu chúng ta lấy vi phân của một hàm trên một khoảng nào đó 

rồi sau đó lấy tích phân kết quả này thì sẽ nhận lại được hàm số ban đầu. Ngược lại, nếu chúng ta lấy tích 

phân một hàm rồi sau đó lấy vi phân kết quả này thì sẽ nhận lại được hàm số ban đầu. Phép chứng minh cho 

khẳng định này chỉ cần một số tính tóan đơn giản đã biết về tích phân Riemann: 

    Nhắc lại rằng nếu 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả vi thì chúng ta sẽ thu được một hàm mới 𝑓 ′: [𝑎, 𝑏] → ℝ 

được gọi là đạo hàm bậc nhất của 𝑓. Tương tự, nếu 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann thì chúng ta 

cũng sẽ thu được một hàm mới 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 𝐹(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    Từ Kết quả 1.5), 𝐹(𝑎) = 0. Như vậy, hàm số 𝐹 xác định tốt trên [𝑎, 𝑏]. Để bắt đầu, chúng ta sẽ nghiên 

cứu một số tính chất khá quan trọng của hàm số này: 

    Kết quả 3.1. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ là hàm xác định trên bởi công thức 

𝐹(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
. Khi đó, 𝐹 là một hàm số liên tục trên [𝑎, 𝑏]. Hơn nữa, 𝐹 còn thỏa mãn điều kiện 

Lipschitz trên [𝑎, 𝑏]: tồn tại một số thực dương 𝛼 > 0 sao cho |𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑦)| ≤ 𝛼|𝑥 − 𝑦| với mọi 𝑥, 𝑦 ∈

[𝑎, 𝑏]. 

    Chứng minh kết quả 3.1. 

    Do 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] nên tồn tại một số thực dương 𝛼 > 0 sao cho |𝑓(𝑡)| ≤ 𝛼 

với mọi 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Giả sử 𝑐 là một số thực bất kì nằm trong [𝑎, 𝑏].  



    Khi đó, 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑐) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑐

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑐
, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ Kết 

quả 1.5), nên |𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑐)| = |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑐
| ≤ 𝛼|𝑥 − 𝑐| (điều này suy ra từ Kết quả 1.4). 

    Như vậy, 𝐹 là một hàm liên tục tại điểm 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]. Do 𝑥 và 𝑐 là các điểm bất kì nằm trong [𝑎, 𝑏] và 𝛼 

không phụ thuộc vào 𝑥 và 𝑐 nên 𝐹 thỏa mãn điều kiện Lipschitz trên [𝑎, 𝑏].                                                   □  

    Khẳng định trên chỉ ra rằng mặc dù một hàm khả tích Rieman 𝑓 có thể không cần liên tục trên [𝑎, 𝑏] 

nhưng hàm 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ nhận được bằng cách lấy tích phân hàm 𝑓 từ điểm 𝑎 đến điểm 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] luôn là 

một hàm liên tục trên [𝑎, 𝑏]. Như chúng ta sẽ chứng minh trong phần hai của “Định lí cơ bản của giải tích”, 

nếu 𝑓 là một hàm số liên tục trên [𝑎, 𝑏] thì 𝐹 sẽ là một hàm khả vi trên [𝑎, 𝑏]. Như vậy, phép tính tích phân 

là một quá trình làm mịn hóa không giống như phép tính vi phân (do đạo hàm của một hàm số khả vi không 

nhất thiết phải khả vi). Để trình bày kết quả dưới dạng ngắn gọn, chúng ta sẽ cần đến khái niệm nguyên hàm 

như sau: 

    Giả sử 𝐼 là một khoảng bất kì có chứa nhiều hơn một điểm và 𝑓: 𝐼 → ℝ là một hàm số bất kì.  

    Hàm 𝐹: 𝐼 → ℝ  được gọi là một nguyên hàm của 𝒇 nếu 𝐹′ = 𝑓. 

    Kết quả 3.2. (Định lí cơ bản của giải tích) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann. 

    i)  Nếu 𝑓 có một nguyên hàm 𝐹 thì ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
= 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    ii) Giả sử 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ là hàm xác định bởi công thức 𝐹(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
. 

    Nếu 𝑓 liên tục tại điểm 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] thì 𝐹 sẽ khả vi tại điểm 𝑐 và 𝐹′(𝑐) = 𝑓(𝑐).  

    Hơn nữa, nếu 𝑓 liên tục trên [𝑎, 𝑏] thì 𝐹 sẽ là một nguyên hàm của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏]. 

    Chứng minh kết quả 3.2. 

    i) Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝐹 là một nguyên hàm của 𝑓. Nếu 𝑥 = 𝑎 thì 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑎

𝑎
= 0 = 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎). 

    Giả sử 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏] và 𝑔 là thu hẹp của 𝑓 trên [𝑎, 𝑥]. Khi đó, 𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑥] 

(điều này suy ra từ Kết quả 1.5). Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Khi đó, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 =

{𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} của [𝑎, 𝑥] sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. Bằng cách áp dụng định lí trung bình cho hàm 𝐹, 

với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, tồn tại một 𝑠𝑖 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) sao cho  

𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1) = 𝐹′(𝑠𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) = 𝑓(𝑠𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) = 𝑔(𝑠𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1). 

    Như vậy, 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) = ∑ [𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1)]𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝑔(𝑠𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛

𝑖=1 , nên 

𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤  𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓). 

    Đồng thời, chúng ta cũng có 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤  ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓), nên 



| 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) − ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
| ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
= ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
= 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎). 

    Tóm lại, ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
= 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    ii) Giả sử hàm số 𝑓 liên tục tại điểm 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏].  

    Khi đó, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0, sao cho 

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] và |𝑡 − 𝑐| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀. 

    Mặt khác, nếu 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] và 𝑥 ≠ 𝑐 thì 
𝐹(𝑥)−𝐹(𝑐)

𝑥−𝑐
=

1

𝑥−𝑐
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑐
=

1

𝑥−𝑐
(∫ [𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑐)]𝑑𝑡

𝑥

𝑐
) + 𝑓(𝑐), (điều 

này suy ra từ việc ∫ 𝑓(𝑐)
𝑥

𝑐
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑐)(𝑥 − 𝑐)).  

    Tiếp theo, nếu chúng ta chọn 0 < |𝑥 − 𝑐| < 𝛿 thì |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀 với mọi điểm 𝑡 nằm trong khoảng 

đóng giữa 𝑐 và 𝑥, nên 

|
𝐹(𝑥)−𝐹(𝑐)

𝑥−𝑐
− 𝑓(𝑐)| ≤

1

|𝑥−𝑐|
. 𝜀|𝑥 − 𝑐| = 𝜀. 

    Nếu 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) thì 𝐹 khả vi tại điểm 𝑐 và 𝐹′(𝑐) = lim
𝑥→𝑐

𝐹(𝑥)−𝐹(𝑐)

𝑥−𝑐
= 𝑓(𝑐). Nếu 𝑐 = 𝑎 thì đạo hàm phải 𝐹+

′ (𝑐) 

của 𝐹 tại 𝑐 tồn tại và bằng 𝑓(𝑐). Nếu 𝑐 = 𝑏 thì đạo hàm trái 𝐹−
′(𝑐) của 𝐹 tại 𝑐 tồn tại và bằng 𝑓(𝑐).   □ 

    (i) Theo quan điểm của khẳng định (i) của Định lí cơ bản của giải tích, nếu một hàm khả tích Riemann 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ có một nguyên hàm 𝐹 thì 𝐹 sẽ được gọi là một tích phân bất định của 𝒇, kí hiệu ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙.  

    Tuy nhiên, cách kí hiệu này hơi mơ hồ bởi vì tích phân bất định của một hàm không xác định duy nhất mà 

sai khác nhau một hằng số. Chính vì lý do này, chúng ta thường kí hiệu tích phân bất định dưới dạng  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶, trong đó 𝐶 là một hằng số nào đó. 

    Nhắc lại rằng ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) trong đó 𝐹 là một nguyên hàm nào đó của hàm 𝑓. Vế phải của 

đẳng thức trên thường được biểu diễn lại dưới dạng 𝐹(𝑥)|𝑎
𝑏. Với cách kí hiệu như trên, tích phân Riemann 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 thường được gọi là tích phân xác định của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏]. 

    (ii) Theo quan điểm của khẳng định (ii) của Định lí cơ bản của giải tích, mọi hàm 𝑓 liên tục trên [𝑎, 𝑏] đều 

có ít nhất một nguyên hàm 𝐹. Tuy nhiên, một hàm 𝑓 khả tích Riemann trên khoảng 𝐼 có thể không có bất kì 

một nguyên hàm 𝐹 nào trên 𝐼 hoặc có thể có nguyên hàm nhưng không liên tục. 

    Hai khẳng định (i) và (ii) của Định lí cơ bản của giải tích có thể kết hợp lại với nhau có được một điều 

kiện cần và đủ để một hàm số liên tục 𝑓 có đạo hàm 𝑓 ′ cũng là một hàm liên tục. Kết quả này được gọi là 

Định lí cơ bản của tích phân Riemann: 

 

 



    Kết quả 3.3. (Định lí cơ bản của tích phân Riemann) 

    Giả sử cho trước hàm số 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Khi đó, 𝐹 là một hàm khả vi và hàm 𝐹′ liên tục trên [𝑎, 𝑏] khi và 

chỉ khi tồn tại một hàm số liên tục 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sao cho 𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑎) + ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Hơn 

nữa, 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥), với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    Chứng minh kết quả 3.3. 

    Giả sử 𝐹 là một hàm khả vi và hàm 𝐹′ liên tục trên [𝑎, 𝑏]. Khi đó, 𝐹′ khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và 𝐹 là 

một nguyên hàm của 𝐹′ trên [𝑎, 𝑏].  

    Từ khẳng định (i) của Định lí cơ bản của giải tích, ∫ 𝐹′(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
= 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    Bằng cách đặt 𝑓 ≔ 𝐹′, chúng ta thu được dạng biểu diễn 𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑎) + ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 của hàm 𝐹. 

    Ngược lại, giả sử tồn tại một hàm số liên tục 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sao cho 𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑎) + ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 với mọi 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Khi đó, 𝐹′(𝑥) = 0 + 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].                                                                   □                                

    Bây giờ chúng ta sẽ xem xét hai hệ quả quan trọng của Định lí cơ bản của giải tích, hai hệ quả này mang 

lại cho chúng ta hai phương pháp đánh giá tích phân rất hiệu quả. Kết quả đầu tiên nói về tích phân Riemann 

của các hàm dạng tích 𝑓𝑔: 

    Kết quả 3.4. (Công thức tích phân từng phần) 

    Giả sử cho trước hàm khả vi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sao cho 𝑓 ′ là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. Giả sử cho 

trước hàm khả tích Riemann 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ và 𝐺 là một nguyên hàm của 𝑔 trên [𝑎, 𝑏]. 

    Khi đó, ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑓(𝑏)𝐺(𝑏) − 𝑓(𝑎)𝐺(𝑎) − ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝐺(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    Chứng minh kết quả 3.4. 

    Giả sử 𝐻 ≔ 𝑓𝐺. Khi đó, 𝐻′ = 𝑓𝐺′ + 𝑓 ′𝐺 = 𝑓𝑔 + 𝑓 ′𝐺. Do 𝑓 và 𝐺 đều là các hàm khả vi nên chúng sẽ là 

các hàm liên tục và khả tích Riemann. Đồng thời, do 𝑓 ′ và 𝑔 đều là các hàm khả tích Riemann nên hàm 

𝐻′ = 𝑓𝑔 + 𝑓 ′𝐺 cũng là một hàm khả tích Riemann (điều này suy ra từ khẳng định (i), (ii) của Kết quả 2.5). 

    Từ khẳng định (i) của Định lí cơ bản của giải tích,  

∫ [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)𝐺(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐻(𝑏) − 𝐻(𝑎) = 𝑓(𝑏)𝐺(𝑏) − 𝑓(𝑎)𝐺(𝑎) 

    Như vậy, ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑓(𝑏)𝐺(𝑏) − 𝑓(𝑎)𝐺(𝑎) − ∫ 𝑓 ′(𝑥)𝐺(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 (điều này suy ra từ khẳng định (i) 

của Kết quả 2.5).                                                                                                                                                □ 

    Tiếp theo, chúng ta sẽ xem xét phương pháp thay thế biến để đánh giá tích phân Riemann. Kết quả này 

được chia thành hai phần và đều dựa trên Định lí cơ bản của giải tích, mỗi phần sẽ được áp dụng trong một 

tình huống khác nhau:  

 



    Kết quả 3.5. (Công thức đổi biến) 

    Giả sử cho trước hàm khả vi 𝜙: [𝛼, 𝛽] → ℝ sao cho 𝜙′ là hàm khả tích Riemann trên [𝛼, 𝛽] sao cho 

𝜙([𝛼, 𝛽]) = [𝑎, 𝑏]. 

    i)  Nếu 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm liên tục thì (𝑓 ∘ 𝜙)𝜙′: [𝛼, 𝛽] → ℝ là một hàm khả tích Riemann trên 

[𝛼, 𝛽] sao cho  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝜙(𝛽)

𝜙(𝛼)
= ∫ 𝑓(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡)𝑑𝑡

𝛽

𝛼
. 

    ii) Nếu 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝜙′(𝑡) ≠ 0 với mọi 𝑡 ∈ (𝛼, 𝛽) thì  

(𝑓 ∘ 𝜙)|𝜙′|: [𝛼, 𝛽] → ℝ là một hàm khả tích Riemann trên [𝛼, 𝛽] sao cho 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝜙(𝑡))|𝜙′(𝑡)|𝑑𝑡

𝛽

𝛼
. 

    Chứng minh kết quả 3.5. 

    i) Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm liên tục.  

    Xét hàm 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 𝐹(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑥

𝑎
.  

    Từ khẳng định (ii) của Định lí cơ bản về giải tích, 𝐹 là một hàm khả vi và 𝐹′ = 𝑓.  

    Xét hàm 𝐻: [𝛼, 𝛽] → ℝ xác định bởi công thức 𝐻 ≔ 𝐹 ∘ 𝜙. 

    Bằng cách áp dụng công thức đạo hàm hàm hợp,  

𝐻′(𝑡) = 𝐹′(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡) = 𝑓(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡) với mọi 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    Do 𝑓 ∘ 𝜙 là một hàm liên tục và 𝜙′ là một hàm khả tích Riemann nên (𝑓 ∘ 𝜙)𝜙′ là một hàm khả tích 

Riemann (điều này suy ra từ khẳng định (iii) của Kết quả 2.5).  

    Từ khẳng định (i) của Định lí cơ bản của giải tích,  

∫ 𝑓(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡)𝑑𝑡
𝛽

𝛼
= 𝐻(𝛽) − 𝐻(𝛼) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜙(𝛽)

𝑎
− ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜙(𝛼)

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜙(𝛽)

𝜙(𝛼)
. 

(điều này suy ra từ Kết quả 1.5) 

    ii) Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  là một hàm khả tích Riemann, 𝜙′(𝑡) ≠ 0 với mọi 𝑡 ∈ (𝛼, 𝛽)và 𝜓 ≔ (𝑓 ∘ 𝜙)|𝜙′|.   

    Đầu tiên, chúng ta sẽ chứng minh rằng 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝜓). Từ tính chất giá trị trung gian của hàm 𝑓 ′, chúng ta 

dễ dàng suy ra được rằng 𝜙′(𝑡) > 0 với mọi 𝑡 ∈ (𝛼, 𝛽) hoặc 𝜙′(𝑡) < 0 với mọi 𝑡 ∈ (𝛼, 𝛽). 

    Giả sử 𝜙′(𝑡) > 0 với mọi 𝑡 ∈ (𝛼, 𝛽).  

    Khi đó, 𝜙′ là hàm tăng nghiêm ngặt trên [𝛼, 𝛽], 𝜙(𝛼) = 𝑎 và 𝜙(𝛽) = 𝑏.  

    Giả sử 𝑃: = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] và kí hiệu 𝑡𝑖 ≔ 𝜙−1(𝑥𝑖) (𝑖 = 0,1, . . , 𝑛).                         



    Khi đó, 𝛼 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛 = 𝛽, ∫ |𝜙′(𝑡)|𝑑𝑡
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
= ∫ 𝜙′(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
= 𝜙(𝑡𝑖) − 𝜙(𝑡𝑖−1) = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 

(𝑖 = 1, . . , 𝑛). 

    Đồng thời, do 𝑓([𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]) = (𝑓 ∘ 𝜙)([𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]) (𝑖 = 1, . . , 𝑛) nên chúng ta có 

𝐿(𝑃, 𝑓) = ∑ 𝑚𝑖(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 = ∑ ∫ 𝑚𝑖(𝑓 ∘ 𝜙)|𝜙′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛
𝑖=1 . 

    Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, kí hiệu 𝜙𝑖 và 𝜓𝑖 lần lượt là thu hẹp của 𝜙 và 𝜓 trên [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖].  

    Khi đó, |𝜙𝑖
′| là một hàm khả tích Riemann trên [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] và 𝑚𝑖(𝑓 ∘ 𝜙)|𝜙𝑖

′| ≤ 𝜓𝑖 (𝑖 = 1, . . , 𝑛). 

    Như vậy, 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ ∑ 𝐿(𝑚𝑖(𝑓 ∘ 𝜙)|𝜙𝑖
′|)𝑛

𝑖=1 ≤ ∑ 𝐿(𝜓𝑖)𝑛
𝑖=1 . 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0.  

    Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, tồn tại một phân hoạch 𝑄𝑖 của [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] sao cho 𝐿(𝜓𝑖) −
𝜀

𝑛
< 𝐿(𝑄𝑖, 𝜓𝑖).  

    Giả sử 𝑄 là phân hoạch của [𝑎, 𝑏] thu được bằng cách tổng hợp các điểm của 𝑄1, … , 𝑄𝑛. 

∑ 𝐿(𝜓𝑖)𝑛
𝑖=1 < ∑ 𝐿(𝑄𝑖 , 𝜓𝑖)𝑛

𝑖=1 + 𝜀 = 𝐿(𝑄, 𝜓) + 𝜀 ≤ 𝐿(𝜓) + 𝜀. 

    Như vậy, 𝐿(𝑃, 𝑓) < 𝐿(𝜓) + 𝜀 với mọi số thực dương 𝜀 > 0, nên 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐿(𝜓). 

    Bằng cách lấy supremum tất cả các phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏], 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝜓). 

    Giả sử 𝜙′(𝑡) < 0 với mọi 𝑡 ∈ (𝛼, 𝛽). 

    Khi đó, 𝜙′ là hàm giảm nghiêm ngặt trên [𝛼, 𝛽], 𝜙(𝛼) = 𝑏 và 𝜙(𝛽) = 𝑎. 

    Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, nếu chúng ta kí hiệu 𝑡𝑖 ≔ 𝜙−1(𝑥𝑛−𝑖) thì lập luận chứng minh 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝜓) nêu ở 

trên của chúng ta vẫn hoạt động bình thường.  

    Thật vậy,∫ |𝜙′(𝑡)|𝑑𝑡
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
= − ∫ 𝜙′(𝑡)𝑑𝑡

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
= −[𝜙(𝑡𝑖) − 𝜙(𝑡𝑖−1)] = 𝑥𝑛−𝑖+1 − 𝑥𝑛−𝑖 và 𝑓([𝑥𝑛−𝑖, 𝑥𝑛−𝑖+1]) =

(𝑓 ∘ 𝜙)([𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]) nên 𝐿(𝑃, 𝑓) = ∑ 𝑚𝑛−𝑖+1(𝑓)(𝑥𝑛−𝑖+1 − 𝑥𝑛−𝑖)
𝑛
𝑖=1 = ∑ ∫ 𝑚𝑖(𝑓 ∘ 𝜙)|𝜙′(𝑡)|𝑑𝑡

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑛
𝑖=1 . 

    Như vậy, 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝜓). Lập luận tương tự chúng ta cũng chứng minh được rằng 𝑈(𝑓) ≥ 𝑈(𝜓). 

    Do 𝑓 là một hàm khả tích Riemann nên 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓). Như vậy, 𝐿(𝜓) = 𝑈(𝜓), nghĩa là 𝜓 cũng là một 

hàm khả tích Riemann và ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝛽

𝛼
= ∫ 𝑓(𝜙(𝑡))|𝜙′(𝑡)|𝑑𝑡

𝛽

𝛼
.                                                  □ 

    4. Tổng Riemann 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm số bị chặn. Điều kiện Riemann chỉ ra rằng 𝑓 là một hàm khả tích 

Riemann khi và chỉ khi tồn tại một dãy các phân hoạch (𝑃𝑛) của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑈(𝑃𝑛 , 𝑓) −  𝐿(𝑃𝑛 , 𝑓) → 0. 

Mặc dù chúng ta đã tận dụng rất tốt điều kiện Riemann để chứng minh hầu hết các kết quả quan trọng trong 

lý thuyết về phép tính tích phân Riemann cho hàm một biến. Tuy nhiên, vẫn có một số khó khăn nhất định 

trong việc sử dụng nó để kiểm tra tính khả tích cho một hàm bị chặn cho trước tùy ý và nếu một hàm đã 

được chứng minh là khả tích thì việc tính tích phân Riemann cũng là cả một vấn đề.  



    Đầu tiên, với mỗi phân hoạch 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} bất kì của [𝑎, 𝑏], chúng ta cần tính toán “cực tiểu” và 

“cực đại” của 𝑓 trên các đoạn con [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] (𝑖 = 1, … , 𝑛). Nhiệm vụ này rất hiếm khi chúng ta có thể thực 

hiện được. Tiếp theo, chúng ta sẽ chọn một dãy các phân hoạch (𝑃𝑛)𝑛∈ℕ sao cho 𝑈(𝑃𝑛 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝑛 , 𝑓) → 0. 

Sau cùng, nếu 𝑓 thật sự là một hàm khả tích Riemann thì làm thế nào để chúng ta có thể đánh giá được giá 

trị của tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

    Để vượt qua khó khăn đầu tiên, chúng ta sẽ đưa ra một cách tiếp cận thay thế bằng cách nhận xét rằng 

việc tính toán “cực đại” và “cực tiểu” của 𝑓 trên các đoạn con [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] (𝑖 = 1, … , 𝑛) có thể là khá khó 

nhưng việc đánh giá giá trị của 𝑓 tại một số điểm “đặc biệt”của đoạn con [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] (𝑖 = 1, … , 𝑛) có thể dễ 

dàng hơn rất nhiều. Với ý tưởng tiếp cận như trên, chúng ta sẽ giới thiệu khái niệm tổng Riemann sau đây: 

    Giả sử 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] và 𝑠𝑖 là một điểm bất kì nằm trong đoạn 

[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] (𝑖 = 1, … , 𝑛). Khi đó, 𝑆(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑓(𝑠𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1  được gọi là một tổng Riemann của 𝒇 

tương ứng với phân hoạch 𝑷. Nhận thấy rằng tổng Riemann trên 𝑈(𝑃, 𝑓) và tổng Riemann dưới 𝐿(𝑃, 𝑓) 

chỉ phụ thuộc vào phân hoạch 𝑃 và hàm 𝑓 còn tổng Riemann 𝑆(𝑃, 𝑓) phụ thuộc cả phân hoạch 𝑃, hàm 𝑓 và 

cả cách lựa chọn điểm 𝑠𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] (𝑖 = 1, … , 𝑛). Đầu tiên, chúng ta sẽ trình bày một tiêu chuẩn về tính 

khả tích Riemann có liên quan đến tổng Riemann: 

    Kết quả 4.1. (Cauchy) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn. Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] khi và chỉ khi 

với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] sao cho |𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓)| < 𝜀, với 

mọi tổng Riemann 𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) và 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓) của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃𝜀.   

    Chứng minh kết quả 4.1. 

    Giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0.  

    Khi đó, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀.  

    Giả sử 𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) và 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓) là các tổng Riemann bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃𝜀. 

    Khi đó, 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) và 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓), nên 

|𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓)| ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Ngược lại, giả sử điều kiện nêu trong khẳng định trên là đúng. Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. 

    Giả sử 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] sao cho “hiệu giữa hai tổng Riemann bất kì 

𝑆(𝑃, 𝑓) và 𝑇(𝑃, 𝑓) của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃” nhỏ hơn 𝜀 3⁄ .  

    Khi đó, với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, tồn tại một điểm 𝑠𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] sao cho 𝑀𝑖(𝑓) < 𝑓(𝑠𝑖) +
𝜀

3(𝑏−𝑎)
. 

    Xét tổng Riemann 𝑆(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑓(𝑠𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 . 

    Khi đó, 𝑈(𝑃, 𝑓) < 𝑆(𝑃, 𝑓) +
𝜀

3
 (điều này suy ra từ cách chọn các điểm 𝑠𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] (𝑖 = 1, … , 𝑛)).  

    Lập luận tương tự, với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, tồn tại một điểm 𝑡𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] sao cho 𝑚𝑖(𝑓) > 𝑓(𝑡𝑖) −
𝜀

3(𝑏−𝑎)
. 



    Xét tổng Riemann 𝑇(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑓(𝑡𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 . 

    Khi đó, 𝐿(𝑃, 𝑓) > 𝑇(𝑃, 𝑓) −
𝜀

3
 (điều này suy ra từ cách chọn các điểm 𝑡𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] (𝑖 = 1, … , 𝑛)).  

    Hơn nữa, do 𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑇(𝑃, 𝑓) <
𝜀

3
 nên 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) < 𝑆(𝑃, 𝑓) +

𝜀

3
− 𝑇(𝑃, 𝑓) +

𝜀

3
< 𝜀. 

    Như vậy, 𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ điều kiện Riemann).                                       □ 

    Tiếp theo, chúng ta sẽ giải quyết câu hỏi thứ hai liên quan đến việc lựa chọn phân hoạch 𝑃 sao cho hiệu 

𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) đủ nhỏ. Phép phân tích trình bày ở đầu bài viết cũng gợi ý rằng chúng ta có thể bắt đầu 

với một phân hoạch 𝑃 bất kì của [𝑎, 𝑏] và tinh chỉnh nó liên tục để đạt được phân hoạch 𝑃′ sao cho hiệu 

𝑈(𝑃′, 𝑓) − 𝐿(𝑃′ , 𝑓) đủ nhỏ. Một điểm quan trọng cần lưu ý ở đây đó là: việc bổ sung các điểm mới tùy ý 

không khiến cho hiệu giữa tổng Riemann trên và Riemann dưới tiến đến 0; những điểm mới này cần được 

chọn sao cho chiều dài của phân đoạn con lớn nhất của phân hoạch đã tinh chỉnh phải nhỏ hơn chiều dài của 

phân đoạn con lớn nhất của phân hoạch đã cho. Nhận xét quan trọng này dẫn chúng ta đến khái niệm quan 

trọng sau: 

    Giả sử cho trước một phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏], đường kính 𝝁(𝑷) của phân hoạch 𝑷 được định nghĩa là 

chiều dài của phân đoạn con lớn nhất của phân hoạch 𝑃.  

    Về mặt hình thức, nếu 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} thì 𝜇(𝑃) ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1: 𝑖 = 1, … , 𝑛}. 

    Bây giờ, chúng ta sẽ chứng minh một kết quả phụ quan trọng sẽ được sử dụng trong phần sau của bài viết.    

    Một cách đại khát, kết quả này phát biểu rằng nếu đường kính 𝜇(𝑃) của phân hoạch 𝑃 đủ nhỏ thì tổng 

Riemann trên 𝑈(𝑃, 𝑓) xấp xỉ với tích phân Riemann trên 𝑈(𝑓) và tổng Riemann dưới 𝐿(𝑃, 𝑓) cũng sẽ xấp xỉ 

với tích phân Riemann dưới 𝐿(𝑓). 

    Kết quả 4.2. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn.  

    Khi đó, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho nếu 𝑃 là một phân hoạch 

của [𝑎, 𝑏] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 0 ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑓) < 𝜀  và 0 ≤ 𝐿(𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝜀.  

    Hơn nữa, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho nếu 𝑃 là một phân 

hoạch của [𝑎, 𝑏] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 𝐿(𝑓) − 𝜀 < 𝑆(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑓) + 𝜀, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann 

bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃. 

    Chứng minh kết quả 4.2. 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Từ cách định nghĩa của 𝑈(𝑓) và 𝐿(𝑓), tồn tại các phân hoạch 𝑃1 

và 𝑃2 của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝑈(𝑃1, 𝑓) < 𝑈(𝑓) +
𝜀

2
 và 𝐿(𝑃2, 𝑓) > 𝐿(𝑓) −

𝜀

2
. Giả sử 𝑃0 là phép mịn hóa chung của 

các phân hoạch 𝑃1 và 𝑃2.  

    Khi đó, 𝑈(𝑃0, 𝑓) < 𝑈(𝑓) +
𝜀

2
 và 𝐿(𝑃0, 𝑓) > 𝐿(𝑓) −

𝜀

2
 (điều này suy ra từ khẳng định (i) của Kết quả 1.2). 

    Giả sử 𝛼 > 0 là một số thực dương sao cho |𝑓(𝑥)| ≤ 𝛼 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].  



    Kí hiệu 𝑛0 ≔ |𝑃0| và 𝛿 ≔ 𝜀 4𝛼𝑛0⁄ . 

    Giả sử 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] sao cho 𝜇(𝑃) < 𝛿. Giả sử 𝑃∗ là phép mịn 

hóa chung của 𝑃 và 𝑃0. 

    Khi đó, 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) và 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃0, 𝑓). 

    Nhận thấy rằng những đóng góp vào hiệu 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) chỉ có thể phát sinh khi có một điểm 𝑥∗ của 

phân hoạch 𝑃0 nằm trong một khoảng mở (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) gây ra bởi phân hoạch 𝑃. Hơn nữa, tổng những đóng 

góp này tối đa không vượt quá 2𝛼𝜇(𝑃).  

    Thật vậy, nếu 𝑥∗ ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) kí hiệu 𝑀𝑙
∗ ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥∗]} và 𝑀𝑟

∗ ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥∗, 𝑥𝑖]} 

thì phần đóng góp vào hiệu 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) phát sinh bởi điểm 𝑥∗ là 

𝑀𝑖(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) − 𝑀𝑙
∗(𝑥∗ − 𝑥𝑖−1) − 𝑀𝑟

∗(𝑥𝑖 − 𝑥∗) 

                                         = (𝑀𝑖(𝑓) − 𝑀𝑙
∗)(𝑥∗ − 𝑥𝑖−1) + (𝑀𝑖(𝑓) − 𝑀𝑟

∗)(𝑥𝑖 − 𝑥∗) 

                                         ≤ 2𝛼[(𝑥∗ − 𝑥𝑖−1) + (𝑥𝑖 − 𝑥∗)] 

                                         = 2𝛼(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

                                         ≤2𝛼𝜇(𝑃). 

    Do tổng số điểm trong phân hoạch 𝑃0 là 𝑛0 nên chúng ta có  

𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑛0. 2𝛼𝜇(𝑃) < 2𝛼𝑛0𝛿 =
𝜀

2
. 

    Như vậy, nếu 𝑃 là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì  

𝑈(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑃∗, 𝑓) +
𝜀

2
≤ 𝑈(𝑃0, 𝑓) +

𝜀

2
< 𝑈(𝑓) +

𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝑈(𝑓) + 𝜀. 

    Lập luận tương tự, nếu 𝑃 là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 𝐿(𝑃, 𝑓) > 𝐿(𝑓) − 𝜀. 

    Hơn nữa, nếu 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] với 

𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 𝐿(𝑓) − 𝜀 < 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑆(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑓) + 𝜀.                                                              □ 

    Kết quả 4.3. (Darboux) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm bị chặn. Khi đó, nếu 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] thì, với 

mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑆(𝑃, 𝑓) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| < 𝜀, với mọi 

phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] với 𝜇(𝑃) < 𝛿, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann bất kì của 𝑓 tương ứng với 

phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏]. 

    Ngược lại, giả sử tồn tại một số thực 𝑟 ∈ ℝ thỏa mãn điều kiện: “Với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại 

một phân hoạch 𝑃 ∈ [𝑎, 𝑏] sao cho |𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑟| < 𝜀, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann bất kì của 𝑓 

tương ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏].” 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và tích phân Riemann của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] bằng 𝑟. 



    Chứng minh kết quả 4.3.       

    Giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0.  

    Từ Kết quả 4.2), tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 𝐿(𝑓) − 𝜀 < 𝑆(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑓) + 𝜀 với mọi phân 

hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] với 𝜇(𝑃) < 𝛿, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann bất kì của 𝑓 tương ứng với phân 

hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏]. Do ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
− 𝜀 = 𝐿(𝑓) − 𝜀 < 𝑆(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑓) + 𝜀 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
− 𝜀 nên chúng ta 

suy ra điều phải chứng minh. 

    Ngược lại, giả sử 𝑟 ∈ ℝ là số thực thỏa mãn điều kiện đã nêu. Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0 và 

𝑃: = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] sao cho |𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑟| < 𝜀, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng 

Riemann bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏].  

    Nếu 𝑆(𝑃, 𝑓) và 𝑇(𝑃, 𝑓) là các tổng Riemann bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] thì  

|𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑇(𝑃, 𝑓)| ≤ |𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑟| + |𝑇(𝑃, 𝑓) − 𝑟| < 𝜀 + 𝜀 = 2𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 >0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra 

từ điều kiện Cauchy). Để chứng minh tích phân Riemann của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] bằng 𝑟, chúng ta lưu ý rằng tồn 

tại các số thực 𝑠𝑖 , 𝑡𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖](𝑖 = 1, … , 𝑛) sao cho nếu chúng ta đặt  

𝑆(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑓(𝑠𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1    và  𝑇(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ 𝑓(𝑡𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛

𝑖=1  

thì 𝑈(𝑃, 𝑓) < 𝑆(𝑃, 𝑓) + 𝜀 và 𝑇(𝑃, 𝑓) − 𝜀 < 𝐿(𝑃, 𝑓) (xem lại phép chứng minh của Kết quả 4.1). 

    Do 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) nên 𝑟 − 2𝜀 < 𝑇(𝑃, 𝑓) − 𝜀 < ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
< 𝑆(𝑃, 𝑓) + 𝜀 < 𝑟 + 2𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 >0 có thể nhỏ tùy ý nên tích phân Riemann của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] phải bằng 𝑟.                 □  

    Khẳng định trên chỉ ra rằng nếu 𝑓 là một hàm khả tích Riemann và (𝑃𝑛) là một dãy các phân hoạch của 

[𝑎, 𝑏] sao cho 𝜇(𝑃𝑛) → 0 thì 𝐿(𝑃𝑛 , 𝑓) → ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 và 𝑈(𝑃𝑛 , 𝑓) → ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. Hơn nữa, nếu 𝑆(𝑃𝑛 , 𝑓) là một 

tổng Riemann bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃𝑛 của [𝑎, 𝑏] thì 𝑆(𝑃𝑛 , 𝑓) → ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. Cách tiếp cận 

vấn đề như thế này sẽ cho phép chúng ta tính gần đúng giá trị của tích phân Riemann của hàm 𝑓 khi chúng 

ta không thể đánh giá nó chính xác. 
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