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    Nội dung của bài viết này nhằm mở rộng phương pháp tiếp cận khái niệm tích phân xác định của nhà toán 

học Riemann trong bài viết “Phép tính tích phân Riemann cho hàm một biến”cho các hàm hai và ba biến. 

Trong toàn bộ bài viết, chúng ta chủ yếu sẽ chỉ khảo sát đối với các hàm hai biến và giới thiệu ngắn gọn các 

kết quả đối với các hàm ba biến. Phép mở rộng cho các hàm 𝑛 biến có thể được thực hiện tương tự và sẽ được 

trình bày chi tiết trong một bài viết khác. 

    Trong phần đầu của bài viết, chúng ta sẽ xây dựng khái niệm tích phân hai lớp cho các hàm xác định trên 

các hình chữ nhật nằm trong ℝ2. Khái niệm tích phân hai lớp cho các hàm xác định trên các tập con bị chặn 

nằm trong ℝ2 sẽ được phát triển trong mục 2). Tiếp theo, chúng ta sẽ thảo luận và chứng minh công thức đổi 

biến cho tích phân hai lớp trong một số trường hợp quan trọng. Sau cùng, chúng ta sẽ chỉ ra cách mở rộng 

phép tính tích phân hai lớp lên cho phép tính tích phân ba lớp cho các hàm xác định trên các tập con bị chặn 

nằm trong ℝ3 và giới thiệu công thức đổi biến cho các tích phân ba lớp.   

    1. Tích phân hai lớp trên các hình chữ nhật. 

    Trong bài viết này, chúng ta sẽ hiểu một hình chữ nhật là một hình chữ nhật đóng không rỗng trong ℝ2.      

    Nói cách khác, một hình chữ nhật là một tập con của ℝ2 có dạng: 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 𝑣à 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}, trong đó 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ với 𝑎 < 𝑏 và 𝑐 < 𝑑. 

    Bài toán mở đầu. 

    Giả sử 𝑓 là một hàm số không âm bị chặn và xác định trên hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Tính thể tích 𝑉(𝑆𝑓) của khối 𝑆𝑓 ≔ {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦)} 

 

Hình vẽ minh họa 𝑆𝑓. 



    Bài toán xác định thể tích trên có thể được giải quyết bằng cách chia nhỏ hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thành 

một số hữu hạn các hình chữ nhật con. Khi đó, thể tích 𝑉(𝑆𝑓) cần tìm có thể được xấp xỉ bằng tổng thể tích 

các hình hộp chữ nhật nội tiếp khối 𝑆𝑓 và tổng thể tích các hình hộp chữ nhật ngoại tiếp khối 𝑆𝑓. 

 

Hình vẽ minh họa phép xấp xỉ thể tích 𝑉(𝑆𝑓) bởi tổng thể tích các  

hình hộp chữ nhật nội tiếp khối 𝑆𝑓.    

    Tổng thể tích các hình hộp chữ nhật nội tiếp khối 𝑆𝑓 sẽ luôn nhỏ hơn thể tích 𝑉(𝑆𝑓) và tổng thể các hình 

hộp chữ nhật ngoại tiếp khối 𝑆𝑓 sẽ luôn lớn hơn thể tích 𝑉(𝑆𝑓). Hơn nữa, nếu chúng ta chọn các điểm chia 

“đủ mịn” thì hai tổng này sẽ càng gần với thể tích 𝑉(𝑆𝑓) cần tìm. (xem lại bài viết “Phép tính tích phân 

Riemann cho hàm một biến”) 

    Ý tưởng tiếp cận nêu trên có thể được tổng quát lên cho các hàm bị chặn bất kì xác định trên một hình chữ 

nhật như sau: 

    Giả sử 𝑅 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] là một hình chữ nhật nằm trong ℝ2 và 𝑓: 𝑅 → ℝ là một hàm bị chặn bất kì. 

    Kí hiệu 𝑚(𝑓): = 𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅} và 𝑀(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅}. 

    Giả sử cho trước một phân hoạch 𝑃 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} của 𝑅. (Phân hoạch 𝑃 của 

hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] là một tập hữu hạn {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} các điểm của 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏 và 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < ⋯ < 𝑦𝑘 = 𝑑. Mỗi điểm (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) (𝑖 =

1, … , 𝑛, 𝑗 = 1, … , 𝑘) được gọi là một điểm lưới của phân hoạch 𝑷. Hơn nữa, với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑗 =

1, … , 𝑘, hình chữ nhật [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] được gọi là hình chữ nhật con thứ (𝒊, 𝒋) cảm sinh bởi 𝑷.) 

    Kí hiệu:  

                 𝑚𝑖,𝑗(𝑓) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗]}, 

                 𝑀𝑖,𝑗(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗]}, với mọi 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 và 𝑗 = 0,1, … , 𝑘. 



    Hiển nhiên, 𝑚(𝑓) ≤ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓) ≤ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓) ≤ 𝑀(𝑓), với mọi 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 và 𝑗 = 0,1, … , 𝑘.  

    Khi đó, 𝐿(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  được gọi là tổng Riemann hai lớp dưới của 

hàm 𝒇 ứng với phân hoạch 𝑷 và 𝑈(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  được gọi là tổng 

Riemann hai lớp trên của hàm 𝒇 ứng với phân hoạch 𝑷. 

    Kết quả 1.1. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn.  

    Khi đó, 𝑚(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) ≤ 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐), với mọi phân hoạch 𝑃 của 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Chứng minh kết quả 1.1. 

    Giả sử 𝑃 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Do 𝑚(𝑓) ≤ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓) ≤ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓) ≤ 𝑀(𝑓), với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑗 = 1, … , 𝑘 và 

∑ ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 = ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛

𝑖=1 ∑ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑛
𝑗=1 = (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐), 

nên 𝑚(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) ≤ 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐).                                                         □ 

    Ý tưởng của chúng ta là sẽ tìm kiếm các phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho tổng Riemann hai lớp 

dưới của nó đạt giá trị lớn nhất có thể được và tổng Riemann hai lớp trên của nó đạt giá trị nhỏ nhất có thể 

được. 

    Kí hiệu: 

           𝐿(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝐿(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]}, 

           𝑈(𝑓) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑈(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]}. 

    Giả sử cho trước các phân hoạch 𝑃, 𝑃∗ của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], phân hoạch 𝑃∗ được gọi là một phép mịn hóa 

của 𝑷 nếu mọi điểm lưới của phân hoạch 𝑃 đều là một điểm lưới của phân hoạch 𝑃∗. 

    Giả sử cho trước các phân hoạch 𝑃, 𝑃1, 𝑃2 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], phân hoạch 𝑃 được gọi là một phép mịn hóa 

chung của 𝑷𝟏 và 𝑷𝟐 nếu phân hoạch 𝑃 chứa tất cả các điểm lưới của 𝑃1 và 𝑃2. 

    Bằng phương pháp lập luận tương tự như khi khảo sát phép tính tích Riemann cho hàm một biến, nếu 

chúng ta làm mịn hóa một phân hoạch bất kì thì tổng Riemann hai lớp dưới chỉ có thể tăng trong khi tổng 

Riemann hai lớp trên chỉ có thể giảm. Để chứng minh tính đúng đắn của khẳng định này, chúng ta cần xem 

xét ảnh hưởng của việc chèn thêm một điểm (𝑥∗, 𝑦∗) vào một hình chữ nhật con cảm sinh bởi một phân hoạch 

𝑃 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘}. Trên thực tế, phân hoạch kết quả nhận được sau khi làm mịn 

hóa có thể có nhiều hơn một điểm bổ sung, tạm giả sử là các điểm (𝑥𝑖 , 𝑦∗) (𝑖 = 0,1, … , 𝑛) và (𝑥∗, 𝑦𝑗) 

(𝑗 = 0,1, … , 𝑘). Để đơn giản, chúng ta sẽ xem phép mịn hóa này như là kết quả thu được bằng cách chèn 

thêm một điểm (𝑥∗, 𝑦∗) vào một hình chữ nhật con cảm sinh bởi một phân hoạch 𝑃 và gọi phép mịn hóa này 

là phép mịn hóa 𝟏 − bước của 𝑷 thu được bằng cách chèn thêm điểm (𝒙∗, 𝒚∗).    



    Kết quả 1.2. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn và 𝛼 ∈ ℝ là một số thực sao cho |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝛼 với mọi 

(𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử 𝑃 là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 𝑃∗ là một phép mịn hóa 1 − 

bước của 𝑃 thu được bằng cách chèn thêm một điểm (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] không nằm trong 𝑃. 

    Khi đó, 0 ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝛼𝜇𝑙 và 0 ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝛼𝜇𝑙, trong đó 𝜇 ≔ 𝜇(𝑃) là đường 

kính của phân hoạch 𝑃 và 𝑙 ≔ 2(𝑏 − 𝑎 + 𝑑 − 𝑐) là chu vi của hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

   (Đường kính 𝝁(𝑷) của phân hoạch 𝑷 được định nghĩa là chiều dài lớn nhất trong số các cạnh của các hình 

chữ nhật con cảm sinh bởi 𝑃, nghĩa là 𝜇(𝑃) ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝑥1 − 𝑥0, … 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1, 𝑦1 − 𝑦0, … , 𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1}. Đường 

kính 𝜇(𝑃) của một phân hoạch 𝑃 có thể được coi như một thước đo cho độ mịn của phân hoạch 𝑃 khi phân 

chia thành các hình chữ nhật con của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Nguyên nhân cho việc đường kính 𝜇(𝑃) được xác định 

theo cách nêu trên sẽ được giải thích rõ ràng trong chứng minh của kết quả 1.2)      

    Chứng minh kết quả 1.2. 

    Giả sử 𝑃 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Do (𝑥∗, 𝑦∗) không phải là một điểm lưới của phân hoạch 𝑃 nên chúng ta xem xét ba trường hợp sau: 

    Trường hợp 1. 𝒙∗ ∈ {𝒙𝟎, 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏}, 𝒚∗ ∉ {𝒚𝟎, 𝒚𝟏, … , 𝒚𝒌}. 

    Khi đó, tồn tại các số nguyên 𝑝, 𝑞 với 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 và 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑘 sao cho 𝑥∗ = 𝑥𝑝 và 𝑦𝑞−1 < 𝑦∗ < 𝑦𝑞 .  

    Hơn nữa, với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 ≠ 𝑞 thì hình chữ nhật con thứ (𝑖, 𝑗) cảm sinh bởi 𝑃 cũng là một hình chữ 

nhật con cảm sinh bởi 𝑃∗; với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, các hình chữ nhật con thứ (𝑖, 𝑞) cảm sinh bởi 𝑃 sẽ bị tách 

thành hình chữ nhật con bên trên [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦∗, 𝑦𝑞] và hình chữ nhật con bên dưới [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑞−1, 𝑦∗] 

cảm sinh bởi 𝑃∗. 

 

Hình vẽ minh họa trường hợp 1: điểm (𝑥∗, 𝑦∗) tách các hình chữ nhật con (𝑖, 𝑞) của 𝑃 thành các hình chữ 

nhật con bên trên [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦∗, 𝑦𝑞] và các hình chữ nhật con bên dưới [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑞−1, 𝑦∗] của 𝑃∗. 

 



    Với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, kí hiệu: 

           𝑀𝑖,𝑞
𝑇 (𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦∗, 𝑦𝑞]}, 

           𝑀𝑖,𝑞
𝐵 (𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑞−1, 𝑦∗]}.    

    Khi đó, 

𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) = ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)[𝑀𝑖,𝑞(𝑓)(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1) − 𝑀𝑖,𝑞
𝑇 (𝑓)(𝑦𝑞 − 𝑦∗) − 𝑀𝑖,𝑞

𝐵 (𝑓)(𝑦∗ − 𝑦𝑞−1)]𝑛
𝑖=1 . 

    Bằng cách biễu diễn lại (𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1) = (𝑦𝑞 − 𝑦∗) + (𝑦∗ − 𝑦𝑞−1) trong số hạng đầu tiên của tổng trên, 

chúng ta nhận thấy 

  𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) = ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) [(𝑀𝑖,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞
𝑇 (𝑓)) (𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1)𝑛

𝑖=1                     

                                                                                                                     + (𝑀𝑖,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞
𝐵 (𝑓)) (𝑦∗ − 𝑦𝑞−1)] 

    Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, 0 ≤ 𝑀𝑖,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞
𝑇 (𝑓) ≤ 2𝛼 và 0 ≤ 𝑀𝑖,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞

𝐵 (𝑓) ≤ 2𝛼, nên 

0 ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 2𝛼(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1) ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 = 𝛼(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1)[2(𝑏 − 𝑎)] ≤ 𝛼𝜇𝑙. 

    Lập luận tương tự, 0 ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝛼𝜇𝑙. 

    Trường hợp 2. 𝒙∗ ∉ {𝒙𝟎, 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏}, 𝒚∗ ∈ {𝒚𝟎, 𝒚𝟏, … , 𝒚𝒌}.   

    Khi đó, tồn tại các số nguyên 𝑝, 𝑞 với 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 và 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑘 sao cho 𝑥𝑝−1 < 𝑥∗ < 𝑥𝑝 và 𝑦∗ = 𝑦𝑞 . 

    Bằng cách khảo sát các hình chữ nhật con bên trái [𝑥𝑝−1, 𝑥∗] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và các hình chữ nhật con bên phải 

[𝑥∗, 𝑥𝑝] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] (𝑗 = 1, … , 𝑘) tương tự như trong trường hợp 1), chúng ta nhận thấy rằng 

0 ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 2𝛼(𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1) ∑ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) = 𝛼(𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)[2(𝑑 − 𝑐)]𝑘
𝑗=1 ≤ 𝛼𝜇𝑙. 

 

Hình vẽ minh họa trường hợp 1: điểm (𝑥∗, 𝑦∗) tách các hình chữ nhật con (𝑝, 𝑗) của 𝑃 thành các hình chữ 

nhật con bên trái [𝑥𝑝−1, 𝑥∗] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và các hình chữ nhật con bên phải [𝑥∗, 𝑥𝑝] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] của 𝑃∗. 



    Lập luận tương tự, 0 ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝛼𝜇𝑙. 

    Trường hợp 3. 𝒙∗ ∉ {𝒙𝟎, 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏}, 𝒚∗ ∉ {𝒚𝟎, 𝒚𝟏, … , 𝒚𝒌}. 

    Khi đó, tồn tại các số nguyên 𝑝, 𝑞 với 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 và 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑘 sao cho 𝑥𝑝−1 < 𝑥∗ < 𝑥𝑝, 𝑦𝑞−1 < 𝑦∗ < 𝑦𝑞.    

    Hơn nữa, với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, các hình chữ nhật con thứ (𝑖, 𝑞) cảm sinh bởi 𝑃 sẽ bị tách thành hình chữ 

nhật con bên trên [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦∗, 𝑦𝑞] và hình chữ nhật con bên dưới [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑞−1, 𝑦∗] cảm sinh bởi 𝑃∗; 

với mọi 𝑗 = 1, … , 𝑛, các hình chữ nhật con thứ (𝑝, 𝑗) cảm sinh bởi 𝑃 sẽ bị tách thành hình chữ nhật con bên 

trái [𝑥𝑝−1, 𝑥∗] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và hình chữ nhật con bên phải [𝑥∗, 𝑥𝑝] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] cảm sinh bởi 𝑃∗; hình chữ nhật 

thứ (𝑝, 𝑞) cảm sinh bởi 𝑃 sẽ bị tách thành hình chữ nhật con trên bên trái [𝑥𝑝−1, 𝑥∗] × [𝑦∗, 𝑦𝑞], hình chữ nhật 

con trên bên phải [𝑥∗, 𝑥𝑝] × [𝑦∗, 𝑦𝑞], hình chữ nhật con dưới bên trái [𝑥𝑝−1, 𝑥∗] × [𝑦∗, 𝑦𝑞−1], hình chữ nhật 

con dưới bên phải [𝑥∗, 𝑥𝑝] × [𝑦∗, 𝑦𝑞−1].   

 

Hình vẽ minh họa trường hợp 1: điểm (𝑥∗, 𝑦∗) tách hình chữ nhật con (𝑝, 𝑞) của 𝑃 thành hình chữ nhật con 

trên bên trái (𝑇𝐿), hình chữ nhật con trên bên phải (𝑇𝑅), hình chữ nhật con dưới bên trái (𝐵𝐿), hình chữ nhật 

con dưới bên phải (𝐵𝑅). 

    Kí hiệu: 

          𝑀𝑖,𝑞
𝑇𝐿(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑝−1, 𝑥∗] × [𝑦∗, 𝑦𝑞]}, 

          𝑀𝑖,𝑞
𝑇𝑅(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥∗, 𝑥𝑝] × [𝑦∗, 𝑦𝑞]}, 

          𝑀𝑖,𝑞
𝐵𝐿(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑝−1, 𝑥∗] × [𝑦∗, 𝑦𝑞−1]}, 

          𝑀𝑖,𝑞
𝐵𝑅(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦): (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥∗, 𝑥𝑝] × [𝑦∗, 𝑦𝑞−1]}, 

                𝑈𝑝,𝑞
∗ ≔ 𝑀𝑖,𝑞

𝑇𝐿(𝑓)(𝑥∗ − 𝑥𝑝−1)(𝑦𝑞 − 𝑦∗) + 𝑀𝑖,𝑞
𝑇𝑅(𝑓)(𝑥𝑝 − 𝑥∗)(𝑦𝑞 − 𝑦∗) 

                                                                  +𝑀𝑖,𝑞
𝐵𝐿(𝑓)(𝑥∗ − 𝑥𝑝−1)(𝑦∗ − 𝑦𝑞−1) + 𝑀𝑖,𝑞

𝐵𝑅(𝑓)(𝑥𝑝 − 𝑥∗)(𝑦∗ − 𝑦𝑞−1), 

                𝑈𝑝,𝑞 ≔ 𝑀𝑝,𝑞(𝑓)(𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1). 



    Bằng cách biểu diễn (𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1) = (𝑦𝑞 − 𝑦∗) + (𝑦∗ − 𝑦𝑞−1)và (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1) = (𝑥𝑝 − 𝑥∗) + (𝑥∗ − 𝑥𝑝−1), 

chúng ta nhận thấy rằng 

𝑈𝑝,𝑞 − 𝑈𝑝,𝑞
∗ = [𝑀𝑝,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞

𝑇𝐿(𝑓)](𝑥∗ − 𝑥𝑝−1)(𝑦𝑞 − 𝑦∗) + [𝑀𝑝,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞
𝑇𝑅(𝑓)](𝑥𝑝 − 𝑥∗)(𝑦𝑞 − 𝑦∗) 

                        +[𝑀𝑝,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞
𝐵𝐿(𝑓)](𝑥∗ − 𝑥𝑝−1)(𝑦∗ − 𝑦𝑞−1) + [𝑀𝑝,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞

𝐵𝑅(𝑓)](𝑥𝑝 − 𝑥∗)(𝑦∗ − 𝑦𝑞−1). 

    Do các hiệu số 𝑀𝑝,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞
𝑇𝐿(𝑓), 𝑀𝑝,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞

𝑇𝑅(𝑓), 𝑀𝑝,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞
𝐵𝐿(𝑓), 𝑀𝑝,𝑞(𝑓) − 𝑀𝑖,𝑞

𝐵𝑅(𝑓) đều là các 

số không âm và bị chặn trên bởi 2𝛼 nên 0 ≤ 𝑈𝑝,𝑞 − 𝑈𝑝,𝑞
∗ ≤ 2𝛼(𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1). 

    Bằng cách kết hợp các lập luận trong Trường hợp 1) và Trường hợp 2), chúng ta nhận thấy rằng 

                            0 ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 2𝛼(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1) ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑖≠𝑝  

                                                                     +2𝛼(𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1) ∑ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑗≠𝑞  

                                                                     +2𝛼(𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1). 

    Bằng cách biểu diễn ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑖≠𝑝 = (𝑏 − 𝑎) − (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1), 

                                     ∑ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑗≠𝑞 = (𝑑 − 𝑐) − (𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1),  

chúng ta nhận thấy rằng  

    0 ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 2𝛼[(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1)(𝑏 − 𝑎) + (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)(𝑑 − 𝑐) − (𝑥𝑝 − 𝑥𝑝−1)(𝑦𝑞 − 𝑦𝑞−1)] 

                                            ≤ 𝛼𝜇[2(𝑏 − 𝑎) + 2(𝑑 − 𝑐)] 

                                            = 𝛼𝜇𝑙. 

    Lập luận tương tự, 0 ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝛼𝜇𝑙.                                                                                         □ 

    Sau đây, chúng ta sẽ sử dụng Kết quả 1.2) để chứng minh một số tính chất quan trọng của tích phân 

Riemann cho các hàm hai biến: 

    Kết quả 1.3. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn.  

    i)   Nếu 𝑃 là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 𝑃∗ là một phép mịn hóa của 𝑃 thì 

𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓), 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓), 𝑈(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓). 

    ii)  Nếu 𝑃1 và 𝑃2 là các phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì 𝐿(𝑃1, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃2, 𝑓).  

    iii) 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓). 

    Chứng minh kết quả 1.3. 

    i)   Nhận thấy rằng mọi phép mịn hóa 𝑃∗ của 𝑃 đều có thể thu được bằng cách áp dụng liên tiếp một dãy 

hữu hạn các phép mịn hóa 1 − bước nào đó của 𝑃. 



    Bằng cách áp dụng liên tiếp Kết quả 1.2), 0 ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) và 0 ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓), nghĩa là 

𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) và 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓). Như vậy, 𝑈(𝑃∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓). 

    ii)  Giả sử 𝑃∗ là một phép mịn hóa chung của 𝑃1 và 𝑃2. Khi đó, 𝐿(𝑃1, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃2, 𝑓). 

(khẳng định này suy ra từ khẳng định (i) của Kết quả 1.3) 

    iii) Giả sử 𝑃0 là một phân hoạch cho trước của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Từ khẳng định ii) của Kết quả 1.3), 𝐿(𝑃0, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Như vậy, 𝐿(𝑃0, 𝑓) là một cận dưới của tập {𝑈(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]}. Do 𝑈(𝑓) là 

cận dưới đúng của tập {𝑈(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]} nên 𝐿(𝑃0, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑓). 

    Nếu chúng ta xem 𝑃0 như một phân hoạch cho trước của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì 𝑈(𝑓) sẽ là một cận trên của tập 

{𝐿(𝑃0, 𝑓): 𝑃0 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]}.  

    Do 𝐿(𝑓) là cận trên đúng của tập {𝐿(𝑃0, 𝑓): 𝑃0 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]} nên 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓).□ 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn. Hàm 𝑓 được gọi là khả tích Riemann (hoặc khả tích) 

trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] nếu 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓). Giá trị 𝑈(𝑓) được gọi là tích phân Riemann trên của hàm 𝒇 trên 

[𝒂, 𝒃] × [𝒄, 𝒅] và giá trị 𝐿(𝑓) được gọi là tích phân Riemann dưới của hàm 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Như vậy, 

một hàm số bị chặn 𝑓 sẽ khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] nếu tích phân Riemann trên bằng với tích phân 

Riemann dưới. Trong trường hợp 𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], giá trị 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓) được gọi là 

tích phân Riemann của hàm 𝒇 trên [𝒂, 𝒃] × [𝒄, 𝒅] và được kí hiệu bởi ∬ 𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅(𝒙, 𝒚)
[𝒂,𝒃]×[𝒄,𝒅]

 hoặc đơn 

giản chỉ là ∬ 𝒇
[𝒂,𝒃]×[𝒄,𝒅]

. 

    Điều kiện khả tích Riemann. 

    Kết quả sau đây sẽ chỉ ra một điều kiện đơn giản để giúp chúng ta nhận biết khi nào thì một hàm bị chặn 𝑓 

xác định trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] là khả tích Riemann. Điều kiện này được lấy cảm hứng từ điều kiện Riemann cho 

tính khả tích của hàm một biến (xem lại Kết quả 1.3) trong bài viết “Phép tính tích phân Riemann cho hàm 

một biến”)    

    Kết quả 1.4. (Riemann) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn.  

    Điều kiện cần và đủ để hàm 𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] khi và chỉ khi, với mọi số thực dương 

𝜀 > 0, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Chứng minh kết quả 1.4. 

    Giả sử với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 

𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Khi đó, 0 ≤ 𝑈(𝑓) − 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀, với mọi số thực dương 𝜀 > 0. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝑈(𝑓) = 𝐿(𝑓). 



    Như vậy, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Ngược lại, giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước một số thực dương 

𝜀 > 0. Từ cách định nghĩa của 𝑈(𝑓) và 𝐿(𝑓), tồn tại các phân hoạch 𝑄𝜀 và 𝑄̃𝜀 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 

𝑈(𝑄𝜀, 𝑓) < 𝑈(𝑓) +
𝜀

2
 và 𝐿(𝑄̃𝜀, 𝑓) > 𝐿(𝑓) −

𝜀

2
 . 

    Giả sử 𝑃𝜀 là một phép mịn hóa chung của 𝑄𝜀 và 𝑄̃𝜀. 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 1.3), 

𝐿(𝑓) −
𝜀

2
< 𝐿(𝑄̃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑄𝜀, 𝑓) < 𝑈(𝑓) +

𝜀

2
. 

    Do 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓) nên 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀.                                                                                                □ 

    Kết quả tiếp theo sẽ đưa ra một ước tính cơ bản cho độ lớn của giá trị tuyệt đối của một tích phân hai lớp 

(xem lại Kết quả 1.4) trong bài viết “Phép tính tích phân Riemann cho hàm một biến”) 

    Kết quả 1.5. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm khả tích Riemann. 

    Khi đó, nếu tồn tại các số 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ sao cho 𝛽 ≤ 𝑓 ≤ 𝛼 thì 

𝛽(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

≤ 𝛼(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐). 

    Hơn nữa, nếu |𝑓| ≤ 𝛼 thì |∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

| ≤ 𝛼(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐). 

    Chứng minh kết quả 1.5. 

    Do 𝛽 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝛼 với mọi 𝑥 ∈ ℝ nên 𝛽 ≤ 𝑚(𝑓) và 𝑀(𝑓) ≤ 𝛼.   

    Nhận thấy rằng, với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], chúng ta đều có 

𝑚(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) ≤ 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐). 

    Như vậy, 𝛽(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) ≤ 𝐿(𝑓) = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= 𝑈(𝑓)) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐).           □ 

    Tính chất cộng miền của tích phân Riemann hai lớp trên các hình chữ nhật. 

    Một trong các tính chất quan trọng nhất của phép tích phân Riemann cho hàm một biến là tính chất cộng 

miền. Phép chứng minh cho tính chất này có thể tham khảo trong bài viết “Phép tính tích phân Riemann 

cho hàm một biến”. 

    Tính chất cộng miền của tích phân Riemann cho các hàm một biến. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm số bị chặn và 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏). 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] khi và chỉ khi 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑐] 

và [𝑐, 𝑏]. Hơn nữa, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐
 . 



    Sau đây, chúng ta sẽ phát biểu và chứng minh một kết quả tương tự cho tích phân Riemann hai lớp trên các 

hình chữ nhật: 

    Kết quả 1.6. (Tính chất cộng miền của tích phân Riemann hai lớp trên các hình chữ nhật) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn. 

    i)  Giả sử 𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏). Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] khi và chỉ khi 𝑓 là một 

hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑑] và [𝑠, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Hơn nữa, ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑠]×[𝑐,𝑑]

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑠,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    ii) Giả sử 𝑡 ∈ (𝑐, 𝑑). Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] khi và chỉ khi 𝑓 là một 

hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑡] và [𝑎, 𝑏] × [𝑡, 𝑑]. 

    Hơn nữa, ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑡]

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑡,𝑑]

. 

    Chứng minh kết quả 1.6. 

    i)  Giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0. 

    Khi đó, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 

𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀 (điều này suy ra từ điều kiện Riemann).  

    Bằng cách bổ sung thêm các điểm (𝑠, 𝑦0), … , (𝑠, 𝑦𝑘) vào các điểm của phân hoạch 𝑃𝜀 nếu các điểm 

(𝑠, 𝑦0), … , (𝑠, 𝑦𝑘) không phải là các điểm lưới của phân hoạch 𝑃𝜀, chúng ta sẽ thu được một phép mịn hóa 

𝑃𝜀
∗ ≔ {(𝑥𝑖

∗, 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛∗ 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} của 𝑃𝜀 trong đó {𝑥𝑖
∗: 0,1, … , 𝑛∗} = {𝑥𝑖: 0,1, … 𝑛}⋃{𝑠} và 𝑛∗ ∈

{𝑛, 𝑛 + 1}. Hơn nữa, tồn tại một chỉ số 𝑝 ∈ {1, … , 𝑛∗} sao cho 𝑥𝑝
∗ = 𝑠. 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 1.3), 

0 ≤ 𝑈(𝑃𝜀
∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀

∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Giả sử 𝑔 là thu hẹp của 𝑓 trên [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑑] và kí hiệu 𝑄𝜀
∗ ≔ {(𝑥𝑖

∗, 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑝 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘}. 

    Khi đó, 𝑄𝜀
∗ sẽ là một phân hoạch của [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑑], và 

𝑈(𝑄𝜀
∗, 𝑔) − 𝐿(𝑄𝜀

∗, 𝑔) = ∑ ∑ [𝑀𝑖,𝑗(𝑔) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑔)](𝑥𝑖
∗ − 𝑥𝑖−1

∗ )(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑝
𝑖=1   

                                                             = ∑ ∑ [𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)](𝑥𝑖
∗ − 𝑥𝑖−1

∗ )(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑝
𝑖=1  

                                                             ≤ ∑ ∑ [𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)](𝑥𝑖
∗ − 𝑥𝑖−1

∗ )(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  

                                                             = 𝑈(𝑄𝜀
∗, 𝑓) − 𝐿(𝑄𝜀

∗, 𝑓) 

                      ⇒ 𝑈(𝑄𝜀
∗, 𝑔) − 𝐿(𝑄𝜀

∗, 𝑔) < 𝜀. 

    Từ điều kiện Riemann, 𝑔 sẽ là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑑], nghĩa là 𝑓 là một hàm khả 

tích Riemann trên [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑑]. Lập lập tương tự, 𝑓 cũng là một hàm khả tích Riemann trên [𝑠, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 



    Ngược lại, giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑑] và [𝑠, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], kí hiệu 𝑔 và ℎ lần 

lượt là thu hẹp của 𝑓 trên [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑑] và [𝑠, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0.  

    Từ điều kiện Riemann, tồn tại phân hoạch 𝑄𝜀 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} của [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑑] 

và 𝑅𝜀 ≔ {(𝑢𝑖, 𝑣𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑚 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑙} của [𝑠, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 

𝑈(𝑄𝜀, 𝑔) − 𝐿(𝑄𝜀, 𝑔) <
𝜀

2
  và 𝑈(𝑅𝜀 , ℎ) − 𝐿(𝑅𝜀 , ℎ) <

𝜀

2
. 

    Giả sử 𝑄𝜀
∗ là phép mịn hóa của phân hoạch 𝑄𝜀 thu được bằng cách bổ sung thêm các điểm {(𝑥𝑖, 𝑣𝑗): 𝑖 =

0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑙} và 𝑅𝜀
∗ là phép mịn hóa của phân hoạch 𝑅𝜀 thu được bằng cách bổ sung thêm các 

điểm {(𝑢𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑚 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘}. Giả sử 𝑃𝜀
∗ là phân hoạch của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thu được bằng 

cách kết hợp các điểm lưới của 𝑄𝜀
∗ và 𝑅𝜀

∗. 

 

Hình vẽ minh họa phương pháp tinh chỉnh và ghép nối các phân hoạch 𝑄𝜀 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)} và 𝑅𝜀 ≔ {(𝑢𝑖, 𝑣𝑗)}.    

    Khi đó,  

𝑈(𝑃𝜀
∗, 𝑓) = 𝑈(𝑄𝜀

∗, 𝑔) + 𝑈(𝑅𝜀
∗, ℎ) và 𝐿(𝑃𝜀

∗, 𝑓) = 𝐿(𝑄𝜀
∗, 𝑔) + 𝐿(𝑅𝜀

∗, ℎ). 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 1.3), 

𝑈(𝑃𝜀
∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑄𝜀, 𝑔) + 𝑈(𝑅𝜀 , ℎ) và 𝐿(𝑃𝜀

∗, 𝑓) ≥ 𝐿(𝑄𝜀 , 𝑔) + 𝐿(𝑅𝜀 , ℎ). 

    Như vậy,  

𝑈(𝑃𝜀
∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀

∗, 𝑓) ≤ [𝑈(𝑄𝜀, 𝑔) − 𝐿(𝑄𝜀, 𝑔)] + [𝑈(𝑅𝜀 , ℎ) − 𝐿(𝑅𝜀 , ℎ)] <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀. 

    Từ điều kiện Riemann, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Để chứng minh hệ thức ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑠]×[𝑐,𝑑]

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑠,𝑏]×[𝑐,𝑑]

, 

giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

 



    Khi đó,  

𝐿(𝑃𝜀
∗, 𝑓) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
≤ 𝑈(𝑃𝜀

∗, 𝑓). 

    Đồng thời, do 𝐿(𝑃𝜀
∗, 𝑓) = 𝐿(𝑄𝜀

∗, 𝑔) + 𝐿(𝑅𝜀
∗, ℎ) và 𝑈(𝑃𝜀

∗, 𝑓) = 𝑈(𝑄𝜀
∗, 𝑔) + 𝑈(𝑅𝜀

∗, ℎ) nên 

𝐿(𝑃𝜀
∗, 𝑓) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑠]×[𝑐,𝑑]
+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑠,𝑏]×[𝑐,𝑑]
≤ 𝑈(𝑃𝜀

∗, 𝑓). 

    Do 𝑈(𝑃𝜀
∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀

∗, 𝑓) < 𝜀 nên  

|∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

− ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑠]×[𝑐,𝑑]

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑠,𝑏]×[𝑐,𝑑]

| < 𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑠]×[𝑐,𝑑]

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑠,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    ii) Phép chứng minh được thực hiện tương tự như trong khẳng định (i) của Kết quả 1.6).                             □ 

    Kết quả 1.7. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn. Giả sử 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ sao cho 𝑠 ∈ (𝑎, 𝑏) và 𝑡 ∈ (𝑐, 𝑑). 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] khi và chỉ khi 𝑓 là một hàm khả tích Riemann 

trên các hình chữ nhật [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑡], [𝑎, 𝑠] × [𝑡, 𝑑], [𝑠, 𝑏] × [𝑐, 𝑡], [𝑠, 𝑏] × [𝑡, 𝑑]. 

    Hơn nữa, ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓
[𝑎,𝑠]×[𝑐,𝑡]

+ ∬ 𝑓
[𝑎,𝑠]×[𝑡,𝑑]

+ ∬ 𝑓
[𝑠,𝑏]×[𝑐,𝑡]

+ ∬ 𝑓
[𝑠,𝑏]×[𝑡,𝑑]

.     

    Chứng minh kết quả 1.7. 

    Phép chứng minh thu được bằng cách kết hợp các khẳng định (i) và (ii) trong Kết quả 1.6).                        □ 

    Nhận thấy rằng chúng ta luôn giả định rằng 𝑎 < 𝑏 và 𝑐 < 𝑑 khi định nghĩa tích phân Riemann hai lớp của 

một hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ. Để tạo ra sự đồng nhất và thuận tiện trong cách trình bày, chúng ta sẽ bổ sung 

thêm một quy ước như sau:  

    Giả sử 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 là các số thực bất kì và 𝑅 là một hình chữ nhật trong ℝ2 với (𝑎, 𝑐) và (𝑏, 𝑑) là các đỉnh đối 

diện nhau trên đường chéo của hình chữ nhật 𝑅. Nếu 𝑎 = 𝑏 hoặc 𝑐 = 𝑑 thì mọi hàm 𝑓: 𝑅 → ℝ đều khả tích 

Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

: = 0. Nếu 𝑎 > 𝑏 và 𝑐 < 𝑑 hoặc 𝑎 < 𝑏 và 𝑐 > 𝑑 

(nên 𝑅 = [𝑏, 𝑎] × [𝑐, 𝑑] hoặc 𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑑, 𝑐]) thì mọi hàm khả tích Riemann 𝑓: 𝑅 → ℝ đều khả tích 

Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

≔ − ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝑅

. Nếu 𝑎 > 𝑏 và 𝑐 > 𝑑 (nên 

𝑅 = [𝑏, 𝑎] × [𝑑, 𝑐]) thì mọi hàm khả tích Riemann 𝑓: 𝑅 → ℝ đều khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

≔ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝑅

. 

    Giả sử 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ (𝑎 < 𝑏 𝑣à 𝑐 < 𝑑) và 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm khả tích Riemann. 

    Khi đó, ∬ 𝑓
[𝑎,𝑢]×[𝑐,𝑣]

= ∬ 𝑓
[𝑎,𝑢0]×[𝑐,𝑣0]

+ ∬ 𝑓
[𝑎,𝑢0]×[𝑣0,𝑣]

+ ∬ 𝑓
[𝑢0,𝑢]×[𝑐,𝑣0]

+ ∬ 𝑓
[𝑢0,𝑢]×[𝑣0,𝑣]

, với mọi 

(𝑢, 𝑣), (𝑢0, 𝑣0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].                                                                                              



    Tính khả tích của các hàm đơn điệu và liên tục 

    Nhắc lại rằng một hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là đơn điệu tăng (tương ứng đơn điệu giảm) nếu nó là đơn 

điệu tăng (tương ứng đơn điệu giảm) theo cả hai biến số. Sau đây, chúng ta sẽ chỉ ra rằng một hàm đơn điệu 

như vậy luôn khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Trên thực tế, chúng ta chứng minh một kết quả còn tổng 

quát hơn như vậy: “mọi hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ đơn điệu tăng theo một biến và đơn điệu giảm theo biến 

còn lại cũng khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]”. Đồng thời, chúng ta cũng chỉ ra rằng mọi hàm liên tục 𝑓 

xác định trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] cũng khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Ý tưởng chứng minh cho các khẳng 

định này được lấy cảm hứng từ Kết quả 2.1) trong bài viết “Phép tính tích phân Riemann cho hàm một 

biến”.  

    Kết quả 1.8. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm cho trước bất kì. Khi đó: 

    i)  Nếu, với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] cố định, hàm 𝜓𝑥: [𝑐, 𝑑] → ℝ xác định bởi công thức 𝜓𝑥(𝑦) ≔ 𝑓(𝑥, 𝑦) là một 

hàm đơn điệu và, với mỗi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] cố định, hàm 𝜙𝑦: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 𝜙𝑦(𝑥) ≔ 𝑓(𝑥, 𝑦) là 

một hàm đơn điệu thì 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].     

    ii) Nếu 𝑓 là một hàm liên tục trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì 𝑓 cũng khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].         

    Chứng minh kết quả 1.8. 

    i)  Giả sử, với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] cố định, hàm 𝜓𝑥: [𝑐, 𝑑] → ℝ xác định bởi công thức 𝜓𝑥(𝑦) ≔ 𝑓(𝑥, 𝑦) và,  

với mỗi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] cố định, hàm 𝜙𝑦: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 𝜙𝑦(𝑥) ≔ 𝑓(𝑥, 𝑦) đều là các hàm đơn 

điệu tăng. Khi đó, 𝑓(𝑎, 𝑐) ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑏, 𝑑), với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Như vậy, 𝑓 là một hàm số bị 

chặn trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Với mọi 𝑛 ∈ ℕ, xét phân hoạch 𝑃𝑛,𝑛 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖, 𝑗 = 0,1, … , 𝑛 } là phân hoạch của 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thu được bằng cách chia hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thành 𝑛2 phần bằng nhau. 

    Khi đó, 𝑀𝑖,𝑗(𝑓) = 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) và 𝑚𝑖,𝑗(𝑓) = 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1), với mọi : 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛, nên 

𝑈(𝑃𝑛,𝑛, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝑛,𝑛 , 𝑓) = ∑ ∑ [𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1   

                                                               =
(𝑏−𝑎)(𝑑−𝑐)

𝑛2
∑ ∑ [𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1)]𝑛

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 . 

    Bằng cách biểu diễn lại tổng hai lớp ∑ ∑ [𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1)]𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  lại dưới dạng  

[𝑓(𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)] + ∑ [𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑛) − 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦0)]𝑛−1
𝑖=1 + ∑ [𝑓(𝑥𝑛 , 𝑦𝑗) − 𝑓(𝑥0, 𝑦𝑗)]𝑛−1

𝑗=1 , 

và nhận xét rằng mỗi hiệu nằm trong dấu hoặc vuông đều có giá trị nhỏ hơn hoặc bằng [𝑓(𝑏, 𝑑) − 𝑓(𝑎, 𝑐)], 

                         𝑈(𝑃𝑛,𝑛 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝑛,𝑛 , 𝑓) ≤
(𝑏−𝑎)(𝑑−𝑐)

𝑛2
[𝑓(𝑏, 𝑑) − 𝑓(𝑎, 𝑐)](1 + 𝑛 − 1 + 𝑛 − 1) 

                                                               =
2𝑛−1

𝑛2
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)[𝑓(𝑏, 𝑑) − 𝑓(𝑎, 𝑐)]. 

    Như vậy, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số tự nhiên 𝑛 ∈ ℕ sao cho 𝑈(𝑃𝑛,𝑛, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝑛,𝑛 , 𝑓) < 𝜀. 



    Từ điều kiện Riemann, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Phép chứng minh cho trường hợp 𝑓 đơn điệu giảm theo cả hai biến 𝑥, 𝑦 hoặc 𝑓 đơn điệu tăng theo một biến 

và đơn điệu giảm theo biến còn lại được thực hiện tương tự như trên.    

    ii) Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm liên tục. Khi đó, 𝑓 là một hàm bị chặn trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Hơn nữa, 𝑓 cũng là một hàm liên tục đều trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0. 

    Kí hiệu 𝐴 ≔ (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) là diện tích của hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].   

    Từ định nghĩa của một hàm liên tục đều, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 

(𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷, |(𝑥, 𝑦) − (𝑢, 𝑣)| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| <
𝜀

𝐴
. 

    Giả sử 𝑃𝜀 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho diện tích  

𝐴𝑖𝑗 : = (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) của hình chữ nhật con thứ (𝑖, 𝑗) 𝑅𝑖,𝑗 ≔ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] nhỏ hơn 𝛿 với 

mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘. Do hình chữ nhật 𝑅𝑖,𝑗 là một tập đóng nên, với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑛, 

tồn tại các điểm (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) và (𝑐𝑖, 𝑑𝑗) nằm trong 𝑅𝑖,𝑗 sao cho 𝑓(𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) = 𝑀𝑖,𝑗(𝑓) và 𝑓(𝑐𝑖, 𝑑𝑗) = 𝑚𝑖,𝑗(𝑓). 

    Khi đó, 𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓) = 𝑓(𝑎𝑖 , 𝑏𝑗 ) − 𝑓(𝑐𝑖, 𝑑𝑗) <
𝜀

𝐴
, với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑛. 

    Như vậy, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) = ∑ ∑ [𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)]𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 𝐴𝑖𝑗 <

𝜀

𝐴
∑ ∑ 𝐴𝑖𝑗

𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 = 𝜀. 

    Từ điều kiện Riemann, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].                                                  □ 

    Tính chất đại số của tích phân Riemann hai lớp. 

    Kết quả 1.9. 

    Giả sử 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là các hàm khả tích Riemann. Khi đó: 

    i)  𝑓 + 𝑔 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và ∬ (𝑓 + 𝑔)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

+ ∬ 𝑔
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    ii)  𝑟𝑓 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với mọi 𝑟 ∈ ℝ và ∬ (𝑟𝑓)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= 𝑟 ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    iii) 𝑓𝑔 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    iv) nếu tồn tại một số dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≥ 𝛿 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì 1 𝑓⁄  là hàm 

khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    v) nếu 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì 𝑓
1

𝑘 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với 

mọi 𝑘 ∈ ℕ.  

     

 

 



    Chứng minh kết quả 1.9. 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Từ điều kiện Riemann, tồn tại phân hoạch 𝑄 và 𝑅 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 

sao cho 𝑈(𝑄, 𝑓) − 𝐿(𝑄, 𝑓) < 𝜀 và 𝑈(𝑅, 𝑔) − 𝑈(𝑅, 𝑔) < 𝜀. Giả sử 𝑃𝜀 là một phép mịn hóa chung của 𝑄 và 𝑅. 

    Khi đó, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑄, 𝑓) − 𝐿(𝑄, 𝑓) < 𝜀 và 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔) ≤ 𝑈(𝑅, 𝑔) − 𝐿(𝑅, 𝑔) < 𝜀.   

    i) Giả sử 𝑃𝜀 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘}. 

    Khi đó, 𝑀𝑖,𝑗(𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓) + 𝑀𝑖,𝑗(𝑔) và 𝑚𝑖,𝑗(𝑓 + 𝑔) ≥ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓) + 𝑚𝑖,𝑗(𝑔), với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 =

1, … , 𝑛. 

    Bằng cách nhân cả hai vế các đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) và lấy tổng hai lớp từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 =

𝑛 và từ 𝑗 = 1 đến 𝑗 = 𝑛, chúng ta thu được  

𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) và 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≥ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔). 

    Như vậy, 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔) < 𝜀 + 𝜀 = 2𝜀. 

    Từ điều kiện Riemann, 𝑓 + 𝑔 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Hơn nữa, nếu 𝛼 ≔ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) và 𝛽 ≔ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) + 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔) thì 

𝛽 ≤ 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≤ 𝐿(𝑓 + 𝑔) = ∬ (𝑓 + 𝑔)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= 𝑈(𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓 + 𝑔) ≤ 𝛼. 

    Đồng thời, chúng ta cũng có 

𝛽 ≤ 𝐿(𝑓) + 𝐿(𝑔) = ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

+ ∬ 𝑔
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= 𝑈(𝑓) + 𝑈(𝑔) ≤ 𝛼. 

    Như vậy, 

                                  |∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

+ ∬ 𝑔
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

− ∬ (𝑓 + 𝑔)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

| ≤ 𝛼 − 𝛽 < 2𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên ∬ (𝑓 + 𝑔)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

+ ∬ 𝑔
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    ii) Nếu 𝑟 = 0 thì 𝑟𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], nên khẳng định (ii) là hiển nhiên.  

    Giả sử 𝑟 > 0. Khi đó, 𝐿(𝑃, 𝑟𝑓) = 𝑟𝐿(𝑃, 𝑓) và 𝑈(𝑃, 𝑟𝑓) = 𝑟𝑈(𝑃, 𝑓), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑], nên 

𝐿(𝑟𝑓) = 𝑟𝐿(𝑓) = 𝑟𝑈(𝑓) = 𝑈(𝑟𝑓). 

    Ngược lại, nếu 𝑟 < 0 thì 𝐿(𝑃, 𝑟𝑓) = 𝑟𝑈(𝑃, 𝑓) và 𝑈(𝑃, 𝑟𝑓) = 𝑟𝐿(𝑃, 𝑓), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑], nên  

𝐿(𝑟𝑓) = 𝑟𝑈(𝑓) = 𝑟𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑟𝑓). 

    Như vậy, 𝑟𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và ∬ (𝑟𝑓)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= 𝑟 ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

 



    iii) Với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑗 = 1, … , 𝑛, và (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], 

(𝑓𝑔)(𝑥, 𝑦) − (𝑓𝑔)(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑥, 𝑦)[𝑔(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑢, 𝑣)] + [𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑢, 𝑣)]𝑔(𝑢, 𝑣) 

                                                             ≤ |𝑓(𝑥, 𝑦)||𝑔(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑢, 𝑣)| + |𝑔(𝑢, 𝑣)||𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| 

                                                             ≤ 𝑀(|𝑓|)[𝑀𝑖,𝑗(𝑔) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑔)] + 𝑀(|𝑔|)[𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)]. 

    Bằng cách lấy supremum (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và infimum (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], chúng 

ta thu được 

𝑀𝑖,𝑗(𝑓𝑔) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓𝑔) ≤ 𝑀(|𝑓|)[𝑀𝑖,𝑗(𝑔) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑔)] + 𝑀(|𝑔|)[𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)]. 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) và lấy tổng hai lớp từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛 

và từ 𝑗 = 1 đến 𝑗 = 𝑛, chúng ta thu được  

𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓𝑔) ≤ 𝑀(|𝑓|)[𝑈(𝑃𝜀 , 𝑔) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑔)] + 𝑀(|𝑔|)[𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓)] 

                                                         < [𝑀(|𝑓|) + 𝑀(|𝑔|)]𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝑓𝑔 là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    iv) Giả sử tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≥ 𝛿 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑗 = 1, … , 𝑛 và (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], 

1

𝑓(𝑥,𝑦)
−

1

𝑓(𝑢,𝑣)
=

𝑓(𝑢,𝑣)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥,𝑦)𝑓(𝑢,𝑣)
≤

|𝑓(𝑢,𝑣)−𝑓(𝑥,𝑦)|

|𝑓(𝑥,𝑦)||𝑓(𝑢,𝑣)|
≤

1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)]. 

    Bằng cách lấy supremum (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và infimum (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], chúng 

ta thu được 

𝑀𝑖,𝑗 (
1

𝑓
) − 𝑚𝑖,𝑗 (

1

𝑓
) ≤

1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)]. 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) và lấy tổng hai lớp từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛 

và từ 𝑗 = 1 đến 𝑗 = 𝑛, chúng ta thu được 

𝑈 (𝑃𝜀 ,
1

𝑓
) − 𝐿 (𝑃𝜀 ,

1

𝑓
) ≤

1

𝛿2
[𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓)] <

𝜀

𝛿2
. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể có giá trị nhỏ tùy ý trong khi số thực dương 𝛿 > 0 có giá trị cố định nên 
1

𝑓
 

là hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    (v) Với mọi 𝑘 ∈ ℕ, kí hiệu 𝐹 ≔ 𝑓
1

𝑘.  

    Đầu tiên, chúng ta giả sử tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝛿 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑]. 

    Với mọi (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑],  

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑢, 𝑣) = [𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑢, 𝑣)] ∑ 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑘−𝑗𝐹(𝑢, 𝑣)𝑗−1𝑘
𝑗=1 . 



    Như vậy, 𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑢, 𝑣) =
𝑓(𝑥,𝑦)−𝑓(𝑢,𝑣)

∑ 𝐹(𝑥,𝑦)𝑘−𝑗𝐹(𝑢,𝑣)𝑗−1𝑘
𝑗=1

. 

    Do 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑘−𝑗𝐹(𝑢, 𝑣)𝑗−1 ≥ 𝛿
𝑘−𝑗

𝑘 𝛿
𝑗−1

𝑘 = 𝛿
𝑘−1

𝑘 > 0 với mọi 𝑗 = 1, … , 𝑘, nên 

𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑢, 𝑣) =
𝑓(𝑥,𝑦)−𝑓(𝑢,𝑣)

∑ 𝐹(𝑥,𝑦)𝑘−𝑗𝐹(𝑢,𝑣)𝑗−1𝑘
𝑗=1

≤
𝑓(𝑥,𝑦)−𝑓(𝑢,𝑣)

𝑘𝛿
𝑘−1

𝑘

. 

    Nếu 𝑃 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 

(𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] (𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑛) thì 

𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑢, 𝑣) ≤
𝑓(𝑥,𝑦)−𝑓(𝑢,𝑣)

𝑘𝛿
𝑘−1

𝑘

≤
𝑀𝑖,𝑗(𝑓)−𝑚𝑖,𝑗(𝑓)

𝑘𝛿
𝑘−1

𝑘

. 

    Bằng cách lấy supremum (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và infimum (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], chúng 

ta thu được                   

𝑀𝑖,𝑗(𝐹) − 𝑚𝑖,𝑗(𝐹) ≤
𝑀𝑖,𝑗(𝑓)−𝑚𝑖,𝑗(𝑓)

𝑘𝛿
𝑘−1

𝑘

. 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) và lấy tổng hai lớp từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛 

và từ 𝑗 = 1 đến 𝑗 = 𝑛, chúng ta thu được 

𝑈(𝑃, 𝐹) − 𝐿(𝑃, 𝐹) ≤
1

𝑘𝛿
𝑘−1

𝑘

[𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑙)]. 

    Do 𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] nên 𝐹 cũng là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 

(điều này suy ra từ điều kiện Riemann). 

    Tiếp theo, chúng ta sẽ xét trường hợp tổng quát cho các hàm 𝑓 không âm khả tích Riemann trên  

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử 𝛿 > 0 và xét các hàm 𝑔, 𝐺: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ xác định bởi các công thức  

𝑔(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝛿 và 𝐺 ≔ 𝑔
1

𝑘. 

    Khi đó, 𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] (điều này suy ra từ khẳng định (i) của  

Kết quả 1.9) và 𝑔(𝑥, 𝑦) ≥ 𝛿 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Những gì chúng ta đã chứng minh ở trên chỉ ra 

rằng 𝐺 cũng là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Hơn nữa, do 𝑓 là một hàm không âm nên 

𝐺 − 𝛿
1

𝑘 = (𝑓 + 𝛿)
1

𝑘 − 𝛿
1

𝑘 ≤ 𝑓
1

𝑘 = 𝐹 ≤ (𝑓 + 𝛿)
1

𝑘 = 𝐺. 

    Như vậy, 𝐿 (𝐺 − 𝛿
1

𝑘) ≤ 𝐿(𝐹) ≤ 𝑈(𝐹) ≤ 𝑈(𝐺). 

    Tuy nhiên, 𝐿 (𝐺 − 𝛿
1

𝑘) = 𝐿(𝐺) − 𝛿
1

𝑘(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) = 𝑈(𝐺) − 𝛿
1

𝑘(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐), nên 

0 ≤ 𝑈(𝐹) − 𝐿(𝐹) ≤ 𝑈(𝐺) − 𝐿 (𝐺 − 𝛿
1
𝑘) = 𝛿

1
𝑘(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) 

    Do 𝛿
1

𝑘  → 0 khi 𝛿 → 0 nên 𝐹 = 𝑓
1

𝑘 là một hàm khả tích Riemann t``rên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].                                □ 



    Nhận xét rằng không có cách nào đơn giản để có thể biểu diễn tích phân Riemann của hàm 𝑓𝑔 theo tích 

phân Riemann của 𝑓 và 𝑔. Kết quả 1.15) sẽ cung cấp cho chúng ta một phương pháp để tính giá trị của các 

tích phân Riemann có dạng 𝑓𝑔 bằng cách bổ sung thêm một số giả định phụ cho các hàm 𝑓, 𝑔. 

    Với cách kí hiệu và các giả thiết nêu ở trên, chúng ta có thể chứng minh được rằng hàm (𝑓 − 𝑔) cũng là 

một khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và ∫ (𝑓 − 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
− ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 (điều này suy ra từ sự kết 

hợp của các khẳng định (i) và (ii) của Kết quả 1.9). Hơn nữa, với mọi 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑛 là một hàm khả tích 

Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ việc áp dụng liên tiếp khẳng định (iii) của Kết quả 1.9). Tương tự, nếu 

tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑔(𝑥)| ≥ 𝛿 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] thì 𝑓 𝑔⁄  cũng là một hàm khả tích 

Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ sự kết hợp của các khẳng định (iii) và (iv)). Đồng thời, nếu 𝑓(𝑥) ≥ 0 

với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] thì, với mọi 𝑟 ∈ ℚ+, 𝑓𝑟 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] (điều này suy ra từ việc 

mọi số hữu tỉ dương 𝑟 ∈ ℚ+ đều biểu diễn được dưới dạng 𝑟 = 𝑛 𝑘⁄  với 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ và sự kết hợp của các khẳng 

định (iii) và (v)). 

    Từ Kết quả 1.9), tính khả tích Riemann được bảo toàn qua các toán tử " + ", " − ", " ∙ ", " ∕ "  tương tự như 

việc tính liên tục và tính khả vi được bảo toàn qua các toán tử " + ", " − ", " ∙ ", " ∕ " đã được biết đến từ 

trước. Tuy nhiên, phép hợp thành của hai hàm khả tích Riemann không nhất thiết phải là một hàm khả tích 

Riemann trong khi phép hợp thành của hai hàm liên tục (hoặc hai hàm khả vi) thì luôn là một hàm liên tục 

(hoặc hàm khả vi). 

    Tính chất thứ tự của tích phân Riemann hai lớp. 

    Kết quả 1.10. 

    Giả sử 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là các hàm khả tích Riemann. Khi đó: 

    i)  Nếu 𝑓 ≤ 𝑔 thì ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

≤ ∬ 𝑔
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    ii) Hàm |𝑓| khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và |∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

| ≤ ∬ |𝑓|
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    Chứng minh kết quả 1.10. 

    i)  Giả sử 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥, 𝑦) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Khi đó, 𝑈(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑔), với mọi phân hoạch [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], nên  

∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= 𝑈(𝑓) ≤ 𝑈(𝑔) = ∬ 𝑔
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    ii) Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Từ điều kiện Riemann, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑] sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. Giả sử 𝑃𝜀 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘}.  

    Với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑗 = 1, … , 𝑛 và (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], 

|𝑓|(𝑥, 𝑦) − |𝑓|(𝑢, 𝑣) ≤ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓). 

    Bằng cách lấy supremum (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và infimum (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], chúng 

ta thu được 



𝑀𝑖(|𝑓|) − 𝑚𝑖(|𝑓|) ≤ 𝑀𝑖(𝑓) − 𝑚𝑖(𝑓). 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) và lấy tổng hai lớp từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛 

và từ 𝑗 = 1 đến 𝑗 = 𝑛, chúng ta thu được 

𝑈(𝑃𝜀 , |𝑓|) − 𝐿(𝑃𝜀 , |𝑓|) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Từ điều kiện Riemann, |𝑓| là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Hơn nữa, do −|𝑓|(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ |𝑓|(𝑥, 𝑦) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] nên 

∬ −|𝑓|
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

≤ ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

≤ ∬ |𝑓|
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

(điều này suy ra từ khẳng định (i) của Kết quả 1.10) 

    Tuy nhiên, ∬ −|𝑓|
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= − ∬ |𝑓|
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

 (điều này suy ra từ khẳng định (ii) của Kết quả 1.9), nên 

                                                                 |∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

| ≤ ∬ |𝑓|
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

.                                                           □ 

    Nhận thấy rằng mọi hàm số 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ đều có thể biểu diễn lại dưới dạng 𝑓 = 𝑓+ − 𝑓−, trong 

đó 𝑓+ =
|𝑓|+𝑓

2
 và 𝑓+ =

|𝑓|−𝑓

2
 là các hàm số không âm xác định trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] bởi công thức  

𝑓+(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥, 𝑦), 0} và 𝑓−(𝑥, 𝑦) = −𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝑥, 𝑦), 0} với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Các hàm 𝑓+ và 

𝑓− lần lượt được gọi là phần dương và phần âm của hàm 𝑓. Từ khẳng định (ii) của Kết quả 2.6) và khẳng 

định (ii) của Kết quả 2.5), hàm 𝑓 khả tích Riemann khi và chỉ khi 𝑓+ và 𝑓− đều là các hàm khả tích Riemann 

trên [𝑎, 𝑏] và 

∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓+
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

− ∬ 𝑓−
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    Tính chất này đóng một vai trò quan trọng trong quá trình mở rộng từ khái niệm tích phân Riemann lên tích 

phân Lebègue (dạng khái quát thông dụng nhất của tích phân Riemann trong các vấn đề về khoa học – kỹ 

thuật). 

    Định lí Fubini trên các hình chữ nhật. 

    Trong các phân tích trước của bài viết, chúng ta chủ yếu chỉ khảo sát các kết quả về tính khả tích và 

phương pháp đánh giá thô cho giá trị của các tích phân Riemann hai lớp ∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. Trong phần này của bài 

viết, chúng ta sẽ trình bày một ý tưởng đơn giản giúp giảm độ phức tạp của các bài toán tích phân Riemann 

hai lớp của nhà toán học Fubini: 

    Kết quả 1.11. (Định lí Fubini trên các hình chữ nhật) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và kí hiệu 𝐼 là tích phân Riemann của 𝑓 trên 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    i)   Nếu, với mỗi điểm 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
 thì tồn tại tích phân lặp 

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 và bằng 𝐼. 



    ii)  Nếu, với mỗi điểm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 thì tồn tại tích phân lặp 

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑
𝑏

𝑎
𝑥)

𝑑

𝑐
𝑑𝑦 và bằng 𝐼. 

    iii) Nếu các điều kiện (i) và (ii) được thỏa mãn hoặc 𝑓 là một hàm liên tục trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì  

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑

𝑏

𝑎
𝑥)

𝑑

𝑐
𝑑𝑦 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
. 

    Chứng minh kết quả 1.11. 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Từ điều kiện Riemann, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 =

0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    i) Giả sử với mỗi điểm 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
.  

    Xét hàm 𝐴: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 𝐴(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
.  

    Do 𝑚(𝑓)(𝑑 − 𝑐) ≤ 𝐴(𝑥) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] nên 𝐴 là một hàm bị chặn trên [𝑎, 𝑏]. 

    Từ tính chất cộng miền của tích phân Riemann cho các hàm một biến, 

𝐴(𝑥) = ∑ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑦𝑗

𝑦𝑗−1

𝑘
𝑗=1 . 

    Hơn nữa, với mỗi 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛},  

∑ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1 ≤ 𝐴(𝑥) ≤ ∑ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘

𝑗=1  với mọi 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. 

    Bằng cách kí hiệu 𝑀𝑖(𝐴) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝐴(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]} và 𝑚𝑖(𝐴) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝐴(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]}, 

∑ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1 ≤ 𝑚𝑖(𝐴) ≤ 𝑀𝑖(𝐴) ≤ ∑ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘

𝑗=1 . 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) và lấy tổng từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛, chúng ta thu được 

    𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) = ∑ [∑ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1 ](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛

𝑖=1  

                                                                                     ≤ ∑ 𝑚𝑖(𝐴)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1  

                                                                                     ≤ ∑ 𝑀𝑖(𝐴)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1  

                                                                                     ≤ ∑ [∑ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1 ](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛

𝑖=1 = 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) 

    Như vậy, phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] cảm sinh một phân hoạch 𝑃 ≔ {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} của [𝑎, 𝑏]  sao 

cho 

𝑈(𝑃, 𝐴) − 𝐿(𝑃, 𝐴) = ∑ [𝑀𝑖(𝐴) − 𝑚𝑖(𝐴)](𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Từ điều kiện khả tích Riemann cho các hàm một biến, 𝐴 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏]. Hơn nữa, do 

𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝐿(𝑃, 𝐴) ≤ ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 𝑈(𝑃, 𝐴) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) và 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓)  



nên |∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

− ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có giá trị nhỏ tùy ý nên ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

    ii) Giả sử với mỗi điểm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

    Xét hàm 𝐵: [𝑐, 𝑑] → ℝ xác định bởi công thức 𝐵(𝑦) ≔ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

    Phép chứng minh được thực hiện tương tự như trong khẳng định (i) của Kết quả 1.11). 

    iii) Nếu các điều kiện (i) và (ii) được thỏa mãn thì khẳng định là hiển nhiên do khẳng định (i) và (ii). 

    Giả sử 𝑓 là một hàm liên tục trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Khi đó, với mỗi điểm 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], hàm 𝑦 ⟼ 𝑓(𝑥, 𝑦) liên tục trên [𝑐, 𝑑] và, với mỗi điểm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑],  

hàm 𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥, 𝑦) liên tục trên [𝑎, 𝑏].  

    Như vậy, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
 và, với mọi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], tồn tại tích 

phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

    Từ khẳng định (i) và (ii) của Kết quả 1.11), 

                            ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑

𝑏

𝑎
𝑥)

𝑑

𝑐
𝑑𝑦 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
.                      □ 

    Định lí cơ bản của giải tích cho các hàm hai biến. 

    Nhắc lại rằng một trong số những kết quả tuyệt vời nhất mà chúng ta đã đạt được khi khảo sát phép tính 

tích phân Riemann trên các hàm một biến chính là “Định lí cơ bản của giải tích”. Kết quả này chỉ ra rằng 

phép tính vi phân và phép tính tích phân là nghịch đảo của nhau:  

    Định lí cơ bản của giải tích. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann. 

    i)  Nếu tồn tại một hàm 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ sao cho 𝐹 liên tục trên [𝑎, 𝑏], khả vi trên (𝑎, 𝑏) và 𝐹′ = 𝑓 trên (𝑎, 𝑏) 

thì ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎). 

    ii) Nếu hàm 𝑓 liên tục tại điểm 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] thì hàm 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 𝐹(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 

khả vi tại điểm 𝑐 và 𝐹′(𝑐) = 𝑓(𝑐). 

   (Phép chứng minh chi tiết cho Định lí cơ bản của giải tích được trình bày trong bài viết “Phép tính tích 

phân Riemann cho hàm một biến”) 

    Định lí cơ bản của giải tích có thể mở rộng lên cho các hàm hai biến bằng cách định nghĩa thêm khái niệm 

tích phân đường – Công thức Green (xem lại Kết quả 1) và 2) trong bài viết “Lý thuyết tích phân các hàm 

chỉnh hình). Trong bài viết này, chúng ta sẽ giới thiệu một dạng tương tự khác của Định lí cơ bản của giải 



tích cho các tích phân Riemann hai lớp độc lập với Công thức Green. Kết quả này cũng phát biểu rằng các 

phép tính vi phân bậc hai và phép tính tích phân hai lớp là nghịch đảo của nhau. 

    Để bắt đầu, chúng ta sẽ chứng minh một số tính chất cơ bản của hàm 𝐹: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ  xác định bởi 

công thức 𝐹(𝑥, 𝑦): = ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑎,𝑥]×[𝑐,𝑦]

 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Kết quả 1.12. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝐹: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là hàm xác định bởi 

công thức 𝐹(𝑥, 𝑦): = ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑎,𝑥]×[𝑐,𝑦]

 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Khi đó: 

    i)  𝐹 là một hàm liên tục trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Hơn nữa, 𝐹 thỏa mãn điều kiện Lipschitz trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], 

nghĩa là tồn tại một số thực dương 𝐿 > 0 sao cho  

|𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝐿|(𝑥, 𝑦) − (𝑢, 𝑣)|, với mọi (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    ii) Giả sử cho trước điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Khi đó, nếu 𝑓 là một hàm liên tục theo biến 𝑥 tại 𝑥0, 

nghĩa là với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦)| < 𝜀, với mọi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], 

và ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦0

𝑐
 tồn tại thì 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0) tồn tại và 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0) = ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡

𝑦0

𝑐
. 

    iii) Giả sử cho trước điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Khi đó, nếu 𝑓 là một hàm liên tục theo biến 𝑦 tại 𝑦0, 

nghĩa là với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 

                              𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], |𝑦 − 𝑦0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦0)| < 𝜀, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 

và ∫ 𝑓(𝑠, 𝑦0)𝑑𝑠
𝑥0

𝑎
 tồn tại thì 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0) tồn tại và 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0) = ∫ 𝑓(𝑠, 𝑦0)𝑑𝑠

𝑥0

𝑎
. 

    Chứng minh kết quả 1.12. 

    i)   Do 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] nên 𝑓 cũng là một hàm bị chặn trên  

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], nghĩa là tồn tại một số thực dương 𝛼 > 0 sao cho |𝑓(𝑠, 𝑡)| ≤ 𝛼 với mọi (𝑠, 𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Giả sử (𝑢, 𝑣) là một điểm bất kì nằm trong [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Khi đó, 𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑢, 𝑣) = ∬ 𝑓
[𝑎,𝑢]×[𝑣,𝑦]

+ ∬ 𝑓
[𝑢,𝑥]×[𝑐,𝑣]

+ ∬ 𝑓
[𝑢,𝑥]×[𝑣,𝑦]

, với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Từ Kết quả 1.5), |𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝛼((𝑏 − 𝑎)|𝑦 − 𝑣| + (𝑑 − 𝑐)|𝑥 − 𝑢| + |𝑥 − 𝑢||𝑦 − 𝑣|). 

    Nếu kí hiệu 𝐾 ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝑏 − 𝑎, 𝑑 − 𝑐} và nhận xét rằng cả |𝑥 − 𝑢| và |𝑦 − 𝑣| đều ≤ |(𝑥, 𝑦) − (𝑢, 𝑣)| và 

|𝑥 − 𝑢||𝑦 − 𝑣| ≤ 𝐾|(𝑥, 𝑦) − (𝑢, 𝑣)| thì       

|𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝐿|(𝑥, 𝑦) − (𝑢, 𝑣)| với 𝐿 ≔ 3𝛼𝐾. 

    Như vậy, 𝐹 sẽ thỏa mãn điều kiện Lipschitz trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], nên 𝐹 là một hàm liên tục trên  

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 



    ii) Giả sử cho trước điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử điều kiện 𝜀 − 𝛿 nêu trong khẳng định (i) của Kết 

quả 1.11) được thỏa mãn và ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦0

𝑐
 tồn tại. 

    Từ Kết quả 1.11), với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] và 𝑥 ≠ 𝑥0, 

∫ (∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦0

𝑐
)𝑑𝑠

𝑥

𝑥0
= ∬ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)

[𝑥0 ,𝑥]×[𝑐,𝑦0]
  

                                    ⇒ (∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦0

𝑐
) (∫ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0
) = ∬ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)

[𝑥0,𝑥]×[𝑐,𝑦0]
 

                                    ⇒ (𝑥 − 𝑥0)(∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦0

𝑐
) = ∬ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)

[𝑥0 ,𝑥]×[𝑐,𝑦0]
 

                                                     ⇒ ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦0

𝑐
=

1

𝑥−𝑥0
∬ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)

[𝑥0 ,𝑥]×[𝑐,𝑦0]
. 

    Từ Kết quả 1.7), với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] và 𝑥 ≠ 𝑥0, 

𝐹(𝑥, 𝑦0) − 𝐹(𝑥0, 𝑦0) = ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑎,𝑥]×[𝑐,𝑦0]

− ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑎,𝑥0]×[𝑐,𝑦0]

  

                      ⇒ 𝐹(𝑥, 𝑦0) − 𝐹(𝑥0, 𝑦0) = ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑥0,𝑥]×[𝑐,𝑦0]

. 

    Như vậy, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] và 𝑥 ≠ 𝑥0, 

𝐹(𝑥,𝑦0)−𝐹(𝑥0,𝑦0)

𝑥−𝑥0
− ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡

𝑦0

𝑐
= ∬ [𝑓(𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥0, 𝑡)]𝑑(𝑠, 𝑡)

[𝑥0,𝑥]×[𝑐,𝑦0]
. 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑓(𝑥0, 𝑡)| <
𝜀

𝑑−𝑐
 , với mọi 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑]. 

    Từ Kết quả 1.5), với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] và 𝑥 ≠ 𝑥0,  

|
𝐹(𝑥,𝑦0)−𝐹(𝑥0,𝑦0)

𝑥−𝑥0
− ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡

𝑦0

𝑐
| <

1

|𝑥−𝑥0|

𝜀

𝑑−𝑐
|𝑥 − 𝑥0|(𝑑 − 𝑐) = 𝜀. 

    Như vậy, 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0) tồn tại và 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0) = ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦0

𝑐
.                                                                           

    iii) Phép chứng minh được thực hiện tương tự khẳng định (ii) của Kết quả 1.12).                                         □     

    Tiếp theo, chúng ta sẽ chứng minh dạng tương tự của Định lí cơ bản của giải tích cho các hàm hai biến:  

    Kết quả 1.13. (Định lí cơ bản của giải tích cho các hàm hai biến)  

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm khả tích Riemann. 

    i) Nếu tồn tại một hàm 𝐹: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ  thỏa mãn các tính chất sau: 

    ● Với mỗi điểm 𝑦0 ∈ [𝑐, 𝑑], hàm 𝑥 ⟼ 𝐹(𝑥, 𝑦0) liên tục trên [𝑎, 𝑏], khả vi trên (𝑎, 𝑏). 

    ● Với mỗi điểm 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏], hàm 𝑥 ⟼ 𝐹(𝑥0, 𝑦) liên tục trên [𝑐, 𝑑], khả vi trên (𝑐, 𝑑). 

    ● 𝐹𝑥𝑦 tồn tại và bằng 𝑓 trên (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑). 



    Khi đó, ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∆(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)

𝐹 ≔ 𝐹(𝑏, 𝑑) − 𝐹(𝑏, 𝑐) − 𝐹(𝑎, 𝑑) + 𝐹(𝑎, 𝑐). 

    ii)   Giả sử 𝐹: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là hàm xác định bởi công thức 𝐹(𝑥, 𝑦) ≔ ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑎,𝑥]×[𝑐,𝑦]

 với 

mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 𝑓 thỏa mãn các tính chất sau: 

    ● Với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦)| < 𝜀, với mọi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]. 

    ● Hàm 𝜓: [𝑐, 𝑑] ⟶ ℝ xác định bởi công thức 𝜓(𝑡) ≔ 𝑓(𝑥0, 𝑡) với mọi 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] khả tích Riemann trên     

    [𝑐, 𝑑] và liên tục tại 𝑦0.   

    Khi đó, 𝐹𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) tồn tại và 𝐹𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

    iii) Giả sử 𝐹: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là hàm xác định bởi công thức 𝐹(𝑥, 𝑦) ≔ ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑎,𝑥]×[𝑐,𝑦]

 với  

mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 𝑓 thỏa mãn các tính chất sau: 

    ● Với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 

𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], |𝑦 − 𝑦0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦0)| < 𝜀, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

    ● Hàm 𝜙: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 𝜙(𝑠) ≔ 𝑓(𝑠, 𝑦0) với mọi 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] khả tích Riemann trên    

    [𝑎, 𝑏] và liên tục tại 𝑥0. 

    Khi đó, 𝐹𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0) tồn tại và 𝐹𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

    Chứng minh kết quả 1.13. 

    i)  Giả sử 𝑃 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Bằng cách áp dụng định lí giá trị trung bình cho thu hẹp của 𝐹 trên hình chữ nhật [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] 

 (𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘), tồn tại một điểm (𝑥𝑖,𝑗
∗ , 𝑦𝑖,𝑗

∗ ) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] sao cho 

𝐹(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) − 𝐹(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) − 𝐹(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1) + 𝐹(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) = 𝐹𝑥𝑦(𝑥𝑖,𝑗
∗ , 𝑦𝑖,𝑗

∗ )(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) 

         ⇒ 𝐹(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) − 𝐹(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗) − 𝐹(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1) + 𝐹(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) = 𝑓(𝑥𝑖,𝑗
∗ , 𝑦𝑖,𝑗

∗ )(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) 

    Bằng cách lấy tổng từ 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘, chúng ta có 

𝐹(𝑏, 𝑑) − 𝐹(𝑏, 𝑐) − 𝐹(𝑎, 𝑑) + 𝐹(𝑎, 𝑐) = ∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖,𝑗
∗ , 𝑦𝑖,𝑗

∗ )(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 . 

    Như vậy, 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐹(𝑏, 𝑑) − 𝐹(𝑏, 𝑐) − 𝐹(𝑎, 𝑑) + 𝐹(𝑎, 𝑐) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓), với mọi phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑]. 

    Bằng cách lấy supremum và infimum trên tập tất cả các phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], chúng ta có  

𝐿(𝑓) = 𝑠𝑢𝑝𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐹(𝑏, 𝑑) − 𝐹(𝑏, 𝑐) − 𝐹(𝑎, 𝑑) + 𝐹(𝑎, 𝑐) ≤ 𝑖𝑛𝑓𝑈(𝑃, 𝑓) = 𝑈(𝑓). 



 

    Do 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] nên  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= 𝐹(𝑏, 𝑑) − 𝐹(𝑏, 𝑐) − 𝐹(𝑎, 𝑑) + 𝐹(𝑎, 𝑐). 

    ii) Giả sử cho trước điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Do hàm 𝜓: [𝑐, 𝑑] → ℝ xác định bởi công thức 𝜓(𝑡): = 𝑓(𝑥0, 𝑡) với mọi 𝑡 ∈ [𝑐, 𝑑] khả tích Riemann trên 

[𝑐, 𝑑] nên 𝜓 cũng khả tích Riemann trên [𝑐, 𝑦] với mọi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], nghĩa là ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦

𝑐
 tồn tại với mọi 𝑦 ∈

[𝑐, 𝑑]. Từ khẳng định (ii) của Kết quả 1.13), 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦) tồn tại và 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦

𝑐
= ∫  𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑦

𝑐
 với 

mọi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]. Hơn nữa, do 𝜓 liên tục tại 𝑦0 nên 𝐹𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) tồn tại và 𝐹𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝜓(𝑦0) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

    iii) Phép chứng minh được thực hiện tương tự khẳng định (ii) của Kết quả 1.13).                                         □                                                                              

    Kết quả 1.14. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm liên tục và 𝐹: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là hàm xác định bởi công thức 

𝐹(𝑥, 𝑦): = ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑎,𝑥]×[𝑐,𝑦]

 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Khi đó, 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 , 𝐹𝑥𝑦 và 𝐹𝑦𝑥 xác định trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Hơn nữa, 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0) = ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡
𝑦0

𝑐
, 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0) = ∫ 𝑓(𝑥0, 𝑡)𝑑𝑡

𝑦0

𝑐
, 𝐹𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝐹𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0), 

với mọi (𝑥0, 𝑦0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].     

    Chứng minh kết quả 1.14. 

    Phép chứng minh được suy ra trực tiếp bằng cách tổng hợp các kết quả 1.12) và 1.13).                                □ 

    Nhắc lại rằng, hai ứng dụng quan trọng nhất của định lí cơ bản của giải tích cho các hàm một biến thường 

được gọi là “Công thức tích phân từng phần” và “Công thức đổi biến” (xem lại bài viết “Phép tính tích 

phân Riemann cho hàm một biến”). Dưới đây, chúng ta sẽ chứng minh các dạng tương tự của công thức 

tích phân từng phần và công thức đổi biến cho các tích phân Riemann hai lớp: 

    Kết quả 1.15. (Công thức tích phân từng phần cho tích phân hai lớp) 

    i)  Giả sử 𝑅 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 𝑓, 𝑔, 𝐺: 𝑅 → ℝ là các hàm khả tích Riemann thỏa mãn các điều kiện sau: 

    ●  𝑓 và 𝐺 là các hàm liên tục theo biến 𝑥 trên [𝑎, 𝑏]. 

    ●  𝑓𝑥 , 𝑓𝑦, 𝑓𝑥𝑦, 𝐺𝑥 và 𝐺𝑦 tồn tại và khả tích Riemann trên 𝑅. 

    ●  𝑓𝑥 và 𝐺𝑥 là các hàm liên tục theo biến 𝑦 trên [𝑐, 𝑑]. 

    ●  𝐺𝑥𝑦 tồn tại và 𝐺𝑥𝑦 = 𝑔 trên 𝑅. 

    Khi đó,  

∬ 𝑓𝑔
𝑅

= ∆(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)(𝑓𝐺) − ∬ (𝑓𝑥𝐺𝑦 + 𝑓𝑦𝐺𝑥 + 𝑓𝑥𝑦𝐺)

𝑅
, 



    trong đó ∆(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)(𝑓𝐺) ≔ (𝑓𝐺)(𝑏, 𝑑) − (𝑓𝐺)(𝑏, 𝑐) − (𝑓𝐺)(𝑎, 𝑑) + (𝑓𝐺)(𝑎, 𝑐). 

    ii) Giả sử 𝑅 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 𝑓, 𝑔, 𝐺: 𝑅 → ℝ là các hàm khả tích Riemann thỏa mãn các điều kiện sau: 

    ●  𝑓 và 𝐺 là các hàm liên tục theo biến 𝑦 trên [𝑐, 𝑑]. 

    ●  𝑓𝑥 , 𝑓𝑦, 𝑓𝑦𝑥, 𝐺𝑥 và 𝐺𝑦 tồn tại và khả tích Riemann trên 𝑅. 

    ●  𝑓𝑦 và 𝐺𝑦 là các hàm liên tục theo biến 𝑥 trên [𝑎, 𝑏]. 

    ●  𝐺𝑦𝑥 tồn tại và 𝐺𝑦𝑥 = 𝑔 trên 𝑅. 

    Khi đó,  

∬ 𝑓𝑔
𝑅

= ∆(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)(𝑓𝐺) − ∬ (𝑓𝑥𝐺𝑦 + 𝑓𝑦𝐺𝑥 + 𝑓𝑦𝑥𝐺)

𝑅
, 

    trong đó ∆(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)(𝑓𝐺) ≔ (𝑓𝐺)(𝑏, 𝑑) − (𝑓𝐺)(𝑏, 𝑐) − (𝑓𝐺)(𝑎, 𝑑) + (𝑓𝐺)(𝑎, 𝑐).  

    Chứng minh kết quả 1.15. 

    Giả sử 𝐻 ≔ 𝑓𝐺. Từ khẳng định (ii) của Kết quả 1.9), 𝐻 khả tích Riemann trên 𝑅.  

    Hơn nữa, 𝐻𝑥 = 𝑓𝐺𝑥 + 𝑓𝑥𝐺 và 𝐻𝑥𝑦 = 𝑓𝐺𝑥𝑦 + 𝑓𝑦𝐺𝑥 + 𝑓𝑥𝐺𝑦 + 𝑓𝑥𝑦𝐺 = 𝑓𝑔 + 𝑓𝑥𝐺𝑦 + 𝑓𝑦𝐺𝑥 + 𝑓𝑥𝑦𝐺.  

    Xét hàm ℎ: 𝑅 → ℝ xác định bởi công thức ℎ ≔ 𝑓𝑔 + 𝑓𝑥𝐺𝑦 + 𝑓𝑦𝐺𝑥 + 𝑓𝑥𝑦𝐺. Khi đó, 𝐻𝑥𝑦 = ℎ trên 𝑅. 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 1.13),  

∬ ℎ
𝑅

= ∆(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)

𝐻  

                                                                       ⇒ ∬ ℎ
𝑅

= ∆(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)(𝑓𝐺) 

                                                                     ⇒ ∬ 𝑓𝑔
𝑅

= ∆(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)(𝑓𝐺) − ∬ (𝑓𝑥𝐺𝑦 + 𝑓𝑦𝐺𝑥 + 𝑓𝑥𝑦𝐺)

𝑅
.                   

    i) Phép chứng minh được thực hiện tương tự như trong khẳng định (i) của Kết quả 1.15).                            □ 

    Nhận xét rằng hàm 𝐺 nêu trong cách khẳng định (i) và (ii) của Kết quả 1.15) không được xác định một 

cách duy nhất. Thật vậy, nếu chúng ta thay 𝐺(𝑥, 𝑦) bởi 𝐺(𝑥, 𝑦) + 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦) với 𝜙 là một hàm khả vi theo 

biến 𝑥 trên [𝑎, 𝑏] và 𝜓 là một hàm khả vi theo biến 𝑦 trên [𝑐, 𝑑] thì điều kiện 𝐺𝑥𝑦 = 𝑔 vẫn được thỏa mãn.    

    Kết quả 1.16. (Công thức đổi biến cho tích phân hai lớp) 

    i) Giả sử 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ ℝ với 𝛼 < 𝛽 và 𝛾 < 𝛿, kí hiệu 𝐸 ≔ [𝛼, 𝛽 ] × [𝛾, 𝛿] là một hình chữ nhật nằm trong 

ℝ2. Giả sử Φ: 𝐸 → ℝ2 là một phép biến hình xác định bởi công thức Φ(𝑢, 𝑣) = (𝜙(𝑢), 𝜓(𝑣)) với mọi 

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, trong đó 𝜙: [𝛼, 𝛽] → ℝ và 𝜓: [𝛾, 𝛿] → ℝ là các hàm khả vi sao cho 𝜙′ là một hàm khả tích 

Riemann trên [𝛼, 𝛽] và 𝜓′ là một hàm khả tích Riemann trên [𝛾, 𝛿].  

     Khi đó, 𝐷 ≔ Φ(𝐸) là một hình chữ nhật nằm trong ℝ2 và Jacobian 𝐽(Φ) của phép biến hình Φ được tính 

bởi công thức 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) = 𝜙′(𝑢)𝜓′(𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸.  



      

    Hơn nữa: 

    𝑖′)  Nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm liên tục thì (𝑓 ∘ Φ)𝐽(Φ) là một hàm khả tích Riemann trên 𝐸 và 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝜙(𝛼),𝜙(𝛽)]×[𝜓(𝛾),𝜓(𝛿)]

= ∬ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣))𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

. 

    𝑖′′) Nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) ≠ 0 với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2 sao cho  

𝛼 < 𝑢 < 𝛽 và 𝛾 < 𝑣 < 𝛿 thì (𝑓 ∘ Φ)|𝐽(Φ)| là một hàm khả tích Riemann trên 𝐸 và 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= ∬ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣))|𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)|𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

.  

    ii) Giả sử 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ ℝ với 𝛼 < 𝛽 và 𝛾 < 𝛿, kí hiệu 𝐸 ≔ [𝛼, 𝛽 ] × [𝛾, 𝛿] là một hình chữ nhật nằm trong 

ℝ2. Giả sử Φ: 𝐸 → ℝ2 là một phép biến hình xác định bởi công thức Φ(𝑢, 𝑣) = (𝜓(𝑣), 𝜙(𝑢)) với mọi 

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, trong đó 𝜙: [𝛼, 𝛽] → ℝ và 𝜓: [𝛾, 𝛿] → ℝ là các hàm khả vi sao cho 𝜙′ là một hàm khả tích 

Riemann trên [𝛼, 𝛽] và 𝜓′ là một hàm khả tích Riemann trên [𝛾, 𝛿]. 

    Khi đó, 𝐷 ≔ Φ(𝐸) là một hình chữ nhật nằm trong ℝ2 và Jacobian 𝐽(Φ) của phép biến hình Φ được tính 

bởi công thức 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) = −𝜙′(𝑢)𝜓′(𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸. 

    Hơn nữa: 

    𝑖𝑖′)  Nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm liên tục thì (𝑓 ∘ Φ)𝐽(Φ) là một hàm khả tích Riemann trên 𝐸 và 

                 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝜓(𝛾),𝜓(𝛿)]×[𝜙(𝛼),𝜙(𝛽)]

= − ∬ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣))𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

. 

    𝑖𝑖′′) Nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) ≠ 0 với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2 sao cho  

𝛼 < 𝑢 < 𝛽 và 𝛾 < 𝑣 < 𝛿 thì (𝑓 ∘ Φ)|𝐽(Φ)| là một hàm khả tích Riemann trên 𝐸 và 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= ∬ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣))|𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)|𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

. 

    Chứng minh kết quả 1.16. 

    𝑖) Do 𝜙 và 𝜓 lần lượt là các hàm khả vi theo biến 𝑢 và 𝑣 nên 𝜙 và 𝜓 cũng là các hàm liên tục theo biến 𝑢 

và 𝑣. Như vậy, 𝜙([𝛼, 𝛽]) và 𝜓([𝑐, 𝑑]) là các khoảng con đóng và bị chặn trong ℝ. Kí hiệu [𝑎, 𝑏] ≔ 𝜙([𝛼, 𝛽]) 

và [𝑐, 𝑑] ≔ 𝜓([𝑐, 𝑑]).  

    Hiển nhiên, 𝐷 ≔ Φ(𝐸) chính là hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] trong ℝ2 và 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) = 𝜙′(𝑢)𝜓′(𝑣) với 

mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸. 

    𝑖′) Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm liên tục.  

    Xét hàm 𝐹: 𝐷 → ℝ xác định bởi công thức  

𝐹(𝑥, 𝑦): = ∬ 𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑(𝑠, 𝑡)
[𝑎,𝑥]×[𝑐,𝑦]

 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Từ Kết quả 1.14), 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑥𝑦 tồn tại và 𝐹𝑥𝑦 = 𝑓 trên 𝐷. 



 

    Xét hàm 𝐻: 𝐸 → ℝ xác định bởi công thức 𝐻 ≔ 𝐹 ∘ Φ.  

    Bằng cách áp dụng công thức đạo hàm hàm hợp cho hàm một biến, với mọi 𝑣 ∈ [𝛾, 𝛿], hàm 𝑢 ↦ 𝐻(𝑢, 𝑣) 

khả vi trên (𝛼, 𝛽) và 𝐻𝑢(𝑢0, 𝑣) = 𝐹𝑥(𝜙(𝑢0), 𝜓(𝑣))𝜙′(𝑢0). 

    Bằng cách áp dụng công thức đạo hàm hàm hợp cho hàm một biến, hàm 𝑣 ↦ 𝐻𝑢(𝑢0, 𝑣) khả vi trên (𝛼, 𝛽) 

và 𝐻𝑢𝑣(𝑢0, 𝑣0) = 𝐹𝑥𝑦(𝜙(𝑢0), 𝜓(𝑣0))𝜓′(𝑣0)𝜙′(𝑢0) = (𝑓 ∘ Φ)(𝑢0, 𝑣0)𝐽(Φ)(𝑢0, 𝑣0) với mọi (𝑢0, 𝑣0) ∈ ℝ2  

với 𝛼 < 𝛽 và 𝛾 < 𝛿. 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 1.13),  

                          ∬ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣))𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

= ∆(𝛼,𝛾)
(𝛽,𝛿)

𝐻, 

                     ⇒ ∬ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣))𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

= Δ
(𝜙(𝛼),𝜓(𝛾))

(𝜙(𝛽),𝜙(𝛿))
𝐹 

                                                                                  = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝜓(𝛾),𝜓(𝛿)]×[𝜙(𝛼),𝜙(𝛽)]

. 

    ii) Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) ≠ 0 với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2 với 𝛼 < 𝑢 < 𝛽 

và 𝛾 < 𝑣 < 𝛿. Xét hàm 𝑔: 𝐸 → ℝ xác định bởi công thức 𝑔 ≔ (𝑓 ∘ Φ)|𝐽(Φ)|. Ta sẽ chứng minh rằng 𝑔 là 

một hàm khả tích Riemann trên 𝐸 và ∬ 𝑔
𝐸

= ∬ 𝑓
𝐷

 bằng cách chỉ ra rằng 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝑔) và 𝑈(𝑔) ≤ 𝑈(𝑓). 

    Do 𝜙′(𝑢)𝜓′(𝑣) = 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) ≠ 0 nên 𝜙′(𝑢) ≠ 0 với mọi 𝑢 ∈ (𝛼, 𝛽) và 𝜓′(𝑣) ≠ 0 với mọi 𝑢 ∈ (𝛾, 𝛿).  

    Từ Định lí giá trị trung gian của hàm một biến, 𝜙′ không đổi dấu trong khoảng (𝛼, 𝛽) và  𝜓′ không đổi dấu 

trong khoảng (𝛾, 𝛿). Chúng ta sẽ xét bốn trường hợp có thể xảy ra như sau: 

    Trường hợp 1. 𝝓′(𝒖) > 0 với mọi 𝒖 ∈ (𝜶, 𝜷) và 𝝍′(𝒗) > 0 với mọi 𝒖 ∈ (𝜸, 𝜹). 

    Khi đó, 𝜙 là một hàm tăng thực sự trên (𝛼, 𝛽) và 𝜓 là một hàm tăng thực sự trên (𝛾, 𝛿), nên  

𝜙(𝛼) = 𝑎, 𝜙(𝛽) = 𝑏 và 𝜓(𝛾) = 𝑐, 𝜓(𝛿) = 𝑑. Giả sử 𝑃 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một 

phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

    Ta sẽ chứng minh rằng 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑔).  

    Kí hiệu 𝑢𝑖 ≔ 𝜙−1(𝑥𝑖)(𝑖 = 0,1, … , 𝑛) và 𝑣𝑗 ≔ 𝜙−1(𝑦𝑗)(𝑗 = 0,1, … , 𝑘). 

    Khi đó, {(𝑢𝑖, 𝑣𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch của [𝛼, 𝛽] × [𝛾, 𝛿].  

    Hơn nữa, 𝑓([𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗]) = (𝑓 ∘ Φ)([𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖] × [𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗]) và 𝑚𝑖𝑗(𝑓) = 𝑚𝑖𝑗(𝑓 ∘ Φ) với mọi 𝑖 =

0,1, … , 𝑛 và 𝑗 = 0,1, … , 𝑘. 

    Nhận thấy rằng ∬ 𝜙′(𝑢)𝜓′(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
[𝑢𝑖−1,𝑢𝑖]×[𝑣𝑗−1,𝑣𝑗]

= (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) và |𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)| =

𝜙′(𝑢)𝜓′(𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ [𝛼, 𝛽] × [𝛾, 𝛿] nên 

 



 

𝐿(𝑃, 𝑓) = ∑ ∑ 𝑚𝑖𝑗(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1   

                                                            = ∑ ∑ ∬ 𝑚𝑖𝑗(𝑓 ∘ Φ)|𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)|𝑑(𝑢, 𝑣)
[𝑢𝑖−1,𝑢𝑖]×[𝑣𝑗−1,𝑣𝑗]

𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 . 

    Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘, kí hiệu 𝑔𝑖,𝑗, ℎ𝑖,𝑗: [𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖] × [𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗] → ℝ là các hàm được xác định 

bởi các công thức 𝑔𝑖,𝑗(𝑢, 𝑣) ≔ 𝑔(𝑢, 𝑣) và ℎ𝑖,𝑗(𝑢, 𝑣): = 𝑚𝑖𝑗(𝑓 ∘ Φ)|𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)|.  

    Khi đó, ℎ𝑖,𝑗 khả tích Riemann trên [𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖] × [𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗] và ℎ𝑖,𝑗 ≤ 𝑔𝑖,𝑗, nên 

𝐿(𝑃, 𝑓) = ∑ ∑ ∬ ℎ𝑖,𝑗[𝑢𝑖−1,𝑢𝑖]×[𝑣𝑗−1,𝑣𝑗]
𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 ≤ ∑ ∑ 𝐿(ℎ𝑖,𝑗)𝑘

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 ≤ ∑ ∑ 𝐿(𝑔𝑖,𝑗)𝑘

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 . 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘, tồn tại một phần hoạch 𝑄𝑖𝑗 của 

[𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖] × [𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗] sao cho 𝐿(𝑔𝑖,𝑗) −
𝜀

𝑛𝑘
< 𝐿(𝑄𝑖𝑗, 𝑔𝑖,𝑗).  

    Giả sử 𝑄 là phân hoạch của [𝛼, 𝛽] × [𝛾, 𝛿] thu được bằng cách tổng hợp các phân hoạch 𝑄𝑖𝑗 của 

[𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖] × [𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗] (xem lại phép chứng minh của Kết quả 1.6). 

    Khi đó,  

∑ ∑ [𝐿(𝑔𝑖,𝑗) −
𝜀

𝑛𝑘
]𝑘

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 < ∑ ∑ 𝐿(𝑄𝑖𝑗 , 𝑔𝑖,𝑗)𝑘

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 ≤ 𝐿(𝑄, 𝑔). 

    Như vậy, 

𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ ∑ ∑ 𝐿(𝑔𝑖,𝑗)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 < 𝐿(𝑄, 𝑔) + 𝜀 ≤ 𝐿(𝑔) + 𝜀, với mọi 𝜀 > 0. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝐿(𝑔). Bằng cách lấy supremum trên tập hợp tất cả 

các phân hoạch 𝑃 ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝑔).  

    Lập luận tương tự, chúng ta cũng chứng minh được 𝑈(𝑔) ≤ 𝑈(𝑓).  

    Trường hợp 2. 𝝓′(𝒖) > 0 với mọi 𝒖 ∈ (𝜶, 𝜷) và 𝝍′(𝒗) < 0 với mọi 𝒖 ∈ (𝜸, 𝜹). 

    Khi đó, 𝜙 là một hàm tăng thực sự trên (𝛼, 𝛽) và 𝜓 là một hàm giảm thực sự trên (𝛾, 𝛿), nên  

𝜙(𝛼) = 𝑎, 𝜙(𝛽) = 𝑏 và 𝜓(𝛾) = 𝑑, 𝜓(𝛿) = 𝑐. Giả sử 𝑃 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một 

phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Kí hiệu 𝑢𝑖 ≔ 𝜙−1(𝑥𝑖)(𝑖 = 0,1, … , 𝑛) và 𝑣𝑗 ≔ 𝜙−1(𝑦𝑘−𝑗)(𝑗 = 0,1, … , 𝑘). 

    Khi đó, {(𝑢𝑖, 𝑣𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch của [𝛼, 𝛽] × [𝛾, 𝛿]. 

    Hơn nữa, 𝑓([𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑘−𝑗, 𝑦𝑘−𝑗+1]) = (𝑓 ∘ Φ)([𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖] × [𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗]) và 𝑚𝑖,𝑘−𝑗+1(𝑓) = 𝑚𝑖𝑗(𝑓 ∘ Φ) 

với mọi 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 và 𝑗 = 0,1, … , 𝑘. 

    Nhận thấy rằng ∬ 𝜙′(𝑢)𝜓′(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
[𝑢𝑖−1,𝑢𝑖]×[𝑣𝑗−1,𝑣𝑗]

= (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑘−𝑗 − 𝑦𝑘−𝑗+1) và 



 |𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)| = −𝜙′(𝑢)𝜓′(𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ [𝛼, 𝛽] × [𝛾, 𝛿] nên 

𝐿(𝑃, 𝑓) = ∑ ∑ 𝑚𝑖,𝑘−𝑗+1(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑘−𝑗+1 − 𝑦𝑘−𝑗)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1   

                                                    = ∑ ∑ ∬ 𝑚𝑖𝑗(𝑓 ∘ Φ)|𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)|𝑑(𝑢, 𝑣)
[𝑢𝑖−1,𝑢𝑖]×[𝑣𝑗−1,𝑣𝑗]

𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  

    Lập luận tương tự như trong trường hợp 1), 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝑔) và 𝑈(𝑔) ≤ 𝑈(𝑓).    

    Trường hợp 3. 𝝓′(𝒖) < 0 với mọi 𝒖 ∈ (𝜶, 𝜷) và 𝝍′(𝒗) > 0 với mọi 𝒖 ∈ (𝜸, 𝜹). 

    Lập luận tương tự như trong trường hợp 2). 

    Trường hợp 4. 𝝓′(𝒖) < 0 với mọi 𝒖 ∈ (𝜶, 𝜷) và 𝝍′(𝒗) < 0 với mọi 𝒖 ∈ (𝜸, 𝜹). 

    Lập luận tương tự như trong trường hợp 3). 

    Như vậy, 𝐿(𝑓) ≤ 𝐿(𝑔) ≤ 𝑈(𝑔) ≤ 𝑈(𝑓). Do 𝑓 là một hàm khả tích Riemann nên 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓), nghĩa là 

𝐿(𝑔) = 𝑈(𝑔) = ∬ 𝑓
𝐷

. Điều này chỉ ra rằng 𝑔 là một hàm khả tích Riemann và ∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑔
𝐸

.                    □           

    Tổng Riemann hai lớp. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm số bị chặn. Mặc dù chúng ta đã tận dụng rất tốt điều kiện Riemann 

để chứng minh hầu hết các kết quả quan trọng trong lý thuyết về phép tính tích phân Riemann cho hàm hai 

biến. Tuy nhiên, vẫn có một số khó khăn nhất định trong việc sử dụng nó để kiểm tra tính khả tích cho một 

hàm bị chặn cho trước tùy ý và nếu một hàm đã được chứng minh là khả tích thì việc tính tích phân Riemann 

cũng là cả một vấn đề. 

    Đầu tiên, với mỗi phân hoạch 𝑃𝑛,𝑘 = {(𝑢𝑖, 𝑣𝑖): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], 

chúng ta cần tính toán “cực tiểu” và “cực đại” của 𝑓 trên các hình chữ nhật con [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] (𝑖 =

1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 1, … , 𝑘). Nhiệm vụ này rất hiếm khi chúng ta có thể thực hiện được. Tiếp theo, chúng ta sẽ 

chọn một dãy các phân hoạch (𝑃𝑛,𝑘)
𝑛,𝑘∈ℕ

 sao cho 𝑈(𝑃𝑛,𝑘, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝑛,𝑘, 𝑓) → 0. Sau cùng, nếu 𝑓 thật sự là một 

hàm khả tích Riemann thì làm thế nào để chúng ta có thể đánh giá được giá trị của tích phân Riemann 

∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

.  

    Để giải quyết các vấn đề trên, chúng ta sẽ cần đến khái niệm tổng Riemann hai lớp như sau: 

    Giả sử 𝑃: = {(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và  

(𝑠𝑖 , 𝑡𝑗) là một điểm bất kì nằm trong hình chữ nhật con [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] (𝑖 = 1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 1, … , 𝑘).  

    Khi đó, 𝑆(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ 𝑓(𝑠𝑖, 𝑡𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  được gọi là một tổng Riemann hai lớp của 𝒇 

tương ứng với phân hoạch 𝑷. Nhận thấy rằng tổng Riemann hai lớp trên 𝑈(𝑃, 𝑓) và tổng Riemann hai lớp 

dưới 𝐿(𝑃, 𝑓) chỉ phụ thuộc vào phân hoạch 𝑃 và hàm 𝑓 còn tổng Riemann hai lớp 𝑆(𝑃, 𝑓) phụ thuộc cả phân 

hoạch 𝑃, hàm 𝑓 và cả cách lựa chọn điểm (𝑠𝑖, 𝑡𝑗) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] (𝑖 = 1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 1, … , 𝑘).  

    Hiển nhiên, 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑆(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓), với mọi phân hoạch 𝑃 ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 



    Đầu tiên, chúng ta sẽ trình bày tiêu chuẩn Cauchy về tính khả tích Riemann cho các tổng Riemann hai lớp: 

    Kết quả 1.18. (Cauchy) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn.  

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] khi và chỉ khi với mọi số thực dương 𝜀 > 0,  

tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho |𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓)| < 𝜀, với mọi tổng Riemann hai lớp 

𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) và 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓) của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃𝜀. 

    Chứng minh kết quả 1.18. 

    Giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. 

    Khi đó, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Giả sử 𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) và 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓) là các tổng Riemann hai lớp bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃𝜀. 

    Khi đó, 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) và 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓), nên  

|𝑆(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝑇(𝑃𝜀 , 𝑓)| ≤ 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓) < 𝜀. 

    Ngược lại, giả sử điều kiện nêu trong khẳng định trên là đúng. Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. 

    Giả sử 𝑃 = {(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho “hiệu 

giữa hai tổng Riemann hai lớp bất kì 𝑆(𝑃, 𝑓) và 𝑇(𝑃, 𝑓) của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃” nhỏ hơn 𝜀 3⁄ . 

    Hơn nữa, với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘, tồn tại một điểm (𝑠𝑖, 𝑡𝑗 ) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] sao cho 

𝑀𝑖,𝑗(𝑓) < 𝑓(𝑠𝑖, 𝑡𝑗 ) +
𝜀

3(𝑏−𝑎)(𝑑−𝑐)
. 

    Xét tổng Riemann hai lớp 𝑆(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ 𝑓(𝑠𝑖, 𝑡𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 . 

    Khi đó, 𝑈(𝑃, 𝑓) < 𝑆(𝑃, 𝑓) +
𝜀

3
. (điều này suy ra từ cách chọn các điểm (𝑠𝑖 , 𝑡𝑗) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] (𝑖 =

1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 1, … , 𝑘)) 

    Lập luận tương tự, với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘, tồn tại một điểm (𝑠𝑖̃, 𝑡𝑗̃) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] sao 

cho  

𝑚𝑖,𝑗(𝑓) > 𝑓(𝑠𝑖̃, 𝑡𝑗̃) −
𝜀

3(𝑏−𝑎)(𝑑−𝑐)
. 

    Xét tổng Riemann hai lớp 𝑇(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ 𝑓(𝑠𝑖̃, 𝑡𝑗̃)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 . 

    Khi đó, 𝐿(𝑃, 𝑓) > 𝑇(𝑃, 𝑓) −
𝜀

3
. (điều này suy ra từ cách chọn các điểm (𝑢𝑖, 𝑣𝑗) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] 

(𝑖 = 1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 1, … , 𝑘)) 

    Do 𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑇(𝑃, 𝑓) <
𝜀

3
 nên 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) < 𝑆(𝑃, 𝑓) +

𝜀

3
− 𝑇(𝑃, 𝑓) +

𝜀

3
<

𝜀

3
+

𝜀

3
+

𝜀

3
= 𝜀. 

    Như vậy, 𝑓 khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. (điều này suy ra từ điều kiện khả tích Riemann)              □                                                      



 

    Tiếp theo, chúng ta sẽ giải quyết câu hỏi thứ hai liên quan đến việc lựa chọn phân hoạch 𝑃 sao cho hiệu 

𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) đủ nhỏ. Phép phân tích trình bày ở đầu bài viết cũng gợi ý rằng chúng ta có thể bắt đầu với 

một phân hoạch 𝑃 bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và tinh chỉnh nó liên tục để đạt được phân hoạch 𝑃′ sao cho hiệu 

𝑈(𝑃′, 𝑓) − 𝐿(𝑃′ , 𝑓) đủ nhỏ. Để đạt được mục đích này, chúng ta sẽ nhắc lại khái niệm về đường kính 𝜇(𝑃) 

của một phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] (xem lại phép chứng minh của Kết quả 1.2): 

    Giả sử cho trước một phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], đường kính 𝜇(𝑃) của phân hoạch 𝑃 được định 

nghĩa là chiều dài lớn nhất trong số các cạnh của các hình chữ nhật con cảm sinh bởi 𝑃.  

    Về mặt hình thức, nếu 𝑃 = {(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} thì  

𝜇(𝑃) ≔ 𝑚𝑎𝑥{𝑥1 − 𝑥0, … 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1, 𝑦1 − 𝑦0, … , 𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1}. 

    Bây giờ, chúng ta sẽ chứng minh một dạng mở rộng của kết quả 1.2) nhằm phục vụ cho mục đích tinh 

chỉnh phân hoạch 𝑃 đã được giới thiệu trong phần đầu của bài viết.  Một cách nôm na, kết quả này phát biểu 

rằng nếu đường kính 𝜇(𝑃) của phân hoạch 𝑃 đủ nhỏ thì tổng Riemann hai lớp trên 𝑈(𝑃, 𝑓) xấp xỉ với tích 

phân Riemann hai lớp trên 𝑈(𝑓) và tổng Riemann hai lớp dưới 𝐿(𝑃, 𝑓) xấp xỉ với tích phân Riemann hai lớp 

dưới 𝐿(𝑓).   

    Kết quả 1.19. (Định lí Darboux cho tích phân Riemann hai lớp trên và tích phân Riemann hai lớp 

dưới)   

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn. 

    Khi đó, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho nếu 𝑃 là một phân hoạch 

của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 0 ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑓) < 𝜀 và 0 ≤ 𝐿(𝑓) − 𝐿(𝑃, 𝑓) < 𝜀. 

    Hơn nữa, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho nếu 𝑃 là một phân hoạch 

của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 𝐿(𝑓) − 𝜀 < 𝑆(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑓) + 𝜀, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann 

hai lớp bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃.            

    Chứng minh kết quả 1.19. 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. Từ cách định nghĩa của 𝑈(𝑓) và 𝐿(𝑓), tồn tại các phân hoạch 𝑃1 và 

𝑃2 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 𝑈(𝑃1, 𝑓) < 𝑈(𝑓) +
𝜀

2
 và 𝐿(𝑃2, 𝑓) > 𝐿(𝑓) −

𝜀

2
. Giả sử 𝑃0 là một phép mịn hóa 

chung của các phân hoạch 𝑃1 và 𝑃2. 

    Khi đó, 𝑈(𝑃0, 𝑓) < 𝑈(𝑓) +
𝜀

2
  và 𝐿(𝑃0, 𝑓) > 𝐿(𝑓) −

𝜀

2
 . (điều này suy ra từ khẳng định (i) của Kết quả 1.3) 

    Giả sử 𝛼 > 0 là một số thực dương sao cho |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝛼 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Kí hiệu: 

     𝑛0 ∶ là số điểm lưới của phân hoạch 𝑃0 nằm trong[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], 

        𝑙 ∶= 2(𝑏 − 𝑎 + 𝑑 − 𝑐) là chu vi của hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑],  

       𝛿 ≔ 𝜀 2𝛼𝑙𝑛0⁄ . 



 

    Giả sử 𝑃 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 

𝜇(𝑃) < 𝛿. Giả sử 𝑃∗ là phép mịn hóa chung của 𝑃 và 𝑃0. 

    Khi đó, 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) và 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃0, 𝑓). (điều này suy ra từ khẳng định (i) của Kết quả 1.3) 

    Nhận thấy rằng những đóng góp vào hiệu 𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) chỉ có thể phát sinh khi có một điểm (𝑥∗, 𝑦∗) 

của phân hoạch 𝑃0 nằm trong một hình chữ nhật con [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] gây ra bởi phân hoạch 𝑃.  

    Từ Kết quả 1.2), tổng những đóng góp gây ra bởi việc bổ sung điểm (𝑥∗, 𝑦∗) vào [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] tối 

đa không vượt quá 𝛼𝑙𝜇(𝑃).  

    Do tổng số điểm của phân hoạch 𝑃0 nằm trong [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] là 𝑛0 nên chúng ta có 

𝑈(𝑃, 𝑓) − 𝑈(𝑃∗, 𝑓) ≤ 𝑛0𝛼𝑙𝜇(𝑃) < 𝛼𝑙𝑛0𝛿 =
𝜀

2
 . 

    Như vậy, nếu 𝑃 là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 

𝑈(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑃∗, 𝑓) +
𝜀

2
≤ 𝑈(𝑃0, 𝑓) +

𝜀

2
< 𝑈(𝑓) +

𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝑈(𝑓) + 𝜀. 

    Lập luận tương tự, nếu 𝑃 là một phân hoạch bất kì của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 𝐿(𝑃, 𝑓) > 𝐿(𝑓) − 𝜀. 

    Hơn nữa, nếu 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann hai lớp bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑] với 𝜇(𝑃) < 𝛿 thì 𝐿(𝑓) − 𝜀 < 𝑆(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑓) + 𝜀.                                                                                   □       

    Kết quả 1.20. (Định Darboux cho tích phân Riemann hai lớp) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm bị chặn.  

    Khi đó, nếu 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại 

một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑆(𝑃, 𝑓) − ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

| < 𝜀, với mọi phân hoạch 𝑃 của 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với 𝜇(𝑃) < 𝛿, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann hai lớp bất kì của 𝑓 tương ứng với phân 

hoạch 𝑃.  

    Ngược lại, giả sử tồn tại một số thực 𝑟 ∈ ℝ thỏa mãn điều kiện: “Với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một 

phân hoạch 𝑃 ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho |𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑟| < 𝜀, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann hai lớp bất kì 

của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].” 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và tích phân Riemann của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 

bằng 𝑟.     

    Chứng minh kết quả 1.20.  

    Giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0. 

    Từ Kết quả 1.19), tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho 𝐿(𝑓) − 𝜀 < 𝑆(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑓) + 𝜀 với mọi phân 

hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với 𝜇(𝑃) < 𝛿, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann hai lớp bất kì của 𝑓 tương 

ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  



    Do ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

− 𝜀 = 𝐿(𝑓) − 𝜀 < 𝑆(𝑃, 𝑓) < 𝑈(𝑓) + 𝜀 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

+ 𝜀 nên 

chúng ta suy ra điều phải chứng minh. 

    Ngược lại, giả sử tồn tại số thực 𝑟 ∈ ℝ thỏa mãn điều kiện đã nêu.  

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0 và 𝑃 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch 

của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho |𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑟| < 𝜀, trong đó 𝑆(𝑃, 𝑓) là một tổng Riemann hai lớp bất kì của 𝑓 tương 

ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Nếu 𝑆(𝑃, 𝑓) và 𝑇(𝑃, 𝑓) là các tổng Riemann hai lớp bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃 của [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑] thì               

|𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑇(𝑃, 𝑓)| ≤ |𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝑟| + |𝑇(𝑃, 𝑓) − 𝑟| < 𝜀 + 𝜀 = 2𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 >0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] (điều này 

suy ra từ Kết quả 1.18).  

    Để chứng minh tích phân Riemann của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] bằng 𝑟, chúng ta lưu ý rằng tồn tại các điểm 

(𝑠𝑖 , 𝑡𝑗), (𝑠𝑖̃, 𝑡𝑗̃) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] (𝑖 = 1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 1, … , 𝑘) sao cho nếu chúng ta đặt                             

 𝑆(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ 𝑓(𝑠𝑖 , 𝑡𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  và 𝑇(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ 𝑓(𝑠𝑖̃, 𝑡𝑗̃)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)𝑘

𝑗=1
𝑛
𝑖=1  

   thì 𝑈(𝑃, 𝑓) < 𝑆(𝑃, 𝑓) + 𝜀 và 𝑇(𝑃, 𝑓) − 𝜀 < 𝐿(𝑈, 𝑓). (xem lại phép chứng minh của Kết quả 1.18) 

    Do 𝐿(𝑈, 𝑓) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) nên  

𝑟 − 2𝜀 < 𝑇(𝑃, 𝑓) − 𝜀 < ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

<  𝑆(𝑃, 𝑓) + 𝜀 < 𝑟 + 2𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có giá trị nhỏ tùy ý nên tích phân Riemann của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] phải bằng 𝑟.□ 

    Kết quả 1.21. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và (𝑃𝑛) là một dãy các phân hoạch của [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑] sao cho 𝜇(𝑃𝑛) → 0. Khi đó, 𝑆(𝑃𝑛 , 𝑓) → ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

, trong đó 𝑆(𝑃𝑛 , 𝑓) là một tổng 

Riemann hai lớp bất kì của 𝑓 tương ứng với phân hoạch 𝑃𝑛. 

    Chứng minh kết quả 1.21. 

    Kí hiệu 𝐼(𝑓) là tích phân Riemann của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0. 

    Từ Kết quả 1.20), tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑆(𝑃, 𝑓) − 𝐼(𝑓)| < 𝜀 với mọi phân hoạch 𝑃 của 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] với 𝜇(𝑃) < 𝛿. Do 𝜇(𝑃𝑛) → 0 nên tồn tại một số tự nhiên 𝑛0 ∈ ℕ sao cho 𝜇(𝑃𝑛) < 𝛿 với mọi 

𝑛 ≥ 𝑛0. Như vậy, |𝑆(𝑃𝑛 , 𝑓) − 𝐼(𝑓)| < 𝜀 với mọi 𝑛 ≥ 𝑛0, nên 𝑆(𝑃𝑛 , 𝑓) → 𝐼(𝑓).                                                □   

 

   



    2. Tích phân hai lớp trên các tập bị chặn. 

    Trong mục này của bài viết, chúng ta sẽ chỉ ra cách để mở rộng các kết quả lý thuyết về tích phân hai lớp 

trên các hình chữ nhật đã được phát triển trong mục 1) cho các tích phân hai lớp trên một tập con bị chặn 𝐷 

bất kì nằm trong ℝ2.  

    Ý tưởng ở đây của chúng ta là sẽ mở rộng hàm 𝑓: 𝐷 → ℝ lên thành một hàm 𝑓∗: 𝑅 → ℝ  sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 với 

𝑅 là một hình chữ nhật nào đó như sau:   

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn.  

    Xét một hình chữ nhật 𝑅 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và hàm 𝑓∗: 𝑅 → ℝ xác định bởi công thức 

𝑓∗(𝑥, 𝑦) ≔ {
𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,

0, 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦) ∉ 𝐷.
 

    Hàm 𝑓 được gọi là khả tích Riemann trên 𝑫 nếu 𝑓∗ là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅 và tích phân 

Riemann của hàm 𝒇 trên 𝑫 được định nghĩa bằng tích phân Riemann của hàm 𝑓∗ trên 𝑅, nghĩa là 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

: = ∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝑅

  

    Mặc dù có đôi chút khác biệt trong cách chúng ta định nghĩa khái niệm tích phân Riemann trên một tập bị 

chặn 𝐷 so với cách chúng ta định nghĩa khái niệm tích phân Riemann trên một hình chữ nhật 𝑅 như ở mục 1). 

    Tuy nhiên, chúng ta có thể chứng minh được tích khả tích của hàm 𝑓 trên 𝐷 và giá trị của tích phân 

Riemann hai lớp ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

 hoàn toàn không phụ thuộc vào cách chọn hình chữ nhật 𝑅 nêu trong 

định nghĩa ở trên. 

    Kí hiệu: 

         𝑎1 ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑥 ∈ ℝ: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 𝑣ớ𝑖 𝑚ọ𝑖 𝑦 ∈ ℝ}, 

         𝑏1 ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑥 ∈ ℝ: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 𝑣ớ𝑖 𝑚ọ𝑖 𝑦 ∈ ℝ}, 

         𝑐1 ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑦 ∈ ℝ: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 𝑣ớ𝑖 𝑚ọ𝑖 𝑥 ∈ ℝ}, 

        𝑑1 ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑦 ∈ ℝ: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 𝑣ớ𝑖 𝑚ọ𝑖 𝑥 ∈ ℝ}. 

    Xét hình chữ nhật 𝑅1 ≔ [𝑎1, 𝑏1] × [𝑐1, 𝑑1]. Hiển nhiên, 𝑅1 được xác định duy nhất từ tập bị chặn 𝐷.  

    Giả sử 𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 𝑓∗: 𝑅 → ℝ là hàm 

mở rộng của 𝑓: 𝐷 → ℝ.                                                                   

    Khi đó, 𝑎 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑏1 ≤ 𝑏 và 𝑐 ≤ 𝑐1 ≤ 𝑑1 ≤ 𝑑, nghĩa là 𝑅1 ⊆ 𝑅. 

    Để chứng minh tính đúng đắn của cách định nghĩa trên, chúng ta sẽ chứng minh rằng 𝑓∗ là một hàm khả 

tích Riemann trên 𝑅 khi và chỉ khi 𝑓1
∗ ≔ 𝑓|𝑅1

∗  là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅1.  

    Hơn nữa, ∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝑅

= ∬ 𝑓1
∗(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)

𝑅1
. 

 



    Trường hợp 1. 𝒂𝟏 = 𝒃𝟏 hoặc 𝒄𝟏 = 𝒅𝟏. 

    Khi đó, 𝑓∗(𝑥, 𝑦) = 0 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ngoại trừ trường hợp 𝑥 = 𝑎1 hoặc 𝑦 = 𝑐1. Hiển nhiên, 𝑓∗ là một 

hàm khả tích Riemann trên 𝑅 và ∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝑅

= 0. Đồng thời, 𝑓1
∗ cũng là một hàm khả tích Riemann 

trên 𝑅1 và ∬ 𝑓1
∗(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)

𝑅1
= 0. 

    Trường hợp 2. 𝒂𝟏 < 𝒃𝟏 và 𝒄𝟏 < 𝒅𝟏. 

    Nếu 𝑅1 = 𝑅 thì tính đúng đắn của khẳng định trên là hiển nhiên.  

    Không giảm tính tổng quát của vấn đề, giả sử hình chữ nhật 𝑅1 chia hình chữ nhật 𝑅 thành 𝑝 hình chữ nhật 

con khác nhau trong đó 𝑝 = 2,3,4,6 hoặc 9 phụ thuộc vào việc 𝑎 = 𝑎1, 𝑏 = 𝑏1, 𝑐 = 𝑐1, 𝑑 = 𝑑1. Hiển nhiên, 𝑅1 

là một trong 𝑝 hình chữ nhật con này.  

 

Hình vẽ minh họa. 

    Từ Kết quả 1.6), 𝑓∗ khả tích Riemann trên 𝑅 khi và chỉ khi 𝑓∗ khả tích Riemann trên mỗi hình chữ nhật 

con này và tích phân Riemann của 𝑓∗ trên 𝑅 bằng tổng các tích phân Riemann của 𝑓∗ trên các hình chữ nhật 

con này. Giả sử 𝑅2 là một hình chữ nhật con nào đó của 𝑅 khác 𝑅1. Khi đó, 𝑓∗(𝑥, 𝑦) = 0, với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 

ngoại trừ các điểm nằm trên biên của hình chữ nhật 𝑅2. Như vậy, 𝑓∗ khả tích Riemann trên 𝑅2 và tích phân 

Riemann của 𝑓 trên 𝑅2 bằng 0. Điều này chứng minh tính đúng đắn của định nghĩa tích phân nêu ở trên.       □ 

    Tiếp theo, chúng ta sẽ khảo sát các tính chất đại số và thứ tự của các tích phân Riemann hai lớp trên các tập 

bị chặn bất kì (xem lại phép chứng minh của các Kết quả 1.9) và 1.10)): 

    Kết quả 2.1. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2 và 𝑓, 𝑔: 𝐷 → ℝ là các hàm khả tích Riemann. Khi đó: 

    i)    𝑓 + 𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và ∬ (𝑓 + 𝑔)
𝐷

= ∬ 𝑓
𝐷

+ ∬ 𝑔
𝐷

. 

    ii)   𝑟𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 với mọi 𝑟 ∈ ℝ và ∬ (𝑟𝑓)
𝐷

= 𝑟 ∬ 𝑓
𝐷

. 

    iii)  𝑓𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷. 

    iv)  nếu tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≥ 𝛿 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 thì 1 𝑓⁄  là một hàm khả 

tích Riemann trên 𝐷. 



    v)   nếu 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 thì 𝑓
1

𝑘 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 với mọi 𝑘 ∈ ℕ. 

    vi)  nếu 𝑓 ≤ 𝑔 trên 𝐷 thì ∬ 𝑓
𝐷

≤ ∬ 𝑔
𝐷

. 

    vii) hàm |𝑓| khả tích Riemann trên 𝐷 và |∬ 𝑓
𝐷

| ≤ ∬ |𝑓|
𝐷

. 

    Chứng minh kết quả 2.1. 

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 𝑓∗, 𝑔∗, (𝑓 + 𝑔)∗, (𝑟𝑓)∗, (𝑓𝑔)∗ lần lượt 

là các hàm mở rộng của 𝑓, 𝑔, 𝑓 + 𝑔, 𝑟𝑓, 𝑓𝑔 lên 𝑅 bằng cách đặt các hàm 𝑓∗, 𝑔∗, (𝑓 + 𝑔)∗, (𝑟𝑓)∗, (𝑓𝑔)∗ bằng 0 

tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ . Hiển nhiên, (𝑓 + 𝑔)∗ = 𝑓∗ + 𝑔∗, (𝑟𝑓)∗ = 𝑟𝑓∗, (𝑓𝑔)∗ = 𝑓∗𝑔∗ trên 𝑅.  

    Khi đó, các khẳng định (i), (ii), (ii) của Kết quả 2.1) là hệ quả trực tiếp của Kết quả 1.9). 

    iv) Giả sử tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≥ 𝛿 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 và ℎ ≔ 1 𝑓⁄  trên 𝐷. 

    Xét hàm ℎ∗: 𝑅 → ℝ thu được bằng cách mở rộng hàm ℎ: 𝐷 → ℝ theo cách sau 

ℎ∗(𝑥, 𝑦) ≔ {
ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,

0, 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦) ∉ 𝐷.
 

    Phép chứng minh cho khẳng định iv) được sửa đổi lại từ phép chứng minh cho khẳng định iv) của  

Kết quả 1.9) như sau: 

    Giả sử 𝑃 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch bất kì của hình chữ nhật 𝑅. 

    Nhận thấy rằng, với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑗 = 1, … , 𝑘 và (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], 

ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) ≤
1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)]. 

    Thật vậy, chúng ta sẽ xét bốn trường hợp có thể xảy ra sau đây: 

    Trường hợp 1. (𝒙, 𝒚) ∈ 𝑫 và (𝒖, 𝒗) ∈ 𝑫. 

    Khi đó, 𝑓∗(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤  𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) và 𝑓∗(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑢, 𝑣) ≥ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗), nên  

ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) =
𝑓(𝑢,𝑣)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥,𝑦)𝑓(𝑢,𝑣)
≤

|𝑓(𝑢,𝑣)−𝑓(𝑥,𝑦)|

|𝑓(𝑥,𝑦)||𝑓(𝑢,𝑣)|
≤

1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)]. 

    Trường hợp 2. (𝒙, 𝒚) ∉ 𝑫 và (𝒖, 𝒗) ∉ 𝑫. 

    Khi đó, ℎ∗(𝑥, 𝑦) = ℎ∗(𝑢, 𝑣) = 0 và 𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗) ≥ 0, nên  

ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) ≤
1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)]. 

    Trường hợp 3. (𝒙, 𝒚) ∈ 𝑫 và (𝒖, 𝒗) ∉ 𝑫. 

    Khi đó, ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) = 1 𝑓(𝑥, 𝑦)⁄ . 

    Nếu 𝑓(𝑥, 𝑦) < 0 thì ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) = 1 𝑓(𝑥, 𝑦)⁄ < 0 ≤
1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)]. 



    Nếu 𝑓(𝑥, 𝑦) > 0 thì 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝛿, nên 𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) ≥ 𝛿. Hơn nữa, do (𝑢, 𝑣) ∉ 𝐷 nên 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗) ≤ 0. 

    Như vậy,  

ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) ≤
1

𝛿
≤

𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗)

𝛿2
≤

1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)]. 

    Trường hợp 4. (𝒙, 𝒚) ∉ 𝑫 và (𝒖, 𝒗) ∈ 𝑫. 

    Khi đó, ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) = −1 𝑓(𝑢, 𝑣)⁄ . 

    Nếu 𝑓(𝑢, 𝑣) > 0 thì ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) = −1 𝑓(𝑢, 𝑣)⁄ < 0 ≤
1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)]. 

    Nếu 𝑓(𝑢, 𝑣) < 0 thì 𝑓(𝑢, 𝑣) ≤ −𝛿, nên 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗) ≤ −𝛿. Hơn nữa, do (𝑥, 𝑦) ∉ 𝐷 nên 𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) ≥ 0. 

    Như vậy,  

ℎ∗(𝑥, 𝑦) − ℎ∗(𝑢, 𝑣) ≤
1

𝛿
≤ −

𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)

𝛿2
≤

1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)]. 

    Phần tiếp theo của phép chứng minh được thực hiện tương tự như phép chứng minh của khẳng định (iv) 

của Kết quả 1.9): 

    Bằng cách lấy supremum (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và infimum (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗], chúng 

ta thu được 

𝑀𝑖,𝑗(ℎ∗) − 𝑚𝑖,𝑗(ℎ∗) ≤
1

𝛿2
[𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) − 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)]. 

    Bằng cách nhân cả hai vế đánh giá trên với (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) và lấy tổng hai lớp từ 𝑖 = 1 đến 𝑖 = 𝑛 

và từ 𝑗 = 1 đến 𝑗 = 𝑛, chúng ta thu được 

𝑈(𝑃, ℎ∗) − 𝐿(𝑃, ℎ∗) ≤
1

𝛿2
[𝑈(𝑃, 𝑓∗) − 𝐿(𝑃, 𝑓∗)]. 

    Do 𝑓∗ khả tích Riemann trên trên 𝑅 nên ℎ∗ cũng sẽ khả tích Riemann trên 𝑅. Nói cách khác, ℎ là một hàm 

khả tích Riemann trên 𝐷. 

    Phép chứng minh cho khẳng định (v) có thể được suy ra từ khẳng định (v) của Kết quả 1.9) bằng cách nhận 

xét rằng nếu 𝑓 ≥ 0 trên 𝐷 thì 𝑓∗ ≥ 0 trên 𝑅 và (𝑓
1

𝑘)
∗

= (𝑓∗)
1

𝑘. 

    Phép chứng minh cho các khẳng định (vi) và (vii) có thể được suy ra từ các khẳng định (i) và (ii) của Kết 

quả 1.10) bằng cách nhận xét rằng nếu 𝑓 ≤ 𝑔 trên 𝐷 thì 𝑓∗ ≤ 𝑔∗ và |𝑓|∗ = |𝑓∗|.                                              □  

    Nhận xét rằng không có cách nào đơn giản để có thể biểu diễn tích phân Riemann của hàm 𝑓𝑔 theo tích 

phân Riemann của 𝑓 và 𝑔. Nếu chúng ta muốn có được một dạng biểu diễn như vậy thì một điều tất yếu là 

chúng ta buộc phải bổ sung thêm một số điều kiện phụ cho các hàm 𝑓 và 𝑔. Phương pháp biểu diễn sẽ được 

trình bày chi tiết hơn trong một bài viêt khác.  

 

 



    Với cách kí hiệu và các giả thiết nêu ở trên, chúng ta có thể chứng minh được rằng hàm (𝑓 − 𝑔) cũng là 

một khả tích Riemann trên 𝐷 và ∬ (𝑓 − 𝑔)
𝐷

= ∬ 𝑓
𝐷

− ∬ 𝑔
𝐷

 (điều này suy ra từ sự kết hợp của các khẳng 

định (i) và (ii) của Kết quả 2.1). Hơn nữa, với mọi 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓𝑛 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 (điều này 

suy ra từ việc áp dụng liên tiếp khẳng định (iii) của Kết quả 2.1). Tương tự, nếu tồn tại một số thực dương 

𝛿 > 0 sao cho |𝑔(𝑥, 𝑦)| ≥ 𝛿 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 thì 𝑓 𝑔⁄  cũng là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 (điều này 

suy ra từ sự kết hợp của các khẳng định (iii) và (iv)). Đồng thời, nếu 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 thì, với 

mọi 𝑟 ∈ ℚ+, 𝑓𝑟 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 (điều này suy ra từ việc mọi số hữu tỉ dương 𝑟 ∈ ℚ+ đều 

biểu diễn được dưới dạng 𝑟 = 𝑛 𝑘⁄  với 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ và sự kết hợp của các khẳng định (iii) và (v)). 

    Từ Kết quả 2.1), tính khả tích Riemann được bảo toàn qua các toán tử " + ", " − ", " ∙ ", " ∕ "  tương tự như 

việc tính liên tục và tính khả vi được bảo toàn qua các toán tử " + ", " − ", " ∙ ", " ∕ " đã được biết đến từ 

trước. Tuy nhiên, phép hợp thành của hai hàm khả tích Riemann không nhất thiết phải là một hàm khả tích 

Riemann trong khi phép hợp thành của hai hàm liên tục (hoặc hai hàm khả vi) thì luôn là một hàm liên tục 

(hoặc hàm khả vi). 

    Nhận thấy rằng mọi hàm số 𝑓: 𝐷 → ℝ đều có thể biểu diễn lại dưới dạng 𝑓 = 𝑓+ − 𝑓−, trong đó  

𝑓+ =
|𝑓|+𝑓

2
 và 𝑓+ =

|𝑓|−𝑓

2
 là các hàm số không âm xác định trên 𝐷 bởi công thức 𝑓+(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑥, 𝑦), 0} 

và 𝑓−(𝑥) = −𝑚𝑖𝑛{𝑓(𝑥, 𝑦), 0} với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Các hàm 𝑓+ và 𝑓− lần lượt được gọi là phần dương và 

phần âm của hàm 𝑓. Từ khẳng định (i), (ii) và (vii) của Kết quả 2.1), hàm 𝑓 sẽ khả tích Riemann khi và chỉ 

khi 𝑓+ và 𝑓− đều là các hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và 

∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑓+
𝐷

− ∬ 𝑓−
𝐷

  và ∬ |𝑓|
𝐷

= ∬ 𝑓+
𝐷

+ ∬ 𝑓−
𝐷

.   

    Tính chất này đóng một vai trò quan trọng trong quá trình mở rộng từ khái niệm tích phân Riemann lên tích 

phân Lebègue (dạng khái quát thông dụng nhất của tích phân Riemann trong các vấn đề về khoa học – kỹ 

thuật). 

    Định lí Fubini trên các miền sơ cấp 

    Trong mục 1), chúng ta đã giới thiệu định lí Fubini để tính toán tích phân hai lớp trên các hình chữ nhật 

bằng cách chuyển nó thành một tích phân lặp. Trong mục 2), chúng ta sẽ mở rộng phương pháp tính toán nêu 

trên để áp dụng cho một số tập bị chặn đặc biệt thường gặp trong ứng dụng. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2. 𝐷 được gọi là một miền sơ cấp nếu tồn tại các hàm khả tích 

Riemann 𝜙1, 𝜙2: [𝑎, 𝑏] → ℝ sao cho 𝜙1 ≤ 𝜙2 và 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 𝑣à 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)}  

hoặc tồn tại các hàm khả tích Riemann 𝜓1, 𝜓2: [𝑐, 𝑑] → ℝ sao cho 𝜓1 ≤ 𝜓2 và {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝜓1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤

𝜓2(𝑦) 𝑣à 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}. 

    Nói một cách nôm na, 𝐷 được gọi là một miền sơ cấp nếu tồn tại các số thực 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ sao cho, với mọi 𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏], lát cắt dọc của 𝐷 tại 𝑥 là một khoảng đóng và bị chặn hoặc tồn tại các số thực 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ sao cho, với 

mọi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], lát cắt ngang của 𝐷 tại 𝑦 là một khoảng đóng và bị chặn. 

     



 

Hình ảnh minh họa các miền sơ cấp. 

    Kết quả 2.2. (Định lí Fubini trên các miền sơ cấp) 

    Giả sử 𝐷 là một miền sơ cấp nằm trong ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann. Khi đó: 

    i)  Nếu 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 𝑣à 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)} trong đó 𝜙1, 𝜙2: [𝑎, 𝑏] → ℝ là các hàm khả 

tích Riemann sao cho 𝜙1 ≤ 𝜙2 và, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
 thì 

∬ 𝑓
𝐷

(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    ii) Nếu 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝜓1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜓2(𝑦) 𝑣à 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} trong đó 𝜓1, 𝜓2: [𝑐, 𝑑] → ℝ là các hàm khả 

tích Riemann sao cho 𝜓1 ≤ 𝜓2 và, với mọi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝜓1(𝑦)

𝜓2(𝑦)
 thì 

∬ 𝑓
𝐷

(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝜓1(𝑦)

𝜓2(𝑦)
)

𝑏

𝑎
𝑑𝑦. 

    Chứng minh kết quả 2.2. 

    i)  Giả sử 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 𝑣à 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)}, 𝜙1, 𝜙2: [𝑎, 𝑏] → ℝ là các hàm khả tích 

Riemann. Hơn nữa, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
 tồn tại. 

    Nếu chúng ta kí hiệu 𝑐 ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝜙1(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} và 𝑑 ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝜙1(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} thì 𝑐 ≤ 𝑑. 

    Xét hình chữ nhật 𝑅 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và, với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], hàm 𝑓∗: 𝑅 → ℝ xác định bởi công thức                                                            

𝑓∗(𝑥, 𝑦) ≔ {
𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑛ế𝑢 𝑦 ∈ [𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥)],

0, 𝑛ế𝑢 𝑦 ∈ [𝑐, 𝜙1(𝑥))⋃(𝜙2(𝑥), 𝑑].
 

    Từ tính chất cộng miền của tích phân Riemann cho các hàm một biến, với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân 

Riemann ∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
 và 

∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
= ∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝜙1(𝑥)

𝑐
+ ∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
+ ∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝜙2(𝑥)
= ∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
. 

 



    Áp dụng định lí Fubini trên các hình chữ nhật cho 𝑓∗, 

∬ 𝑓∗
𝑅

(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
   

⇒ ∬ 𝑓∗
𝑅

(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

                                              ⇒  ∬ 𝑓
𝐷

(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

    ii) Phép chứng minh được thực hiện tương tự như trong khẳng định (i) của Kết quả 2.2).                             □ 

    Tập có độ đo bằng không trong ℝ𝟐. 

    Nhắc lại rằng tập bị chặn 𝐶 ∈ ℝ được gọi là một tập có độ đo bằng không nếu, với mọi số thực dương 

𝜀 > 0, tồn tại một tập hữu hạn các khoảng con đóng phủ kín tập 𝐶 và tổng độ dài của chúng nhỏ hơn 𝜀.  

    Ta có thể chứng minh được kết quả sau:  

   “Nếu tập các điểm gián đoạn của một hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là không quá đếm được thì 𝑓 là một hàm khả tích 

Riemann trên [𝑎, 𝑏].”  

(xem lại phép chứng minh Kết quả 2.2 trong bài viết “Phép tính tích phân Riemann hàm một biến”) 

    Tổng quá hơn, chúng ta cũng có thể chứng minh được: 

   “Nếu tập các điểm gián đoạn của một hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một tập có độ đo bằng không thì 𝑓 là một hàm 

khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏].”  

    Bây giờ, chúng ta sẽ giới thiệu một dạng tương tự của khái niệm tập có độ đo bằng không cho các tập con 

của ℝ2: 

    Tập bị chặn 𝐸 ∈ ℝ2 được gọi là một tập có độ đo bằng không nếu, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại 

một tập hữu hạn các hình chữ nhật đóng phủ kín tập 𝐸 và tổng diện tích của chúng nhỏ hơn 𝜀. 

    Đầu tiên, chúng ta sẽ liệt kê một số tính chất cơ bản của các tập con có độ đo bằng không trong ℝ2: 

    Kết quả 2.3. 

    Giả sử 𝐸 là một tập con trong ℝ2. Khi đó: 

    i)   Nếu 𝐸 là một tập có độ đo bằng không thì mọi tập con của 𝐸 cũng là một tập có độ đo bằng không. 

    ii)  Nếu 𝐸 là hợp hữu hạn của các tập có độ đo bằng không thì 𝐸 cũng là một tập có độ đo bằng không. 

    iii) Nếu 𝐸 là một tập có độ đo bằng không thì bao đóng 𝐸̅ cũng là một tập có độ đo bằng không. 

    iv) 𝐸 là một tập có độ đo bằng không khi và chỉ khi 𝐸 không có chứa điểm trong và biên 𝜕𝐸 là một tập có 

độ đo bằng không. 

    v)  Nếu 𝐸 = 𝐶 × 𝐷 với 𝐶 ⊆ ℝ là một tập có độ đo bằng không và 𝐷 ⊆ ℝ là một tập bị chặn thì 𝐸 là cũng 

một tập có độ đo bằng không. 



    Chứng minh kết quả 2.3. 

    Khẳng định i) và ii) là các hệ quả đơn giản có thể được suy ra trực tiếp từ định nghĩa về một tập có độ đo 

bằng không. 

    iii) Nhận thấy rằng các hình chữ nhật con đóng đều là các tập đóng trong ℝ2 nên 𝐸 được chứa trong hợp 

hữu hạn của các hình chữ nhật đóng nào đó thì 𝐸̅ cũng được chứa trong hợp hữu hạn này. Điều này chỉ ra 

rằng nếu 𝐸 là một tập có độ đo bằng không thì bao đóng 𝐸̅ của nó cũng là một tập có độ đo bằng không   

    iv) Giả sử 𝐸 là một tập có độ đo bằng không. Khi đó, 𝐸̅ cũng là một tập có độ đo bằng không.  

    Do 𝐸̅ = 𝐸 ∪ 𝜕𝐸 nên 𝜕𝐸 cũng là một tập có độ đo bằng không (điều này suy ra từ khẳng định (i) của Kết 

quả 2.3). Hơn nữa, nếu (𝑥0, 𝑦0) là một điểm trong của 𝐸 thì tồn tại một hình chữ nhật đóng 𝑅 sao cho 

(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑅 ⊆ 𝐸. Nếu chúng ta chọn số thực dương 𝜀 > 0 có giá trị nhỏ hơn diện tích của hình chữ nhật 𝑅 

thì chúng ta không thể phủ 𝐸 bởi một hợp hữu hạn các hình chữ nhật có tổng diện tích nhỏ hơn 𝜀. Như vậy, 𝐸 

không có chứa điểm trong. 

    Ngược lại, giả sử 𝐸 không có chứa điểm trong và biên 𝜕𝐸 là một tập có độ đo bằng không. Do mọi điểm 

của 𝐸 hoặc là một điểm trong của 𝐸 hoặc là một điểm biên của 𝐸 nên 𝐸 ⊆ 𝜕𝐸.  

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 2.3), 𝐸 là một tập có độ đo bằng không.      

    v) Giả sử 𝐸 = 𝐶 × 𝐷 với 𝐶 ⊆ ℝ là một tập có độ đo bằng không và 𝐷 ⊆ ℝ là một tập bị chặn.  

    Khi đó, tồn tại các số thực 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ với 𝛼 < 𝛽 sao cho 𝐷 ⊆ [𝛼, 𝛽]. 

    Giả sử cho trước số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại các đoạn con đóng [𝑎1, 𝑏1], … . , [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛] sao cho hợp của 

chúng chứa 𝐶 và tổng độ dài của chúng nhỏ hơn 𝜀 (𝛽 − 𝛼)⁄ . 

    Khi đó, hợp của các hình chữ nhật [𝑎1, 𝑏1] × [𝛼, 𝛽], … . , [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛] × [𝛼, 𝛽] sẽ phủ kín 𝐸 và tổng diện tích các 

hình chữ nhật này sẽ nhỏ hơn 𝜀, nghĩa là 𝐸 là một tập có độ đo bằng không.                                                     □     

    Kết quả 2.4. 

    Giả sử 𝐸1 và 𝐸2 là các tập con của ℝ2 sao cho 𝜕𝐸1 và 𝜕𝐸2 là các tập có độ đo bằng không.  

    Khi đó, 𝜕(𝐸1⋃𝐸2), 𝜕(𝐸1⋂𝐸2), 𝜕(𝐸1 𝐸2⁄ ) là các tập có độ đo bằng không. 

    Chứng minh kết quả 2.4. 

    Nhận thấy rằng 𝜕(𝐸1⋃𝐸2), 𝜕(𝐸1⋂𝐸2), 𝜕(𝐸1 𝐸2⁄ ) đều là các tập con của 𝜕𝐸1⋃𝜕𝐸2. 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 2.3), 𝜕(𝐸1⋃𝐸2), 𝜕(𝐸1⋂𝐸2), 𝜕(𝐸1 𝐸2⁄ ) sẽ là các tập có độ đo bằng không.   □ 

 

 

 

 



    Sau đây, chúng ta sẽ trình bày một dạng mở rộng của Kết quả 2.2) trong bài viết “Phép tính tích phân 

Riemann cho hàm một biến” cho các hàm hai biến: 

    Kết quả 2.5. 

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật đóng trong ℝ2 và 𝑓: 𝑅 → ℝ là một hàm bị chặn. 

    Khi đó, nếu tập các điểm gián đoạn của một hàm 𝑓: 𝑅 → ℝ là một tập có độ đo bằng không thì 𝑓 là một 

hàm khả tích Riemann trên 𝑅.   

    Chứng minh kết quả 2.5. 

    Kí hiệu 𝐸 là tập các điểm gián đoạn của 𝑓. Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0. Do 𝐸 là một tập có 

độ đo bằng không nên tồn tại các hình chữ nhật 𝑅1, … , 𝑅𝑚 sao cho 𝐸 ⊆ ⋃ 𝑅𝑖
𝑚
𝑖=1  và ∑ 𝐴(𝑅𝑖)𝑚

𝑖=1 <
𝜀

2
. 

    Không giảm tính tổng quát của vấn đề, giả sử các hình chữ nhật 𝑅1, … , 𝑅𝑚 đều được chứa trong hình chữ 

nhật 𝑅.  

    Đầu tiên, với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑚, nếu chúng ta phóng to các hình chữ nhật 𝑅𝑖 theo tất cả các cạnh của nó 

(ngoại trừ các cạnh của 𝑅𝑖 có nằm trên một cạnh của hình chữ nhật 𝑅) thì chúng ta có thể nhận được các hình 

chữ nhật 𝑆1, … , 𝑆𝑚 sao cho 

𝐸 ⊆ ⋃ 𝑅𝑖
𝑚
𝑖=1 ⊆ ⋃ 𝑆𝑖

𝑚
𝑖=1 ⊆ 𝑅 và ∑ 𝐴(𝑆𝑖)

𝑚
𝑖=1 < 𝜀. 

    Sau đó, chúng ta mở rộng tất cả các cạnh của các hình chữ nhật 𝑆1, … , 𝑆𝑚 cho đến khi có giao với các cạnh 

của hình chữ nhật 𝑅. 

    Phép xây dựng này tạo ra một phân hoạch 𝑃𝜀 của 𝑃 sao cho mỗi hình chữ nhật con cảm sinh bởi phân 

hoạch 𝑃𝜀 hoặc được chứa trong hợp ⋃ 𝑆𝑖
𝑚
𝑖=1  của các hình chữ nhật 𝑆𝑖 hoặc bị tách khỏi hợp ⋃ 𝑅𝑖

𝑚
𝑖=1  của các 

hình chữ nhật 𝑅𝑖.  

 

Hình ảnh minh họa. 



    Do tổng diện tích của các hình chữ nhật cảm sinh bởi phân hoạch 𝑃𝜀 có giao với 𝐸 sẽ nhỏ hơn hoặc bằng 

tổng diện tích của các hình chữ nhật 𝑆1, … , 𝑆𝑚, nên tổng diện tích này sẽ nhỏ hơn 𝜀. 

    Kí hiệu 𝐷0 là hợp của tất cả các hình chữ nhật cảm sinh bởi phân hoạch 𝑃𝜀 không có giao với 𝐸. 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm liên tục trên 𝐸.  

    Do 𝐸 là một tập đóng và bị chặn trong ℝ2 nên 𝑓 là một hàm liên tục đều trên 𝐷0, nghĩa là tồn tại một số 

thực dương 𝛿 > 0 sao cho 

(𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷0, |𝑥 − 𝑢| và |𝑦 − 𝑣| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| < 𝜀. 

    Giả sử 𝑃𝜀
∗ ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phép mịn hóa của 𝑃𝜀 sao cho |𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1| < 𝛿 

(𝑖 = 1, … , 𝑛) và |𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1| < 𝛿(𝑗 = 1, … , 𝑘). 

    Ta sẽ sử dụng phân hoạch 𝑃𝜀
∗ để chứng minh hàm 𝑓 thỏa mãn điều kiện Riemann. 

    Nhắc lại rằng, với mỗi 𝑖 = 1, … . , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑛, các hình chữ nhật 𝑅𝑖,𝑗 ≔ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] cảm sinh 

bởi phân hoạch 𝑃𝜀
∗ có thể được chia thành hai loại khác nhau tùy thuộc vào việc chúng có giao với tập 𝐸 hay 

không. 

    Kí hiệu Λ ≔ {(𝑖, 𝑗): 𝑖 = 1, … 𝑛 𝑣à 𝑗 = 1, … , 𝑘} là hợp của hai tập rời nhau Λ1 và Λ2, với 

Λ1 ≔ {(𝑖, 𝑗) ∈ Λ: 𝑅𝑖,𝑗⋂𝐸 = ∅} và Λ1 ≔ {(𝑖, 𝑗) ∈ Λ: 𝑅𝑖,𝑗⋂𝐸 ≠ ∅}. 

    Hiển nhiên, ⋃ 𝑅𝑖,𝑗(𝑖,𝑗)∈Λ1
⊆ 𝐷0. 

    Do 𝑓 là một hàm liên tục đều trên 𝐷0 nên, với mọi (𝑖, 𝑗) ∈ Λ1, 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑢, 𝑣) < 𝜀, với mọi (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅𝑖,𝑗. 

    Bằng cách lấy supremum (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖,𝑗 và infimum (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅𝑖,𝑗, chúng ta thu được 

𝑀𝑖𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖𝑗(𝑓) ≤ 𝜀, với mọi (𝑖, 𝑗) ∈ Λ1. 

    Mặt khác, do 𝑓 là một hàm bị chặn trên 𝑅 nên tồn tại một số thực dương 𝛼 > 0 sao cho −𝛼 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝛼 

với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅.  

    Như vậy, 𝑀𝑖𝑗(𝑓) ≤ 𝛼 và 𝑚𝑖𝑗(𝑓) ≥ −𝛼, với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑛, nên 

𝑀𝑖𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖𝑗(𝑓) ≤ 2𝛼 với mọi (𝑖, 𝑗) ∈ Λ2. 

    Nhắc lại rằng ∑ 𝐴(𝑅𝑖,𝑗)(𝑖,𝑗)∈Λ2
< 𝜀, nên 

𝑈(𝑃𝜀
∗, 𝑓) − 𝐿(𝑃𝜀

∗, 𝑓) = ∑ ∑ [𝑀𝑖𝑗(𝑓) − 𝑚𝑖𝑗(𝑓)]𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)  

                                                             ≤ 𝜀(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) + 2𝛼𝜀 

                                                             = [(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) + 2𝛼]𝜀. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có giá trị nhỏ tùy ý nên 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅.                             □ 



    Tiếp theo, chúng ta sẽ giới thiệu một dạng mở rộng của Kết quả 2.5) cho các tập con bị chặn nằm trong ℝ2 

có biên đủ mỏng, nghĩa là tập biên của nó là một tập có độ đo bằng không:    

    Kết quả 2.6. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn. Khi đó: 

    i) Nếu 𝜕𝐷 có độ đo bằng không và tập các điểm gián đoạn của 𝑓 cũng có độ đo bằng không thì 𝑓 là một 

hàm khả tích Riemann trên 𝐷. 

   ii) Nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ  là một liên tục và biên 𝜕𝐷 có độ đo bằng không thì 𝑓 khả tích Riemann trên 𝐷. 

  iii) Nếu 𝐷 là một tập có độ đo bằng không thì mọi hàm 𝑓 bị chặn trên 𝐷 đều khả tích Riemann và ∬ 𝑓
𝐷

= 0.       

    Chứng minh kết quả 2.6. 

    i)  Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 𝑓∗ là hàm mở rộng của 𝑓 lên 𝑅 

bằng cách đặt hàm 𝑓∗ bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ . Kí hiệu 𝐸 và 𝐸∗ lần lượt là tập các điểm gián đoạn của 

hàm 𝑓 và 𝑓∗. Nhận thấy rằng do 𝐸∗ ⊆ 𝐸⋃𝜕𝐷 nên nếu 𝐸 và 𝜕𝐷 là các tập có độ đo bằng không thì 𝐸∗ cũng là 

một tập có độ đo bằng không (điều này suy ra từ khẳng định (i) và (ii) của Kết quả 2.3)). Từ Kết quả 2.5), 𝑓∗ 

là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅, nên 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷. 

    ii) Nếu 𝑓 là một hàm liên tục trên 𝐷 thì 𝐸 là một tập rỗng, nên 𝑓 khả tích Riemann trên 𝐷. 

   iii) Giả sử 𝐷 là một tập có độ đo bằng không và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn. Giả sử 𝑅 là một hình chữ 

nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 𝑓∗ là hàm mở rộng của 𝑓 lên 𝑅 bằng cách đặt hàm 𝑓∗ bằng 0 tại 

các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ . Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0. Do 𝐷 là một tập có độ đo bằng không nên 

tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của 𝑅 sao cho tổng diện tích các hình chữ nhật cảm sinh bởi 𝑃𝜀 có giao với 𝐷 nhỏ 

hơn 𝜀 (xem lại phép chứng minh của Kết quả 2.5). Đồng thời, do hàm 𝑓∗ triệt tiêu trên các hình chữ nhật cảm 

sinh còn lại nên 

−𝛼𝜀 < 𝐿(𝑃𝜀 , 𝑓∗) < 𝑈(𝑃𝜀 , 𝑓∗) < 𝛼𝜀, với 𝛼 = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑥, 𝑦)|: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷}. 

    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝑓∗ khả tích Riemann trên 𝑅 và ∬ 𝑓∗
𝑅

= 0, nghĩa là 𝑓 là một 

hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và ∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑓∗
𝑅

= 0.                                                                                       □  

    Kết quả 2.7. 

    Giả sử 𝐷 là một miền sơ cấp nằm trong ℝ2 xác định bởi công thức  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 𝑣à 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)}, 

trong đó 𝜙1, 𝜙2: [𝑎, 𝑏] → ℝ là các hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của 𝜙1 cũng như của 𝜙2 đều 

có độ đo bằng không. Khi đó, 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không. 

    Hơn nữa, nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 có độ đo bằng 

không thì 𝑓 khả tích Riemann trên 𝐷.  

 



    Nếu, với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
 thì 

∬ 𝑓
𝐷

(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

    Chứng minh kết quả 2.7. 

    Kí hiệu 𝐶1 và 𝐶2 lần lượt là tập các điểm gián đoạn của 𝜙1 và 𝜙2. Do 𝐶1 và 𝐶2 là các tập có độ đo bằng 

không nên 𝜙1 và 𝜙2 là các hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏].  

    Như vậy, đồ thị của 𝜙1 và 𝜙2 cũng là các tập có độ đo bằng không, nghĩa là 

𝐸1 ≔ {(𝑥, 𝜙1(𝑥)) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} và 𝐸2 ≔ {(𝑥, 𝜙2(𝑥)) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} là các tập có độ đo bằng không. 

    Tiếp theo, do 𝜙1, 𝜙2 là các hàm bị chặn và 𝜙1 ≤ 𝜙2 nên tồn tại các số thực 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ với 𝛼 < 𝛽 sao cho 

𝛼 ≤ 𝜙1(𝑥) ≤ 𝜙2(𝑥) ≤ 𝛽 với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].  

    Như vậy, 𝐷 ⊆ 𝑅, với 𝑅 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝛼, 𝛽]. 

    Kí hiệu 𝐸3 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅: 𝑥 = 𝑎 ℎ𝑜ặ𝑐 𝑥 = 𝑏} và 𝐸4 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅: 𝜙1 ℎ𝑜ặ𝑐 𝜙2 𝑘ℎô𝑛𝑔 𝑙𝑖ê𝑛 𝑡ụ𝑐 𝑡ạ𝑖 𝑥}. 

    Khi đó, 𝐸3 là hợp của hai đoạn thẳng và 𝐸4 ⊆ (𝐶1 × [𝛼, 𝛽]) × (𝐶2 × [𝛼, 𝛽]). 

    Từ khẳng định (ii) và (v) của Kết quả 2.3), 𝐸3 và 𝐸4 là các tập có độ đo bằng không. 

    Như vậy, để chứng minh 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không, chúng ta chỉ cần chứng minh hợp của bốn tập 

𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4 phủ kín 𝜕𝐷. 

    Giả sử (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜕𝐷. Khi đó, tồn tại một dãy các điểm ((𝑢𝑛 , 𝑣𝑛)) nằm trong 𝐷 sao cho (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) → (𝑢, 𝑣). 

    Do 𝑎 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑏 và 𝜙1(𝑢𝑛) ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝜙2(𝑢𝑛) với mọi 𝑛 ∈ ℕ, nên 𝑎 ≤ 𝑢 ≤ 𝑏 và 𝛼 ≤ 𝑣 ≤ 𝛽. 

    Nhận thấy rằng nếu 𝑢 = 𝑎 hoặc 𝑢 = 𝑏 thì (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸3 và nếu 𝜙1 hoặc 𝜙2 không liên tục tại 𝑢 thì  

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸4. Không giảm tính tổng quát của vấn đề, giả sử 𝑎 < 𝑢 < 𝑏 và 𝜙1, 𝜙2 đều liên tục tại 𝑢. 

    Khi đó, 𝜙1(𝑢𝑛) → 𝜙1(𝑢) và 𝜙2(𝑢𝑛) → 𝜙2(𝑢), nên 𝜙1(𝑢) < 𝑣 < 𝜙2(𝑢). 

    Nhận thấy rằng nếu 𝑣 = 𝜙1(𝑢) (hoặc 𝑣 = 𝜙2(𝑢)) thì (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸1 (hoặc (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸2).  

    Giả sử 𝑎 < 𝑢 < 𝑏, 𝜙1(𝑢) < 𝑣 < 𝜙2(𝑢) và 𝜙1, 𝜙2 đều liên tục tại 𝑢.  

    Kí hiệu 𝜀 ≔ 𝑚𝑖𝑛{(𝑣 − 𝜙1(𝑢)) 2⁄ , (𝜙2(𝑢) − 𝑣) 2⁄ }. 

    Khi đó, tồn tại một số thực dương 𝛿 > 0 sao cho (𝑢 − 𝛿, 𝑢 + 𝛿) ⊆ [𝑎, 𝑏] và  

𝑥 ∈ (𝑢 − 𝛿, 𝑢 + 𝛿) ⇒ |𝜙1(𝑥) − 𝜙1(𝑢)| < 𝜀  và |𝜙2(𝑥) − 𝜙2(𝑢)| < 𝜀 

⇔ 𝑥 ∈ (𝑢 − 𝛿, 𝑢 + 𝛿) ⇒ 𝜙1(𝑥) < 𝜙1(𝑢) + 𝜀 ≤ 𝑣 − 𝜀 ≤ 𝑣 + 𝜀 ≤ 𝜙2(𝑢) − 𝜀 < 𝜙2(𝑥). 

    Do đó, (𝑢 − 𝛿, 𝑢 + 𝛿) × (𝑣 − 𝜀, 𝑣 + 𝜀) ⊆ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 𝑣à 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)}. 

    Nói cách khác, (𝑢, 𝑣) là một điểm trong của 𝐷. Điều này mâu thuẫn với giả thiết (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜕𝐷. 



    Như vậy, hợp của bốn tập 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4 phủ kín 𝜕𝐷. 

    Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 có độ đo bằng không. 

    Từ Kết quả 2.6), 𝑓 khả tích Riemann trên 𝐷.  

    Nếu, với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
.  

    Từ Kết quả 2.2), ∬ 𝑓
𝐷

(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
.                                                                □ 

    Kết quả 2.8. 

    Giả sử 𝐷 là một miền sơ cấp nằm trong ℝ2 xác định bởi công thức  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝜓1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜓2(𝑦) 𝑣à 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 

trong đó 𝜓1, 𝜓2: [𝑎, 𝑏] → ℝ là các hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của  𝜓1 cũng như của 𝜓2 đều 

có độ đo bằng không. Khi đó, 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không. 

    Hơn nữa, nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 có độ đo bằng 

không thì 𝑓 khả tích Riemann trên 𝐷.  

    Nếu, với mỗi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], tồn tại tích phân Riemann ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝜓1(𝑦)

𝜓2(𝑦)
 thì 

∬ 𝑓
𝐷

(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝜓1(𝑦)

𝜓2(𝑦)
)

𝑏

𝑎
𝑑𝑦.  

    Chứng minh kết quả 2.8. 

    Phép chứng minh được thực hiện tương tự như Kết quả 2.7).                                                                         □  

    Tập đo được trong ℝ𝟐. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2. 𝐷 được gọi là đo được nếu hàm 1𝐷: 𝐷 → ℝ xác định bởi công 

thức 1𝐷(𝑥, 𝑦) ≔ 1 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 khả tích Riemann trên 𝐷.  

    Diện tích 𝑨(𝑫) của miền 𝐷 được xác định bởi công thức 𝐴(𝐷) ≔ ∬ 1𝐷𝐷
(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦). 

    Kết quả 2.9. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2. 

    Khi đó, 𝐷 là một tập đo được ⇔ 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không. 

    Hơn nữa, 𝐷 là một tập đo được và 𝐴(𝐷) = 0 ⇔ 𝐷 là một tập có độ đo bằng không. 

    Chứng minh kết quả 2.9. 

    Giả sử 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không. Do 1𝐷 là một hàm liên tục trên 𝐷 nên 1𝐷 là một hàm khả tích 

Riemann trên 𝐷 (điều này suy ra từ khẳng định (ii) của Kết quả 2.6), nghĩa là 𝐷 là một tập đo được. 



    Ngược lại, giả sử 𝐷 là một tập đo được, nghĩa là 1𝐷: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷.  

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 1𝐷
∗  là hàm mở rộng của 1𝐷 lên 𝑅 

bằng cách đặt hàm 1𝐷
∗  bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ , nghĩa là 

1𝐷
∗ (𝑥, 𝑦) ≔ {

1, 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,

0, 𝑛ế𝑢(𝑥, 𝑦) ∉ 𝐷.
 

    Giả sử cho trước một số thực dương 𝜀 > 0.  

    Từ điều kiện Riemann, tồn tại một phân hoạch 𝑃 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} của 𝑅 sao cho 

𝑈(𝑃, 1𝐷
∗ ) − 𝐿(𝑃, 1𝐷

∗ ) ≤ 𝜀 2⁄ . 

    Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘, kí hiệu 𝑅𝑖,𝑗 ≔ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] là hình chữ nhật thứ (𝑖, 𝑗) cảm 

sinh bởi phân hoạch 𝑃. 

    Khi đó,                                         

∑ ∑ [𝑀𝑖,𝑗(1𝐷
∗ ) − 𝑚𝑖,𝑗(1𝐷

∗ )]𝐴(𝑅𝑖,𝑗)𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 <

𝜀

2
. 

    Nhận thấy rằng 𝑀𝑖,𝑗(1𝐷
∗ ) = {

1, 𝑛ế𝑢 𝑅𝑖,𝑗⋂𝐷 ≠ ∅

0, 𝑛ế𝑢 𝑅𝑖,𝑗⋂𝐷 = ∅
 và 𝑚𝑖,𝑗(1𝐷

∗ ) = {
1, 𝑛ế𝑢 𝑅𝑖,𝑗 ⊈ 𝐷

0, 𝑛ế𝑢 𝑅𝑖,𝑗 ⊆ 𝐷
.   

    Kí hiệu 𝑅1, … , 𝑅𝑝 là các hình chữ nhật con nào đó trong số các hình chữ nhật 𝑅𝑖,𝑗 (𝑖 = 1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 =

1, … , 𝑛) sao cho 𝑅𝑖,𝑗⋂𝐷 ≠ ∅ và  𝑅𝑖,𝑗 ⊈ 𝐷.  

    Như vậy, ∑ 𝐴(𝑅𝑙)
𝑝
𝑙=1 <

𝜀

2
. 

    Kí hiệu 𝐸 là hợp của các biên 𝜕𝑅𝑖𝑗 của các hình chữ nhật 𝑅𝑖,𝑗 (𝑖 = 1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 1, … , 𝑛). Do mọi đoạn 

thẳng đều là một tập có độ đo bằng không và hợp hữu hạn của các tập có độ đo bằng không cũng là một tập 

có độ đo bằng không nên 𝐸 là một tập có độ đo bằng không.  

    Khi đó, tồn tại các hình chữ nhật 𝑅1̃, … , 𝑅𝑞̃  sao cho hợp của 𝑅1̃, … , 𝑅𝑞̃  phủ kín 𝐸 và ∑ 𝐴(𝑅𝑙̃)
𝑞
𝑙=1 <

𝜀

2
. 

    Ta sẽ chứng minh rằng 𝜕𝐷 được chứa trong hợp của các hình chữ nhật 𝑅1, … , 𝑅𝑝, 𝑅1̃, … , 𝑅𝑞̃. 

    Thật vậy, giả sử (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷. Do 𝑅 là một hình chữ nhật đóng và 𝐷 ⊆ 𝑅 nên 𝜕𝐷 ⊆ 𝑅, nghĩa là tồn tại các 

chỉ số 𝑖 và 𝑗 sao cho (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖,𝑗.  

    Giả sử (𝑥, 𝑦) là một điểm trong của 𝑅𝑖,𝑗. Từ định nghĩa của tập biên, phần trong của 𝑅𝑖,𝑗 sẽ chứa một điểm 

nằm trong 𝐷 cũng như một điểm không nằm trong 𝐷, nghĩa là 𝑅𝑖,𝑗⋂𝐷 ≠ ∅ và  𝑅𝑖,𝑗 ⊈ 𝐷. Như vậy, 𝑅𝑖,𝑗 phải là 

một trong các hình chữ nhật 𝑅1, … , 𝑅𝑝. 

    Mặt khác, nếu (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝑅𝑖𝑗  thì (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸, nên (𝑥, 𝑦) thuộc một trong các hình chữ nhật 𝑅1̃, … , 𝑅𝑞̃ . 

    Như vậy, 𝜕𝐷 ⊆ 𝑅1⋃ … ⋃𝑅𝑝⋃𝑅1̃⋃ … ⋃𝑅𝑞̃ và ∑ 𝐴(𝑅𝑙)
𝑝
𝑙=1 + ∑ 𝐴(𝑅𝑙̃)

𝑞
𝑙=1 <

𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀. 

    Điều này chỉ ra rằng 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không. 



    Giả sử 𝐷 là một tập đo được và 𝐴(𝐷) = 0, nghĩa là hàm 1𝐷 khả tích Riemann trên 𝐷 và ∬ 1𝐷𝐷
= 0. 

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 1𝐷
∗  là hàm mở rộng của 1𝐷 lên 𝑅 

bằng cách đặt hàm 1𝐷
∗  bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ . 

    Khi đó, 𝑖𝑛𝑓{𝑈(𝑃, 1𝐷
∗ ): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 𝑅} = ∬ 1𝐷

∗
𝑅

= ∬ 1𝐷𝐷
= 0. 

    Như vậy, với mọi số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một phân hoạch 𝑃𝜀 của 𝑅 sao cho 𝑈(𝑃𝜀 , 1𝐷
∗ ) < 𝜀. 

    Kí hiệu 𝑅1, … , 𝑅𝑝 là các hình chữ nhật con cảm sinh bởi phân hoạch 𝑃𝜀 có giao với 𝐷.  

    Khi đó, 𝐷 ⊆ 𝑅1⋃ … ⋃𝑅𝑝 và ∑ 𝐴(𝑅𝑙)
𝑝
𝑙=1 = 𝑈(𝑃𝜀 , 1𝐷

∗ ) < 𝜀, nghĩa là 𝐷 là một tập có độ đo bằng không. 

    Ngược lại, giả sử 𝐷 là một tập có độ đo bằng không.  

    Như vậy, 1𝐷 là một khả tích Riemann trên 𝐷 và ∬ 1𝐷𝐷
= 0 (điều này suy ra từ khẳng định (iii) của Kết 

quả 2.6), nghĩa là 𝐷 là một tập đo được và 𝐴(𝐷) = 0.                                                                                        □          

    Kết quả 2.10. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2 với 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm 

khả tích Riemann. 

    Khi đó, nếu tồn tại các số thực 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ sao cho 𝛽 ≤ 𝑓 ≤ 𝛼 thì 𝛽𝐴(𝐷) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

≤ 𝛼𝐴(𝐷). 

    Hơn nữa, nếu |𝑓| ≤ 𝛼 thì |∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

| ≤ 𝛼𝐴(𝐷). 

    Chứng minh kết quả 2.10. 

    Giả sử tồn tại các số thực 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ sao cho 𝛽 ≤ 𝑓 ≤ 𝛼. 

    Từ Kết quả 2.9), 𝐷 là một tập đo được, nghĩa là 1𝐷: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷. 

    Từ khẳng định (ii) và (vi) của Kết quả 2.1), 𝛽𝐴(𝐷) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

≤ 𝛼𝐴(𝐷).    

    Giả sử tồn tại số thực 𝛼 ∈ ℝ sao cho |𝑓| ≤ 𝛼. Khi đó, −𝛼 ≤ 𝑓 ≤ 𝛼. 

    Như vậy, −𝛼𝐴(𝐷) ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

≤ 𝛼𝐴(𝐷), nghĩa là |∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

| ≤ 𝛼𝐴(𝐷).                      □ 

    Kết quả 2.11. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann. 

    Khi đó, nếu 𝐷0 là một tập con của 𝐷 với 𝜕𝐷0 là một tập có độ đo bằng không thì 𝑓 là một hàm khả tích 

Riemann trên 𝐷0. 

     

 



    Chứng minh kết quả 2.11. 

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 𝑓∗  là hàm mở rộng của 𝑓 lên 𝑅 bằng 

cách đặt hàm 𝑓∗ bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ . Giả sử 𝑔 là thu hẹp của hàm 𝑓 trên 𝐷0. Do 𝐷0 ⊆ 𝐷 ⊆ 𝑅 nên 

chúng ta có thể mở rộng các hàm 𝑔, 1𝐷0
: 𝐷0 → ℝ lên thành các hàm  𝑔∗, 1𝐷0

∗ : 𝑅 → ℝ bằng cách đặt 𝑔∗, 1𝐷0

∗  

bằng 0 tại các điểm 𝑅 𝐷0⁄ . Nhận thấy rằng do 𝑔∗ = 𝑓∗. 1𝐷0

∗  nên để chứng minh 𝑔∗ là một hàm khả tích 

Riemann trên 𝑅 chúng ta chỉ cần chỉ ra rằng 𝑓∗ và 1𝐷0

∗  là các hàm khả tích Riemann trên 𝑅.  

    Thật vậy, do 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 nên 𝑓∗ là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅. Hơn nữa, 

do 𝜕𝐷0 là một tập có độ đo bằng không nên 1𝐷0
: 𝐷0 → ℝ là một hàm khả tích Riemann (điều này suy ra từ 

Kết quả 2.9). Như vậy, 1𝐷0

∗  cũng là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅. Từ khẳng định (iii) của Kết quả 2.1), 

𝑔∗ = 𝑓∗. 1𝐷0

∗  là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅, nghĩa là 𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷0.              □ 

    Tính chất cộng miền trên các tập bị chặn. 

    Nhắc lại rằng nếu 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ là một khả tích Riemann và (𝑠, 𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì 𝑓 cũng khả 

tích Riemann trên các hình chữ nhật [𝑎, 𝑠] × [𝑐, 𝑡], [𝑎, 𝑠] × [𝑡, 𝑑], [𝑠, 𝑏] × [𝑐, 𝑡], [𝑠, 𝑏] × [𝑡, 𝑑]  và 

∬ 𝑓
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

= ∬ 𝑓
[𝑎,𝑠]×[𝑐,𝑡]

+ ∬ 𝑓
[𝑎,𝑠]×[𝑡,𝑑]

+ ∬ 𝑓
[𝑠,𝑏]×[𝑐,𝑡]

+ ∬ 𝑓
[𝑠,𝑏]×[𝑡,𝑑]

. 

    Tổng quát hơn, nếu 𝑓 khả tích Riemann trên một miền 𝐷 và 𝐷 có thể phân tách thành một số “miền con đặc 

biệt” 𝐷1, 𝐷2, … , 𝐷𝑛 thì 𝑓 cũng khả tích Riemann trên các miền con 𝐷1, 𝐷2, … , 𝐷𝑛 và 

∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑓
𝐷1

+ ∬ 𝑓
𝐷2

+ ⋯ + ∬ 𝑓
𝐷𝑛

. 

    Khẳng định này thường được gọi là tính chất cộng miền của tích phân. Trong mục 1), chúng ta đã chứng 

minh một trường hợp đặc biệt của tính chất này cho các tích phân Riemann trên các hình chữ nhật. Sau đây, 

chúng ta sẽ chứng minh một số phiên bản tổng quát hơn của khẳng định này cho các tập bị chặn có biên đủ 

mỏng trong ℝ2:   

    Kết quả 2.12. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ2, 𝐷1, 𝐷2 là các tập con của 𝐷 sao cho 𝐷 = 𝐷1⋃𝐷2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một 

hàm bị chặn. Khi đó, nếu 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷1, 𝐷2, 𝐷1⋂𝐷2 thì 𝑓 cũng là một hàm khả tích 

Riemann trên 𝐷 và  

∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑓
𝐷1

+ ∬ 𝑓
𝐷2

− ∬ 𝑓
𝐷1⋂𝐷2

. 

    Ngược lại, nếu 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và 𝜕𝐷1, 𝜕𝐷2 là các tập có độ đo bằng không thì 𝑓 

cũng khả tích Riemann trên 𝐷1, 𝐷2, 𝐷1⋂𝐷2.  

    Chứng minh kết quả 2.12. 

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 𝑓∗ là hàm mở rộng của 𝑓 lên 𝑅 bằng 

cách đặt hàm 𝑓∗ bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ . Giả sử 𝑓1, 𝑓2, 𝑔 lần lượt là thu hẹp của hàm 𝑓 trên 𝐷1, 𝐷2, 

𝐷1⋂𝐷2. Do tất cả các tập 𝐷1, 𝐷2, 𝐷1⋂𝐷2 đều nằm trong hình chữ nhật 𝑅 nên chúng ta có thể mở rộng các 

hàm 𝑓1: 𝐷1 → ℝ, 𝑓2: 𝐷2 → ℝ, 𝑔: 𝐷1⋂𝐷2 → ℝ lên thành các hàm 𝑓1
∗, 𝑓2

∗, 𝑔∗: 𝑅 → ℝ bằng cách đặt 𝑓1
∗, 𝑓2

∗, 𝑔∗ 



bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷1⁄ , 𝑅 𝐷2⁄ , 𝑅 (𝐷1⋂𝐷2)⁄ . Nhận thấy rằng do 𝑓∗ = 𝑓1
∗ + 𝑓2

∗ − 𝑔∗ nên nếu 𝑓 là một 

hàm khả tích Riemann trên 𝐷1, 𝐷2, 𝐷1⋂𝐷2 thì 𝑓1
∗, 𝑓2

∗, 𝑔∗ sẽ là các hàm khả tích Riemann trên 𝑅. Từ khẳng 

định (i) và (ii) của Kết quả 2.1), 𝑓∗ sẽ là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅 và 

∬ 𝑓∗
𝑅

= ∬ 𝑓1
∗

𝑅
+ ∬ 𝑓2

∗
𝑅

− 𝑔∗  

⇒ ∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑓
𝐷1

+ ∬ 𝑓
𝐷2

− ∬ 𝑓
𝐷1⋂𝐷2

. 

    Ngược lại, giả sử 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và 𝜕𝐷1, 𝜕𝐷2 là các tập có độ đo bằng không.  

    Từ Kết quả 2.4), 𝜕(𝐷1⋂𝐷2) sẽ là một tập có độ đo bằng không. Từ Kết quả 2.11), 𝑓 sẽ là một hàm khả tích 

Riemann trên 𝐷1, 𝐷2, 𝐷1⋂𝐷2.                                                                                                                              □ 

    Kết quả 2.13. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ2, 𝐷1, 𝐷2 là các tập con của 𝐷 sao cho 𝐷 = 𝐷1⋃𝐷2, 𝐷1⋂𝐷2 là một tập 

có độ đo bằng không và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷1, 𝐷2. 

    Khi đó, 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷1

+ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷2

. 

    Chứng minh kết quả 2.13. 

    Từ Kết quả 2.6), 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷1⋂𝐷2 và ∬ 𝑓
𝐷1⋂𝐷2

= 0. Từ Kết quả 2.12), 𝑓 cũng là 

một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 = 𝐷1⋃𝐷2 và ∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑓
𝐷1

+ ∬ 𝑓
𝐷2

− ∬ 𝑓
𝐷1⋂𝐷2

= ∬ 𝑓
𝐷1

+ ∬ 𝑓
𝐷2

.          □ 

    Kết quả 2.14. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ2, 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann và 𝑔: 𝐷 → ℝ là một hàm bị 

chặn sao cho {(𝑥, 𝑦): 𝑔(𝑥, 𝑦) ≠ 𝑓(𝑥, 𝑦)} là một tập có độ đo bằng không. 

    Khi đó, 𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

.    

    Chứng minh kết quả 2.14. 

    Kí hiệu 𝐷1 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷: 𝑔(𝑥, 𝑦) ≠ 𝑓(𝑥, 𝑦)} và 𝐷2 ≔ 𝐷 𝐷1⁄ . Xét hàm ℎ: 𝐷 → ℝ xác định bởi công thức 

ℎ ≔ 𝑔 − 𝑓. Giả sử ℎ1 và ℎ2 lần lượt là thu hẹp của hàm ℎ trên 𝐷1 và 𝐷2. Do ℎ1 là một hàm bị chặn trên 𝐷1 và 

𝐷1 là một tập có độ đo bằng không nên ℎ1 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷1 và ∬ ℎ1𝐷1
= 0.  

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và ℎ2
∗  là hàm mở rộng của ℎ2 lên 𝑅 bằng 

cách đặt hàm ℎ2
∗  bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ .  

    Do hàm ℎ2 triệt tiêu trên 𝐷2 nên hàm ℎ2
∗  cũng triệt tiêu trên 𝑅.  

    Như vậy, ℎ2 khả tích Riemann trên 𝐷2 và ∬ ℎ2𝐷2
= 0. 



    Hơn nữa, 𝐷1⋂𝐷2 = ∅ là một tập có độ đo bằng không. 

    Từ Kết quả 2.13), ℎ là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 = 𝐷1⋃𝐷2 và  

∬ ℎ
𝐷

= ∬ ℎ
𝐷1

+ ∬ ℎ
𝐷2

= 0 + 0 = 0. 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 2.1), 𝑔 = ℎ + 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và  

                                                          ∬ 𝑔
𝐷

= ∬ ℎ
𝐷

+ ∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑓
𝐷

.                                                              □     

    Công thức đổi biến cho tích phân hai lớp. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ2, 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn.  

    Một vấn đề được đặt ra đó là: “Nếu chúng ta thay đổi các biến 𝑥, 𝑦 thành các biến 𝑢, 𝑣 theo công thức 𝑥 =

𝜙1(𝑢, 𝑣) và 𝑦 = 𝜙2(𝑢, 𝑣) thì tích phân Riemann hai lớp ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

 sẽ được biểu diễn lại theo 

𝑢, 𝑣, 𝜙1, 𝜙2 như thế nào?” 

    Kí hiệu:  

         𝐸 ≔ Φ−1(𝐷) là nghịch ảnh của tập 𝐷 qua phép biến đổi Φ,  

           𝑔: 𝐸 → ℝ là hàm xác định bởi công thức 𝑔(𝑢, 𝑣) ≔ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣)) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸. 

    Câu hỏi ban đầu có thể được phát biểu lại dưới dạng sau: 

    Bài toán xác định công thức đổi biến cho hàm hai biến. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann. Giả sử Φ: 𝐸 → ℝ2 là một 

phép biến đổi nào đó sao cho Φ(𝐷) = 𝐸. Xác định các điều kiện cần thiết của phép biến đổi Φ để chúng ta có 

thể biểu diễn lại tích phân Riemann hai lớp ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

 theo 𝐸, Φ.        

(xem lại Kết quả 3.5) trong bài viết “Phép tính tích phân Riemann cho hàm một biến”) 

    Bài toán xác định công thức đổi biến cho các hàm một biến là tương đối đơn giản và chúng ta có thể tham 

khảo trong bài viết “Phép tính tích phân Riemann cho hàm một biến”: 

    Công thức đổi biến cho các hàm một biến. 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là một hàm khả tích Riemann. Giả sử 𝜙: [𝛼, 𝛽] → ℝ là một hàm khả vi sao cho 

𝜙([𝛼, 𝛽]) = [𝑎, 𝑏] và 𝜙′(𝑡) với mọi 𝑡 ∈ (𝛼, 𝛽). 

    Khi đó, (𝑓 ∘ 𝜙)|𝜙′| là một hàm khả tích Riemann trên [𝛼, 𝛽] và ∫ 𝑓
[𝑎,𝑏]

= ∫ (𝑓 ∘ 𝜙)|𝜙′|
[𝛼,𝛽]

. 

    Trong trường hợp hàm hai biến, vấn đề sẽ trở nên khó khăn hơn do hai yếu tố sau gây ra:  

    Thứ nhất, nếu chỉ biết vi phân của một hàm hai biến khác không thì không thể đảm bảo chắc chắn rằng nó 

sẽ là một hàm tăng thực sự hoặc một hàm giảm thực sự. 



    Thứ hai, chúng ta phải tính toán tích phân Riemann hai lớp trên một miền 𝐷 bất kì của ℝ2  thay vì trên các 

hình chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Để đơn giản hóa vấn đề, chúng ta sẽ bắt đầu khảo sát với một phép biến đổi đơn giản: phép tịnh tiến. Tiếp 

theo, chúng ta sẽ khảo sát vấn đề cho các phép biến đổi affin. Sau cùng, chúng ta sẽ giới thiệu ý tưởng để mở 

rộng công thức đổi biến cho trường hợp tổng quát. 

    Phép tịnh tiến  

    Nhắc lại rằng một phép tịnh tiến trong ℝ𝟐 là một phép biến đổi xác định bởi công thức  

Φ(𝑢, 𝑣) ≔ (𝑥0 + 𝑢, 𝑦0 + 𝑣) trong đó (𝑥0, 𝑦0) là một điểm cố định bất kì nằm trong ℝ2. 

    Một cách tự nhiên, chúng ta có kết quả sau:   

    Kết quả 2.15. (Công thức đổi biến cho các phép tịnh tiến) 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann. Với điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ2 

cố định, xét tập 𝐸 ≔ {(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷} và hàm 𝑔: 𝐸 → ℝ2 xác định bởi công thức  

𝑔(𝑢, 𝑣) ≔ 𝑓(𝑥0 + 𝑢, 𝑦0 + 𝑣), với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸. 

    Khi đó, 𝐸 là một tập bị chặn trong ℝ2, 𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐸. 

    Hơn nữa, ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

.         

    Chứng minh kết quả 2.15. 

    Nhận thấy rằng do 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ2 nên 𝐸 = {(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷} cũng là một tập bị 

chặn trong ℝ2. 

    Giả sử 𝑅 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅. 

    Khi đó, 𝐸 ⊆ 𝑆 với 𝑆 ≔ [𝑎 − 𝑥0, 𝑏 − 𝑥0] × [𝑐 − 𝑦0, 𝑑 − 𝑦0] là một hình chữ nhật nằm trong ℝ2 .  

    Kí hiệu: 

         𝑓∗: 𝑅 → ℝ là hàm mở rộng của 𝑓: 𝐷 → ℝ thu được bằng cách đặt 𝑓∗ bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ , 

         𝑔∗: 𝑆 → ℝ là hàm mở rộng của 𝑔: 𝐷 → ℝ thu được bằng cách đặt 𝑔∗ bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑆 𝐸⁄ . 

    Giả sử 𝑃 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch bất kì của 𝑅, 

               𝑄 ≔ {(𝑢𝑖 , 𝑣𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là phân hoạch tương ứng của 𝑆 xác định bởi các  

công thức 𝑢𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥0 (𝑖 = 0,1, … , 𝑛) và 𝑣𝑗 = 𝑦𝑗 − 𝑦0 (𝑗 = 0,1, … , 𝑘). 

    Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘, kí hiệu 𝑅𝑖,𝑗 ≔ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] và 𝑆𝑖,𝑗 ≔ [𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖] × [𝑣𝑗−1, 𝑣𝑗 ] lần 

lượt là các hình chữ nhật thứ (𝑖, 𝑗) cảm sinh bởi các phân hoạch 𝑃 và 𝑄. 

    Khi đó, 𝐴(𝑅𝑖,𝑗) = (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1) = (𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1)(𝑣𝑗 − 𝑣𝑗−1) = 𝐴(𝑆𝑖,𝑗). 



    Bằng một số tính toán đơn giản, chúng ta chứng minh được 𝐿(𝑃, 𝑓∗) = 𝐿(𝑄, 𝑔∗) và 𝑈(𝑃, 𝑓∗) = 𝑈(𝑄, 𝑔∗), 

nên 𝐿(𝑓∗) = 𝐿(𝑔∗) và 𝑈(𝑓∗) = 𝑈(𝑔∗). Do 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 nên 𝐿(𝑓∗) = 𝑈(𝑓∗).  

    Điều này chỉ ra rằng 𝐿(𝑔∗) = 𝑈(𝑔∗), nghĩa là hàm 𝑔 khả tích Riemann trên 𝐸. Hơn nữa, ∬ 𝑓
𝐷

= ∬ 𝑔
𝐸

.  □                                                                   

    Kết quả 2.16. 

    Giả sử (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) là ba điểm không thẳng hàng nằm trong ℝ2, 𝐷 là một hình bình hành nhận 

(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) làm các đỉnh và có một đỉnh nằm đối diện với (𝑥0, 𝑦0) qua đường thẳng đi qua 

(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2). 

    Khi đó, 𝐷 là một tập đo được và  

𝐴(𝐷) = |𝑑𝑒𝑡 [
𝑥1 − 𝑥0 𝑥2 − 𝑥0

𝑦1 − 𝑦0 𝑦2 − 𝑦0
]| = |(𝑥1 − 𝑥0)(𝑦2 − 𝑦0) − (𝑥2 − 𝑥0)(𝑦1 − 𝑦0)|. 

    Chứng minh kết quả 2.16. 

    Nhận thấy rằng do 𝜕𝐷 là hợp của bốn đoạn thẳng hữu hạn nên 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không.  

    Từ Kết quả 2.9), 𝐷 là một tập đo được.  

    Giả sử (𝑥0, 𝑦0) = (0,0). Ta sẽ chứng minh 𝐴(𝐷) = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|.  

    Ý tưởng tính diện tích 𝐴(𝐷) ở đây đó là biểu diễn lại hình bình hành 𝐷 dưới dạng một miền sơ cấp và sử 

dụng định lí Fubini để biểu diễn lại 𝐴(𝐷) dưới dạng một tích phân lặp. Tuy nhiên, do việc biểu diễn lại 𝐷 như 

vậy sẽ phụ thuộc rất nhiều vào vị trí tương đối giữa các đỉnh của 𝐷. 

    Kí hiệu: 

        𝑚1 là độ dốc của đoạn thẳng nối giữa (0,0) và (𝑥1, 𝑦1),  

        𝑚2 là độ dốc của đoạn thẳng nối giữa (0,0) và (𝑥2, 𝑦2). 

    Nhận thấy rằng do (0,0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) là ba điểm không thẳng hàng trong ℝ2 nên 𝑚1 ≠ 𝑚2.   

    Trường hợp 1. 𝒙𝟏 và 𝒙𝟐 đều khác không và có cùng dấu. 

    Giả sử 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0 và 𝑚1 < 𝑚2. 

 

Hình ảnh minh họa. 



    Xét các hàm 𝜙1, 𝜙2: [𝑥1 + 𝑥2] → ℝ xác định bởi các công thức  

𝜙1(𝑥) ≔ {
𝑚1𝑥, 𝑛ế𝑢 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝑚2(𝑥 − 𝑥1) + 𝑦1, 𝑛ế𝑢 𝑥1 < 𝑥 ≤ 𝑥1 + 𝑥2,
 

𝜙2(𝑥) ≔ {
𝑚2𝑥, 𝑛ế𝑢 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2,

𝑚1(𝑥 − 𝑥2) + 𝑦2, 𝑛ế𝑢 𝑥2 < 𝑥 ≤ 𝑥1 + 𝑥2.
 

    Khi đó, 𝜙1, 𝜙2 là các hàm liên tục, 𝜙1 ≤ 𝜙2 và 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 + 𝑥2 𝑣à 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)}. 

    Nhận thấy rằng do 1𝐷 là một hàm liên tục trên 𝐷 nên 

𝐴(𝐷) = ∬ 1𝐷𝐷
= ∫ (∫ 𝑑𝑦

𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
)

𝑥1+𝑥2

0
𝑑𝑥 = ∫ [𝜙2(𝑥) − 𝜙1(𝑥)]𝑑𝑥

𝑥1+𝑥2

0
. 

    Hơn nữa, do ∫ 𝜙2(𝑥)𝑑𝑥
𝑥1+𝑥2

0
= ∫ 𝑚2𝑥

𝑥2

0
𝑑𝑥 + ∫ [𝑚1(𝑥 − 𝑥2) + 𝑦2]𝑑𝑥

𝑥1+𝑥2.

𝑥2
 và  

                         ∫ 𝜙1(𝑥)𝑑𝑥
𝑥1+𝑥2

0
= ∫ 𝑚1𝑥

𝑥1

0
𝑑𝑥 + ∫ [𝑚2(𝑥 − 𝑥1) + 𝑦1]𝑑𝑥

𝑥1+𝑥2.

𝑥1
, nên 

𝐴(𝐷) = [𝑚2
𝑥2

2

2
+ 𝑚1

𝑥1
2

2
+ 𝑦2𝑥1] − [𝑚1

𝑥1
2

2
+ 𝑚2

𝑥2
2

2
+ 𝑦1𝑥2] = 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1. 

    Nếu chúng ta thay giả thiết 𝑚1 < 𝑚2 bằng giả thiết 𝑚1 > 𝑚2  thì 𝜙2 ≤ 𝜙1 và  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 + 𝑥2 𝑣à 𝜙2(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙1(𝑥)}. 

    Bằng một số tính toán đơn giản, chúng ta dễ dàng tính được rằng 𝐴(𝐷) = 𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2. 

    Nhận thấy rằng do 𝑚1 < 𝑚2 khi và chỉ khi 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 > 0 nên 𝐴(𝐷) = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|. 

    Lập luận tương tự, nếu 𝑥1 < 0, 𝑥2 < 0 thì 𝐴(𝐷) = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|.     

    Trường hợp 2. 𝒙𝟏 và 𝒙𝟐 đều khác không và khác dấu nhau. 

    Giả sử 𝑥1 > 0, 𝑥2 < 0 và 𝑚1 < 𝑚2. 

 

Hình vẽ minh họa. 



    Xét các hàm 𝜙1, 𝜙2: [𝑥2, 𝑥1] → ℝ xác định bởi các công thức  

𝜙1(𝑥) ≔ {
𝑚1(𝑥 − 𝑥2) + 𝑦2, 𝑛ế𝑢 𝑥2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2 + 𝑥1,

𝑚2(𝑥 − 𝑥1) + 𝑦1, 𝑛ế𝑢 𝑥2 + 𝑥1 < 𝑥 ≤ 𝑥1,
 

                                              𝜙2(𝑥) ≔ {
𝑚2𝑥, 𝑛ế𝑢 𝑥2 ≤ 𝑥 ≤ 0,

𝑚1𝑥, 𝑛ế𝑢 0 < 𝑥 ≤ 𝑥1.
 

    Khi đó, 𝜙1, 𝜙2 là các hàm liên tục, 𝜙1 ≤ 𝜙2 và 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 𝑣à 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)}. 

    Nhận thấy rằng do 1𝐷 là một hàm liên tục trên 𝐷 nên 

𝐴(𝐷) = ∬ 1𝐷𝐷
= ∫ (∫ 𝑑𝑦

𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
)

𝑥1

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫ [𝜙2(𝑥) − 𝜙1(𝑥)]𝑑𝑥

𝑥1

𝑥2
. 

    Bằng một số tính toán đơn giản, chúng ta dễ dàng tính được rằng  

𝐴(𝐷) = [−𝑚2
𝑥2

2

2
+ 𝑚1

𝑥1
2

2
] − [𝑚1

𝑥1
2

2
+ 𝑦2𝑥1 + 𝑚2

𝑥2
2

2
− 𝑦1𝑥2] = 𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2. 

    Nếu chúng ta thay giả thiết 𝑚1 < 𝑚2 bằng giả thiết 𝑚2 < 𝑚1 thì 𝜙2 ≤ 𝜙1 và  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 𝑣à 𝜙2(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙1(𝑥)}. 

    Bằng một số tính toán đơn giản, chúng ta dễ dàng tính được rằng 𝐴(𝐷) = 𝑥1𝑦2. −𝑥2𝑦1. 

    Nhận thấy rằng do 𝑚1 < 𝑚2 khi và chỉ khi 𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2 > 0 nên 𝐴(𝐷) = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|. 

    Lập luận tương tự, nếu 𝑥1 < 0, 𝑥2 > 0 thì 𝐴(𝐷) = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|.       

    Trường hợp 3. 𝒙𝟏𝒙𝟐 = 𝟎. 

    Giả sử 𝑥2 = 0 và 𝑥1 > 0. Khi đó, 𝑥1 ≠ 0 và 𝑦2 ≠ 0. 

    Xét các hàm 𝜙1, 𝜙2: [𝑥2, 𝑥1] → ℝ xác định bởi các công thức 

𝜙1(𝑥) ≔ 𝑚1𝑥 và 𝜙2(𝑥) ≔ 𝑚1𝑥 + 𝑦2 với mọi 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1.  

    Khi đó, 𝜙1, 𝜙2 là các hàm liên tục. 

    Nếu 𝑦2 > 0 thì 𝜙1 ≤ 𝜙2 và 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 𝑣à 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)}. 

    Nhận thấy rằng do 1𝐷 là một hàm liên tục trên 𝐷 nên 

𝐴(𝐷) = ∬ 1𝐷𝐷
= ∫ (∫ 𝑑𝑦

𝜙2(𝑥)

𝜙1(𝑥)
)

𝑥1

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑦2𝑑𝑥

𝑥1

0
= 𝑥1𝑦2 = |𝑥1𝑦2|. 

    Nếu 𝑦2 < 0 thì 𝜙2 ≤ 𝜙1 và 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 𝑣à 𝜙2(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙1(𝑥)}. 

    Bằng một số tính toán đơn giản, chúng ta dễ dàng tính được rằng 𝐴(𝐷) = −𝑥1𝑦2 = |𝑥1𝑦2|. 

    Lập luận tương tự, nếu 𝑥2 = 0 và 𝑥1 < 0 thì bằng cách thay đoạn [0, 𝑥1] bởi [𝑥1, 0] trong các lập luận trên, 

chúng ta cũng tính được rằng 𝐴(𝐷) = |𝑥1𝑦2|. Như vậy, nếu 𝑥2 = 0 thì 𝐴(𝐷) = |𝑥1𝑦2| = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|. 



    Lập luận tương tự, nếu 𝑥1 = 0 thì 𝐴(𝐷) = |𝑥2𝑦1| = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|. 

    Trong trường hợp (𝑥0, 𝑦0) ≠ (0,0), xét 𝐸 ≔ {(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷}. 

    Từ Kết quả 1.15), 𝐸 là một tập đo được và 𝐴(𝐷) = ∬ 1𝐷𝐷
= ∬ 1𝐸𝐸

= 𝐴(𝐸).  

    Nhận thấy rằng 𝐸 ≔ {(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷} là một hình bình hành nhận (0,0), (𝑥1−𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0), 

(𝑥2−𝑥0, 𝑦2 − 𝑦0) làm các đỉnh và nhận (𝑥1−𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0), (𝑥2−𝑥0, 𝑦2 − 𝑦0) làm một đường chéo. 

    Từ kết quả đạt được trong trường hợp (𝑥0, 𝑦0) = (0,0), 

𝐴(𝐷) = 𝐴(𝐸) = |(𝑥1 − 𝑥0)(𝑦2 − 𝑦0) − (𝑥2 − 𝑥0)(𝑦1 − 𝑦0)|.                                   □ 

    Phép biến đổi affin 

    Nhắc lại rằng một phép biến đổi affine trong ℝ𝟐 là một phép biến đổi xác định bởi công thức  

Φ(𝑢, 𝑣) = (𝑥0 + 𝑎1𝑢 + 𝑏1𝑣, 𝑦0 + 𝑎2𝑢 + 𝑏2𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2, 

trong đó 𝑥0, 𝑦0, 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ ℝ là các số thực cho trước bất kì. 

    Theo ngôn ngữ ma trận, phương trình trên có thể biểu diễn lại dưới dạng 

Φ [
𝑢
𝑣

] = [
𝑥0

𝑦0
] + [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] [

𝑢
𝑣

] với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2. 

    Giả sử Φ là một phép biến đổi affine.  

    Nhận thấy rằng, với mọi 𝑡1, … , 𝑡𝑛 ∈ ℝ, (𝑢1, 𝑣1), … , (𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) ∈ ℝ2 

Φ(∑ 𝑡𝑖(𝑢𝑖, 𝑣𝑖)𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝑡𝑖Φ(𝑢𝑖, 𝑣𝑖)𝑛

𝑖=1 + (1 − ∑ 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1 )Φ(𝑥0, 𝑦0). 

    Như vậy, Φ sẽ là một phép biến đổi bảo toàn các tổ hợp lồi.  

    Thật vậy, Φ sẽ biến tổ hợp lồi ∑ 𝑡𝑖(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖)𝑛
𝑖=1 , 𝑡𝑖 ≥ 0,(𝑖 = 1, … , 𝑛), ∑ 𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1 = 1 của các điểm (𝑢1, 𝑣1), …, 

(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) thành tổ hợp lồi ∑ 𝑡𝑖Φ(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖)𝑛
𝑖=1  𝑡𝑖 ≥ 0,(𝑖 = 1, … , 𝑛), ∑ 𝑡𝑖

𝑛
𝑖=1 = 1 của các điểm Φ(𝑢1, 𝑣1),…, 

Φ(𝑢𝑛 , 𝑣𝑛) tương ứng.           

    Phép biến đổi Φ được gọi là phép biến đổi affine khả nghịch nếu Φ là một song ánh. 

    Kết quả 2.17. 

    Giả sử cho trước một phép biến đổi affine Φ: ℝ2 → ℝ2 xác định bởi công thức   

                    Φ(𝑢, 𝑣) = (𝑥0 + 𝑎1𝑢 + 𝑏1𝑣, 𝑦0 + 𝑎2𝑢 + 𝑏2𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2, 

trong đó 𝑥0, 𝑦0, 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ ℝ là các số thực cho trước bất kì. 

    Khi đó, Φ là một phép biến đổi affine khả nghịch ⇔ 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 ≠ 0.    

    



    Chứng minh kết quả 2.17. 

    Giả sử Φ là một phép biến đổi affine khả nghịch. 

    Khi đó, với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, tồn tại duy nhất (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2 sao cho {
𝑥0 + 𝑎1𝑢 + 𝑏1𝑣 = 𝑥
𝑦0 + 𝑎2𝑢 + 𝑏2𝑣 = 𝑦

 . 

    Từ điều kiện Cramer, hệ phương trình trên có nghiệm duy nhất ⇔ 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 = 𝑑𝑒𝑡 [
𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] ≠ 0. 

    Ngược lại, nếu hệ phương trình trên có nghiệm duy nhất thì  

𝑢 =
1

𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1

[(𝑏1𝑦0 − 𝑏2𝑥0) + (𝑏2𝑥 − 𝑏1𝑦)] và 𝑣 =
1

𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1

[(𝑎2𝑥0 − 𝑎1𝑦0) + (𝑎1𝑦 − 𝑎2𝑥)] 

    Xét phép biến đổi affine Ψ: ℝ2 → ℝ2 xác định bởi công thức  

Ψ(𝑥, 𝑦) = (
1

𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1

[(𝑏1𝑦0 − 𝑏2𝑥0) + 𝑏2𝑥 − 𝑏1𝑦],
1

𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1

[(𝑎2𝑥0 − 𝑎1𝑦0) − 𝑎2𝑥 + 𝑎1𝑦])  

với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 

    Bằng một số tính toán đơn giản, chúng ta có thể chứng minh được rằng 

(Φ ∘ Ψ)(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 và (Ψ ∘ Φ)(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2. 

    Điều này chỉ ra rằng Φ là một song ánh và Ψ = Φ−1.                                                                                    □ 

    Phép chứng minh trên cũng chỉ ra rằng nếu Φ là một phép biến đổi affine khả nghịch thì phép biến đổi 

ngược Φ−1 cũng là một phép biến đổi affine.  

    Nhận thấy rằng biểu thức 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 nêu trong khẳng định chính là Jacobian 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) của phép biến 

đổi Φ.  

    Thật vậy, nếu chúng ta biểu diễn phép biến đổi Φ lại dưới dạng Φ = (𝜙1, 𝜙2) trong đó 𝜙1, 𝜙2: ℝ2 → ℝ  

xác định bởi công thức 𝜙1(𝑢, 𝑣): = 𝑥0 + 𝑎1𝑢 + 𝑏1𝑣 và 𝜙2(𝑢, 𝑣): 𝑦0 + 𝑎2𝑢 + 𝑏2𝑣 với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2. 

    Khi đó, 𝜙1 và 𝜙2 đều có đạo hàm riêng cấp một liên tục trên ℝ2 và 

𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡 [

𝜕𝜙1

𝜕𝑢

𝜕𝜙1

𝜕𝑣
𝜕𝜙2

𝜕𝑢

𝜕𝜙2

𝜕𝑣

] = 𝑑𝑒𝑡 [
𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] = 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2. 

    Như vậy, Jacobian của một phép biển đổi affine Φ bất kì luôn là một hằng số, nên chúng ta có thể kí hiệu 

𝐽(Φ) thay cho cách kí hiệu 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣).  

    Khi đó, Kết quả 2.17) có thể được phát biểu lại dưới dạng: 

Φ là một phép biến đổi tuyến tính khả nghịch ⇔ 𝐽(Φ) ≠ 0. 

 

 



    Giả sử Φ là một phép biến đổi affine khả nghịch. Khi đó, Φ sẽ biến các điểm phân biệt (𝑢, 𝑣), (𝑠, 𝑡) thành 

các điểm ảnh Φ(𝑢, 𝑣), Φ(𝑠, 𝑡) phân biệt. Do Φ bảo toàn các tổ hợp lồi nên nó sẽ biến đoạn thẳng nối hai  

điểm (𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2) thành đoạn thẳng nối hai điểm Φ(𝑢1, 𝑣1), Φ(𝑢2, 𝑣2) tương ứng. Như vậy, ảnh qua Φ 

của một đường thẳng cũng sẽ là một đường thẳng. Hơn nữa, nếu hai đường thẳng song song thì ảnh qua Φ 

của chúng cũng là hai đường thẳng song song. 

    Thật vậy, xét một đường thẳng 𝐿 trong ℝ2 xác định bởi phương trình tham số  

{
𝑥 = 𝑟𝑡 + 𝑠
𝑦 = 𝑝𝑡 + 𝑞, với mọi 𝑡 ∈ ℝ, 

trong đó 𝑟, 𝑠, 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ, (𝑟, 𝑝) ≠ (0,0).  

    Khi đó, độ dốc của đường thẳng 𝐿 sẽ được cho tương ứng với cặp (𝑟, 𝑝). Bằng một số tính toán đơn giản, 

chúng ta sẽ nhận thấy rằng ảnh 𝐿′ của 𝐿 qua Φ sẽ là một đường thẳng xác định bởi phương trình tham số 

{
𝑥 = 𝑟′𝑡 + 𝑠′

𝑦 = 𝑝′𝑡 + 𝑞′, với mọi 𝑡 ∈ ℝ, 

trong đó 𝑟′, 𝑠′, 𝑝′, 𝑞′  ∈ ℝ là các số thực được xác định bởi các công thức  

                                                 [
𝑟′

𝑝′] = [
𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] [

𝑟
𝑝] và [

𝑠′

𝑞′] = [
𝑥0

𝑦0
] + [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] [

𝑠
𝑞]. 

    Hơn nữa, do Φ khả nghịch nên 𝑑𝑒𝑡 [
𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] ≠ 0, nghĩa là nếu (𝑟, 𝑝) ≠ (0,0) thì (𝑟′, 𝑝′) ≠ (0,0). 

    Giả sử 𝐿1 là một đường thẳng khác nằm trong ℝ2 và 𝐿1
′  là ảnh của 𝐿1 qua Φ lần lượt xác định bởi các 

phương trình tham số  

{
𝑥 = 𝑟1𝑡 + 𝑠1

𝑦 = 𝑝1𝑡 + 𝑞1
 và {

𝑥 = 𝑟1
′𝑡 + 𝑠1

′

𝑦 = 𝑝1
′ 𝑡 + 𝑞1

′ , với mọi 𝑡 ∈ ℝ, 

trong đó 𝑟, 𝑠, 𝑝, 𝑞, 𝑟′, 𝑠′, 𝑝′, 𝑞′, 𝑟1, 𝑠1, 𝑝1, 𝑞1, 𝑟1
′, 𝑠1

′ , 𝑝1
′ , 𝑞1

′ ∈ ℝ được liên hệ với nhau theo các công thức 

[
𝑟1

′

𝑝1
′ ] = [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] [

𝑟1

𝑝1
] và [

𝑠1
′

𝑞1
′ ] = [

𝑥0

𝑦0
] + [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] [

𝑠1

𝑞1
]. 

    Như vậy, nếu (𝑟, 𝑝) tỉ lệ với (𝑟1, 𝑝1) thì (𝑟′, 𝑝′) cũng sẽ tỉ lệ với (𝑟1
′, 𝑝1

′ ), nghĩa là nếu 𝐿 song song với 𝐿1 

thì 𝐿′ song song với 𝐿1
′ .                                                                                                                                        □  

    Một vấn đề rất tự nhiên được đặt ra cho chúng ta ở đây đó là:  

  “Khảo sát ảnh hưởng của một phép biến đổi affine khả nghịch lên số đo diện tích của một hình bình hành 

hoặc tổng quát hơn là lên số đo diện tích của một tập đo được bất kì chứa trong ℝ2”. 

 

 

 



    Kết quả 2.18.  

    Giả sử cho trước một phép biến đổi affine Φ: ℝ2 → ℝ2 với 𝐽(Φ) ≠ 0.  

    Khi đó, nếu 𝐸 là một tập bị chặn đo được trong ℝ2 thì 𝐷 ≔ Φ(𝐸) cũng là một tập bị chặn đo được trong 

ℝ2 với 𝐴(𝐷) = |𝐽(Φ)|𝐴(𝐸).    

    Chứng minh kết quả 2.18. 

    Giả sử cho trước một phép biến đổi affine Φ: ℝ2 → ℝ2 xác định bởi công thức 

Φ [
𝑢
𝑣

] = [
𝑥0

𝑦0
] + [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] [

𝑢
𝑣

] với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2, 

trong đó (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ2 và 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ ℝ với 𝐽(Φ) = 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 ≠ 0. 

    Đầu tiên, giả sử 𝐸 là một hình bình hành bất kì trong ℝ2. Khi đó, 𝐷 ≔ Φ(𝐸) cũng là một hình bình hành 

trong ℝ2. Từ Kết quả 2.16), 𝐸 và 𝐷 đều là các tập đo được.  

    Giả sử (𝑢0, 𝑣0), (𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2) là các đỉnh của hình bình hành 𝐸 sao cho đỉnh (𝑢0, 𝑣0) liền kề với các 

đỉnh (𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2). Kí hiệu (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) ≔ Φ(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖) với 𝑖 = 0,1,2.  

    Khi đó, (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) là các đỉnh của hình bình hành 𝐷 ≔ Φ(𝐸) và đỉnh (𝑥0, 𝑦0) cũng sẽ liền 

kề với các đỉnh (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2). 

    Với mỗi 𝑖 = 1,2, 

[
𝑥𝑖 − 𝑥0

𝑦𝑖 − 𝑦0
] = [

𝑥𝑖

𝑦𝑖
] − [

𝑥0

𝑦0
] = [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] ([

𝑢𝑖

𝑣𝑖
] −  [

𝑢0

𝑣0
]) = [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] [

𝑢𝑖 − 𝑢0

𝑣𝑖 − 𝑣0
]. 

    Như vậy, 

[
𝑥1 − 𝑥0 𝑥2 − 𝑥0

𝑦1 − 𝑦0 𝑦2 − 𝑦0
] = [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
] [

𝑢1 − 𝑢0 𝑢2 − 𝑢0

𝑣1 − 𝑣0 𝑣2 − 𝑣0
]. 

    Do định thức của tích hai ma trận sẽ bằng tích các định thức của chúng, nên 

|𝑑𝑒𝑡 [
𝑥1 − 𝑥0 𝑥2 − 𝑥0

𝑦1 − 𝑦0 𝑦2 − 𝑦0
]| = |𝑑𝑒𝑡 [

𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
]| . |𝑑𝑒𝑡 [

𝑢1 − 𝑢0 𝑢2 − 𝑢0

𝑣1 − 𝑣0 𝑣2 − 𝑣0
]|. 

    Từ Kết quả 2.16), 𝐴(𝐷) = |𝐽(Φ)|𝐴(𝐸). 

    Tiếp theo, giả sử 𝐸 là một tập bị chặn đo được bất kì trong ℝ2. Giả sử 𝑆 là một hình chữ nhật bất kì nằm 

trong ℝ2 sao cho 𝐸 ⊆ 𝑆. Khi đó, 𝐷 = Φ(𝐸) ⊆ Φ(𝑆) và Φ(𝑆) là một hình bình hành trong ℝ2. Do Φ(𝑆) là 

một tập bị chặn trong ℝ2 nên 𝐷 cũng là một tập bị chặn trong ℝ2.  

    Để chứng minh 𝐷 là một tập đo được và 𝐴(𝐷) = |𝐽(Φ)|𝐴(𝐸), chúng ta sẽ lập luận như sau:     

    Kí hiệu 1𝐸
∗ : 𝑆 → ℝ là hàm mở rộng của hàm 1𝐸: 𝐸 → ℝ bằng cách đặt 1𝐸

∗  bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑆 𝐸⁄ . 

    Do 𝐸 là một tập đo được trong ℝ2 nên 1𝐸
∗  là một hàm khả tích Riemann trên 𝑆. Giả sử cho trước một số 

thực dương 𝜀 > 0 bất kì. Kí hiệu 𝛿 ≔ |𝐽(Φ)| > 0.  



    Từ điều kiện Riemann, tồn tại một phân hoạch 𝑄 ≔ {(𝑢𝑖, 𝑣𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} của 𝑆 sao cho 

𝐴(𝐸) − 𝐿(𝑄, 1𝐸
∗ ) <

𝜀

2𝛿
  và  𝑈(𝑄, 1𝐸

∗ ) − 𝐴(𝐸) <
𝜀

2𝛿
. 

    Kí hiệu 𝐸0 là hợp của tất cả các hình chữ nhật con cảm sinh bởi phân hoạch 𝑄 và chứa trong 𝐸, 𝐸1 là hợp 

của tất cả các hình chữ nhật con cảm sinh bởi phân hoạch 𝑄 và có giao với 𝐸. Khi đó, 𝐸0 ⊆ 𝐸 ⊆ 𝐸1. 

 

Hình ảnh minh họa. 

    Kí hiệu 𝐷0 ≔ Φ(𝐸0) và 𝐷1 ≔ Φ(𝐸1). Khi đó, 𝐷0 ⊆ 𝐷 ⊆ 𝐷1. 

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷1 ⊆ 𝑅 và 1𝐷0

∗ , 1𝐷
∗ , 1𝐷1

∗ : 𝑅 → ℝ  lần lượt là hàm 

mở rộng của các hàm 1𝐷0
: 𝐷0 → ℝ, 1𝐷: 𝐷 → ℝ, 1𝐷1

: 𝐷1 → ℝ lên 𝑅 bằng cách đặt hàm 1𝐷0

∗ , 1𝐷
∗ , 1𝐷1

∗  bằng 0 tại 

các điểm thuộc 𝑅 𝐷0⁄ , 𝑅 𝐷⁄ , 𝑅 𝐷1.⁄  Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑘, kí hiệu 𝑆𝑖,𝑗  là hình chữ nhật con thứ 

(𝑖, 𝑗) cảm sinh bởi phân hoạch 𝑄. Từ Kết quả nhận được trong trường hợp 𝐸 là một hình bình hành, phép biển 

đổi Φ biến hình chữ nhật con 𝑆𝑖,𝑗 thành một hình bình hành có diện tích bằng |𝐽(Φ)|𝐴(𝑆𝑖,𝑗). 

    Từ Kết quả 2.9) và Kết quả 2.13), 

𝐴(𝐷0) = 𝛿 ∑ 𝐴(𝑆𝑖,𝑗)𝑆𝑖,𝑗⊆𝐸 = 𝛿𝐿(𝑄, 1𝐸
∗ ) > 𝛿𝐴(𝐸) −

𝜀

2
, 

𝐴(𝐷1) = 𝛿 ∑ 𝐴(𝑆𝑖,𝑗)𝑆𝑖,𝑗⋂𝐸=∅ = 𝛿𝑈(𝑄, 1𝐸
∗ ) < 𝛿𝐴(𝐸) +

𝜀

2
. 

    Do 1𝐷0

∗ ≤ 1𝐷
∗ ≤ 1𝐷1

∗  nên 

𝛿𝐴(𝐸) −
𝜀

2
< 𝐴(𝐷0) = 𝐿(1𝐷0

∗ ) ≤ 𝐿(1𝐷
∗ ), 

𝑈(1𝐷
∗ ) ≤ 𝑈(1𝐷1

∗ ) = 𝐴(𝐷1) < 𝛿𝐴(𝐸) +
𝜀

2
. 

    Như vậy,  

0 ≤ 𝑈(1𝐷
∗ ) − 𝐿(1𝐷

∗ ) ≤ (𝛿𝐴(𝐸) +
𝜀

2
) − (𝛿𝐴(𝐸) −

𝜀

2
) = 𝜀. 



    Do số thực dương 𝜀 > 0 có thể nhỏ tùy ý nên 𝑈(1𝐷
∗ ) = 𝐿(1𝐷

∗ ) = 𝛿𝐴(𝐸). Điều này chỉ ra rằng 1𝐷
∗  khả tích 

Riemann trên 𝑅, nghĩa là 𝐷 là một tập đo được. Hơn nữa, 𝐴(𝐷) = ∬ 1𝐷
∗

𝑅
= 𝛿𝐴(𝐸) = |𝐽(Φ)|𝐴(𝐸).              □ 

    Kết quả 2.19. (Công thức đổi biến cho các phép biến đổi affine) 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ2 sao cho 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm 

bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 là một tập có độ đo bằng không. Giả sử Φ: ℝ2 → ℝ2 là một 

phép biến đổi affine với 𝐽(Φ) ≠ 0. 

    Khi đó, nếu tồn tại một tập con 𝐸 ⊆ ℝ2 sao cho Φ(𝐸) = 𝑅 thì 𝐸 cũng là một tập bị chặn và 𝜕𝐸 cũng là một 

tập có độ đo bằng không. 

    Hơn nữa, 𝑓 ∘ Φ: 𝐸 → ℝ cũng là một hàm bị chặn với tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 ∘ Φ là một tập có 

độ đo bằng không và  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= ∬ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣))|𝐽(Φ)|𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

. 

    Chứng minh kết quả 2.19. 

    Do Φ(𝐸) = 𝑅 nên chúng ta có thể xem 𝐸 như ảnh của 𝑅 qua phép biến đổi affine nghịch Φ−1. Như vậy, 𝐸 

cũng là một tập bị chặn với 𝜕𝐸 là một tập có độ đo bằng không (điều này suy ra từ các Kết quả 2.9) và Kết 

quả 2.18). 

    Hơn nữa, 𝑓 ∘ Φ: 𝐸 → ℝ cũng là một hàm bị chặn. Kí hiệu Φ: = (𝜙1, 𝜙2). Do 𝜙1, 𝜙2: ℝ2 → ℝ là các hàm 

liên tục nên nếu kí hiệu 𝐶 là tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 thì Φ−1(𝐶) chính là tập các điểm gián đoạn 

của hàm 𝑓 ∘ Φ. Từ Kết quả 2.9) và Kết quả 2.18), Φ−1(𝐶) là một tập có độ đo bằng không. 

    Giả sử 𝑅 là một hình chữ nhật bất kì nằm trong ℝ2 sao cho 𝐷 ⊆ 𝑅 và 𝑓∗: 𝑅 → ℝ là hàm mở rộng của 

𝑓: 𝐷 → ℝ lên 𝑅 bằng cách đặt 𝑓∗ bằng 0 tại các điểm thuộc 𝑅 𝐷⁄ . Kí hiệu 𝑅̃ ≔ Φ−1(𝑅). 

 

Hình ảnh minh họa. 

    Xét hàm 𝑔: 𝐸 → ℝ và  𝑔: 𝑅̃ → ℝ xác định bởi công thức  

𝑔(𝑢, 𝑣) ≔ (𝑓 ∘ Φ)(𝑢, 𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 và 𝑔(𝑢, 𝑣) ≔ (𝑓∗ ∘ Φ)(𝑢, 𝑣) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅̃ 

    Hiển nhiên, 𝑔|𝐸 = 𝑔 và 𝑔 bằng 0 trên 𝑅̃ 𝐸⁄ , nên tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑔 phải chứa trong hợp của 

𝜕𝐸 và tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑔. Điều này chỉ ra rằng tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑔 cũng là một 



tập có độ đo bằng không. Đồng thời, do 𝜕𝑅̃ là một tập có độ đo bằng không nên 𝑔 là một hàm khả tích 

Riemann trên 𝑅 (điều này suy ra từ Kết quả 2.8).  

    Giả sử 𝑃 = {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 𝑣à 𝑗 = 0,1, … , 𝑘} là một phân hoạch bất kì của 𝑅. 

    Với mỗi 𝑖 = 1, … , 𝑛 và 𝑗 = 1, … , 𝑛, kí hiệu 𝑅𝑖,𝑗 ≔ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] là hình chữ nhật thứ (𝑖, 𝑗) cảm 

sinh bởi phân hoạch 𝑃 và 𝑅𝑖,𝑗̃ ≔ Φ−1(𝑅𝑖,𝑗) là hình bình hành tương ứng trong 𝑅̃. Do 𝜕𝑅𝑖,𝑗̃ là một tập có độ đo 

bằng không nên 𝑔 là một hàm khả tích Riemann trên 𝑅𝑖,𝑗̃ (điều này suy ra từ Kết quả 2.8). 

    Với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅𝑖,𝑗̃, Φ(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅𝑖,𝑗 và 𝑓∗(Φ(𝑢, 𝑣)) = 𝑔(𝑢, 𝑣), nên 

𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗) ≤ 𝑔(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅𝑖,𝑗̃. 

    Lấy tích phân trên 𝑅𝑖,𝑗̃ và sử dụng khẳng định (vi) của Kết quả 2.1), 

∬ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗) 𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅𝑖,𝑗̃

≤ ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅𝑖,𝑗̃

≤ ∬ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) 𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅𝑖,𝑗̃

  

⇒ 𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗) ∬ 𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅𝑖,𝑗̃

≤ ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅𝑖,𝑗̃

≤ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗) ∬  𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅𝑖,𝑗̃

  

    Do ∬ 𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅𝑖,𝑗̃

= 𝐴(𝑅𝑖,𝑗̃) và 𝐴(𝑅𝑖,𝑗) = |𝐽(Φ)|𝐴(𝑅𝑖,𝑗̃) (điều này suy ra từ Kết quả 2.18), nên nếu chúng ta 

cả hai vế của đánh giá trên với |𝐽(Φ)| thì 

𝑚𝑖,𝑗(𝑓∗)𝐴(𝑅𝑖,𝑗) ≤ |𝐽(Φ)| ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅𝑖,𝑗̃

 ≤ 𝑀𝑖,𝑗(𝑓∗)𝐴(𝑅𝑖,𝑗). 

    Bằng cách lấy tổng từ 𝑖 = 1 đến 𝑛, từ 𝑗 = 1 đến 𝑘 và sử dụng Kết quả 2.13), 

𝐿(𝑃, 𝑓∗) ≤ |𝐽(Φ)| ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅̃

≤ 𝑈(𝑃, 𝑓∗). 

    Lấy supremum và infimum trên tập các phân hoạch 𝑃 của 𝑅, 

𝐿(𝑓∗) ≤ |𝐽(Φ)| ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅̃

≤ 𝑈(𝑓∗). 

    Do 𝑓∗ khả tích Riemann trên 𝑅 nên 𝑈(𝑓∗) = 𝐿(𝑓∗) = ∬ 𝑓∗
𝑅

= ∬ 𝑓
𝐷

, nên 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= |𝐽(Φ)| ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅̃

. 

    Do 𝜕𝐸 và 𝜕𝑅̃ là các tập có độ đo bằng không nên 𝜕(𝑅̃ 𝐸⁄ ) cũng là một tập có độ đo bằng không. 

    Từ Kết quả 2.13), 

∬ 𝑔
𝑅̃

= ∬ 𝑔
𝑅̃ 𝐸⁄

+ ∬ 𝑔
𝐸

= 0 + ∬ 𝑔
𝐸

= ∬ 𝑔
𝐸

. 

    Như vậy, 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= |𝐽(Φ)| ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝑅̃

= |𝐽(Φ)| ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

= ∬ 𝑔(𝑢, 𝑣)|𝐽(Φ)|𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

. □ 



    Trường hợp tổng quát 

    Mặc dù chúng ta đã hoàn chỉnh được công thức đổi biến cho các phép biến đổi affine nhưng việc sử dụng 

nó trên thực tế vẫn rất hạn chế. Như vậy, chúng ta sẽ tìm kiếm công thức đổi biến cho một trường hợp tổng 

quát hơn. Ý tưởng ở đây của chúng ta là sẽ khảo sát các phép biến đổi Φ: ℝ2 → ℝ2 có thể xấp xỉ bởi một phép 

biến đổi affine Ψ: ℝ2 → ℝ2 nào đó. 

 

Hình ảnh minh họa ý tưởng mở rộng công thức đổi biến. 

    Giả sử 𝑄0 ≔ (𝑢0, 𝑣0) là một điểm bất kì nằm trong ℝ2 và 𝐸 là một hình vuông lân cận đủ nhỏ bao quanh 

điểm 𝑄0. Xét phép biến đổi Φ: 𝐸 → ℝ2. Kí hiệu Φ ≔ (𝜙1, 𝜙2). Giả sử ϕ1 và ϕ2 đều có đạo hàm riêng cấp 

một trên 𝐸, các đạo hàm riêng này đều liên tục tại 𝑄0. Hơn nữa, 𝐽(Φ)(𝑄0) ≠ 0. Kí hiệu 𝑃0 ≔ Φ(𝑢0, 𝑣0). 

    Với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2, kí hiệu  

         𝜓1(𝑢, 𝑣) ≔ 𝜙1(𝑢0, 𝑣0) +
𝜕𝜙1

𝜕𝑢
|

(𝑢0,𝑣0)
(𝑢 − 𝑢0) +

𝜕𝜙1

𝜕𝑣
|

(𝑢0,𝑣0)
(𝑣 − 𝑣0) là xấp xỉ tuyến tính của ϕ1 trong 

lân cận đủ nhỏ quanh điểm (𝑢0, 𝑣0), 

         𝜓2(𝑢, 𝑣) ≔ 𝜙2(𝑢0, 𝑣0) +
𝜕𝜙2

𝜕𝑢
|

(𝑢0,𝑣0)
(𝑢 − 𝑢0) +

𝜕𝜙2

𝜕𝑣
|

(𝑢0,𝑣0)
(𝑣 − 𝑣0) là xấp xỉ tuyến tính của ϕ2 trong 

lân cận đủ nhỏ quanh điểm (𝑢0, 𝑣0). 

    Khi đó,  

𝜙1(𝑢, 𝑣) = 𝜓1(𝑢, 𝑣) + 𝜀1(𝑢, 𝑣) và 𝜙2(𝑢, 𝑣) = 𝜓2(𝑢, 𝑣) + 𝜀2(𝑢, 𝑣), với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, 

trong đó 𝜀1(𝑢, 𝑣) → 0 và 𝜀2(𝑢, 𝑣) → 0 khi (𝑢, 𝑣) → (𝑢0, 𝑣0).  

    Như vậy, phép biến đổi Ψ: ℝ2 → ℝ2 xác định bởi công thức Ψ ≔ (𝜓1, 𝜓2) là một phép biến đổi affine biến 

𝑄0 thành 𝑃0 và Ψ xấp xỉ với phép biến đổi Φ trong lân cận đủ nhỏ quanh điểm 𝑄0.   

    Hơn nữa, 

𝐽(Ψ) = (
𝜕𝜓1

𝜕𝑢

𝜕𝜓2

𝜕𝑣
−

𝜕𝜓1

𝜕𝑣

𝜕𝜓2

𝜕𝑢
) = (

𝜕𝜙1

𝜕𝑢

𝜕𝜙2

𝜕𝑣
−

𝜕𝜙1

𝜕𝑣

𝜕𝜙2

𝜕𝑢
)|

(𝑢0,𝑣0)
= 𝐽(Φ)(𝑢0, 𝑣0). 

 



    Do 𝐽(Ψ) ≠ 0 nên Ψ(𝐸) là một tập đo được và 𝐴(Ψ(𝐸)) = |𝐽(Ψ)| = |𝐽(Φ)(𝑢0, 𝑣0)|𝐴(𝐸). 

    Như vậy, nếu chúng ta chọn hình vuông lân cận 𝐸 của điểm (𝑢0, 𝑣0) đủ nhỏ thì diện tích 𝐴(Φ(𝐸)) sẽ xấp 

xỉ với diện tích 𝐴(Ψ(𝐸)) = |𝐽(Φ)(𝑢0, 𝑣0)|𝐴(𝐸). 

    Lập luận tương tự, chúng ta dễ dàng chứng minh được rằng: 

    Kết quả 2.20. (Công thức đổi biến cho hàm hai biến) 

    Giả sử 𝐷 là một tập con đóng và bị chặn của ℝ2 sao cho 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không và 𝑓: 𝐷 → ℝ 

là một hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 có độ đo bằng không. Giả sử Ω là một tập con 

mở của ℝ2 và Φ: Ω → ℝ2 là một phép biến đổi 1 − 1 sao cho 𝐷 ⊆ Φ(Ω). Kí hiệu Φ ≔ (𝜙1, 𝜙2). Giả sử 

𝜙1, 𝜙2 là các hàm có đạo hàm riêng cấp một liên tục trên Ω và 𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) ≠ 0 với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ Ω. Giả sử 

𝐸 ⊆ Ω sao cho Φ(𝐸) = 𝐷. 

    Khi đó, 𝐸 là một tập con đóng và bị chặn của Ω sao cho 𝜕𝐸 là một tập có độ đo bằng không. 

    Hơn nữa, 𝑓 ∘ Φ: Ω → ℝ2 cũng là một hàm bị chặn có tập các điểm gián đoạn là một tập có độ đo bằng 

không và 

                                           ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
𝐷

= ∬ (𝑓 ∘ Φ)(𝑢, 𝑣)|𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣)|𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐸

.                                  

 

Hình vẽ minh họa. 



     3. Tích phân ba lớp 

    Trong mục này của bài viết, chúng ta sẽ mở rộng các phân tích đã thực hiện trong mục 1) và mục 2) cho 

các tích phân ba lớp. Tất cả các kết quả đã đạt được trong mục 1) và mục 2) đều có thể mở rộng cho các tích 

phân ba lớp mà không cần phải bổ sung thêm bất kì một ý tưởng mới nào khác.  

    Tích phân ba lớp trên các hình chữ nhật. 

    Nhắc lại rằng một hình hộp chữ nhật là một hình hộp chữ nhật đóng không rỗng trong ℝ3. 

    Nói cách khác, một hình hộp chữ nhật là một tập con của ℝ3 có dạng: 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] ≔ {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 𝑣à 𝑝 ≤ 𝑧 ≤ 𝑞},  

trong đó 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ với 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑 và 𝑝 < 𝑞. 

    Giả sử 𝐾 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] là một hình hộp chữ nhật trong ℝ3 và 𝑓: 𝐾 → ℝ là một hàm bị chặn 

bất kì. 

    Kí hiệu: 

𝑚(𝑓) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾} và 𝑀(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐾}. 

    Giả cho trước một phân hoạch 𝑃 ≔ {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑙): 𝑖 = 0,1, … , 𝑛; 𝑗 = 0,1, … , 𝑘 𝑣à 𝑙 = 0,1, … , 𝑟} của 𝐾 sao 

cho 𝑎 = 𝑥0 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏, 𝑐 = 𝑦0 < ⋯ < 𝑦𝑘 = 𝑑, 𝑝 = 𝑧0 < ⋯ < 𝑧𝑙 = 𝑞. Mỗi điểm (𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑙) được gọi là 

một điểm lưới của phân hoạch 𝑃. Hình hộp chữ nhật [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] × [𝑧𝑙−1, 𝑧𝑙] được gọi là hình hộp 

con chữ nhật thứ (𝒊, 𝒋, 𝒌) cảm sinh bởi 𝑷. 

    Kí hiệu: 

        𝑚𝑖,𝑗,𝑙(𝑓) ≔ 𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] × [𝑧𝑙−1, 𝑧𝑙]}, 

        𝑀𝑖,𝑗,𝑙(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] × [𝑧𝑙−1, 𝑧𝑙]}. 

    Hiển nhiên, 𝑚(𝑓) ≤ 𝑚𝑖,𝑗,𝑙(𝑓) ≤ 𝑀𝑖,𝑗,𝑙(𝑓) ≤ 𝑀(𝑓), với mọi 𝑖 = 0,1, … , 𝑛; 𝑗 = 0,1, … , 𝑘 𝑣à 𝑙 = 0,1, … , 𝑟. 

    Khi đó,  

        𝐿(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ ∑ 𝑚𝑖,𝑗,𝑙(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)(𝑧𝑙 − 𝑧𝑙−1)𝑟
𝑙=1

𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  được gọi là tổng Riemann ba 

lớp dưới của hàm 𝒇 ứng với phân hoạch 𝑷, 

        𝑈(𝑃, 𝑓) ≔ ∑ ∑ ∑ 𝑀𝑖,𝑗,𝑙(𝑓)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1)(𝑧𝑙 − 𝑧𝑙−1)𝑟
𝑙=1

𝑘
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  được gọi là tổng Riemann ba 

lớp trên của hàm 𝒇 ứng với phân hoạch 𝑷. 

     Luận tương tự, chúng ta chứng minh được: 

𝑚(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)(𝑞 − 𝑝) ≤ 𝐿(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑈(𝑃, 𝑓) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)(𝑞 − 𝑝).(xem lại Kết quả 1.1)  

 



     Kí hiệu:  

         𝐿(𝑓): = 𝑠𝑢𝑝{𝐿(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞]} là tổng Riemann ba lớp 

dưới của hàm 𝒇, 

         𝑈(𝑓): = 𝑖𝑛𝑓{𝐿(𝑃, 𝑓): 𝑃 𝑙à 𝑚ộ𝑡 𝑝ℎâ𝑛 ℎ𝑜ạ𝑐ℎ 𝑐ủ𝑎 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞]} là tổng Riemann ba lớp  

trên của hàm 𝒇. 

    Lập luận tương tự, chúng ta chứng minh được 𝐿(𝑓) ≤ 𝑈(𝑓). (xem lại Kết quả 1.3) 

    Hàm 𝑓 được gọi là khả tích Riemann (hoặc khả tích) trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] nếu 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓).  

    Nếu 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] thì giá trị 𝐿(𝑓) = 𝑈(𝑓) được gọi là tích 

phân Riemann ba lớp của hàm 𝒇 trên [𝒂, 𝒃] × [𝒄, 𝒅] × [𝒑, 𝒒] và được kí hiệu bởi 

∭ 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛)𝒅(𝒙, 𝒚, 𝒛)
 [𝒂,𝒃]×[𝒄,𝒅]×[𝒑,𝒒]

 (hoặc ∭ 𝒇
 [𝒂,𝒃]×[𝒄,𝒅]×[𝒑,𝒒]

). 

    Lập luận tương tự, chúng ta chứng minh được dạng mở rộng của các Kết quả 1.2), 1.4), 1.5), 1.6), 1.7), 

1.8), 1.9), 1.10) cho các tích phân Riemann ba lớp. Dạng mở rộng của Định lí Fubini cho các hình hộp chữ 

nhật được phát biểu như sau:   

    Kết quả 3.1. (Định lí Fubini trên các hình hộp chữ nhật) 

    Giả sử 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] → ℝ là một hàm khả tích Riemann và kí hiệu 𝐼 là tích phân Riemann của 

𝑓 trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞]. 

    i)  Nếu, với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

 thì tồn tại tích phân lặp  

∫ (∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 và bằng 𝐼. 

    ii) Nếu, với mỗi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], tồn tại tích phân ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝
 thì tồn tại tích phân lặp 

∬ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝
) 𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
 và bằng 𝐼. 

    iii) Nếu các điều kiện (i) và (ii) đều thỏa mãn thì tồn tại tích phân lặp ∫ [∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝
) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐
] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 tồn 

tại và bằng 𝐼.  

    Chứng minh kết quả 3.1. 

    i)  Giả sử với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân hai lớp ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

. 

    Xét hàm 𝐴: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 𝐴(𝑥) ≔ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

. 

    Do 𝑚(𝑓)(𝑑 − 𝑐)(𝑞 − 𝑝) ≤ 𝐴(𝑥) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑑 − 𝑐)(𝑞 − 𝑝) với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] nên 𝐴 là một hàm bị chặn 

trên [𝑎, 𝑏].  



    Bằng cách lặp lại phép chứng minh trong khẳng định (i) của Kết quả 1.11), áp dụng Kết quả 1.6) cho hình 

chữ nhật [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] và sử dụng điều kiện Riemann cho hàm một biến cho hàm 𝐴 trên [𝑎, 𝑏], 𝐴 là một 

hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và 

𝐼 = ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

    ii) Giả sử với mỗi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], tồn tại tích phân ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝
. 

    Xét hàm 𝒜: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ xác định bởi công thức 𝒜(𝑥, 𝑦) ≔ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝
. 

    Do 𝑚(𝑓)(𝑞 − 𝑝) ≤ 𝒜(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀(𝑓)(𝑞 − 𝑝) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] nên 𝒜 là một hàm bị chặn 

trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

    Bằng cách lặp lại phép chứng minh trong khẳng định (i) của Kết quả 1.11), áp dụng điều kiện Riemann 

cho hàm một biến cho đoạn [𝑝, 𝑞] và sử dụng điều kiện Riemann cho hàm hai biến (Kết quả 1.4) cho hình 

chữ nhật [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], 𝒜 là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và 

𝐼 = ∬ 𝒜(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑥, 𝑦)
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

. 

    iii) Giả sử các điều kiện (i) và (ii) đều được thỏa mãn. 

    Với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], xét hàm 𝑔𝑥: [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] → ℝ xác định bởi công thức 𝑔𝑥(𝑦, 𝑧) ≔ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 3.1), 𝑔𝑥 là một hàm khả tích Rieman trên [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞]. 

    Từ khẳng định (ii) của Kết quả 3.1), với mọi 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], tồn tại tích phân ∫ 𝑔𝑥(𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝
. 

    Áp dụng Định lí Fubini cho tích phân Riemann hai lớp của hàm 𝑔𝑥trên hình chữ nhật [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞], xét 

hàm 𝐴: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác định bởi công thức 

𝐴(𝑥) ≔ ∬ 𝑔𝑥(𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

= ∫ (∫ 𝑔𝑥(𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝
) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐
. 

    Từ khẳng định (i) của Kết quả 3.1), 𝐴(𝑥) là một hàm khả tích Riemann trên [𝑎, 𝑏] và 

𝐼 = ∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ [∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑞

𝑝
) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐
] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
.                                            □ 

    Tích phân ba lớp trên các tập bị chặn. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ3 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn. 

    Xét một hình hộp chữ nhật 𝐾 bất kì nằm trong ℝ3 sao cho 𝐷 ⊆ 𝐾 và hàm 𝑓∗: 𝐾 → ℝ xác định bởi công 

thức                                                       

𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ {
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,

0, 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∉ 𝐷.
 

    Hàm 𝑓 được gọi là khả tích Riemann trên 𝑫 nếu 𝑓∗ là một hàm khả tích Riemann trên 𝐾. Nếu 𝑓 là một 

hàm khả tích Riemann trên 𝐷 thì tích phân Riemann của 𝒇 trên 𝑫 được xác định bởi tích phân Riemann 



của 𝑓∗ trên 𝐾, nghĩa là ∭ 𝑓
𝐷

≔ ∭ 𝑓∗
𝐾

. Nhận thấy rằng định nghĩa về tính khả tích và giá trị của tích phân 

Riemann như trên hoàn toàn không phụ thuộc vào cách chọn hình hộp chữ nhật 𝐾. Lập luận tương tự, chúng 

ta chứng minh được dạng mở rộng của các Kết quả 2.1) cho các tích phân Riemann ba lớp. Dạng mở rộng 

của Định lí Fubini cho các tập bị chặn được phát biểu như sau:  

    Kết quả 3.2. (Nguyên lí Cavalieri) 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ3, 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann và kí hiệu 𝐼 là tích 

phân Riemann của 𝑓 trên 𝐷. 

    i) Nếu 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 𝑣à (𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷𝑥} trong đó, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝐷𝑥 là một tập con của 

ℝ2 với 𝜕𝐷𝑥 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ2 và, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], tồn tại tích phân 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
𝐷𝑥

 thì tồn tại tích phân lặp ∫ (∬ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
𝐷𝑥

) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 và bằng 𝐼.    

   ii) Nếu 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0 𝑣à 𝜙1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝜙2(𝑥, 𝑦)} trong đó 𝐷0 là một tập con của ℝ2 

với 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ2, 𝜙1, 𝜙2: 𝐷0 → ℝ là các hàm khả tích Riemann sao cho 

𝜓1 ≤ 𝜓2, với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0, tồn tại tích phân ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜙2(𝑥,𝑦)

𝜙1(𝑥,𝑦)
𝑑𝑧 thì tồn tại tích phân lặp 

∬ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜙2(𝑥,𝑦)

𝜙1(𝑥,𝑦)
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

𝐷0
 và bằng 𝐼. 

    Chứng minh kết quả 3.2. 

    Xét một hình hộp chữ nhật 𝐾 ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] nằm trong ℝ3 sao cho 𝐷 ⊆ 𝐾 và hàm 𝑓∗: 𝐾 → ℝ 

xác định bởi công thức 

                                                   

𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ {
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,

0, 𝑛ế𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∉ 𝐷.
 

    i) Từ khẳng định (i) của Kết quả 3.1), tồn tại tích phân lặp ∫ (∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 tồn tại và 

bằng tích phân Riemann của hàm 𝑓∗ trên 𝐾, nghĩa là 

𝐼 = ∫ (∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥. 

    Nhận thấy rằng, với mỗi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝐷𝑥 ⊆ [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞]. Hơn nữa, do 𝜕([𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞]) và 𝜕𝐷𝑥 đều là các 

tập có độ đo bằng không nên 𝜕([𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] 𝐷𝑥⁄ ) cũng là một tập có độ đo bằng không. 

    Từ Kết quả 2.13),  

∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

= ∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
𝐷𝑥

+ ∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞] 𝐷𝑥⁄

. 

    Nhận thấy rằng, với mọi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], (𝑦, 𝑧) ∈ [𝑐, 𝑑] × [𝑝, 𝑞] 𝐷𝑥⁄ , 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, nên 

∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
[𝑐,𝑑]×[𝑝,𝑞]

= ∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
𝐷𝑥

. 

 



    Như vậy,  

𝐼 = ∫ (∬ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)
𝐷𝑥

)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥. 

    ii) Từ khẳng định (ii) của Kết quả 3.1), tồn tại tích phân lặp ∬ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑞

𝑝
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
 tồn tại 

và bằng tích phân Riemann của hàm 𝑓∗ trên 𝐾, nghĩa là 

𝐼 = ∬ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑞

𝑝
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
. 

    Nhận thấy rằng 𝐷0 ⊆ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], 𝜕([𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]) và 𝜕𝐷0 đều là các tập có độ đo bằng không nên 

𝜕([𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 𝐷0⁄ ) cũng là một tập có độ đo bằng không. 

    Từ Kết quả 2.13), 

∬ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑞

𝑝
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
= ∬ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑞

𝑝
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

𝐷0
    

                                                                             + ∬ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑞

𝑝
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑] 𝐷0⁄
. 

    Nhận thấy rằng, với mọi 𝑧 ∈ [𝑝, 𝑞], (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 𝐷0⁄ , 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, nên 

∬ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑞

𝑝
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]
= ∬ (∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑞

𝑝
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

𝐷0
. 

    Hơn nữa, do với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0, 𝑧 ∈ [𝑝, 𝑞] [𝜙1(𝑥, 𝑦), 𝜙2(𝑥, 𝑦)]⁄ , 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, nên 

∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑞

𝑝
𝑑𝑧 = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜙2(𝑥,𝑦)

𝜙1(𝑥,𝑦)
𝑑𝑧. 

    Như vậy,  

𝐼 = ∬ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜙2(𝑥,𝑦)

𝜙1(𝑥,𝑦)
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

𝐷0
.                                                    □ 

    Tập có độ đo bằng không trong ℝ𝟑. 

    Nhắc lại rằng một tập bị chặn 𝐸 ∈ ℝ3 được gọi là một tập có độ đo bằng không trong ℝ𝟑 nếu, với mọi 

số thực dương 𝜀 > 0, tồn tại một số hữu hạn các hình hộp chữ nhật đóng kín tập 𝐸 và tổng thể tích của 

chúng nhỏ hơn 𝜀. Lập luận tương tự, chúng ta chứng minh được dạng mở rộng của Kết quả 2.3) cho các tập 

𝐸 có độ đo bằng không trong ℝ3. Như vậy, chúng ta cũng có thể chứng minh được dạng mở rộng của Kết 

quả 2.4) cho các tập 𝐸 có độ đo bằng không trong ℝ3.  

    Lập luận tương tự, chúng ta cũng chứng minh được dạng mở rộng của Kết quả 2.5), nghĩa là nếu 𝐷 là một 

tập bị chặn nằm trong ℝ3 sao cho 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn sao 

cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 cũng là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3 thì 𝑓 là một hàm khả 

tích Riemann trên 𝐷. 

    Bằng cách sử dụng Kết quả 2.6) và khẳng định (ii) của Nguyên lí Cavalieri (Kết quả 3.2), chúng ta có thể 

chứng minh được dạng tương tự của Kết quả 2.7) cho các tích phân Riemann ba lớp như sau: 



    Kết quả 3.3. 

    Giả sử 𝐷0 là một tập bị chặn nằm trong ℝ2 sao cho 𝜕𝐷0 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ2 và 𝐷 là 

một tập bị chặn nằm trong ℝ3 có dạng 𝐷 ≔ {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0 𝑣à 𝜙1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝜙2(𝑥, 𝑦)} . 

    Khi đó, 𝜕𝐷 cũng là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3.   

    Hơn nữa, nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 là một tập có độ đo 

bằng không trong ℝ3 thì 𝑓 là một hàm khả tích Riemann trên 𝐷 và 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐷

= ∬ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜙2(𝑥,𝑦)

𝜙1(𝑥,𝑦)
𝑑𝑧) 𝑑(𝑥, 𝑦)

𝐷0
. 

    Tập đo được trong ℝ𝟑. 

    Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn nằm trong ℝ3. 𝐷 được gọi là một tập đo được nếu hàm 1𝐷: 𝐷 → ℝ xác định 

bởi công thức 1𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ 1 với mọi (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷 khả tích Riemann trên 𝐷. 

    Thể tích 𝑽(𝑫) của tập 𝐷 được xác định bởi công thức 𝑉(𝐷) ≔ ∭ 1𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐷

. 

    Lập luận tương tự, chúng ta chứng minh được dạng mở rộng của Kết quả 2.9) cho các tập 𝐷 nằm trong ℝ3 

nghĩa là 𝐷 là một tập đo được khi và chỉ khi 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3. Đồng thời, 𝐷 là 

một tập đo được và 𝑉(𝐷) = 0 khi và chỉ khi 𝐷 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3. Điều này chỉ ra 

rằng nếu 𝐷 là một tập con bị chặn nằm trong ℝ3 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm khả tích Riemann thì 𝑓 khả tích 

Riemann trên mọi tập con 𝐷0 của 𝐷 sao cho 𝜕𝐷0 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3.      

    Công thức đổi biến cho tích phân ba lớp.   

    Nhắc lại rằng một phép tịnh tiến trong ℝ𝟑 là một phép biến đổi xác định bởi công thức 

Φ(𝑢, 𝑣, 𝑤) ≔ (𝑥0 + 𝑢, 𝑦0 + 𝑣, 𝑧0 + 𝑤) trong đó (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) là một điểm cố định bất kì nằm trong ℝ3. 

    Lập luận tương tự, chúng ta cũng chứng minh được dạng mở rộng của Kết quả 2.15), nghĩa là tích phân 

Riemann ba lớp được bảo toàn qua các phép tịnh tiến. Điều này cũng giúp chúng ta tính toán công thức thể 

tích của các hình hộp chữ nhật tương tự như cách chúng ta đã dùng để tính toán công thức diện tích của các 

hình bình hành như trong Kết quả 2.16): 

    Kết quả 3.4. 

    Giả sử (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3) là bốn điểm không đồng phẳng nằm trong ℝ3, 𝐷 là 

một hình hộp chữ nhật nhận (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3) làm các đỉnh và có một đỉnh 

nằm đối diện với (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) qua mặt phẳng đi qua (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3). 

    Khi đó, 𝐷 là một tập đo được và 

𝑉(𝐷) = |𝑑𝑒𝑡 [

𝑥1 − 𝑥0 𝑦1 − 𝑦0 𝑧1 − 𝑧0

𝑥2 − 𝑥0 𝑦2 − 𝑦0 𝑧2 − 𝑧0

𝑥3 − 𝑥0 𝑦3 − 𝑦0 𝑧3 − 𝑧0

]|. 

     



    Nhắc lại rằng một phép biến đổi affine trong ℝ𝟑 là một phép biến đổi xác định bởi công thức 

Φ(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (𝑥0 + 𝑎1𝑢 + 𝑏1𝑣 + 𝑐1𝑤, 𝑦0 + 𝑎2𝑢 + 𝑏2𝑣 + 𝑐2𝑤, 𝑧 + 𝑎3𝑢 + 𝑏3𝑣 + 𝑐3𝑤) 

với mọi (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ ℝ3. 

    Jacobian 𝑱(𝚽) của phép biến đổi Φ xác định bởi công thức 𝐽(Φ) = 𝑑𝑒𝑡 [

𝑎1 𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

]. 

    Phép biến đổi Φ được gọi là phép biến đổi affine khả nghịch nếu Φ là một song ánh. 

    Lập luận tương tự, chúng ta chứng minh được Φ là một phép biến đổi affine khả nghịch ⇔ 𝐽(Φ) ≠ 0.  

    Hơn nữa, phép biến đổi ngược Φ−1: ℝ → ℝ cũng là một phép biến đổi affine.  

    Nếu Φ là một phép biển đổi affine khả nghịch thì Φ sẽ biến hình hộp chữ nhật 𝐸 thành một hình hộp chữ 

nhật 𝐷 khác sao cho 𝑉(𝐷) = |𝐽(Φ)|𝑉(𝐸). Hơn nữa, nếu 𝐸 là một tập bị chặn bất kì đo được trong ℝ3 thì 

𝐷 ≔ Φ(𝐸) cũng là một tập bị chặn đo được trong ℝ3 và 𝑉(𝐷) = |𝐽(Φ)|𝑉(𝐸). 

     Lập luận tương tự, chứng ta chứng minh được dạng mở rộng sau của Kết quả 2.19): 

     Kết quả 3.5. (Công thức đổi biến cho các phép biến đổi affine) 

     Giả sử 𝐷 là một tập bị chặn trong ℝ3 sao cho 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3 và 𝑓: 𝐷 → ℝ 

là một hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3.  

     Giả sử Φ: ℝ3 → ℝ3 là một phép biến đổi affine với 𝐽(Φ) ≠ 0. 

     Khi đó, nếu tồn tại một tập con 𝐸 ⊆ ℝ3 sao cho Φ(𝐸) = 𝐷 thì 𝐷 cũng là một tập bị chặn và 𝜕𝐷 cũng là 

một tập có độ đo bằng không trong ℝ3. 

     Hơn nữa, 𝑓 ∘ Φ: 𝐸 → ℝ cũng là một hàm bị chặn với tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 ∘ Φ là một tập có 

độ đo bằng không trong ℝ3 và        

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐷

= ∭ 𝑓(Φ(𝑢, 𝑣, 𝑤))|𝐽(Φ)|𝑑(𝑢, 𝑣, 𝑤)
𝐷

. 

     Sau cùng, chúng ta dễ dàng chứng minh được dạng mở rộng sau của Kết quả 2.20): 

     Kết quả 3.6. (Công thức đổi biến cho hàm ba biến) 

    Giả sử 𝐷 là một tập con đóng và bị chặn của ℝ3 sao cho 𝜕𝐷 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3 và 

𝑓: 𝐷 → ℝ là một hàm bị chặn sao cho tập các điểm gián đoạn của hàm 𝑓 có độ đo bằng không trong ℝ3.  

    Giả sử Ω là một tập con mở của ℝ3 và Φ: Ω → ℝ3 là một phép biến đổi 1 − 1 sao cho 𝐷 ⊆ Φ(Ω).  

    Kí hiệu Φ ≔ (𝜙1, 𝜙2, 𝜙3). Giả sử 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3 là các hàm có đạo hàm riêng cấp một liên tục trên Ω và 

𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣, 𝑤) ≠ 0 với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ Ω. Giả sử 𝐸 ⊆ Ω sao cho Φ(𝐸) = 𝐷. 

    Khi đó, 𝐸 là một tập con đóng và bị chặn của Ω sao cho 𝜕𝐸 là một tập có độ đo bằng không trong ℝ3. 



    Hơn nữa, 𝑓 ∘ Φ: Ω → ℝ3 cũng là một hàm bị chặn có tập các điểm gián đoạn là một tập có độ đo bằng 

không trong ℝ3 và 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐷

= ∭ (𝑓 ∘ Φ)(𝑢, 𝑣, 𝑤)|𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣, 𝑤)|𝑑(𝑢, 𝑣, 𝑤)
𝐸

. 
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