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Noi dung cua bai viét nay nham muc dich giéi thiéu mot s6 két qua ly thuyét mang tinh thong dung

nhét trong cé4c tng dung cua ly thuyét d6 thi hién dai.

Chi @& 01. Cac khai niém co ban
1.1. P6 thi

Db thi G lamot cap (V,E) gom mot tap dinh V va mét tap canh E sao cho E < [VT,

tuc 12 cac phan tir cia E 12 céc 2- tap con cuatap V.

Cac phan tir cua tap V dugc goi 1a cac dinh cua d6 thi G, con cac phan tir cia E duoc goi la cac
canhcua G.

Db thi G thuong dugc biéu dién truc quan bang cach sir dung céc cham tron dé biéu dién cho cac
dinh va néi hai cham tron lai bang mot cung néu nhu chung tao thanh mot canh cua do thi G.
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D) th trén tap dinh V ={1,....,7} voi tap canh
E= ({12} 15} 25} (3.4).57))
Tap cac dinh cua do thi G thuong duoc ki hiéu la V(G) con tap cac canh thi duoc
ki hiéu la E(G)
Sé cac dinh ciia dd thi G dugc goi 12 béc cua nd, ki hidu bai ‘G‘; con sb cac canh caa né dugc
ki higu Ia |G|

Do thi G duoc goi 1a hizu han hoic vé hgn tly thudc vao bac ‘G‘ caa no.



Luu ¥ rang trong toan bd noi dung bai viét nay néu khong cé giai thich gi thém thi mic dinh 13 dang
khao sat cac do thi hiru han.

binh v duoc goi la lién thugc vai canh v néu v e e, tic 1a dinh v 1a mot dau mat nao do6 cua
canh v.

Canh {x,y} thudng duoc ki hiéu lai duéi dang xy (hodc yx). Néu xe X va y e thi xy dugc goi
lamét X —¥ canh. Tap hop gdm tat ca cic X —¥ canh trong tap E duoc ki higu 1a E(X.Y).

Dé thuan tién trong qua trinh trinh bay, thong thuong ta ki hiéu E(x,X) va E(X,y) thay cho
E({x}X) va E(X{y}) Tap hop gdm tit ca cac canh trong £ nhan v 1am mot du mat duoc ki higu
la E(v).

Hai dinh x,y duoc goi la lién hep (hoic lang giéng) néu xy 1a mot canh cua db thi G .

Hai canh phan biét e, f duoc goi la lién hgp néu ching c6 chung mot dau mat.

‘Néu tt ca cac dinh cua mot do thi G déu lién hop doi mot v6i nhau thi do thi G dugc goi la
ddy dii.

Mot d6 thi day du trén n dinh thuong dugc ki hieu 1a K ; d6 thi K, thuong duoc goi la mot
tam giéc.

Mot tap hop céac dinh (hoac cac canh) d6i mét khéng lién hop véi nhau duoc goi la déc lap
(hodc éon dinh).

Cho truéc hai do thi G=(V.E) va G'=(V'E').

Do thi G va G’ duogc goi 1a dang cau, ki hieu G = G', néu ton tai mot song anh @V — V'’
sa0 cho xy € E < ¢(x)p(y) e E' véi moi x,y V.

Anh xa ¢ duogc goi 12 mot phép dang cdu; néu G =G’ thi ¢ duogc goi l1a mot tw ding cau.

Thuc té‘né’u mot ké:[ qua suy luan nao d6 cta ta dung trén mét do thi thi lap luan do clng s& dﬁr}g
trén cac do thi dang cau v6i no nén thuong ta khong qua dat nang viéc phai phan biét cac do thi dang
cau vai nhau.

Do @6 ta thuong ki hiéu G =G’ hon so véi cach ki hiéu G =G".

Cho truéc hai do thi G=(V.E) va G'=(V'E').

Pit GUG =(VUVEUE ) va GNG =(VAV,ENE').

Néu GNG' =@ thi G va G’ duoc goi la phan biét.

Néu V'cV va E'c E thi G' lamot do thi con cua G (hoac do6 thi G chera d6 thi G').

Néu G' = G va G' chua tat ca cac canh xy e E véi x,y € V' thi G' duoc goi 1a mot do thi con cam
sinh cia G ; tap V' duoc goi la khung G’ trong G, ki higu G'=G|V'].

Do dé, néu U <V la mt tap céc dinh thi G[ U | chinh la d thi con trén tap dinh U véi cac canh
chinh 14 céc canh cia G ma c6 ca hai dau muat déu nam trong U .

Néu G' = G va V' lakhung cua G, tac la V' =V, thi G’ duoc goi la do thi con khung ciua G.

Néu U 1a mot tap dinh bét ki cia dé thi G thitaki higu G-U =G|V \U]|.

NOi cach khac, G—U chinh 1a db thi thu duoc tir d6 thi G bang cach xo6a di tat ca cac dinh nam
trong U va cac canh lién thuoc vaéi ching.

Néu U ={v} thi dé thuan tién trong trinh bay ta thuong ki higu G—v thay cho G—{v}.

Néu Fc[V] thitakihigu G-F:=(V,E\F)va G+F:=(V,EUF).



Tuong ty nhu & trén, dé thuan tién khi trinh bay céc két qua, ta thuong ki hiéu G—e va G +e thay
cho cach viét G—{e} va G+{e}.

Do thi G duogc goi la téi dai — canh (hoic téi tiéu — canh) theo mot tinh chat P nao d6 néu ban than
G thoa man tinh chat P nhung khong c6 do thi G +xy (hoac G — xy) nao théa mén tinh chat P trong
d6 x,y 1a hai dinh khong lién hop bat ki ctia d6 thi G.

Luu ¥ rang trong céch dinh nghia khéi niém téi dai (hoic tai tiéu) theo mot tinh chat P néu trén that
ra chinh la ta dang xem xét phan tur t6i dai va toi tieu trén quan hé do thi con da dugc dinh nghia
trede do; con khi ta ndéi mot tap cac dinh (hoac tap cac canh) la toi dai (hoac toi tiéu) thi ta dang xem
xét trén quan hé bao ham thong thuong.

Néu G va G’ 1a hai do6 thi phan biét thi G *G’ ki hiéu cho d6 thi nhan dugc tr GG’ bang cach
noi tat ca cac dinh cia G Vvéi tat ca cac dinh cuaa do thi G'.

A N \ A . A , R 2

Phdn bu G cia G 1a mét do thi trén tap dinh V ¢6 tap canh la [V} \E.

Pé thituyén tinh L(G) cia G 1a mot db thi c6 tap dinh 1a E sao cho hai dinh x,y  E lién hop véi
nhau khi va chi khi x,y 1a hai dinh lién hop trong G.

1.2. Bac ciia mot dinh
Cho truéc dd thi G = (V,E).

Ki higu N, (v) (hodc don gian Ia N(v)) la tap tit ca cac lang giéng cta dinh v trong dd thi G
Vi moi tap U <V, tap céc lang giéng cia tap dinh U, ki higu Ia N (U), Ia tap tht ca cac lang giéng
nam trong V \ U cia cac dinh nam trong tap U .

Bdc d,(v) (hoic don gian la d(v)) cia mot dinh v chinh 1a s6

N(v)‘ , tire 12 bang s6 cac dinh
lang giéng cua dinh v. Mot dinh ¢6 bac bang 0 dwoc goi 1a dinh ¢ 1ap.

S6 5(G) = min{d(v) |lve V} duogc goi 1a bdc nhé nhdt cua G, s6 A(G) = max{d(v) |lve V} duoc
goi la bac Ién nhdt cua G.

Néu tat ca cac dinh cua G déu 6 bac k thi G duoc 1a k - déu ( hodc don gian la déu).
Mot do thi 3- déu dugc goi 1a mot khai ldp phwong.

>.d(v)
S6 d(G):= VEV‘V duoc goi 1a bdc trung binh cia db thi G.
D& dang nhan thiy ring 6(G)<d(G)<A(G).
BAc trung binh cua mot do thi 1a thude do gitp ta danh gia sy phan bo cuia céc canh trén timg dinh
cua mot do thi.
£

That vay, bing cach ki hi¢ue(G):= —; lati sé giita s6 canh trén sé dinh ciia dd thj G,

i

ta nhan thay ring £(G)= %d(G).

(Néu tinh tdng Zd(v) theo tt ca cac bac dinh cua G thi mdi canh ching ta tinh I3p lai chinh xac
veV
hai 1an: mdi lan cho m&i dau mut caa canh nay)
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Do dé |E| :Egd(v) zad(G)M, nén g(G)zad(G).
Néu mot dd thi c6 bac nho nhat da 16n thi né ciing s& ¢é nhiéu canh trén mot dinh,
boivi #(G)=-d(G)=5(G).

Nhung nguoc lai mot d6 thi co thé ¢é bac trung binh rat 16n mic du bac nho nhat caa né 1a
kha nho.

Tuy nhién cac dinh c6 bac da 16n khdng hoan toan phan tacn giira cac dinh c6 bac nho, tac 1a moi d6
thi G déu s& chua it nhat mot do thi con co bac trung binh khéng nhé hon bac trung binh cua do thi G
va bac nho nhat cta né ciing khéng nhé hon phan nira 1an bac nho nhét cia do thi G

Két qua 1.2
Moi dd thi G c6 it nhat mot canh déu chira mot dd thi con H sao cho 5(H) > g(H) > g(G).

'Y twong dé xay dung H tir do thi G rat don gian: ta s& x0a dan di tat ca céc dinh c6 bac nhé cho
dén khi chi con lai cac dinh cé bac’dﬁ I6n cua dothi G.
Mot cau hoi ma ta phai giai quyét trudc khi trinh bay phép chirng minh cuia ta @6 1a :
“Piéu ki¢n ctia bac dinh d(v) la gi dé khi ta x6a di dinh v thi khong 1am giam gid trj cia £(G) 2~
Cau tra Idi cho cau héi nay do chinh 1a d(v)<&(G).
That vay, khi ta xéa di dinh v ma d(v)<&(G) thi s céc dinh bj giam di 1 con sb céc canh giam di
t6i da khong vuot qué d(v) :

Khi do,
o)1) o) L)
= d(v)<=d(G)

Do do, ti s6 ¢ giita s6 canh trén sé dinh s& khong bi giam.
Chirng minh ket qua 1.1.
Dau tién ta xay dung mét day céc do thi con cam sinh G=G, oG, o... bang nhu sau:

“Néu G. c6 mot dinh v, ¢6 bac d(vl.) < 8(Gl.) thi ta dat G, | := G, —v,; trong truong hop nguoc lai, ta
két thiic qua trinh xay dung va dat H :=G.”.
Theo céch chon dinh v,, £(G,,,) > £(G,) véi moi i
Do dé, £(H)2£(G).
Mt khac, g(Kl) =0< e(G) nén khdng co bat ki do thi nao trong diy do thi con ma ta xay dung

theo phuong phép trinh bay ¢ trén 1a dd thirdng, tecla H =D .
Diéu d6 c6 nghia d6 thi H c6 chira it nhat mot dinh khéng phu hop véi diéu kién néu trong thuét

toan, tac 13 5( )>5(H). 0




1.3. Pwong di va chu trinh

Puwing di P=(V,E) lamot dd thi véi tap dinh V ={x,,x,.....x, | vatap canh
E= {xoxl,xlxz,...,xkflxk} trong do tat ca cac dinh v, déu doi mot phéan biét.

Khi d6, hai dinh x,va x, goi |a dwgc lién két béi duwong di P va dugc goi la cac ddu mut cua P;
cac dinh x,,...,x, , duoc goi la cac dinh trong cta duong di P.

S6 cac canh ciia mot dudng di duoc goi 1a chiéu dai cia nd va duong di c6 do dai k duoc
ki higu 1 P..

Luu y rang & c6 thé nhan gia tri bang 0, tic 13 P, =K.

G p
Puong di P =P, trong dothi G.
Théng thuong ta ki hieu mot duong di béi cac dinh cia nd, chang han P = x x,...x,, VAP goi la mot
dwong di tir x, dén x, (hoic gi@a x, va x, ).
Vaoi 0<i<j<k,Kkihiéu:

va



Dé thuan tién trong viéc trinh bay cac phép chung minh ta thuong don gian hoa cac cach ki hiéu céc
duong di.

Chang han, néu hop Px U xQy U yR cia ba dudng di Px, xQy, yR ciing 1a mot dudng di thi ta co
thé don gian hda cach ki hiéu thanh PxQyR.

S

rPyQz

buong P,Q va xPyQz.

Cho truéc hai tap dinh A,B, duong di P = x,...x, duoc goi la mot duwong di A—B
néu V(P)nA={x} vaV(P)nB={x}.

B¢ don gian héa cach ki hi¢u ta thuong ki hidu mot dwong di {a}—B béi a—B.

Hai hay nhiéu dudng di duoc goi la dgc 1gp néu khong c6 dudng di ndo trong s chling chia dinh
trong cua mét trong cac duong di con lai.

Hai duong di a—b duoc goi la doc lap khi va chi a,b l1a cap dinh chung duy nhat cua chang.

Cho truéc mot do thi con H , duong di P dugc goi 14 H - dwong di néu P khac rong va giao cua
duong di P voi do thi H chinh la cac dau mut cua no.

Cho truéc mot duong di P =x,...x,_, (k=3).

Khi d¢, d6 thi P+x,_ x, dugc goi 1a mot chu trinh.

Bang cach ki hiéu twong ty nhu da dbi vai cac dudng di, thong thudng dé giam bat tinh phic tap ta
thuong ki hiéu mot chu trinh bai day cac dinh ctia nd. Chang han, chu trinh C thuong dugc ki hiéu lai
dudi dang x,..x,_x,.

Chiéu dai cua mét chu trinh chinh 1a s6 canh (hoic s6 dinh) caa chinh chu trinh dé; mét chu trinh ¢6
do dai k thuong duoc goi la mot k - chu trinh va ki hiéu bsi C, .

Do dai nho nhat cia mot chu trinh chira trong d6 thi G duoc goi 1a girth caa d6 thi G va ki hiéu l1a
g(G); do dai 16n nhat cia mot chu trinh chira trong dd thi G duoc goi la circumference.

Canh néi hai dinh khong lién hop nhau caa chu trinh dwoc goi 1a mét day cung cta chu trinh dé.



Db thi con cam sinh caa dd thi G ¢6 dang mét chu trinh dwoc goi 13 mét chu trinh cam sinh cua
dothi G .

Chu trinh C, véi day cung xy va cac chu trinh cam sinh C,,C, .
Néu mot d6 thi c6 bac nho nhat da 16n thi n6 s& chira mot dudng di va mot chu trinh ¢é chiéu dai
kha l6n:

Két qua 1.3.1.
Moi d thi G déu chira mot dudng di c6 chiéu dai bang §(G) va mot chu trinh ¢6 chiéu dai toi

thiéu bang §(G)+1.

Chirng minh két qua 1.3.1.
Gia st x,...x, la duong di c6 chiéu dai cuc dai trong do thi G.

Khi do, tat ca cac lang giéng cua dinh x, déu phai ndm trén dudng di nay.

& ® & @
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Do do, k2d(x,)=5(G).

Péng thoi, néu goi i (0<i<k—1) lachi sd nhé nhét sao cho x.x, € E(G).

Khi 6, x,...x,x, lamot chu trinh va chidu dai cia nd téi thiéu 1a bang &(G)+1. o

Khodng cach d(x.y) (hodc d(x,y)) gitta hai dinh x,y dugc dinh nghia la chiéu dai cua
duong di x —y nho nhét chira trong d6 thi G ; trong truong hop khong c6 mot duong di x —y nao nhu
thé thi ta dt d, (x,y)=c0.

Khoang cach 16n nhat giita hai dinh bat ki cua d6 thi G duoc goi la dwong kinh ciia G,
ki higu boi diam(G).

Két qua 1.3.2.
Moi d6 thi G ¢6 chira it nhat mot chu trinh déu thoa méan danh gia g(G) < 2diam(G)+1 .

Chirng minh két qua 1.3.2. ’ ‘
Gia st C la chu trinh c¢6 d6 dai nho nhat dugc chira trong do thi G.
Néu g(G) > 2diam(G)+2 thi C chtra hai dinh ma khoang cach gitra hai dinh nay trong C a 16n

hon hoic bang diam(G) +1.




Theo dinh nghia vé duong kinh, khoang céch giita hai dinh nay trong d6 thi G phai nho hon so véi
khoang céch ciia ching khi tinh trong d6 thi C nén duong di ngin nhat P néi hai dinh trén khong thé
la mot dd thi con cua C.

Do d6, duong di P phai chta mot C - duong di c6 dang xPy.

Bing cach véi dudng di co d6 dai nho trong s6 hai duong di x—y trong C, ta thu duwgc mét chu
trinh ¢6 chiéu dai con nho hon ca chu trinh €, mau thuan véi gia thiét C 1a chu trinh c6 do dai nho
nhat duoc chira trong do thi G. |

Dinh v duoc goi la thm cua d6 thi G néu khoang céach 16n nhat tir dinh v dén tat ca cac dinh con lai
la nho nhat.

Khoang cach nay duoc goi 1a ban kinh cia do thi G, ki hi¢u boi rad(G).

Do d6, rad(G)= xrgi(g) max d,(x.y). Hién nhién, rad(G)<diam(G)<2rad(G).

DPuong kinh va ban kinh khdng c6 méi lién hé truc tiép véi bac nho nhat hozc
bac trung binh.

Tuy nhién, dudng kinh va ban kinh lai c6 lién hé mat thiét véi bac 16n nhat:

“Po thi ¢6 bac 1on chi ¢ thé c6 dudng kinh va ban kinh nho néu bac I6n nhat caa n6 1a
du 16n”.

Két qua 1.3.3. ‘ , ‘
Cho trudce do thi G ¢6 ban kinh nho hon hoac bang & va bac 16n nhat nho hon hoac bang d .

Khi d6, G chira khong qua 1+ kd* dinh.

Chitng minh két qua 1.3.3.
Giastr z latdm cua G vaki hi¢u D, la tap tat ca céc dinh cua do thi G c6 khoang cach dén dinh z
dung bang i.

Khi do, V(G)szJDi va|D,|=1.
i=0

Mat khac, tir gia thiét A(G)<d, |D|<d

Di_l‘ v&i moi i=1,....k.

Bang phuong phap quy nap toan hoc ta dé dang chitng minh rang ‘Di‘ <d'véimoii=1,...k.

Do do,

k
Gl<1+ d <1+kd". O
i=1
Day truyén cé dg dai k trong do thi G 1a mot day v e vie,...e,_,v, 9om cac dinh va cac canh cia G
sap xép luan phién nhau sao cho ¢, ={v,,v,,} véi moi i =1,....k —1; trong trudng hop v, =v, thi xich
duoc goi la dong.
Neéu tat ca cac dinh cia mot xich doi mot phan biét thi xich d6 chinh 1a mét duong di trong G .

1.4. Tinh lién thong ’ ’ ‘ ,

Do thi G duoc goi la lién thdng néu hai dinh bat ki cta ndé déu dugc noi voi nhau boi mot duong di
nao doé trong G .

Néu U = V(G) va G[U | 1a db thi lién thong thi U duoc goi Ia tap lién thong trong G .

Két qua 1.4.1.
Cho trudc do thi lién thong G.

Khi @6, t6n tai mot phép danh sé lai cac dinh cia d6 thi dudi dang V...V, S80 cho G, = G[vl,...,vi]
ludn 1a do thi lién thdng véi moi i.




Chirng minh két qua 1.4.1. , o ‘

Ta sé chi ra mot cach xay dung phép danh so cac dinh théa mén yéu cau de bai bang
phuong phap dé qui.

Nhan xét G, =G| v, | luon la mot 4 thi lién thong.

Gia sir da tim duoc cac dinh v,....,v, Clia dd thi G sao cho G, =G/ v,....,v, | ludn 1a dd thi lién thong
véimoi i=1,...n—2.

Khi d6, ton tai mot dinh ve G-G..

Mt khac, do G 1a mot db thi lién thong nén ton tai mot duong di v—v, P.

bit v, , 1a dinh cudi cing cia dudng di P nam trong G-G..

Khi d6, dinh v, , cd it nhat 1a mot lang giéng nam trong G..

Dédéngchﬁngrnhﬂlduqcrﬁngdéthj(iH::(}[w,””vH;]cﬁnglalnétdéthiﬁénthﬁng. m

Cho truée db thi G =(V,E).

Do thi con H cua G duoc goi 1a thanh phan lién théng néu H 1a @6 thi con lién thong cuc dai
duoc chuatrong G .

Tap X < VUE duoc goi la tach cac tap dinh A, B néu véi moi duong di A— B chiatrong G deu
chtra it nhat mot dinh hodc mot canh thuoc tap X .

biéu nay chung to rang ANBcC X .

Hon nira, tap X dugc goi latach G (hoac X 1a t@p tach cia G) néu X tach hai dinh nao d6 cua
G-X trong G. ’ ‘

Mot dinh duogc goi la dinh kh‘o"p nNeu no tach hai dinh nao do trong cung mot thanh phan lién thong.

Mot canh dugc goi Ig‘a cgnh cau néu no tach hai dau mu; cua chinh minh. ‘

bicu nay ching to rang canh cau khéng thé nam trén bat ky mét chu trinh trong mot do thi.

w

Do thi véi cac dinh khép v, x,y,w va canh cau e = xy.
Do thi G duoc goi | & - lién théng néu ‘G‘ >k va G—X 1a db thi lién thong voi moi tap X <V

sao cho ‘X

< k, tirc 12 khong ¢6 hai dinh nao cua db thi G duoc tach boi it hon k dinh con lai.
Do thi bat ki ludn 1a 0- lién thong; do thi 1- lién thong chinh 1a do thi lién thong thong thuong.
S6 nguyén k 16n nhit sao cho G 1a mét dd thi k - lién thong duoc goi la chi sé lién théng K(G)
cia do thi G.
Khi d6, x(G)=0 néuvachinéu G la db thi khong lién thong hoac G =K, va x(K,)=n-1
Vvoi n>1.
Néu |G| > 1 va G—F 1a dd thi lién thong véi moi tap F < E sao cho |F| <1 thi G
duoc goi la [ - lién théng canh.



S6 nguyén 1 I6n nhét sao cho G 1a mot db thi /- lién thong canh A(G) clia dd thi G .
Khi d6, A(G)=0 néu va chi néu G la d thi khong lién thong.

G H
Pothi G véi x(G)=A(G)=4;aothi H véi x(H)=2 va A(H)=4.

D& dang chtrng minh duoc rang, K‘(G) < i(G) < 5(G) véi moi dothi G .

Do d6 mot do thi c6 chi so lién thong lon s& kéo theo bac nho nhat cia do thi do cang 16n.

Nguoc lai, mot do thi cd bac nho nhat 16n khéng kéo theo chi so6 lién théng (hoac chi so lién thdng
canh) caa né phai lon. , o ‘ ‘ ’

Nhung tuy nhién gia thiét nay lai dan dén su ton tai caa mot do thi con c6 chi so6 lién théng 16n cua
no:

Két qua 1.4.2. (Mader) ‘ ‘ , ‘
Moi d06 thi c6 bac trung binh 16n hon hoac bang 4k dcu chura it nhat mot do thi con k - lién théng.

Chirng minh két qua 1.4.2.

Néu k €{0,1} thi khang dinh Ia hién nhién.

Khong mét tinh tong quat ta ¢ thé xét k >2 va xét mot dd thi G =(V,E) théa mén gia thiét cia bai
todn Véi |V|=:n va |E|=m.

Pé don gian hoa phép chiang minh quy nap cia bai toan, ta s& chizng minh mot khang dinh tong quét
hon:

“Gia su dd thi G = (VE) thoa man:
i) n>2k—1,
i) m>(2k=3)(n—k+1)+1.

Khi d6, G chira it nhat mot do thi con & - lién thong.” ‘ 7
(Khang dinh nay that sy manh hon khang dinh can ching minh, tuc la cac dieu kién (i) va (ii) cé thé

duoc suy ra d& dang tir d(G)= 4k :
i) Vi n>A(G)=d(G)> 4k,
.. 1
ivim=—d(G)n=2kn
)Vim=5d(G)n=2kn) | |
Ta chung minh khang dinh vira néu bang phuong phap quy nap toan hoc theo so6 dinh n.
Néu n=2k—1thi k= ln(n+1) . nén m > ln(n—1) (theo diéu kién ii).
2 2

Dodo, G=K oK, (dpcm).




Gia sir n>2k. Néu v 1a mot dinh thea diéu kién d(v)<2k—3 thi bang cach ap dung gia thiét quy
nap cho do thi G —v ta suy ra diéu phai chizng minh.

Khong mét tinh tong quét ta co thé gia sir 5(G)>2k—2.

Néu G 1a mot dd thi k- lién thdng thi khing dinh cua bai toan 1a hién nhién.

Nhu vay ta cd thé gia st ring do thi G ¢6 dang G =G, UG, sao cho moi canh cia G déu nam trong
G, hoic G, ; vakhong co canh nao nam giira G, -G, va G, -G, trong d6 |G, "G,| <k, |G,

, GZ‘ <n.
Do méi dinh trong céc dé thi con G,,G, déu co bac thap nhét 16n hon §(G)=2k—2 nén
G |.|G,|= 2k 1.
Do d6 6 it nhat Ia mot trong hai d6 thi G, hoac G, phai thoa man gia thiét cua
bai toan:
“Néu ca hai déu khong thoa thi ta c6 HGH < (2k—3)(‘Gi‘—k+1) véi i =1,2, nén

b

m<[G[+|G|
<(2k-3)(G|+|G,| -2k +2)

<(2k-3)(n—k+1), (do |G NG,|<k-1)
diéu nay mau thuan vai gia thiét ii).”

1.5. Rirng va cay

Rirng 12 mot do thi acyclic: nghia 1a mot do thi khdng chtra bat ki chu trinh nao.
Cay la mét rung lién théng.

Nhan xét: cac thanh phan lién thong ciia mot ring chinh 1a cac cay.

Céc dinh c6 bac ding bang 1 cia mot cay duoc goi la cac 4.

Nhan xét: néu ta x6a mot 14 ra khoi mot cay thi dd thi thu duoc van 1a mot cay.

Cay



Két qua 1.5.1.

Cho trudc mot dd thi 7. Khi d6, cac khang dinh sau 1a tuong duong véi nhau:

i) T la mot cay;

i) Hai dinh bat ki cua 7 déu dugc ndi bai duy nhat mot duong di trong 7T';

iii) 7 1a do thi lién thong tdi tiéu, nghia 13 7' 14 d6 thi lién thong nhung T —e khdng phai 1a db thi
lién thdng vai moi canh ee T

iv) 7 1a 6 thi acyclic téi dai, nghia 1a 7 1a d thi acyclic nhung T + xy khdng phai 1a d6 thi acyclic
véi moi dinh x,yeT.

Phép chirtng minh cua két qua 1.5.1 twong d6i dai va cd thé duoc suy ra mot cach don gian tir dinh
nghia cdy nén ta sé€ lugc boé qua khong di sdu vao trinh bay.
Bing cach ma rong céach ki hiéu ma da trinh bay trong muyc 1.3, ta dung ki hiéu x7Ty dé chi duong di
duy nhét trong 7' nbi hai dinh x,y.
Mot hé qua don gian suy ra tir két qua 1.5.1:
“Moi do thi lién thong déu chua it nhat mot cay khung.”
(diéu nay dugc suy ra don gian tir sy twong dwong cua (i) va (iii))

Két qua 1.5.2.
Cac dinh cua mot cy bat ki ludn c6 thé duge danh so th tu lai dudi dang v,.,...,v sao cho dinh i

chi ¢ duy nhat mot 1an can ndm trong tap cac dinh {vl,...,vH} .

Chikng minh két qua 1.5.2. , ,
Dicu nay suy ra tryuc tiep bang cach ap dung két qua 1.4.1 vao ly thuyet cdy. m

Két qua 1.5.3.
Mot do thi lién thong c6 n dinh la cdy khi va chi khi n6 ¢6 dang n—1 canh.

Chirng minh két qua 1.5.3.

Bang céach thuc hién quy nap theo n, ta dé dang chitng minh dugc rang mot do thi lién thong ¢ n
dinh chua diing n—1 canh.

Nguoc lai, gia st G 1a mot do thi lién théng véi n dinh va n—1 canh.

Khi @6, néu goi G’ 1a mot cay khung cua db thi lién théng G thi G’ chaa ding n—1 canh.

Piéu d6 chitng minh rang G=G'. O




Cho trudc cdy T va chon truée dinh r cua cdy T ( dinh nay thudng duoc goi 1a gc cua cay),
ta dinh nghia quan h¢ thy ty < trén tap cac dinh V(T) nhu sau: x <y khiva chi khi x erTy.

Nhan xét:

- binh r s& ludn la phan ta toi tiéu;

- Moi Ié x#r cuacay T déurla mot phan tr toi dai;

- Hai dau mat cua mot canh bat ki cua cdy T 1udn so sanh dwoc vai nhau;

- Moi tap c6 dang {x|x <y} (y 1a dinh cho trwéc) ludn la mét xich.

Cho trude do thi T, cdy con T véi gbe cho trude duoc goi la chudn trong G néu tat ca cac dau mat
cua moi T - duong di chira trong G déu so sanh dugc theo quan hé thir tu dinh nghia & trén.

Neéu cdy T vura la chuan va vira 1a d6 thi con khung cua G, tic 1a hai dinh bat ki cta 7 s€ ludn so
sanh duoc v&i nhau neu nhu chiing lién hop nhau, thi ta goi 7' la mét cay khung chudan hodc cay tim
kiem theo chiéu sau.

/4
r
‘ Cay khung chuan véi goc tai r. ’
Phép ching minh sy ton tai cua cay khung chuan rat don gian nhung lai dugc sir dung rat thong
dung trong cac phep chirng minh mang tinh xay dung trong ly thuyét do thi:

Két qua 1.5.4. ‘ 7 ,
Moi d6 thi lién thong déu chira mot cdy khung chuan vai dinh goc dugc chon trudce tuy y.

Chikng minh ket qua 1.5.4. ,

Gia st G la mot do thi lién théng va r € G 1a mot dinh ¢o dinh cho trudc bat Ki.

Goi T la mot cay chuan cuc dai vai goc tai dinh r ciia do thi G.

Ta s ching minh réng V(T)=V(G).

That vay, néu goi C la mot thanh phan lién thong ciia G—T' thi N(C) lamot xich trong cay 7.

Goi x la phén tir lon nhét ctia xich N(C) va y e C 1a mét dinh lién hop véi x.

Khi d6, néu goi T’ 1a cay thu dugc tir 7 bang cach néi dinh y véi dinh x thi 7' s& dong vai tro 1a
thir tw mé rong lién két voi thix tu trén cay 7',



Nhéan xét: “T" cling 12 mot cay chuan cua G.”

That vay, gia sit P 1a mot 7' - duong di trong d6 thi G .

Néu cac ¢au mit cua P déu nam trong 7 thi ching sé& so sanh duoc theo thi tu trén cay 7 (boi vi P
cling 1a mot 7 - duong di va T 1a chuan trong G) nén hién nhién ciing so sanh duoc theo thir tu trén
cay T'.

Trong truong hop nguoc lai, duong di P s& nam trong C (do dinh y s& la mot dau mut ndo d6 cua
P) ngoai trir dau mat con lai cia no, ta tam goi 1a z, 1a nam trong N (C).

Khi do, z< x (theo cach chon cua dinh x).

Pé chirng minh y va z so sanh duoc véi nhau ta chi can chirarang x <y, tacla x erT'y.

Do y lamét la cua cay 7' voi dinh 1ang giéng 1a x nén diéu nay Ia hién nhién.

Diéu ndy mau thuan véi gia thiét 7 1a cay chuan cuc dai cia G . O

1.6. Pd thi lwdng phan

Cho truéc s6 nguyén r>2. Pd thi G =(V,E) duoc goi la r- phdn néu tap dinh V c6 thé duoc
phan hoach thanh r 16p sao cho mot canh bat ki déu c6 hai du mit nam trong hai l6p phan biét, tuc 1a
hai dinh bat ki nam trong cung mot 16p phan hoach s& khong lién hop véi nhau.

Thong thudng d€ thay cho cach n6i “do thi 2 — phan” ta thuong goi la dé thi lwong phan.

Do thi r-phan va théa man dieu kién hai dinh bat ki thugc hai phan 16p khac nhau déu lién hop véi
nhau duoc goi la day du.

Do thi day du - phan K, *K, *..xK  thuong duoc ki hiéu gon lai dudi dang K, ,

néu n, =...=n_=: s thi ta thu gon lai thanh K, nghia 1a K’ 1a d6 thi r- phan day du théa man mdi I6p
phén hoach cua tap dinh chira chinh xac s dinh.
Do thi ¢ dang K| thudng dugc goi 1a dé thj sao.

Hién nhién, do thi ludng phan khong thé chira chu trinh I¢, tirc 1a chu trinh ¢6 do dai 1a mot so le.
Nguoc lai, néu do thi khdng chira chu trinh 1€ nao thi né ciing phai la mot do thi ludng phan va day
cling chinh 1a tinh chat dac trung cua l6p cac do thi ludng phan:

Két qua 1.6.1.
Mot do thi 1a Tuong phén khi va chi khi né khdng co6 chra chu trinh I€.

Chirng minh két qua 1.6.1.
Gia st G=(V,E) lamét dd thi khong co chira chu trinh lé.
Ta s& chang minh ring G 1a mot d6 thi ludng phan.




Nhan xét 1:
“Néu tat ca cac thanh phan lién thdng cua G déu 1a ludng phan thi ban than G ciing 1a mot do thi
ludng phan.”
Nhu vay, khdng mat tinh tong quat, ta cé thé gia sir dd thi G 1a lién théng.
Goi T la mot cay khung trong G i gbc tai dinh re T va <, laquan hé thi ty xay dung
tréncay T .
Nhan xét 2:
“Véi moi dinh v eV, duong di duy nhat »Tv sé& co d6 dai chan hoic 1¢”
Tir nhan xét trén ta c6 co s& dé phan hoach tap cac dinh V thanh hai phan 16p tdy thudc vao do dai
cua duong di twong ung véi dinh do.
Phan viéc con lai 1a ching minh rang G 1a d6 thi ludng phan dbi voi phan hoach vira ké & trén.
That vy, gia sir e =xy 12 mot canh bat ki nao d6 ciia d6 thi G.
Néu eeT thi rTy=rTxy (do x <, y)nén x va y phai nam trong hai phan 16p khac nhau cua
phan hoach.
Néu e T thi C, :=xTy+e la mot chu trinh:

Tur gia thiét cua bai toan ta suy ra chu trinh C, phai c6 d6 dai chin, tirc 1a cac dinh ndm trén
chutrinh C, phai duoc sap xép luan phién nhau giira hai phan 16p cia phan hoach.
Diéu nay c6 nghia 1a hai dinh x va y phai nam trong hai phan 16p khac nhau. O



1.7. Phan bu

Trong muc 1.1 ta da gi6i thiéu I hai loai quan hé co ban trén 16p cac db thi: quan hé d6 thi con va
quan hé d6 thi con khung.

Trong muyc 1.7 ta s& gi6i thiéu thém mot quan hé quan trong khéac: quan hé phan bu.

Gia st e = xy 1a mot canh cua dd thi G = (VE)
D4t G/ e 1a d6 thi thu duoc tir G bang phép co canh e thanh mot dinh méi v, sao cho dinh nay lién
hop Vvoi tat ca cac dinh 1ang giéng cua x va y.

G Ge

Y
Phép co canh e = xy.
Do do, G/e 1add thi (V',E') véi tap dinh V' := (V\{x, y}) Uiv,} (v, 2V UE 1a dinh méi ma ta
thém vao) con tap canh E':= {vw eE| {v,w} m{x,y} = @} u{vew | xw ¢ E\{e} hoacywe E\ {e}} :
Cho trude dd thi G =(V,E), X 12 mot d6 thi khac. Néu c6 mot phép phan hoach tap dinh V thanh
c4c tap con lién thong {Vx |xe V(X)} sao cho xy € E(X) khi va chi khi co mot V, -V, canh trong G

véi moi dinh x,y e X thi G duoc goi la mot MX, ki hiéu G =MX.

(Luu ¥ rang vé mat hinh thirc dé don gian héa van dé ta thuong ki hiéu 1a G = MX nhung trén thyc té
thi vai mot do thi cho trudc ta c6 ca mot 16p cac do thi khac cung 1a d6 thi phu cua né ma chang lai
khong phai ltic nao ciing dang cau vei nhau nén ta phai hicu ki hiéu G = MX theo nghia tap hop la G
chi la mét do thi trong 16p cac do thi phu cua X)

Cac tap V_ duoc goi la cac tgp nhanh cua MX .

T6m lai, X c6 thé thu dugc tir G bang cach thuc hién phép co céc tap nhanh vé thanh mot dinh va
x06a di cac canh khuyén cua do thi G.

Néu V. =U <V la mot tap nhanh va tat ca cac tap nhanh con lai cia phan hoach déu chi don gian
gdm mat dinh thi dé don gian ta thuong dung ki hiéu G/U dé chi d6 thi X va v, dé chi dinh thu dugc
sau khi thuc hién phép co cac dinh cua tap nhanh U thanh mot dinh.

Nhu vay, phép co mot canh uu’ dugce dinh nghia trude do that ra chi la truong hop riéng
khi U ={u,u'}.

Bang céach ap dung phuong phap quy nap theo chi s6

G‘ — ‘X‘ , ta dé dang chiang minh dugc:

Két qua 1.7.1. q 7 ‘ ,
biéu kién can va da dé G lamot MX la X ¢ thé thu dugc tir G bang cach thyc hién lién tiép cac
phép co theo canh, tic 1a néu ton tai mot day céc dd thi G,....,G, va cac canh e, € G,

sao cho G,=G,G,, =G /¢ (i=0,1,...n-1) va G, = X .

i+1




Néu G = MX 1a mot d6 thi con cia mot do thi Y khac thi X 1a mot phan buicua Y, ki higu X < Y.

Vz
xZr
X
v Vz

G
X laphanblcua Y.

Nhan xét:

- Moi db thi con cua mot d6 thi cho trude déu la phan bu cua nd; truong hop riéng, moi db thi déu l1a
phan bl caa chinh né.

- Moi phan bu caa mét d6 thi cho trudc déu cd thé nhan dugc bang cach thuc hién lién tiép viéc xoa
di mot sé dinh va canh, va thuc hién phép co theo cac canh nao do.

Nguoc lai, d thi thu duoc tir mot do thi khac bang cach thuc hién lien tiép cac phép xo6a va phép co
nhu trén ciing chinh 13 mot phan bu caa nd. Biéu nay chi ra tinh bac cau caa quan hé d6 thi bu.

Néu ta thay cac canh caa dd thi X bang cac dudng di doc lap gitra hai dau mat cua chdng thi
dd thi G nhan duoc goi 1a wéc con cua X , ki hiéu G=TX .

Néu G =TX 1a d6 thi con cia mot do thi Y thi X duogc goi la mot phan bl topo cua Y .

(Luu ¥, mdt cach twong tu nhu trudc, ki hieu G =TX dugc hiéu 1a do thi G nam trong 16p cac phan
bu topo cta X )

S - 1 1

X 1a phan bu topo cua Y .
Tap dinh V (X)) déng vai tro nhu mét tap con cua V (G) va cac dinh nay duoc goi la céc
dinh nhanh cua G ; cac dinh con lai cia G duoc goi la cac dinh wéc con.
Do do, tat ca cac dinh udc con déu ¢ bac bang 2 con cac dinh nhanh thi c6 bac dugc gitr nguyén
nhu trong X .



D& dang ching minh duoc hai tinh chat quan trong sau:

Kétqual7.2. ‘ ‘ ‘

i) Moi TX cling dong thoi 1a mot MX , tirc 1a moi phan bu topo cta mét do thi cho trudce cling dong
thoi [a mot phan bu caa né.

i) Néu A(X)<3 thi moi MX déu cd chira mot TX , tic 1a moi phan bl ¢6 bac I6n nhat nhé hon
hoic bang 3 ciia mot dd thi cho trude ciing dong thoi 1a phan bl topo caa no.

Mot wdc con cia K, va ciing dong thoi 1a mot MK, .

Két qua 1.7.3. ‘ ‘ ‘
Quan h¢ phan bu < va phan bu topo déu la cac quan h¢ thir ty trén 16p cac do thi hiru han, tac 1a
ching phan xa, phan doi xtrng va bac cau.

1.8. Chu trinh Euler ’ N ‘ ‘
Mot day chuyén dong dugc goi la chu trinh Euler néu n6 di qua moi canh cua do thi ding mét lan.
Mot do thi dugc goi la Eulerian néu nd chira mot chu trinh Euler.

Két qua 1.8.1. (Euler)
biéu kién can va du dé mot do thi la Eulerian 1a bac cua tat ca cac dinh caa né déu phai la so6 chan.

Chirng minh két qua 1.8.1

Diéu kién di:

Néu mot dinh xuat hién dung k 1an (hoac k +11an) trong mot chu trinh Euler thi dinh nay bat bugc
phai c6 bac ding bang 2k, béi vi dinh nay vira dong vai tro 1a dinh xuat phat ma ciing vira 1a dinh dich
cua 19 trinh nén dugc d¢ém l3p lai 2 lan.

Piéu kién can:

Gia s G 1a mot do thi lién théng véi tat ca cac dinh déu c6 bac chan.

Goi W =ve,...e_v, la day truyén Ién nhat chira trong G sao cho khdng cé bat ki canh nao bi lap lai.

Do khong thé tiép tuc mé rong day chuyén W nén né phai chira tat ca cac canh c6 dau mut la
dinh v,. Theo gia thiét ciia bai toan s6 cac canh noi trén phai 1a s6 chan, nén v, = v, .

Do d6 W 1a mot day truyén dong.

Gia st W khong phai la mét chu trinh Euler.

Do d6, ton tai mot canh e =uv, khdng nam trong chu trinh W nhung lién thudc voi mot dinh nao dé
nam trén W .

Khi d6, day truyén W' =ueve...e ve,..e V. cb dd dai I6n hon ca W , mau thuan. m




1.9. Khong gian vector lién két véi do thi
Cho truée d6 thi G=(V,E) véi n dinhva m canh,

batVv ={v,...v,} va E={e,...e,}.

Khéng gian dinh V(G) cua d6 thi G 1a khong gian vector gom tat ca cac ham V — F,trén
tru:ong F,.

MJi phan tir cia V(G) duoc cho twong ung mot cach tu nhién véi mot tap hop con cua VvV (tap hop
gom cac dinh twong &g vai gi tri 1), va mdi tap hop con cia V ciling c6 mot biéu dién duy nhat trong
V(G) boi ham dac trung cua tap do.

Nhu vay, V(G) chinh 1a tap hop gom tat ca cac tap hop con cua V di duogc trang bi cac phép toén
can thiét dé bién thanh mot khong gian vector trong d6 phép cong U +U’ cua hai tap dinh U,U’ <V
chinh 1a hiéu déi xtng theo nghia tap hop vad U =-U vé&i moi U =V con phan tir khdng trong V(G)
chinh la tap rong &.

D& dang chig minh dwoc rang {{v,},....{v,}} chinh Ia mt co s& cua V(G), n6 chinh Ia
co s& chuan tic, nén dimV(G) = n.

Mot cach tuong tu, ta cling co:

Khéng gian cenh £(G) cua d6 thi G 1a khong gian vector gom tat ca cac ham E — F,trén
truong F,: mdi phan tir 1a mot tap hop con caa E, phép cong vector 1a phép ldy hiéu ddi xang,

@< E laphan khdng, F=-F véi moi F cE. Tap {{e}....{e,}} 1a co s¢ chuan tic cua £(G),

nén dim&(G) = m

Trén thuc té cac bai toan lién quan dén cac canh déng nhiéu vai trd quan trong trong céc tng dung
thue té nén ta sé danh nhiéu thoi gian dé khao sat ki vé khong gian canh:

Cho truéc hai tap canh F,F' € £(G) V6i A,,..., A, VA A}, ..., Ay, lan luot 1a cac hé s6 trong khai trién
cta chiing theo co sd chuan tic.

Dat (F,F') := 2, + .4 Ayl € F,.

Khi d¢, (F,F’)=0 khi va chi khi F va F’ c6 chung nhau mét sé chén cac canh.

Gia str F la mot khong gian con cho trudc cua £(G).

bit F+:= {DeE(G)|(F,D) = 0 v&éi moi F € F}.

Dé dang chirg minh dugc F* ciing 1a khdng gian vector con cia £(G) va dimF + dimF+ = m.

Khong gian chu trinh €(G) caa dd thi G 1a khdng gian vector con cua £(G) sinh bai tap hop cac
chu trinh dugc chira trong G, hay néi dung hon la sinh bai tap hgp cac canh cua chu trinh.

S6 chiéu cua C(G) dugc goi la chu sé cua do thi G .

Két qua 1.9.1.
Tap hop céac chu trinh cam sinh trong G dong vai tro tap sinh cua khdng gian chu trinh.

Chirng minh két qua 1.9.1. ‘
Tur dinh nghia cta C(G), ta can chitng minh rang tap cac chu trinh cam sinh trong G sinh ra
moi chu trinh C = G vai mot day cung e. Bicu nay dugc suy ra bang mét phép quy nap don gian theo

chi sb O

Két qua 1.9.2.
Diéu kién can va du dé mot tap canh F < E nam trong C(G) 1a moi dinh ctia d6 thi (V,F) déu phai
cO bac chan.

Chirng minh két qua 1.9.2. , o
_Phan thuén cua khang dinh dugc suy ra phép ching minh quy nap dua trén s6 cac chu trinh can thiét
dé sinh ratap canh F.




Phan dao cua khang dinh duoc suy ra phép chirng minh quy nap dua trén sb cac chu trinh dwoc chira
trong do thi (V.F). O

Gia st {V,,V,} 12 mot phan hoach cua tap dinh V . Khi dé, tap hop E(V,,V,) gom tét ca cc canh bit
chéo giita V, va V, dugc goi la mot lat cat cua do thi V ; truong hop riéng V, ={v}, dé don gian viéc
trinh bay, ta thuong ki higu 4t cat lai dudi dang E(v).

Kétqua1.93. , ‘
Tap @ cung voi tat ca céc lat cat trong do thi G 1ap thanh mot khdng gian vector con C* cia E(G).
Khong gian nay duoc sinh ra boi cac lat cat ¢ dang E(v).

Chitng minh két qua 1.9.3.

Goi C* latap hop gdm @ cling véi tat ca cac lat cit trong do thi G .

Dé ching minh €¢* 1a mot khdng gian vector con cua £(G).

Nhanxét:"D+D =Q€C*vaD+ @ =D €C™

Khdng mat tinh tong quét ta c6 thé gia s ring D va D’ 1a céc tap hop khéc rdng va khac nhau.
Gia st {V,,V,} va {V/,V,} lan luot Ia cac phan hoach cua twong ing cua D va D'.

Khi d6, D + D' bao gébm tat ca cac canh bt chéo giira cac cap cua cac phan hoach.

Vs

o1t
o | 'y Vi

So d6 biéu dién cac canh cua D + D'.
That ra chiing chinh 1a cac canh bét chéo gitta (V, AV,)U(V, NV,)) va (V, V) u(V, NV).
Nhung do D= D’ nén cac tap nay lap thanh mét phan hoach khac cua tap V .
Nhu vy, D + D' € C*, nén C* la mot khdng gian con cua £(G).
Khang dinh thtr hai dugc suy ra tir su that rang:

“Moi canh xy e G déu nam trong lat cat E(x) (hoic lat cat E(y))”.
Do do, E(V,,V,)=>_E(v) O

veVy




'Khdng gian con C*(G) := C* ctia £(G) duoc chi ra trong Két qua 1.9.3 duoc goi 1a khong gian lat
catcua G.

Khong qué khé dé cd thé tim ra ra mot sb cac lat cit c6 dang E(v) dé tao thanh mét co s& cho khdng
gian C*(G):

Két qua 1.9.4. , 7 ,
Trong d6 thi lién thdng, tap hop cac 14t cat cuc tieu dong vai tro 1a tap sinh cua khdng gian lat cat.

Chitng minh két qua 1.9.4.
Nhan xét:
“Trong db thi lién thdng G =(V,E), mot Iat cat 1a cyc tiéu khi va chi khi cac tap dinh twong tng voi

phép phan hoach cua Vv la cac tap lién thong trong G .”

bé cu thé hon, xét C la mot do thi con lién thdng bat ki caa G va D la mot thanh phan lién thdng
cia G-C thi G-D la mot do thi lién théng va cac canh nam gitta D va G —D c6 dang mot lat cat cuc
tiéu. Pdng thoi, theo cach chon ctia D, I4t cat nay chinh la tap E(C,D) gom tat ca cac C-D canh
chuatrong G.

Lat cét cuc tiéu E(C,D).
Gia st cho trudc phan hoach {V,,V,} cia tap V va C la mot thanh phan lién thong cua G[V,].
Khi do, E(C,V,)=E(C,G-C) la hop cua céc tap canh phan biét E(C, D) trong d6 D 1a mot thanh
phan lién théng cua G—C.
Mt khac, hop tat ca cac tap canh E(C,V,) trong d6 C la mot thanh phan lién thong cia G[V,] chinh
la 1at cat E(V,,V, ).
Do d6, moi lat ct bat ki déu duoc sinh ra tir cac lat cét cuc tiéu. O

Két qua 1.9.5.
Cc=ct;er=ct

Chirng minh két qua 1.9,
Gia str cho trude dd thi G =(V, E). Hién nhién, moi chu trinh trong G déu c6 mot sé chin cac canh
nam trong mdi lat cat. Piéu d6 chi rarang € € C**.
Nguoc lai, tir két qua 1.9.2, ta nhan xét rang:
“Véi moi tap dinh F & C, ton tai mot dinh v lién thudc véi mot s6 1é cac dinh nao d6 cua tap F.”
Do d6, (E(v),F) = 1,tac laF ¢ C**. Nhu vay, néu F ¢ C thi F ¢ C**.
Diéu nay suy raring € = C*+.




Pé chiing minh €* = ¢+, ta chi can chi rarang ¢* = (C*1)*.
Tu dinh nghia vé khai niém khong gian truc giao ta suy rarang C* < (€*H)*.

Do dimC* + dimC** = dimC** + dim(C**)*(= m) nén C* ciing c6 cung s chiéu véi (C*4)*.

Nhu vay, C* = (C™1)L,

Kétqua196.
Cho trude do thi do thi lién théng G véi n dinh va m canh.
Khi do, dimC(G) =m —n+ 1vadimC*(G) =n — 1.

Chitng minh két qua 1.9.6.
Gia str cho trusc G =(V,E). Nhan xét, tir két qua 1.9.5, dimC + dimC* = m.

Nhu vay, dé chizng minh khang dinh cua bai toan, ta can chira m — n + 1 vector doc 1ap tuyén tinh

trong C va n — 1 vector doc lap tuyén tinh trong C*.

Gia st T la mot cay khung cua G.

Khi d6, tir két qua 1.5.3, cay T ¢6 chinh xac n — 1 canh, tic 1a c6 m — n + 1 canh cia G
nam ngoai 7.

Véi méi mot trongm —n + 1 canhe € E \ E(T), d6 thi T + e chtra it nhat mét chu trinh C,.

Nhan xét :

“Khéng co6 bat ki canh e # e’ ndo nam trén C,,.”

Do d6, m — n + 1 chu trinh nay 1a doc 1ap tuyén tinh.

Véi mdi mot trong n — 1 canh e € T, d6 thi T — e ¢6 chinh x&c hai thanh phan lién théng va
ki hiéu D,, 1a 14t cat gom tap hop cac canh ciia G nam giira hai thanh phan lién théng nay:

Nhan xét :
“Khéng c6 bat ki canh e # e’ nao nam trén D,,.”
Do d6, n — 1 chu trinh nay la dgc lap tuyén tinh.

Ma trgn lién thugc B = (b;j)nxm Cla d6 thi G = (V, E) dugc dinh nghia trén truong F, nhu sau:

— {1,né’u v;€e,
4o, trong trwong hop ngwoc lai
trong 36 V = {v,,v,,...,v,,} VA E ={ej, ey, ...,en}
Ki hiéu BT 1a ma tran chuyén vi cua B.



Khi @6 B va BT xac dinh cac &nh xa tuyén tinh B : £(G) —» V(G) va BT : V(G) - £(G) Vai céc
co so chuan tac tuong ng.

Két qua 1.9.7.

Cho trudc d6 thi G.

Khi do:

i) Hat nhan cua B chinh la C(G).
ii) Anh caa BT chinh 1a ¢*(G).

Matran ké A = (a; Inxn CUA d6 thi G = (V, E) duogc dinh nghia trén truong F, nhu sau:
1L,néuv,v; €E
aij = { R .
0,trong truong hop ngwoc lai
Ki hi¢u D = (d;;)nxn la matran chéo véi
d(v),néui=j
di' o= . B
N ]‘ 0 ,trong truong hop nguoc lai
Dé dang chirng minh dugc rang:

Két qua 1.9.8.
Cho trude do thi G. Khi d6: BBT = A+ D.




