Chua dé 03. Tinh lién théng

Nhan xét rang cach ta dua ra dinh nghia vé khai niém k — lién thdng chwa that su truc quan. Ban
than cach dinh nghia nay khong giai thich duoc y nghia ctia cum tir “lién thong” trong khai niém
k — lién thong: tat ca nhiing gi ta biét tir cach dinh nghia nay 1 néu ta x6a di téi thiéu k dinh trong
mot do thi k — lién thong thi d thi thu dwoc bi mét di tinh lién thong.

Pé giai quyét su han ché nay ta s& gioi thiéu thém mét cach dinh nghia thir hai trec quan va dé st
dung hon:

“Po thi G duoc goi 1 k — lién thong néu hai dinh bat ki ciia né déu cd thé dugc ndi boi mot hé
gom k duong di doc lap nhau.”

Tinh twong duong gitta hai cach dinh nghia nay s€ dugc trinh bay mot cach ti mi trong myc 3.3.

Trong cac muc 3.1. va 3.2, ta s& dua ra cac mo ta chi tiét vé cau tric cho 16p cac do thi 2 — lién
thdng va 3 —lién thong. Dicu nay dong vai tro nhu mot bude dém trude di trinh bay muc 3.3. Mot
su mo ta chi tiét nhu vay chi c6 thé thuc hién dugc cho cac gia tri don gian cua chi s k.

Trong phan con lai cia “Chu dé 03. Tinh lién thong” ta s& trinh bay thém nhitng mo rong hién
dai c6 lién quan dén chu d¢ lién thong ma ta dang khao sét: tinh toan s cac H — duong di trong mot
dd thi cho trudc; tinh todn sé cac cay khung trong mot d thi cho trude; khao sat su ton tai cia hé
cac duong di phan biét ndi giira cac cap dinh cho trudc.

3.1. Céu tric caa d6 thi 2 — lién thong

Két qua 3.1.1.

Diéu kién can va du dé G 1a dd thi 2 — lién thong 1a G c6 thé dugc tao thanh tir mot chu trinh cho
truéc bang cach bo sung lién tiép cac H — duong di vao do thi H duoc xay dung trude do.

Chirng minh két qua 3.1.1.

Hinh anh minh hoa.

Nhan thy rang moi d6 thi dugc xay dyung bang phuong phap mo ta nhu trén déu 1a 2 — lién
thong.

Nguoc lai, gia st cho trudc mot do thi 2 — lién thdng G.

Khi @6, G phai chira mot chu trinh nao d6, nén né ciing s& ¢ chira mot db thi toi dai H dugc xay
dung theo phuong phap trinh bay & trén.




Nhan xét rang bat ki canh xy € E(G) \ E(H) (x,y € H) ciing dong vai trd nhu mot H — duong di
nén H la mot d6 thi con khung trong G.

Do d6, néu H # G thi tir tinh lién théng cua G ta suy ra phai ton tai mot canh vw véi v € G — H
vaw € H.

Hon nita, tir tinh chat 2 — lién théng cta G ta ciling suy ra duoc ring G — w phai chaa mot v — H
duong di P nao do.

Khi d6, wvP d6ng vai trd nhu mot H — dudng di trong G, nén H U wuP ciing 1a mot d6 thi con
cua G xay dung duogc theo phuong phap trinh bay ¢ trén nhung lai “1é6n hon” H.

Diéu nay mau thuin véi tinh téi dai cua H. 0

3.2.Cau truc cia @6 thi 3 — lién thong

Két qua 3.2.1.

Néu G 1a do thi 3 — lién théng va |G| > 4 thi G phai chira mot canh e sao cho G /e ciing 1a d6 thi
3 — lién thong.

Chirng minh két qua 3.2.1.
Gia str khdng ton tai bat ki canh e nao thoa man yéu cau bai toan.
Khi d6, v6i moi canh xy € G, G / xy chira mot tap tach S véi ti da 2 phan ti.

Nhén xét rang do k(G) > 3 nén dinh co v,, cuaddthi G /xy s& phai nam trong S va |S| = 2,
tuc la

G phai chira mot dinh z sao cho G / xy dugc tach béi tap {v,,, z}.

Khi d6, néu hai dinh bat ki nao d6 dugc tach boi {vxy, z} trong G / xy thi ching ciing dugc tach
boi T == {x,y, z} trong G.

Nhan xét thém rang do khdng thé tach G boi bat ki mot tap con thuc sy nao cua T nén moi dinh
chaa trong T déu ¢ it nhat mot 1ang giéng nam trong mdi thanh phan lién théng € cia G — T.

Khong giam tinh tong quat cua van dé, bang cach chon canh xy, dinh z, va thanh phan lién thong
C mot cach phi hop, ta cd thé gia st thém rang kich thude |C| 12 nho nhat c6 thé.

Gia sir v 1a mét dinh lang giéng nao do6 ctia z nam trong € nhu trong hinh v& minh hoa:

Tir cach xay dung néu trén, G / zv ciing khong thé 1a mot dd thi 3 — lién théng , nén ton tai mot
dinh w sao cho G duoc tach bai tap {z, v, w}.

Diéu nay chi ra rang mdi dinh nam trong tap {z, v, w} déu c6 mot lang giéng trong mdi thanh
phan lién thong cua G — {z, v, w}.




Hon nita, do hai dinh x va y lién hop nén G — {z, v, w} phai chira mot thanh phan lién théng D
sao cho D N {x,y} = Q.

Khi d6, moi lang giéng cua v trong D ciing nam trong € (dov € C),nénDNC # @vaD S C
(suy ra tir cach xay dung tap D).

Diéu nay mau thuin véi cach chon xy, z va C. O

Két qua 3.2.2 (Tutte)

Diéu kién can va da dé G 1a do thi 3 — lién thdng néu ton tai mot diy cac db thi G, ..., G, thoa
man hai diéu kién sau:

|) GO=K4Vé.Gn=G,

i) Véimoii=1,..,n—1, G, chramét canh xy sao cho d(x),d(y) =3 vaG; = G;., / xy.

Chitng minh két qua 3.2.2.

Néu G 1a d6 thi 3 — lién thdng thi tir két qua 3.2.1) su ton tai caa mot ddy cac do thi G, ..., G,
thoa man yéu cau bai toan 1 hién nhién. Hon nira, tat ca cac do thi trong day G,, ..., G,, déu la cac

db thi 3 — lién théng.

Nguoc lai gia sir ton tai mot day cac do thi G,, ..., G,, thoa man cac yéu cau néu trong bai toan, ta
s& chi ra rang néu G; = G;,, / xy la mot d6 thi 3 — lién thong thi twong tu G, , ciing la mot

d6 thi 3 — lién thong.

Gia sir db thi G;,, c6 chira mot tap tach S véi téi da 2 phan tir, va Cy, C, 12 hai thanh phan lién
thong nao do6 cua G;,, — S.

Nhan xét rang do hai dinh x va y lién hop nhau nén c6 thé gia sir thém rang V(C,) N {x, y} = 0:

(@

Khi d6, C, khdng chtra ddng thoi ca hai dinh x, y va ciing khong chaa bat ki dinh v € {x, y}:
truong hop nguoc lai dinh v,,, (hoic v) s€ bi tach ra khoi C; trong G; béi t6i da hai dinh, mau thuan.

Do d6, C, chi c6 thé chira duy nhat mét trong hai dinh x (hoic y).
Diéu nay mau thuin véi gia thiét d(x), d(y) = 3 cua bai toan. 0

Két qua 3.2.2 12 phan cét I8i thiét yéu cua mot két qua ndi tiéng caa nha todn hoc Tutte duogc biét
dén véi tén goi dinh 1 Wheel. Tuong tu nhu két qua 3.2.1 cho cac db thi 2 — lién thong, no chi cho
ta cach thire dé xay dung mot do thi 3 — lién théng bat ki bang céach thuc hién lién tiép mot quy
trinh don gian: bat dau tir 6 thi day du K,, ta chon ra mét dinh v bat ki trong d6 thi da dugc xay
dung trude do, tach dinh nay thanh hai dinh lién hop v’, v’ va ndi chling véi cac dinh lang giéng cii
cua v — diéu nay ndi 1én rang mdi dinh v’ va v’ déu c6 téi thiéu 3 canh lién thudc véi no, con moi
dinh lang giéng cii cua v sé& lién hop vai téi thiéu mot trong hai dinh v’, v’




Két qua 3.2.3 (Tutte)

Khong gian chu trinh cia mot db thi 3 — lién thong duoc sinh ra béi tap cac chu trinh khung
khong tach duoc cua no.

Chitng minh két qua 3.2.3.

Dé ching minh tinh dung din cho két qua nay ta sir dung phuong phap quy nap toan hoc theo chi
s6 bac |G| cua d6 thi G.

Trong trudng hop d6 thi day du K,, mdi chu trinh hozc 1a mot tam giac hozc 1a hiéu ddi xtng cua
c4c tam giac. D& dang kiém chiing rang cac d6 thi nay déu 1a db thi khung va khéng thé tach duoc
nén khang dinh cta bai toan 1a hién nhién cho truong hop |G| = 4.

Ddi véi bude quy nap cua bai toan, gia st canh e = xy 1a mot canh nao d6 cua G sao cho
G' == G / e ciing 1a mot do thi 3 — lién thdng (suy ra tir két qua 3.2.1).

Khi d6, mdi canh e’ € E(G") \ E(G) déu c6 dang e’ = uwv,, trong d6 ¢o it nhat mot trong hai
canh ux hodc uy phai nam trong G; bang cach chon canh nay va déng nhat ki hiéu né gidng véi
canh e’, e’ vira dung dé ki hiéu canh uv, vira dung dé chi mét trong hai canh ux,uy.

Theo cach quy udc trinh bay ¢ trén, c6 thé xem E (G') nhu mot tap con cua E(G) va £(G') nhu
mot khong gian con cua £(G).

Bay gio xét mot chu trinh khung € bat ki nam trong G. Néu e € € va C = C,, C duoc goi la mot
tam gidc co sé, thi C/e = K,. Néu e € C nhung C # C; thi C/e 1a mot chu trinh trong G'.

Cubi cuing néu e & C thi chi c6 téi da mot trong hai dinh x, y nim trén C (trong trudng hop nguoc
lai canh e s& dong vai tro nhu mét day cung caa €), nén néu thay dinh x (hoic y) béi dinh v, trong
C thi két qua thu duoc ciing 12 mot chu trinh trong G’ va ta ciing ki hiéu chu trinh nay bai C/e.

Do d6, néu C khong phai 1a mot tam giac co so trong G thi C/e ludn 1a mot chu trinh trong G’

Hon nira, trong trudng hop e € C, tap canh caa chu trinh C/e ciing c6 thé duoc xem nhu mot tap
con cua E(G) va khong nhat thiét phai dong nhat véi tap canh E (C).

&

C Cle E(Cle) C G
Hinh vé& minh hoa.

Pé thuan tién cho viéc trinh bay 1o giai cua bai toan ta quy wdc goi cac chu trinh khung khong
tach duoc trong G (hoic G') 1a chu trinh co sd. Néu mot phan tir ciia C(G) ¢6 thé duoc biéu dién nhu
mét to hop tuyén tinh cac chu trinh co so trong G thi phan tir nay duoc goi la tét.

Do dé, dé giai quyét dugc bai toan ban dau, ta can chi ra ring moi phan tir cua C(G) déu la tét.




Y tuong cét 18i cua phép chizng minh ndy nam & chd tir mot chu trinh € € €(G) ta thuc hién phép
co vé thanh chu trinh C /e, sir dung gia thiét quy nap dé khai trién C /e thanh cac chu trinh co s va
sau cung la suy ra phép biéu dién can tim cho chu trinh € trong G.

Dé hoan thanh duoc ¥ tuéng vira néu & trén ta can dén su hd tro tir 3 két qua phu sau:
Khing dinh 1.

Moi tam giac co sé déu 1a mot chu trinh co so.

Chirng minh khing dinh 1.

Xét mot tam giac co s wxyw bat ki trong G. D& dang nhan thay ring tam giac nay 1a mot do thi
con khung trong G. Néu G duoc tach bai tam giac wxyw thi tap {v,, w} ciing s& tach G'.

Diéu ndy mau thuan véi cach chon canh e. O
Khing dinh 2.

Néu C 1a mét chu trinh khung trong G va khong phai 1a mét tam giac co so thi ton tai mot chu
trinh tét D € ¢(G) sao cho C + C/e + D € {@, {e}}.

Chirng minh khang dinh 2.
V& mit ban chat khang dinh trén phét biéu rang:
“C va C /e chi sai khadc nhau mot hang tir c6 dang D (hoac D + e)”.

Nhan xét riang chi c6 toi da 1a mot trong hai canh e, = uv, (hoic e,, = v,w) la lién thugc voi
dinh v, trong C/e, nén “khoang cach” giita hai tap canh cua C/e va C s& duogc lap di néu nhu ta bo
sung mot cach phu hop cac tam giac uxy, xyw.

Ki hiéu D,, 1a tam gi4c uxy néu e, & C, va @ trong trudng hop nguoc lai; D, 1a tam giac xyw néu
ey & C,va @ trong truong hop nguoc lai.

Khi d6, D :== D, + D, chinh 1a chu trinh can tim. 0
Khang dinh 3.

Véi moi chu trinh co s& €’ trong G', lubn ton tai mot chu trinh co s6 € = C(C") trong G sao cho
C/e="C"

Chirng minh khing dinh 3.
Nhan xét rang néu v, & C’ thi khang dinh trén 12 hién nhién néu ta dit ¢ := C'.
Khong mat tinh tong quét caa bai toan ta co thé gia thiét thém ring v, € C’.

Ki hiéu u, w 14 hai dinh lang giéng cua v, trén C’, va P 1a u — v duong di trong C’ tranh qua v,




Khido, P € G.

Néu {ux, uy, wx,wy} € E(G) thi C, = uPwxu, Cy = uPwxu déu 1a céc chu trinh khung
trong G (bai vi €' 1a mét chu trinh khung trong G'), va hién nhién C,./e = Cy/e=C"

Nhan xét thém rang khong cé bat ki chu trinh nio trong hai chu trinh nay tach hai dinh cua
G — (V(P) U {x, y}) trong G (do C’ khdng tach bt ki dinh nao trong G’).

Do d6, néu C, 1a mot chu trinh tach trong G thi phai c6 mot thanh phan lién thong nao d6 cua G —
C, chi bao gom duy nhét dinh y; néu C,, 1a mét chu trinh tach trong G thi cing phai c6 mét thanh
phan lién thong nao d6 cta G — C,, chi bao gom duy nhat dinh x.

Hon nita, khong thé xay ra truong hop ca hai chu trinh C, va C,, déu la chu trinh tach trong G:
treong hop nguoc lai, N; ({x, y}) € V(P) nén N;({x,y}) = {u, w} (do chu trinh khung €’ khéng cé
chara bat ki day cung nao), mau thuin véi gia thiét x(G) > 3.

Nhu vay, it nhat phai c6 mot trong hai chu trinh C,, C,, déng vai tro la mot chu trinh co s¢

trong G.

Phan viéc con lai la khao sat truong hop {ux, uy, wx, wy} € E(G), khdng mat tinh tong quét cua
van dé, ta co thé gia sir thém rang ux & E(G).

Khi d6, mét trong hai chu trinh uPwyu hoac uPwxyu sé€ dong vai tro la mot chu trinh co so
trong G tly thudc vao viéc wy co phai 1a mot canh caa do thi G. o

Bay gio ta quay tré lai noi dung chinh cua bai toan 1a chirng minh riang moi phan tir € € C(G) déu
t6t. Tir két qua 1.9.1) ta suy ra rang co thé gia st thém rang € 13 mét chu trinh khung trong G dé
giam nhe bai toan. Tir khang dinh 1), ta ciing c6 thé nhan thay rang chu trinh € khong phai 1a mot
tam gidc co so; nén C / e la mot chu trinh. Tir khang dinh 2), € va C/e sai khac nhau mot hang tir D
(hoic D + e) trong d6 D 13 mét chu trinh tét nao do; tir khiang dinh 3), néu chu trinh € c6 thé biéu
dién thanh mot to hop cac chu trinh co sé C; trong G’ thi mdi chu trinh nay déu 1a két qua khi thuc
hién phép co tir mot chu trinh co s& C; nao d6 trong G. Tuong ty nhu trén, C; va C; cling sai khac
nhau mét hang tir c6 dang D; (hoic D; + e); nén t6 hop tuyén tinh gém tat ca cac chu trinh co so C;
va tat ca cac hang tir D; (hoic D; + e) s& c6 tong bang C.

Pé dé hinh dung van dé ta s& trinh bay chi tiét lai cac phan tich vira néu ¢ trén:

Tir gia thiét quy nap cua bai toan, C / e c6 thé dugc biéu dién thanh mot té hop tuyén tinh cac chu
trinh co s& C; trong G’ nhu sau

Cle=Cl++Cl.
Tir khang dinh 3), vi mdi chi s6 i, ton tai mot chu trinh co s¢ €(C/) nam trong G thoéa man
C(Ci,) / e = Cil.

Dé& dang nhan thay rang céc chu trinh C(C}) nay ciing khong thé 1a tam giac co sé duoc nén tir
khang dinh 2) ta suy ra ton tai cac chu trinh tét D; € €(G) sao cho C(C/) + C/ + D; € {9, {e}}.

Néu ki hiéu C; == C(C}) + C} + D; thi C; 1a mot chu trinh tét va n6 chi sai khac C/ tbi da canh e.



Tt khang dinh 2), t6n tai mot chu trinh t6t D € €(G) sao cho € + C/e + D € {0, {e}},
nén C + D sai khac C /e tbi da canh e.

Diéu nay chi ra rang to hop C + D + C; + -+ + C,, cling sai khac td hop C/e + C{ + -+ C;. = @
téidacanhe,nén C + D + C, + - + C; € {0, {e}}.

Do d6,C =D + C; + -+ + Cy. O
3.3. binh li Menger

Trong muc nay cua chia dé 03) ta s& néi vé cac phép ching minh khéc nhau cho dinh 1i Menger —
mot két qua ndi tiéng trong ly thuyét d thi hién dai.

Két qua 3.3.1. (Menger)
Gia sir cho trudc dd thi G = (V,E)vaA,BC V.

Khi d6, s téi thiéu cac dinh can thiét dé tach A véi B trong G bang sb téi dai cac A — B duong di
phan biét chira trong G.

Pé don gian hoa phép chiang minh ta ki hiéu k: = k(G, 4, B) 1a s6 toi thiéu cac dinh can thiét dé
tach A véi B trong G.

Nhan thay rang G khong thé chtra nhiéu hon k A — B duong di phan biét, nén dé hoan tat phép
chang minh cho bai toan ta can chi ra mot hé gom k A — B dudng di phan biét nao d6 chua trong G.

Chitng minh thi nhat cho két qua 3.3.1.
Dé ching minh khang dinh néu trén ta s& giai quyét bai toan tong quat hon nhu sau:

“Néu P 1a mot hé gom khong qua k — 1 A — B duong di phan biét trong G thi ton tai mot hé Q
gom |P| + 1 A — B duong di phan biét sao cho tap cac dau mut caa hé P chira trong tap cac dau
mut cua hé Q.

Pé ching minh tinh dung dan cia khang dinh trén chiing minh bang phuong phap quy nap toan
hoc theo chi sé |G — B|, trong d6 G, A ¢6 dinh con B thay doi.

Gia sir R 1a mot A — B duong di ndo d6 tranh qua cac dinh cua B ¢6 nam trén mot duong di nao
do trong P.

Nhan xét rang néu R tranh qua tat ca cac duong di chta trong P thi Q :== P U {R} théa man yéu
cau bai toan.

Khong mat tinh tong quat cta bai toan c6 thé gia s thém rang R co giao véi mot duong di nao dé
trong .

Ki hiéu x 1a dinh cudi ciing cua R ¢6 nam trén mot duong di P € P, B’ :== B U V(xP U xR)

va P = (P \ {P}) U {Px}.




Khi d6, |P'| = |P| vak(G,A,B") = k(G,A,B").

Ap dung gia thiét quy nap cho hé G, 4, B', ton tai hé Q' gom |P| + 1 A — B’ duong di phan biét
sao cho tap cac dau mat cua hé P’ chaa trong tap cac dau mat cua hé Q'

Nhan xét rang Q' phai chira mot duong di Q nhan x 1am dau mat va mot dudng di Q” sao cho dinh
cudi cuing y caa nd khong nam trong tap cac dinh cudi cling cua cac duong di chua trong P’

Néu y ¢ xP thi ta thu duoc hé Q tir hé Q' bang cach bo sung thém xP vao Q va yR vao Q'
néuy & B; trudong hop y € x°P, hé Q thu dugc tir hé Q' bang cach bo sung thém xR vao Q va
yP vao Q'.

Chitng minh thi hai cho két qua 3.3.1.

Pé giai quyét bai toan ta st dung phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé |G| + ||G|| va gia sir
rang G co chira k A — B dudng di phan biét.

Nhan xét rang néu k € {0,1} thi khang dinh cta bai toan I hién nhién, nén khong giam tinh téng
quéat cua bai toan ta cd thé gia st rang bai toan da duoc chang minh véi moi db thi 6 s6 dinh hoac
sb canh it hon cta G va k > 2.

Nhan xét thém rang néu ton tai mot dinh x € A N B thi G — x chetamothé gdbmk — 1 A — B
duong di phan biét (suy ra tir gia thiét quy nap cta bai toan). Két hop hé trén véi duong di tam
thuong {x} ta thu dugc mot hé gom gom k — 1 A — B dudng di phan biét trong G. Khdng giam tinh
tong quét cua van dé ta co thé gia st rang AN B = Q.

Pau tién ta s& giai quyét bai toan trong trudng hop dac biét khi ca A va B déu dugc tach boi ciing
mottap X € V véi [X| = kvaX # A, B.

Ki hiéu C, 1a hop tat ca cac thanh phan lién thdng cia G — X ¢6 giao vai A; hién nhién C, # @,
do |A| = k = |X| nhung A # X. D6 thi con Cy ciing duoc dinh nghia trong tu nhu trén,
Vé. CA N CB = ®

Ki hiéu G, == G[V(C,) U X1, G = G[V(Cp) U X].



Nhan xét ring do mdi A — B dudng di trong G déu c6 chira mot A — X duong di trong G, nén ta
khong thé tach A véi X trong G, boi khong qua k dinh.

Ap dung gia thiét quy nap cho hé G,, A. X, G, chita mot hé gom k A — X duong di phan biét.
Bang cach 1ap luan twong tu nhu trén, G cling chra mot hé gom k X — B dudng di phan biét.

Do |X| = k nén bang cach két hop hai hé trén lai ta thu dugc mot hé gom k A — B duong di phan
biét trong G, dpcm.

Trong trudng hop tong quat hon, gia st P 1a mot A — B dudng di chira trong G.
T gia thiét A n B = @, P phai chita mot canh ab sao choa € Bva b ¢ A.
Ki hiéu Y Ia tap gém it nhat cac dinh can thiét tach A voi B trong G — ab.

b
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Khido, Y, ==Y U{a}vay, :=Y U {b} déutach A véi B trong G, nén |Y,|,|Y,| = k (suy ra tu
dinh nghia ctia chi s6 k).

Néu xay ra dang thic trong ca hai danh gia néu trén thi tir truong hop da xu Iy o trén ta c6 thé gia
sa them rang {Y,,Y,} € {4,B}, nén {Y,,Y,} = {A,B} (doa & Bvab ¢& A).

Diéu nay chirarang Y = A n B, mau thuan vai giathit ANB =@ do |Y| >k —1> 1.
Nhu vay, |Y,| > k hoac |Y,| > k,nén |[Y| = k.
Ap dung gia thiét quy nap, G — ab S G chira mot hé gom k A — B dudng di phan biét. O



Khac vai hai cach ching minh trudc, phép chirng minh tha ba cho dinh Ii Menger chinh la sy md&
rong tir phép chang minh cia dinhli Konig cho truong hop d6 thi lugng phan.

Gia st cho trudc hé G, A, B.

Ki hiéu:
P 12 mot tap nao d6 gdm cac A — B duong di chira trong G;
VIP]=u{V(P)IP € P};
E[P] :=U{E(P)|P € P}.

Day chuyén W = xgepxie; ...en_1X, S G (&; # e néu i # j) duoc goi 1a thay phién déi véi P
néu ba diéu kién sau day duoc thoa man:

i) Néue; = e € E[P] thi W chuyén canh e quay nguoc chiéu lai so v6i huéng ban dau, tic 12
néu x;,, € Px? véi mot dudong di P ndo d6 nam trong tap P;

||) Néu X; = x]' (l :;t]) thi X € V[:P],
i) Néu x; € V[P] thi {e;_;,e;} N E[P] # 0.

Xét W = xpepxie; ... en_1%, 12 mot day chuyén thay phién dbi véi P tir A \ V[P] vao B \ V[P]

Tur diéu kién i), moi dinh bat ki khdng nam trong tap V[P] xuat hién t6i da khong qua mét 1an
trén W. Do tat ca c&c canh e; nam trong W déu phan biét nén tir diéu kién iii) ta suy ra moi dinh bat
Ki nam trong V[P] xuét hién ti da khong qua hai lan trén W.

Diéu nhan xét nay chi c6 thé xay ra theo mot trong hai céch sau:
“Néux; =x; v6i 0 < i<j<nthie_y e €E[P]vae,e_; & E[P],

hO;ﬁC ei,ej_l € E[:P] va €i_1, ej & E[?]”

Bo6 dé 3.3.2.

Diéu kién can va du dé ton tai mot day chuyén W nhu néu & trén 13 G phai chira mot hé gom
|P| + 1 A — B duong di phan biét.

Chitng minh bé dé 3.3.2.

Ki hiéu H 1a db thi xay dung trén tap V[P] U {x,, ..., x,,} trong d6 tap canh I hiéu déi xing

cua E[P] vai {x, ..., x,,}.




Theo cach xay dung néu trén, tp cac dau mut caa cac duong di nam trong P va caa day chuyén
W phai c6 bac bang 1 (hoic 0, néu dudng di nay hodc day chuyén W 13 tim thudng), con tit ca cac
dinh con lai déu c6 bac bang 0 hoic 2.

Nhan xét rang, véi mdi dinh a € (4 N V[P]) U {x,}, ton tai mot thanh phan lién thdng cua H ¢6
chta a, tic 12 ton tai mot dudng di P = vy, ... vy, XU4t phét tai a va két thic trong A hoic B.

Tir cac diéu kién i) va iii), P chuyén mdi canh e = v;v;,, nam trén nd quay nguoc chiéu lai so
véi hudng ban dau trong P hoac W.

(V& mit hinh thiic, phét biéu nay c6 nghia 1a: “Néu e = v;v;,, € P’ v6i P’ € P thi v; € P'v2,,;
néue = e EW thiv; = x; Vavi, = xj41".)

Do d6, P phai két thic trong B.
Diéu nay chi ra cho ta mot hé gom |P| + 1 dudng di phan biét P trong G, dpem.
Chitng minh thi ba cho két qua 3.3.1.

Ki hiéu 2 1 tap hop t6i dai cac A — B dudng di phan biét chta trong G. Néu khdng giai thich gi
thém thi ta c6 thé mac dinh ngam hiéu la tat ca cac day chuyén xét trong phép chimg minh nay déu
la day chuyén thay phién d6i véi P.

Pit:
A =ANV[P], Ay == A\ Ay,
B, =B NV[P],B, = B\B,.

Véi mbi duong di P € P, ki hiéu xp 1a dinh cudi cing cta P ¢6 nam trén mot day chuyén thay
phién nao d6 xuat phat tir trong A,; néu khong ton tai bat ki dinh nao thoa man yéu cau trén thi ta
quy udc xp chinh 1a dinh dau tién cua P.

Nhan xét rang tap X := {x,|P € P} gom |P| phan ti, nén ta chi can chang minh rang tap X
tach A vai B trong G.

Dé chirng minh tap X tach A véi B trong G, ta chi can chiing minh rang moi A — B duong di Q
chaa trong G déu c6 giao voi tap X.

Nguoc lai, gia st ton tai mot A — B duong di Q khdng co giao voéi tap X.

T tinh ti dai cta P, Q c6 giao véi V[P]. Hon nita, do moi A — V[P] dudng di trong Q déu la
mét day chuyén thay phién nén Q ciing phai 6 giao véi tap dinh V[P'] cia P’ == {Px,|P € P}.

Pit y 1a dinh cubi ciing cua Q nam trong V[P'], P 1a duong di trong P chta y, x == xp, va W la
mot day chuyén thay phién ndo do tir A, vao x néu trong dinh nghia cua x.

Theo cach xay dyng, Q tranh X nén no ciing tranh x, nén y € Px°.

Khi ¢6, W U xPyQ 13 mot day chuyén tir A, vao B.
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Hinh vé& minh hoa.

Néu W U xPyQ la mot day chuyén thay phién tir A, vao B, thi tir b6 dé 3.3.2) ta suy ra rang G s&
chara mot hé gom |P| + 1 A — B duong di phan biét, diéu ndy mau thuan véi tinh téi dai cua P.

Néu W U xPyQ khong phai la day chuyén thay phién thi 1ap luan cua ta s& duoc diéu chinh lai doi
chut dé c6 thé tan dung duoc nhitng y twong cua truong hop trude d6 nhu sau:

Dit x’ 1a dinh dau tién cia W nam trén xPy°, W' :== Wx'Py 1a mot day chuyén thay phién tir A,
dén y.

Nhan xét rang W' c6 thé co6 giao vai y°Q nén W'yQ ciing khdng nhat thiét 1a mot day chuyén
thay phién nén ta sé cai tién lai Iap luan mot lan nira nhu sau:

Dau tién, nhan thay rang tir cach dinh nghia cua P’, W, cach chon y trén Q.
VW) nVI[P]l € V[PvaV(y°Q) nVI[P'] = 0.

Diéu nay chi ra rang W’ va y°Q chi c6 thé cé giao nam ngoai .

Nhu vay:

Néu W’ ny°Q # @ thi, ban cach dit z 1a dinh dau tién caa W’ trén y°Q, z nam ngoai V[P] va
z chi xuat hién duy nhat mot 1an trén W’ (suy ra tir diéu kién ii), nén ta cé thé dat W' == W'zQ;

NeuW ny® =@ thi W" == W' U yQ.
'Dé dang nhan thay rang do W' va y°Q déu tranh V[P'] nén W’ ludn la mot day chuyén thay phién
doi voi P.
Theo cach dinh nghia cua P', W' tranh V[P] \ V[P'], nén V(y°Q) n V[P] = @.
Do d6, W' ciing 1a mot day chuyén thay phién d6i voi P va W'’ két thic trong B,.
Hon nita, W'’ bat dau trong A, bai vi W bat dau trong A,.

Diéu nay mau thuin vaéi tinh téi dai cua P, suy ra bang cach ap dung bo dé 3.3.2) cho W' O



Mot hé cac a — B duong di duoc goi 12 a — B fan néu hai duong di bat ki chi chung nhau duy
nhat dinh a.

Hé qua 3.3.3.
Gia sir cho truéc dd thi G = (V,E), BSV,a €V \ B.

Khi d6, s6 t6i thiéu cac dinh # a tach a véi B trong G bang s6 tdi dai cac duong di chua trong G
lap thanh mot a — B fan.

Chirng minh hé qua 3.3.3.
Ap dung két qua 3.3.1) véi A == N(a). O

Hé qua 3.3.4.
Gia str cho trude dd thi G = (V, E), a, b 12 hai dinh phan biét nao d6 trong G.

i) Néu ab ¢ E thi sb tdi thiéu cac dinh # a, b tAch a voi b trong G bang sé téi dai cac a — b
duong di phan biét chira trong G.

i) S t6i thiéu cac canh tach a véi b trong G bang s6 t6i da cac a — b dudng di phan biét canh
chua trong G.

Chirng minh hé qua 3.3.4.
i) Ap dung két qua 3.3.1) véi A == N(a) va B :== N(b).
i) Ap dung két qua 3.3.1) cho db thi tuyén tinh cua G véi A == E(a) va B == E(b). O

Két qua 3.3.5. (Dang toan cuc caa dinh li Menger)
i) Diéu kién can va du dé mot do thi G 1a k — lién thong 1a G chita mot hé gom k duong di
doc 1ap giira hai dinh bat ki cua no.

i) Biéu kién can va da ¢é mot d6 thi G 1a k — lién théng canh 1a G chira mot hé gom k duong di
phan biét gitra hai dinh bat ki cua no.

Chirng minh két qua 3.3.5.

i) Néu G chira mot hé gom k duong di doc 1ap gitra hai dinh bat ki cia nd thi |G| > k va khong thé
tach G boai it hon k dinh. Do @0, G la k — lién thong.

Nguoc lai, gia st G 1a mot d6 thi k — lién théng c6 chia hai dinh a, b sao cho ta khdng thé néi hai
dinh nay vai nhau boi k duong di doc lap.

Nhan xét rang, tir hé qua 3.3.4 (i), a va b 14 hai dinh lién hop véi nhau.
Kihiéu G' := A — ab.
Khi d6, G’ chi chtra toi da khong qua k — 2 a — b dudng di phan biét.

Nhan xét thém rang, tir hé qua 3.3.4 (i), c6 thé tach a véi b trong G’ bai mot tap X gém tdi da
khong qué k — 2 dinh.

Do |G| > k nén G phai chaa it nhat mot dinh v € X U {a, b}; nén X s& tach v véi a (hoic b)

trong G'.




Khong giam tinh tong quat cua bai toan c6 thé gia sir rang X tach v véi a trong G'.

Khi @6, X U {b} 1a mot tap gdbm tdi da khong qua k — 1 dinh tach v véi a trong G, mau thuan véi
gia thiét vé tinh k — lién thdng cta G.

ii) Lap luan twong tu nhu trén cho hé qua 3.3.4 (ii), dé dang kiém tra duoc tinh dung din cua
khang dinh 3.3.5 ii). O

3.4. Pinh li Mader

Trong phan nay cua bai viét ta s& khao sat so lugc qua 10i giai cia mot bai toan rat tha vi duoc
néu ra boi nha todn hoc Mader khi nghién ciru co ché trong phép chimg minh dinh 1 Menger:

Cho trude d6 thi G va H 1a mot d6 thi con khung cua H. Xac dinh sé cac H — duodng di doc lap c6
thé chtra trong G ?

Bai toan ta vira néu nay sinh mot cach rat ty nhién do khi chimg minh dinh Ii Menger ta ciing can
phai giai quyét dugc mot van dé tuong tu dé 1a:

“Cho trudc dd thi G va a, b 1a hai dinh bat ki trong G. Xac dinh s6 tbi dai cac a — b duong di doc
lap chua trong G ?

Dua trén cac y tuong tiép can va két qua da dat duoc trong chitng minh caa dinh If Menger ta
nhan thay ring néu X € V(G — H) va F € E(G — H) thi moi H — duong di chaa trong G déu co
chtra it nhat mot dinh hodc mot canh trong X U F, nén khéng thé c6 nhiéu hon |X U F| H — dudng
di doc lap duoc chia trong G.

Do d6, gia tri nho nhat c6 thé dat dugc caa X U F chinh 1a mot chin trén cho sé cac H — duong di
doc lap chaa trong G.

Luu ¥ rang moi H — dudng di chira trong G déu co giao véi G — H, bai vi H 1a mot @6 thi khung
trong G va cac canh cua H thi khéng duoc tinh nhu mét H — duong di.

Mic di phwong phéap x4y dung chin trén ma ta vira chi ra ¢ trén c6 khai ngudn tir dinh 1i Menger
nhung d6i véi trudong hop tong quat chan nay con ¢ thé dugc cai tién thém nhu sau:

“Khoéng giam tinh tong quat caa van dé ta co thé gia rang khong co bat ki canh nao trong F lién
thugc véi mot dinh nao do trong X, bai truong hop nguoc lai canh nay ciing s& khong gay ra bat ki
anh huong dang ké nao trong lap luan.

Kihiéu Y :== V(G — H) \ X va C la tap hop gom tat ca c4c thanh phan lién thong cua (Y, F).
Nhan xét ring do moi H — duong di tranh X trong G déu c6 chira mot canh nam trong F nén né

phai chira it nhat hai dinh nam trong mot tap C nao dé, trong d6 C € Cr va dC 1a tap hop cac dinh
nam trong C c6 it nhat mot dinh lang giéng nam trong G — X — C.




Nhu vay, M;(H) := min (IXI + Yceey lg]) la mot chan trén caa sé cac H — duong di doc 1ap
trong G, gia tri cuc tiéu xét trén cac cap (X, F) véi X € V(G —H)VaF S E(G — H — X)

sao cho moi H — dudng di chira trong G déu c6 chira mot dinh hodc mot canh nao d6 trong X U F.

Nguoc lai, nha toan hoc Mader ciing d chitng minh duoc rang chan trén nay 1a chan trén ding
cua bai toan (do tinh phirc tap ciia van dé nén ta sé chi gigi thiéu két qua ndy cht khong di sau vao
trinh bay phép ching minh):

Két qua 3.4.1. (Mader)
Gia str cho trudce db thi G va H 1a mot db thi con khung.

Khi d6, G chira mot hé gom M. (H) H — duong di doc lap.

Dé c6 thé thu dugc dang phat biéu cho canh va dinh twong tu nhu dinh 1i Menger ta s& han ché
khéo sat bai toan trong truong hop khi F hozc X 1a tap rong, va quy wdc thém mot sé ki higu méi:

“Cho trudc mot do thi con khung H € G, ki hiéu k; (H) 1a s6 phan tir t6i thiéu caa mot tap dinh
X € V(G — H) c6 giao v6i moi H — duong di chtra trong G; Az (H) 1a s6 phan tir toi thiéu cia mot
tap canh F € E(G) c0 giao vai moi H — duong di chaa trong G.”

Hé qua 3.4.2.

Gia sir cho trude db thi G véi H 1a mot db thi con khung.

Khi do, G chira toi thiéu “S= H — dwomg di doc 1ap va tdi thiéu 2 H — duong di phan biét
canh.

Chirng minh hé qua 3.4.2.

Dau tién ta s& trinh bay phép chitng minh cho khang dinh dau tién cua hé qua 3.4.2):
Ki hiéu k 12 s6 ti dai cac H — duong di doc 1ap chia trong G.

Bang cach &p dung két qua 3.4.1) ta suy ra ton tai mot cap (X, F) thoa man:

k=|X|+Z{g‘

CeCkr

trong d6 X € V(G — H), F € E(G — H — X), moi H — duong di chira trong G déu chira it nhat mot
dinh trong X hoac mét canh trong F.




Xét mot phan tir C € Cp, néu dC # @ thi ta co thé chon cb dinh mot dinh v € 9C va dat Y, == aC;
néu aC = @ thi ta chi can dat Y, = @.

Do do, |2 = %, vei moi € € ¢;.

Hon nita, néu dat Y == Ucee, Y thi moi H — dudng di déu c6 chira mot dinh trong X U Y.

lYel o 1XuY|
2 T2

> K (H)

Diéu nay chirarang k = |X| + Ycee, , dpcm.

Bing cach &p dung phuong phép 14p luin twong tu cho do thi tuyén tinh cua G ta ciing d& dang
ching minh dwogc tinh dung din cho khang dinh thir hai cua hé qua 3.4.2. O

Nhan xét thém riang chan trén duoc néu trong hé qua 3.4.2) con la chan trén dung cho bai toan,
bai vi néu duoc cho trudc mot dd thi ta hoan toan cd thé xay dung db thi con khung H sao cho G
khong chira nhiéu hon “2= H — dwémg di doc 1ap va ciing khong chira nhiéu hon “£2 H — duong
di phan biét.

3.5. Hé cay khung phan biét canh

Nhéc lai rang dang phét biéu cho canh caa dinh Ii Menger khang dinh rang néu do thi G la
k — lién thong thi nd s& chira mot hé gdm k duodng di phan biét canh ndi giira hai dinh bat ki cua no.

Trén thuc té viéc xac dinh hé dudng di nay phu thudc rat nhiéu vao cach lya chon hai dinh, boi vi
néu nhu ta da tim dugc mot hé duong di ndi gitia hai dinh cho trudc nao dé thi dé tim duoc mot hé
duong di twong tu nhu vay cho mot cap dinh khac nhau khdng phai 1a mot cong viéc don gian.

Nhu vay, néu nhu viéc xac dinh hé k duong di phan biét canh néi giita hai dinh bat ki naydon
gian hon va khdng bi phu thudc quéa nhiéu vao cach lua chon céc cap dinh thi ta viéc khao sét cac

d6 thi s& tro nén don gian hon rat nhiéu.

Mot vi du cu thé cho ¥ tudng vira néu ¢ trén 1 16p cac d6 thi G c6 chira mot hé gom k cay khung
phan biét canh. Khi d6, hai dinh bt ki luén duoc ndi véi nhau béi k duong di phan biét canh, mdi
cay khung cho ta mét duong di.

Cau hoi nay sinh ¢ day la:
“Liéu mét dd thi cho trudc phai théa man nhitng diéu kién gi dé n6 c6 thé chira mot hé gom k cay
khung phéan biét canh ?”

D& dang nhan thay rang néu do thi G c6 chira mot hé gom k cay khung phan biét canh thi né hién
nhién 1a mot d6 thi k lién thdng. Tuy nhién, chiéu nguoc lai cua khang dinh trén lai hoan toan khong
dung va tham chi ta con chua biét rd liéu tinh k — lién thdng canh c6 kéo theo sy ton tai cia mot hé
gom k cay khung phan biét canh. Nhu vay muc tiéu dau tién ma ta can phai giai quyét do 1a xéac
dinh cac diéu Kién co ban can phai c6 ma theo d6 dam bao sy ton tai cia mot hé gom k cay khung
phan biét canh.

Nhu trude day that dé dang dé ta tim ra mot diéu kién du don gian dé dam bao sy ton tai cua mot
hé gom k cay khung phan biét canh. Nhan xét rang néu phan hoach V(G) thanh r tap con thi mdi
cay khung cua G sé& chira tdi thiéu r — 1 canh bat chéo, cgnh bdt chéo 1a mot canh ma hai dau mat
ctia nd nam trong hai tap phan hoach khac nhau. Do d6, néu G chira mot hé gom k cay khung phan
biét canh thi nd phai chta téi thiéu k(r — 1) canh bat chéo.



Nguoc lai, diéu kién du nay ciing déng thoi 1a diéu kién can ma ta can tim:

Két qua 3.5.1.(Tutte-Nash-Williams)

Diéu kién can va da dé do thi G chira mot hé mot gdm k cay khung phan biét canh 1a moi phan
hoach P cua tap dinh cia né déu c6 chua téi thiéu k(|P| — 1) canh bat chéo.

Gia str cho trude dd thi G = (V,E), k € N.

Dit F 13 tap tat ca cac k —bo F = (Fy, ..., F,) gébm céc rieng khung phan biét canh trong G sao
cho tdng sb canh 1a I6n nhit c6 thé, nghia 14 ||F|| = |E[F]| v6i E[F] == E(F)) U ...U E(F,) lalén
nhit c6 thé dugc.

NéuF = (Fy,..,F,) EFvae € E\E[F]thi F; + e (i = 1, ..., k) ludn chita mot chu trinh:
nguoc lai, néu thay F; bai F; + e trong F thi ta thu dugc mot hé méi véi tong sb canh 16n hon tong
s6 canh cua hé F, diéu nay mau thuan vaéi tinh téi dai caa ||F||; voi mdi chi sé i ¢b dinh, ki hiéu e’ 1a
mot canh nao d6 khac e trong chu trinh nay.

DatF/ == F, +e—e' vaF/ := F; véi moi j # i.

Khi d6, F' :== (Fj, ..., F}) ciing 1a mét phan tir trong F; F’ duoc goi 1a thu dugc tir F bang cach
thay thé canh e’ bai e.

Nhan xét rang néu ta thyc hién phép thay thé nhu trén thi tap dinh cua thanh phan lién théng cua
F; ¢6 chtra canh e’ van duoc gitt nguyén thanh tap dinh cua thanh phan lién théng caa F/; nén,

V6i moi dudng di x ...y S F/, ton tai duy nhat mot duong di xF;y S F,.

Bay gio xét mot k — by F° = (F?, ..., FY) € F ¢b dinh cho trudc, FO 1a tap tat ca cac k — bo
trong F thu duogc tir FO bang céach thuc hién mot day lién tiép cac phép thay thé canh.

bat:
E® := Upero(E \ E[FD);
GY = (V,EO).

Bo6 dé 3.5.2.

Vé6i moi canh e® € E \ E[F°], ton tai mot tap U < V lién théng trong mdi F2 (i = 1, ..., k) va
chtra cac dau mat cua canh e®.

Chirng minh bd dé 3.5.2.

Do F° € F° nén e® € E°; ki hiéu C° 1a thanh phan lién thdng cia G° chtra canh e®.

Ta s& chirng minh rang U == V(C°) la tap can tim, tac 1a U lién thong trong méi F? (i = 1, ..., k).
Nhan xét rang:

“Cho tru¢c F = (Fy, ..., F,) € FOVaF' = (Fj, ..., F}) thu dugc tir F bang cach thay thé mot canh
nao do trong F;.

Khi d6, néu x, y 1a hai dau mat ctia mot dudng di nao ¢6 nam trong F/ n C° thi xF,y < C°.”




Gia sir e = vw 1a mot canh nao d6 cua F; nhung khong nam trong F;, tic la e € E(F)) \ E[F].

Khéng giam tinh tong quét cia vin dé co thé gia sir ring e € xF/y: nguoc lai, xF;y = xF]y
nén khang dinh 1 hién nhién.

Nhan thiy néu vF;w < €° thi (xF/y — e) U vF;w la mot db thi con lién théng caa F; N CO;
hon nita, do (xF;y — e) U vF;w c0 chira hai dinh x, y nén n6 cling chia duong di xF;y.

Sau day ta s& dua ra 10i giai thich cho hé thac vF;w € C°:

“Gia str e’ 1a mot canh nao dé nam trong vF,w. Nhan thiy rang néu thay canh e’ trong F € F° boi
canh e ta s& thu dugc mot bo F’ € F° khong chira canh e’, nén khong giam tinh tong quat cia van
dé co thé gia st thém rang e’ € E°. Nhu vay vF;w S G°, nén vF,w S C° bai vi v,w € xF/y € C°.”

Dé chirng minh U = V(€°) lién thdng trong F? ta chi can chi ra rang:
“V&i moi canh xy € €9, duong di xFy ludn ton tai va nam trong €°.”
That vay, gia st e = xy € C° la mdt canh cho trudc nao do.

Do e € E® nénton tai s bo F™ = (FJ, ..., F}) (r = 1, ..., s) sao cho mdi FT déu thu duoc tir F71
bang cach thuc hién phép thay thé va e € E \ E[F*].

Nhan thay rang néu &p dung nhan xét cho F := F* thi e = xy c6 thé duoc xem nhu 12 mot dudng
di c6 d6 dai bang 1 trong F/ n C°.

Nhu vay, néu ap dung lién tiép nhan xét cho F = FS, ..., F° thi ta ciing s& ching minh duoc rang
xF2y c C°, dpcm. O

Chitng minh két qua 3.5.1.

Bay gio quay trg lai phép chirng minh cho két qua 3.5.1), ta s& ching minh tinh dung dan cua két
qua nay bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé |G|.

Truong hop |G| = 2, khang dinh cua bai toan 14 hién nhién. Bdi véi budce quy nap cua bai toan,
gia sir rang moi phan hoach P cua tap dinh V déu c6 téi thiéu k(|P| — 1) canh bat chéo va ta s& chi
ra cach xay dung mot hé gom k cay khung phan biét canh trong G dé hoan tat 1oi giai cho bai toan.

Bang cach cb dinh by F° = (FY, ..., F2) € F, néu moi thanh phan F? déu c6 cau trac cay thi tinh
dung dan cua khang dinh 1a hién nhién.

Nguoc lai, tir két qua 1.5.3),
IFll = ZELNFN < k(IG] = 1).
M3t khac, néu phan hoach tap V thanh cac dinh don thi,
IGIl = k(G| — 1.
Do d6, ton tai mot canh e® € E \ E[F°].

Theo bo dé 3.5.2), ton tai mot tap U < V lién thong thong trong mdi F? va chira cac dau mat caa
canh e®, nén |U| > 2. Do mdi phan hoach cua G / U déu thu dugc tir mot phan hoach nao dé trong
G véi cling sb canh bat chéo nén G / U ciing chira téi thiéu k(|P| — 1) canh bat chéo. Bang céch ap
dung gia thiét quy nap, G / U chira mot hé gom k cdy khung phan biét canh Ty, ..., Ty.



Khi d6, bang cach thay thé dinh vy, trong cay T; bai cay khung F? n G[U] trong G[U], ta thu
duoc mot hé gom k cay khung phan biét trong G. m

Hé cac db thi con Gy, ..., G, cua G duoc goi 1a mot phan hoach cua G néu tap céc canh cua ching
la mot phan hoach cua E (G).

Nhu vay, bai toan hé cay khung phan biét c6 thé mé rong 1én nhu sau:

“Xéc dinh sb cac dd thi con khung lién thdng can thiét dé phan hoach mét db thi lién théng cho
truoc ?”

Bai toan ddi ngau cua bai toan trén chinh la:
“Xac dinh sb cac rirng khung con can thiét dé phan hoach mot db thi lién thong cho trugc?”

Nhan thay rang néu mot db thi G phan hoach dugc thanh k rirng con khung thi moi tap U € V(G)
chaa téi da k(JU| — 1) canh, mdi riing khung con chira téi da khéng qua |U| — 1 canh cua tap U.

Nguoc lai, bang cach ap dung b dé 3.5.3), ta ciing chimg minh dwogc rang day ciing chinh 1a diéu
kién can dé dam bao cho sy ton tai cua mot hé gdm k ring con khung:

Két qua 3.5.4. (Nash — William)
Diéu kién can va da dé do thi G = (V, E) ¢6 thé phan hoach dugc thanh k rirng con khung 1a:

“V&i moi tap con khac rong U < V, |IGIU]Il < k(|U| — 1)”.

Chitng minh két qua 3.5.4.
Tir cac phan tich trinh bay & trén, néu G phan hoach duoc thanh k rirng con khung thi:
“V&i moi tap con khac rong U € V, |IG[U]|l < k(JU| — 1)”.

Nguoc lai, ta s& chi ra rang moi k — bd F = (F,, ..., F,) € F déu dong vai trd nhu mot phan
hoach cua G, nghiala E[F] = E.

That vay, giastte € E \ E[F].

Tir bo dé 3.5.3, ton tai mot tap U € V lién thong trong mdi F; va chira cac dau mat cia canh e.
Nhu vay, G[U] chia |U| — 1 canh d6i véi mdi cay khung F; va chaa thém canh e.

Diéu nay chi ra rang ||G[U]|| > k(JU| — 1), mau thuan véi gia thiét. O
3.6. Hé cac dwong di phan biét noi giira cac cap dinh cho truwéc

Mot do thi véi t6i thiéu 2k dinh duoc goi 1a k — link néu vai moi 2k dinh phan biét
S1y ey Sior t1y oory b 1UON tON tai MOt hé gdm k dudng di phan biét Py, ..., P, a0 cho P; = s; ... t;.

Nhan thay rang moi db thi k — link déu 1a mot @6 thi k — lién thong.
Nhung chiéu nguoc lai cua khang dinh trén lai hoan toan khéng dang, boi vi tinh chat k — link
thi tong quat va manh hon rét nhiéu tinh chat k — lién thong.

Trong phan cudi cling nay cua chii dé nay, ta s& khao sat xem khi nao thi hai tinh chat nay 1a
twong duong vaéi nhau:

“Liéu c6 ton tai mot ham £: N — N sao cho moi d6 thi £ (k) — lién thong déu la k — link ?”




Dé giai quyét bai toan néu trén ta can dén két qua phu sau:

Két qua 3.6.1. (Mader)

Ton tai mot ham h: N — N sao cho néu mét @6 thi c6 bac trung binh 16n hon hoic bang h(r) thi
no s& chira do thi K, nhu mot phan bul topo véi moi r € N.

Chitng minh két qua 3.6.1.

Néu r = 0,1,2 thi khiang dinh cua bai toan 1a hién nhién véi h(r) = 1; nén khéng giam tinh tong
quat ctiia vin dé cd thé gia sur rang r > 3.
Dau tién ta s& ching minh bang quy nap rang:

“Moi do thi G ¢6 bac trung binh d(G) = 2™ déu chtra mot phan bu topo X véi r dinh va m canh,

trongddom=r, ..., (;).”

That vay, néu m = r thi, tir Két qua 1.2.1) va 1.3.1), G s& chira mét chu trinh véi d6 dai bang
e(G)+1>=2""1+1>r+ 1, nén tinh ding dan cua khang dinh dugc ching minh véi X = C™.

T
2

Bay gio gia st G 1a mot d6 thi bat ki nao d6 c6 bac trung binh d(G) = 2™, nén £(G) = 2™ 1,

Giasa r<m < ( ) va khang dinh da duoc kiém chiing véi moi chi s6 nho hon m.

Nhan thay rang do G c6 chtra mot thanh phan lién théng C véi £(C) = £(G) nén cd thé gia st
thém rang G 1a mot d6 thi lién thong.

Xét mot tap tdi dai U € V(G) sao cho U lién théng trong G va e(G/U) = 2™ 1,
Nhan thay rang do G lién théng nén N (U) # 9.

Pat H = G[N(U)].

Khi d6, H khdng chira bat ki dinh v ¢6 bac nho hon 2™ 1.

(Néu H chtra mot dinh v ¢6 bac nho hon 2™, tc 1a dyy (v) < 2™ 1, thi tap U U {v} s& thoa man
tat ca cac diéu kién twong ty nhu tap U: néu thuc hién phép co canh vy, trong G / U thi e(G/U U
{vh = 2™ 1, dody(x) +1 < 2™1, diéu ndy mau thuan vai tinh tbi dai cua tap U.)

Nhu vay, d(H) > §(H) > 2™,
Bang cach &p dung gia thiét quy nap, H chira mot phan bu topo Y véi |Y| = rva ||Y|| = m — 1.
Gia sir x, y la hai dinh nhanh cua phan bi topo Y nhung khong lién hop voi nhau trong Y.

Nhan thay rang do x, y déu nam trong N (U) va U lién théng trong G nén G chira mot x — y
duong di sao cho tat ca cac dinh caa né déu nam trong U.

Nhu vay, néu bb sung thém x — y duong di nay vao phan bu topo Y thi ta s& thu dugc mét phan
bl topo X théa man c&c yéu cau néu trong bai toan. m

Két qua 3.6.2. (Jung-Larman-Mani)

Ton tai mot ham sé f: N — N sao cho moi d6 thi £ (k) — lién théng déu 12 mot do thi k —link,
vai moi k € N.




Dé giam sy phuc tap cia phép ching minh nhung van dam bao duoc tinh tong quat cua van dé,
gia sir rang do thi c6 chira mot wéc con K cua mot d6 thi day du du 16n nao do, diéu nay suy ra truc
tiép tir két qua 3.6.1 va nhan xét rang tinh k — tinh lién thdng anh huong manh 1én bac trung binh
cua dd thi va tham chi 1én ca bac nho nhét cua do thi.

Y tuong chinh caa phép ching minh cua ta nam ¢ viéc ndi hai dinh cho trudc s;, t; Voi cac dinh
nhéanh cua K, va noi cap dinh nhanh nay bén trong K dé thu duwoc mét hé cac s; — t; duong di:

Chitng minh két qua 3.6.2.

Ta s& chang minh rang ham sé £ (k) == h(3k) + 2k thoa man cac yéu cau néu trong khang dinh
cua bai toan, trong d6 h 1a mot ham sé nao d6 théa man yéu cau néu trong két qua 3.6.1).

That vay, gia st G 1a mot dd thi £ (k) — lién thong.

Khi o, d(G) = 8(G) = k(G) = h(3k).

Bang cach &p dung két qua 3.6.1), G chtra mot phan bl topo K := TKay,.
Pit U 1a tap cac dinh nhanh caa phan bl topo K.

Pé ching minh G 1a mot db thi k —link, gia st (sy, t1), (S, t5), ... (Sk, i) 1a k cdp dinh cho trudc
nao do trong G.

Khi d6, k(G) = 2k, suy ra tir dinh nghia cia ham f (k).
Bang cach &p dung dinh 1i Menger, G chira mot hé cac duong di phan biét P;, P,, ..., Py,

Q4,Q,, ..., Q) 530 cho mdi P; xut phét tai s;, mdi Q; xuat phat tai t;, va tat ca cac duong di nay déu
két thic trong U nhung khong c6 bat ki dinh nao khéac nam trong U.

Goi P 1a mot hé con nao d6 cua hé cac duong di vira ké & trén sao cho tong sé cac canh nam bén
ngoai E (K) cua no la nho nhat c6 the, uy, ..., u, 1a k dinh nao do trong U sao cho khong c¢6 dinh nao
la dau mat cta mot duong di trong P.

Ki hiéu:

L; 1a U — duong di chaa trong K tir u; dén d¢au mat caa P; nam trong U;

v; 1a dinh dau tién caa L; nam trén mot duong di P nao d6 trong P.
Theo céch xay dung hé 2, P chira s6 canh nam ngoai E (K) khdng nhiéu hon Pv;L;u;.
Do do6, v;P = v;L;, nén P = P;.

Lap luan twong tu, néu M; 1a U — duong di chira trong K tir u; dén d¢au mat caa Q; nam trong U
va w; 1a dinh dau tién cia M; nam trén mot duong di P nao d6 trong P thi M; = Q;.

Hinh vé md phong cach xay dung s; — t; duong di di qua u;.



Nhu vay, cac duong di s;P;v;L;u;M;w;Q;t; 1ap thanh mot hé duong di phan biét thoa man yéu cau
ctia bai toan. Pidu ndy ciing chi ra rang G 1a do thi k — link. 0

Trong phép ching minh trinh bay & trén ta da chi ra mot ham sé f can thiét dé khang dinh tinh
dung dan cho bai toan. Ham sb f duoc dwa ra ¢ day ting nhanh theo quy luat ham mii theo chi s6 k.

Tuy nhién can lvu ¥ rang la danh gia nay chua phai |1 tét nhat c6 thé vé mit ki thuét cho bai toén.

Nam 1996, hai nha toan hoc Bollobas va Thomason di dwa mot danh gid tot hon chi & muc tuyén
tinh cho bai toan trén:

“Moi do thi 22k — lién thong déu 1a mot do thi k — link”.



