Chii dé 05. Phép t6 mau do thi

Dé tiép tuc phat trién ly thuyét dd thi thi mot diéu khong thé thiéu 1a can chi ra nhitng tng dung thiét
thuc cua ly thuyét nay trong nhitng van dé phat sinh trong cudc song hang ngay. Chinh vi Ii do nay ma
trong hai myc “Chu dé 05. Phép t6 mau db thi” va “Cha dé 06. Mang van tai” s& tap trung trinh bay céac
g dung thuc tién cua Ii thuyét do thi trong nhitng van dé thuc té caa cudc song.

Nhitng van dé thyuc té quan trong c6 thé duoc giai quyét bang phuong phap t6 mau d6 thi c6 thé dugc
ké dén la:

Bai to4n 1. Can t6 mau cac qudc gia trén ban d6 nhu thé nao dé hai thanh phé bat ki c6 chung duong
bién gigi sé duoc t6 boi hai mau khac nhau ?

Bai toan 2. Can thiét ké cac cudc hop uy ban caa qudc hoi nhu thé nao dé mdi uy ban chi can té chic
hop trong mot ngay ? (gia thiét cac thanh vién caa qudc hoi ¢ thé phuc vu trong nhiéu ty ban khac nhau)

Bai toan 3. Can thiét ké thoi khoa biéu giang day cua trudng dai hoc nhu thé nao dé téng thoi gian sir
dung 12 nho nhat ? (gia thiét da biét thoi gian can thiét ma mdi giang vién sir dung cho mdi 16p hoc)

M6t s6 khéi niém co ban vé phuong phap t6 mau do thi can nam bit:

Phép t6 mau dinh cia d6 thi G = (V, E) 1a mot anh xa c: V — S sao cho néu hai dinh v, w lién hop voi
nhau thi c(v) # c(w).

Phép t6 mau canh cua do thi G = (V, E) la mdt &nh xa c: E — S sao cho néu hai canh e, f lién hop Véi
nhau thi c(e) # c(f).

Phan 16n nhitng gi ta thuong quan tdm khi khao sat cac bai toan lién quan dén phép t6 mau db thi Ia vé
kich thudc cua S, nén dé thuan tién cho viéc trinh bay cac két qua khao sét ta can ki hiéu lai phép t6 mau
dinh c:V - S (hoac phép t6 mau canh ¢c: E — S) lai duéidang c:V - {1, ...,k} (hoac c: E - {1, ..., k}).

Néu G c¢6 mot phép k — t6 mau dinh (hodc phép k — td mau canh) thi G duoc goi 12 k — #6 mau dinh
(hoic k — t6 mau canh). S6 nguyén duong k nho nhit sao cho G ¢ mot phép k — t6 mau dinh (hoac mot
phép k — t6 mau canh) duoc goi la sdc sé dinh (hoic sdc sé canh) cua G; ki hiéu 1a x(G) (hoic x'(G)).

5.1. Phép t6 mau dinh

Nham tao ra su dinh huéng rd rang cho viéc khao sat cac tinh chat caa mot phép t6 mau db thi nén
trong phan dau cua bai viét nay ta sé trinh bay so lugc mot s tinh chat co ban quan trong caa mot phép to
mau dinh.

Mot s6 Van dé s& dugc quan tam giai quyét trong phan dau cua bai viét nay bao gom:
1. Lam thé nao dé xac dinh sac sb dinh cua mot db thi cho trudc ?

2. Lam thé nao dé xay dung phép t6 mau dinh ciia mot do thi cho trudc sao cho s6 mau can sir dung la
nho nhat ¢6 thé duogc ?

3. Méi lién hé giita khai niém sic sb dinh véi cac khai niém bac trung binh, lién thong, girth ?



Pau tién xuat phat truc tiép tir dinh nghia sic sb dinh ta dé dang chirmg minh dugc danh gia trén sau
cho d¢ lon cua y(G):

Két qua 5.1.1.

Moi db thi G véi m canh déu c6 x(G) < % + /Zm n i

Chitng minh két qua 5.1.1.
Giastrc:E - {1, ..., k} la mot phép té6 mau dinh cua G véi k = x(G).

Nhan thiy rang hai dau mat cia cuing mot canh cua G phai duoc td boi hai mau khac nhau (diéu nay
suy ra tir dinh nghia ctia phép k — t6 mau dinh), nén m > %k(k -1).

Nhu vay, k < % + [2m+ % (diéu nay suy ra tir viéc xem danh gia trén nhuw mot bat phuong trinh bac
hai trén theo bién k). 0
Dé cai tién lai danh gia vira trinh bay & trén trong truong hop sé mau khdng quéa 16n, ta chi can sir dung
thuat todn tham lam don gian sau: danh sd thir tu cac dinh cua G lai dudi dang vy, ..., v,; 1 mau lan luot
cac dinh v; bai mau thir j dau tién chua dugc s dung khi t6 cac dinh lang giéng cua v; trong tap
Uy oo, Vj_q.

Nhan thay ring néu G 1a mot dd thi day da hoac mét chu trinh 1¢ thi sé mau ti thiéu dé thuat toan c6
thé thuc hién duoc 12 A(G) + 1.

Tong quat hon, s6 mau téi thiéu dé thuat toan cé thé thyuc hién duoc ciing bang A(G) + 1.

That vay, do thuat toan nay bé qua moi dinh lang giéng v; ctia v; véi j > i nén dé to dinh v; chi can
dglv, v)(Wi)+1 thay Vi dg(v;)+1 mau. Hon ni¥a, dgp,, ] (v;)+1 s& €6 gié tri nho nhat néu v; 1a dinh c6
bac nhé nhat trong G[vy, ..., v;], nén néu danh sé thir tu cac dinh sao cho cac dinh c6 bac I6n duoc danh
sb thir t trueéc con cac dinh ¢d bac nho dugc danh sé thir tu sau thi ddy th tu dinh thu duoc s& 12 sy lva
chon téi wu nhét cho thuit toén, nghia 1a chon v, 1a dinh c6 bac nhé nhit trong G, v,,_, 1a dinh c6 bac nho
nhat trong G — v,,....., v, la dinh c6 bac nhoé nhit trong G — v, — -+ — v5. Nhu vy, x(G) < A(G) + 1.

Nhan thay rang néu G 1a mot d thi day da hoac mét chu trinh I¢ thi s& xay ra dau " = " trong danh gia
x(G) < A(G) + 1. Két qua sau sé& chi ra rang chiéu nguoc lai ciia khang dinh trén cling dung, nghia 1 néu
dau " = " xay ra trong danh gia trén thi G phai 1a mot d6 thi day di hoic mot mét chu trinh 1é.

Két qua 5.1.2. (Brooks)
Cho trudc d6 thi lién thong G.
Khi d6, néu G khdng phai 1a mot do thi day du hodc mot chu trinh Ié thi y(G) < A(G).

Chirng minh két qua 5.1.2.
Ta s& chitng minh khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé |G|.

Nhan thay rang néu A(G) < 2 thi G 1a mot dudng di hoac mét chu trinh, nén khang dinh 1 hién nhién.




Khong lam giam tinh téng quét cia van dé, gia sat A(G) = 3 va khang dinh d duogc chiing minh cho
moi d6 thi cé bac nhé hon |G].

Gia st y(G) > A(G); ki hiéu v 1a mot dinh batkicia G vaH =G — v.

Khi @6, y(H) < A(G). (4p dung gia thiét quy nap caa bai toan, moi thanh phan lién thong H' cua H
khéng phai 1a mot db thi day da hoac mot chu trinh 1é déu thoa man danh gia y(H") < A(H") < A(G);
néu H' 1a mot dd thi day da hoac mot chu trinh 1& thi y(H') = A(H') + 1 < A(G) (do moi dinh cua H'’
déu c6 bac I16n nhat trong H' va mét trong s6 cac dinh nay lién hop véi dinh v trong G)).

Khing dinh 1.

Moi phép A(G) — t6 mau dinh cua H s& sir dung tat ca cac mau 1, ..., A(G) dé td céc dinh lang giéng
cta v. Hon nira, mdi mau chi dugc sir dung dé td mot dinh lang giéng duy nhat cua v.

Chirng minh khang dinh 1.

Khing dinh duoc suy ra truc tiép tir viéc H ¢6 it nhat mot phép A(G) — t6 mau dinh (y(H) < A(G))
nhung G khéng c6 bat ki mot phép A(G) — t6 mau dinh nao(x(G) > A(G)). Nhan thay rang cac dinh lang
giéng cua v duoc to boi tat ca cac mau 1, ..., A(G), nén d(v) = A(G). Diéu nay chi ra ring mdi mau chi
dugc sir dung dé td mot dinh lang giéng duy nhét cua v. 0

Gia str ¢ la mot phép A(G) — t6 mau dinh cua H.
Ki hiéu:
v; 1a dinh lang giéng cua v t6 bai mau i;
H;;la 6 thi con khung cua H sinh ra boi cac dinh t6 bai mau i hoac j (i # j).

Khang dinh 2.

Véi moi i # j, hai dinh v;, v; s& ndm trong cting mot thanh phan lién théng C; ; cua H; ;.

Chieng minh khing dinh 2.

Gia sir hai dinh v;, v; ndm trong hai thanh phén lién thong khac nhau cua H; ;.

Khi dé, céc dinh cta G c6 thé dugc t0 mau lai sao cho hai dinh v;, v; dugc t6 béi cling mot mau (bang
cach hoan doi hai méu‘ i, j trong mot t[]énh phérJ lien thong va giir nguyén hai mau i, j trong thanh phan
lién thong con lai). Biéu nay mau thuan véi khang dinh 1). O

Khing dinh 3.

C; j la mét v; — v; duong di.

Chirng minh khing dinh 3.

Gia str P la mot v; — v; duong di nao dé trong C; ;. Do dy(v;) < A — 1 nén cac dinh lang giéng cua v;
trong H s& dugc t6 bai cac mau khac nhau (néu c6 hai dinh lang giéng nao d6 cia v; trong H duoc t6 bgi
cling mot mawu thi v; ¢6 thé duoc t6 lai bai mot mau méi, didu nay mau thuan véi khang dinh 1). Nhu vay,
cac dinh lang giéng cua v; trong P ciing chinh 1a cac dinh lang giéng cua no trong C; j» tuong tu, cac dinh
lang giéng ctia v; trong P ciing chinh 1a céc dinh lang giéng cua no trong C; ;.



Néu C; ; # P thi P s& chua it nhat mot dinh trong nao d6 c6 ba dinh lang giéng duoc t bsi cung mot
mau; ki hiéu u 1a dinh dau tién c6 ba dinh 1ang giéng dugc td boi ciing mot mau trén P.

Khi d6, u ¢6 thé duoc t6 lai boi mot mau mai (diéu ndy suy ra tir viéc cac dinh lang giéng caa u duoc
t6 bai t6i da khong qua A(G) — 2 mau). Diéu nay chi ra rang Pu® 1a mot thanh phan lién thong nao d6
cua H; ;, mau thuan véi khang dinh 2. O

Khing dinh 4.

Néu i, j, k 1a cac chi s6 phan biét thi C; ; va C;; giao nhau tai duy nhat dinh v;.

Chieng minh khing dinh 4.

Gia st v; # u € C;;NC;y. Nhu vay, u s& ¢6 hai dinh lang giéng nao d6 t6 mau j va hai dinh lang giéng
khac t6 mau k, nén u c6 thé duoc t6 lai béi mot mau méi. Diéu nay chi ra ring hai dinh v; va v; s& nam
trong hai thanh phan lién thong khac nhau cua H; j, mau thuan véi khang dinh 2. 0

Phép chiing minh cda dinh li Brooks duoc thuc hién nhu sau:

“Nhan thay rang néu cac dinh lang giéng cua v d6i mét lién hop nhau thi méi dinh nay déu c6 A(G) dinh
lang giéng ndm trong N (v)U{v}, nén G = G[N()U{v}] = Kx)41-

Khong giam tinh tong quat cta van dé, gia st v; v, € G (cach danh sé thir tu vy, ..., v, Ay tir phép to
mau dinh ¢ cua H dang xét); ki hiéu u # v, 12 dinh lang giéng ctia v, trong C; ,, nén c(u) = 2.

Gia sir ¢’ 1 phép t6 mau méi thu dugc tir phép t6 mau ¢ bang cach hoan doi hai mau 1 va 3 trong C; ;.

Ki hiéu:

v} 14 dinh lang giéng cua v to boi mau i;
H;;la d6 thi con khung cua H sinh ra boi cac dinh td boi mau i hoic j (i # j);
C{; 1a thanh phén lién thong cua H; ; chira ca v; va v;.

Do v, = v} nénu € C} 5 (diéu nay suy ra tr viéc ¢’ (u) = c(uw) = 2). Bing cach ap dung khang dinh 4)
cho phép td mau ¢, u € v)C;, S C; , (bao ham thirc nay dugc suy ra tir viéc v{C, , van gilt nguyén cach
t6 mau ban dau). Diéu nay chi raring u € Cj5NC;,, mau thudn véi khing dinh 4) cho phép t6 mau ¢’. o”



Ki hiéu col(G) 1a s6 nguyén duong k nho nhat dé ton tai mot day sap thi ty cac dinh vy, ..., v, cia G
sao cho moi dinh v; déu c6 khong qué k dinh lang giéng nam day sip thi tu vy, vy, ..., V;_1.

Bang cach sir dung ciing céach lap luan nhu trén, col(G) < maxycc6(H) + 1.

Hon nita, néu H € G thi col(G) = col(H) va col(H) > §(H) + 1 (diéu nay suy ra tir su kién bac khi
danh s6 thir tu ciia dinh cudi clng trong day sap thi tu dinh caa H tring véi bac thong thudng caa diém
do trong H).

Két hop céac phan tich ¢ trén lai véi nhau, ta s& nhan dugc danh gia tong quat:

Két qua 5.1.3.
x(G) < col(G) = max{6(H)|H € G} + 1

Chirng minh két qua 5.1.3.

Tinh dtng din cua khing dinh duogc suy ra truc tiép tir cac phan tich & trén. 0

Két qua 5.1.4.
Moi d6 thi G déu chira mot do thi con H ¢6 bac nho nhat §(H) = x(G) — 1.

Chirng minh két qua 5.1.4.

Tinh dtng din cua khing dinh dwogc suy ra truc tiép tir cac phan tich & trén. O

Nhan thy ré‘ng néu G c6 sic sé dinh y(G) du 16n thi s& kéo theo chi s6 §(G) ciing s& ¢ gid tri 16n: toi
thiéu ciing sé bang y(G) — 1.

Cau hoi duoc dat ra ¢ day do 1a : “Néu y(G) = k thi G s& 6 ciu triic nhu thé nao?”.

D& dang nhan thay rang néu x(G) = k thi G s& chira mot db thi con c6 dang K,,. Pay 1a mét tinh chat
dia phuong quan trong cua 16p cac dd thi c¢é sic sé 16n — n6 thé hién méi twong quan V& gid tri cia céc chi
s6 &, k. Ban than gia thiét y(G) = k khdng cung cap bat ki thdng tin nao vé gié tri ciia cac chi sd &, k cua
G. Tuy nhién, n6 lai chi ra sy ton tai cia mot dd thi con cua G véi cac gia tri &, i 16n: dau tién, G s& chta
mot do thi con H véi §(H) = k — 1 (diéu nay suy ra tir Két qua 5.1.3); hon nita, d6 thi H s& chira mot do

thi con H' véi k(H') = [%J (diéu nay suy ra tir Két qua 1.4.2).
Mot loat cac cau hoi xuat hién thém & day do 1a:
1. Liéu d6 thi con H' nay c6 phai 12 nguyén nhan lam cho sic sé dinh y cua G c6 gia tri > k ?
2. Liéu do thi con H' nay c6 thé chtra thém mot do thi con H'' cling 6 sac sé dinh y ¢6 gia tri > k ?

3. Liéu cd ton tai mot @6 thi con H' sao cho sac sé dinh y caa né ¢6 gia tri > k va n6 khdng chira bat ki
do thi con H'" nao ciing ¢ sac so dinh y c6 gia tri = k, ngoai trir K), — tam goi cac do thi nay la cac do
thi con chuan tac?”.

Nhan thay rang gia tri cia chi s6 & cua H' s& chi phu thudc vao k chira khdng phu thudc vao |G| — gia
tri nay bi chan dudi bai mot ham chi phu thudc vao k nhung khéng phu thudc vao |G| — nén H' s& khdng
du day dic dé c6 thé chira thém mot do thi con H' ciing ¢6 sic sb dinh y ¢6 gia tri 16n, ngoai trir K.




Ngay ca khi d6 thi H' khong that su c6 c4c ciu triic day dic dia phuong nhu trén thi né van c6 thé chia
duoc cac db thi con chuan tic nao do6 6 sac sé dinh I6n: chang han, K, ,, 1a mot d6 thi nhu vay. Hién
tugng nay cling chinh 1a mot trong nhitng két qua quan trong nhat trong Chu dé 11: “Ludn ton tai nhiing
d6 thi c6 sac sé dinh va girth ¢6 gia tri 16n tdy y” (phép chiing minh caa khang dinh nay duoc gidi thiéu
lan dau tién boi nha toan hoc Erdos bang phuong phap xac suét va s& duoc trinh bay ki hon trong “Chu dé
11. P4 thi ngau nhién”). Tir Két qua 5.1.4) va Két qua 1.5.4), moi d6 thi G c6 sac sb dinh y c6 gia tri du
16N s& lubn chra mot rieng H cho trudc, nén néu H khéng phai 1a mot ring thi s& ton tai mot do thi G véi
x(G) = k nhung H € G, voi moi k € N.

Nguoc lai v&i phong doan ban dau cho rang chi co nhitng db thi ¢6 sic sé dinh da 16n méi ¢6 thé cé
cac cau truc dia phuong day dac, hién tugng nay lai xay ra kha pho bién: chang han, nhitng do thi co girth
I6n tréng gan gidng nhu 1a mot cay, nén chung ciing s& 1a cac 2 — colourable!

Nhu vy, néu mot do thi cé sic s6 dinh 16n thi nd s& co tac dong 1én céc chi sé 8, d, A, k cia mot s6 do
thi con nao d6, nhung né khéng that su chi ra su ton tai cu thé cua bat ki mot d6 thi con nao c6 sac so6
dinh Ion.

Van dé nay sinh ra ¢ ddy d6 1a: “Nguyén nhan nao khién cho sic sé dinh cia mot dd thi cho trude co
gid tri > k 2. Nhic lai rang viéc tim mot diéu kién rang budc don gian trén céc chi sé cau tric cho do thi
con H' dé tir d6 suy ra mot danh gia dang y > k cho do thi G 1a diéu khdng thé: khdng c6 chi sé nao trong
cac chi sb 8,d, A, k ¢6 thé dung chi ra danh gia y > k.

Cau tra 101 cho van dé nay trén thuc té lai kh& 1a don gian — nha toan hoc Hajos da dé& xuat mot diéu
kién “don gian” tat ca cac dd thi cd sic sé dinh y c6 gia tri > k dua trén khai niém db thi k — construct
dugc xay dung bang phuong phép truy hoi nhu sau:

i) K, duoc la mot do thi k — construct;

i) Néu G 1a mot do thi k — construct va x,y € V(G) khong lién hop véi nhau thi (G + xy)/xy ciing 1a
mdot do thi k — construct;

i) Néu Gy, G, 1a cac db thi k — construct va x, y,, y, 1a cac dinh sao cho G,NG, = {x},xy, € E(G,),

xy, € E(G,) thi (G,UG,) — xy; — xy, + y,V, ciing 1a mot d6 thi k — construct.

Hinh v& minh hoa.

Nhan thay rang moi d6 thi k — construct déu 1a do thi k — colourable (phép chitng minh ciia khang
dinh nay c6 thé thu dugc nho vao phép quy nap toan hoc: (G + xy)/xy khong c6 bat ki phép td mau dinh
nao co it hon k mau (truong hop nguoc lai, G s& co it nhat mot phép t6 mau dinh 6 it hon k mau, mau
thuan gia thiét G 13 mot do thi k — chromatic); (G,UG,) — xy; — xy, + v, ¥, ciing khong c6 bat ki phép



t6 mau dinh nao c6 it hon k mau (trudng hop nguoc lai, do hai dinh y;, y, khong thé t6 bsi mau da dung
t6 dinh x nén G, (hoic G,) s& cd it nhat mot phép té mau dinh ¢6 it hon k mau, mau thuin gia thiét G, va
G, 1a cac dd thi k — chromatic).

Nhan thay thém riang chiéu dao caa nhan xét trén ciing ding:

Két qua 5.1.5. (Hajos)
Cho truéc d6 thi G va k € N.
Khi @6, y(G) = k khi va chi khi G c6 chira mot do thi con k —construct.

Chitng minh két qua 5.1.5.

Gia sir G 1a mot db thi c6 sic sb dinh y ¢6 gié tri > k; ta s& ching minh rang G ¢6 chira mot db thi con
k —construct. Khong giam tinh tong quat cua van dé, gia st k > 3 va G 1a mot db thi téi dai - canh khong
chira bat ki @6 thi con k — construct nao. Nhan thay rang G khdng thé 1a mot d6 thi  — phan day du:
truong hop nguoc lai, néu G 1a mot do thi r — phan day du thi r > k, nén G s& chira mot do thi con day
du K, nao dé, didu nay mau thuin véi gia thiét G khong chira bat ki mot do thi con k — construct nao.

Do G khong phai 1a mot d6 thi r — day da nén quan hé lién hop ciing khong thé 1a mot quan hé twong
duong V(G), nghia 13 ton tai cac dinh x, y;, y, sao cho xy,, xy, € E(G) nhung y,y, € E(G). Hon nita,
do G 1a d6 thi téi dai — canh khdng c6 chia do thi con k — construct nén mdi canh xy; (i = 1,2) s& phai
nam trong mot do thi con k — construct H; nao d6 cua G + xy; (i = 1,2).

Ki hiéu Hy, la anh cua H, qua mot phép dang cau ¢ nao dé, ¢ chira x va H, — Hy; anh H, nay c6 thé
khéng nam trong db thi G.

Khi d6, HiNH, = {x}, nén H :== (H,UH;) — xy; — xy3 + y,y, & la mot db thi k — construct (diéu
nay suy ra tir diéu kién thi iii) trong dinh nghia). Néu ta dong nhét cac dinh v’ € Hy — G trong H voi cac
dinh v’ tvong tng thi (H; UH,) — xy; — xy, + y1¥, S G ciing s& 1a mot d6 thi con k — construct, mau
thuan gia thiét G khdng c6 chira db thi con k — construct. 0

5.2. Phép t6 mau canh

Két qua 5.2.1. (Vizing)
Moi d6 thi G déu thoa man A(G) < x'(G) < A(G) + 1.

Chitng minh két qua 5.2.1.
Hién nhién, “x'(G) = A(G), véi moi do thi G”.

Panh gia “x'(6) < A(G) + 1, voi moi d6 thi G s& duoc chiing minh bang phuong phap quy nap toan
hoc theo ||G|| nhu sau:

“Nhan thay rang néu ||G|| = 0 thi khang dinh 1a hién nhién.

Cho truéc d6 thi G = (V, E) voi A(G) > 0, gia st moi do thi G’ ¢6 s6 canh nho hon ||G|| déu c6 it nhat
mot phép (A(G") + 1) — t6 mau canh.

Ta s& chang minh rang G ciing sé& 6 it nhat mot phép (A(G) + 1) — t6 mau canh nao do.




Khing dinh 1.

Véi moi canh e, G — e s& ludn c6 it nhat mot phép (A(G) + 1) — td mau canh nao do.

Chirng minh khang dinh 1.

Diéu nay duogc suy ra truc tiép tir gia thiét quy nap va A(G —e) + 1 < A(G) + 1. O

Trong phép td mau canh nay, cac canh c6 chung mot dau mat v cho trudce duogc td boi d(v) < A(G)
mau nén phai ¢ it nhat mét mau B € {1, ..., A(G) + 1} chua duoc st dung dén, B duoc goi 1a mot mau bi
khuyét tai dinh v. V&i mdi mau a khac B, ton tai duy nhat mot day chuyén téi dai xuét phét tir dinh v voi
cac canh duoc t6 mau thay phién boi @, 8. D& dang chimg minh duoc rang day chuyén nay ciing mot
duong di nén no6 con duoc goi la a/p — duong di.

Gia str G khong c6 phép (A(G) + 1) — t6 mau canh nao.
Khing dinh 2.
Gia str G khong cé phép (A(G) + 1) — t6 mau canh nao va xy la mot canh nao d6 cua G.

Khi d6, v&i moi phép (A(G) + 1) — td mau canh cua G — xy, moi a/f — duong di xuat phat tai x s&
lubn két thac tai y, trong dé a 1a mot mau bi khuyét tai x con B 13 mot mau bi khuyét tai y.

Chirng minh khang dinh 2.

Néu ton tai mot a/B — dudng di xuat phat tai x nhung khong két thic tai y thi, bang cach hoan ddi hai
mau a va B trén a/B — duong di nay va td mau lai canh xy boi a, ta sé thu duwgc mot phép (A(G) + 1) —
t6 mau canh cua G. Diéu nay mau thuin véi gia thiét G khong c6 phép (A(G) + 1) — t6 mau canh ndo. o

Gia str xy, la mot canh nao do cua G.

Khi d6, Gy == G — xy, s& 0 it nhat mot phép (A(G) + 1) — td mau canh ¢, nao do6 (diéu nay suy ra tir
Khing dinh 1). Ki hiéu y, ..., v, 1a mot day téi dai cac dinh 1ang giéng phan biét khac y, cua x trong G
sao cho ¢y (xy;) 1a mot mau bi khuyét tai y;_, (i = 1, ...., k) trong phép td mau c,.

Lap luan twong tu, G; :== G — xy; (i = 1, ..., k) cling s& cd it nhat mot phép (A(G) + 1) — td mau canh
c; nao d6. Phép td mau c; nay cd thé thu duogc tir phép td mau ¢, biang cong thirc nhu sau:

c;(e) = {Co(xyjﬂ);neu e=xyjvoij€{0,..,i—1}

co(e) ,trong truwong hop ngwoc lai.
Hon nita, cac phép td mau c; déu c6 ciing tap cac mau bi khuyét tai x giéng nhu phép to mau c,.
Gia sir o 1a mot mau bi khuyét tai x con 8 1a mot mau bi khuyét tai y,, trong phép td mau c,.

Hién nhién, £ 12 mot mau bi khuyét tai y, trong phép td mau c;, (diéu nay suy truc tiép tir cach dinh
nghia cua phép t6 mau cy).

Nhan thay rang néu B ciing 1a mot mau bi khuyét tai x thi phép t6 mau c;, c6 thé dugc ma rong thanh
mot phép (A(G) + 1) — td mau ciia G bang cach t6 canh xy, bai mau B, mau thuan véi gia thiét G khong
c6 phép (A(G) + 1) — t6 mau canh nao. Nhu vay, x s& lién thuoc véi mot f — canh nao do.

Tur tinh toi dai cua day yy, ..., vk, ton tai mot chi sé iy € {1, ...,k — 1} sao cho ¢, (xy;, ) = B.



Ki hiéu P 12 a/B — duong di xuat phat tai y,, trong phép t6 mau c, cua Gy,.

T Khing dinh 2), P sé& két thuc tai x va canh cudi cing cia P phai la mot 8 — canh (diéu nay suy ra tir
viéc a 1a mot mau bi khuyét tai x).

Tur cach dinh nghia cua phép t6 mau cy, ¢ (xy;,—1) = co(xyi,) = B, Nén xy; _, s& la canh cuéi cling
cua P.

Ho

Hinh anh minh hoa a/B — duong di P trong Gy,.

Nhan thdy rang B ciing la mot mau bi khuyét tai y; _, trong phép to mau c¢; _, cia G;,_, (diéu nay suy
ra tir cich dinh nghia phép t6 mau ¢; ,_, va cach chon y; ).

Ki hiéu P’ 1a a/p — dudng di xuét phat tai y; _, trong phép t6 mau ¢; _, cua G; .

Nhan thdy riang P’ dugc xac dinh duy nhat, nén y; _; Py, s& 1a phan dau cua P’ (diéu nay suy ra tir viéc
cac canh cua Px° duoc td mau gidng nhau trong ca hai phép td mau Ci,—1 Va ¢x) va khong cd B — canh
nao lién thugc véi y, trong phép té mau c; 4 (dicu nay suy ra tir cach chon mau g va cach dinh nghia
phép t6 mau c; _,). Nhu vay, P’ két thic tai y;, méu thuan véi viéc P’ phai két thuc tai y; _; (diéu nay
dugc suy ra tir Khang dinh 2). 0

Két qua 5.2.2. (Konig)
Moi d6 thi ludng phan G déu thoéa man hé thic ' (G) = A(G).

Chitng minh két qua 5.2.2.

Ta s& chang minh khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé ||G||.

V6i ||G|| = 0, tinh ding dan cia khang dinh Ia hién nhién.

Gia st ||G|| > 1 va khang dinh d3 dugc chang minh cho moi do thi ¢é s6 canh nho hon ||G]|.

Ki hiéu A== A(G), cb dinh mot canh xy nao d6 ciia G, va mot phép A — t6 mau canh cia G — xy (phép
t6 mau nay dugc suy ra tir gia thiét quy nap cua bai toan).

Nhan thay rang mdi dinh x va y déu lién thuoc vai tdi da A — 1 canh khac nhau trong G — xy.



Nhu vay, ton tai hai mau a, 8 € {1, ..., A} sao cho x khéng lién thudc vai bat ki mot canh nao dugc td
boi mau a con y khdng lién thudc véi bat ki mot canh nao duoc to bai mau .

Néu a = f8 thi ta c6 thé td mau canh xy bai mau nay va ta sé thu dugc phép td mau can tim, tam gia sir
a # [ va x lién thuoc véi mot canh dugc t6 bai mau S.

Ki hiéu W la day chuyén téi dai v&i cac canh duoc t6 mau thay phién nhau bai a va . Nhan thay ring
W khong thé di qua cing mot dinh qué hai 1an nén W sé& la mot dudng di.

Hon nita, W khdng thé di qua y: néu W di qua y thi canh lién thudc véi y trén W duoc t6 boi mau o
(diéu nay suy ra tir cach chon mau B) nén W s& c6 d6 dai chin, nén W + xy s& la mot chu trinh 1é véi
cac canh duoc t6 thay phién boi a va B trong G, mau thuin voi Két qua 1.6.1.

Tiép theo, ta s& td mau lai tat ca cac canh trén W bang cach hoan doi hai mau a va B trén W. T cach
chon mau a va tinh téi dai caa W, cac canh lién thudc cua G — xy ciing s& dugc to lai boi mét mau khac,
ta nhan duoc mot phép A — td mau canh cia G — xy sao cho ca hai dinh x va y déu khdng lién thugc voi
canh nao duoc td bai mau B. Néu ta té canh xy béi mau B thi ta s& mé rong phép td mau nay thanh mot
phép A — t6 mau canh cta G. m

5.3. Mai lién hé giira phép t6 mau dinh va tinh kha phang cia do thi

Mot trong nhirng két qua ndi tiéng cua ly thuyét dd thi duoc “ngoai gidi” biét dén nhiéu nhat c6 thé ké
dén 1a dinh Ii bén mau (két qua nay khang dinh rang: “moi ban d6 déu co thé dugc t6 bai ti da khong
qua 4 mau khac nhau”):

Két qua 5.3.1. (Pinh Ii bén mau)
Moi d6 thi kha phing déu 1a 4 — colourable.

Phép chizng minh cua dinh 1i bdn mau c6 thé dugc tim thiy trén mang internet va ta s& khong trinh bay
no trong bai viét nay bai vi n6 kha dai va phuc tap dé cé thé gisi thiéu trong mot bai viét han ché nhu thé
nay.

Trong gi6i han cua bai viét nay, ta s& chi chirng minh mét dang yéu hon thudng gap cua dinh 1i bén
mau d6 13 dinh 1i nim mau duoc phét biéu nhu sau:

Két qua 5.3.2. (Pinh li nim mau)
Moi d6 thi kha phang déu 1a 5 — colourable.

Chitng minh két qua 5.3.2.

Gia sit G 1a mot do thi phang véi n > 6 dinh va m canh, va moi do thi phang c6 s6 dinh nho hon n déu
la 5 — colourable. Tir Két qua 4.2.8), d(G) = sz < 2@n=6)

n

bac nho hon hodc bang 5. Tir gia thiét quy nap cua bai toan, H == G — v s& c6 mot phép td mau

c:V(H) - {1, ...,5}. Néu v ¢ t6i da 4 dinh lang giéng thi ¢ ¢ thé ma rong 1én thanh mot phép 5 — td
mau dinh cia G (bang cach td v béi mau thir 5 ma ¢ chua sir dung dén khi to cac dinh lang giéng cua v).

< 6; nén ton tai mot dinh v nao d6 cua G ¢co

Gia sir v ¢6 ding 5 dinh lang giéng va cac dinh lang giéng nay duoc t6 bai cac mau khac nhau, D 1a
mot hinh tron mé ¢6 ban kinh du nhé bao quanh v sao cho D chi ¢6 giao véi 5 canh cia G nhan v lam




mot dau mat. Péanh sé thix tu s5, ..., 55 cho cac phan doan caa cac canh nay theo vi tri cua ching trong D
nhu trong hinh vé€; ki hiéu vv; (i = 1, ...,5) la canh tuong ung cua G c6 chira phan doan s;.

Khong lam giam tinh téng quét cua van dé, gia st c(v;) = i, v&i moi chi s i.

(2]

Hinh anh minh hoa.
Khing dinh.
Moi v; — v; dudng di P € H déu sé tach v, khoi v, trong H.
Chirng minh khang dinh.

Nhan thay rang khiang dinh nay tuong dwong véi viéc chu trinh € := vv, Pvyv s& tach v, khoi v, trong
G, nén néu co thé chi ra rang v, va v, nam trong hai mit khac nhau cta chu trinh € thi xem nhu ta da
ching minh duoc tinh dung din cua khang dinh néu trén.

Khi d6, mot trong hai mién lién théng cua D /(s; Uss) s& giao véi phan doan s,, con mién lién théng
con lai co giao véi phan doan s,.

Do CND € s;Us; nén mdi mién lién thong cua D/ (s, Us3) s& duoc chia trong mot mat nao d6 cua C.
Hon nita, cac mat ndy s& phai khac nhau: truong hop nguoc lai, D s& chi ¢é giao voi mot mat duy nhat
cia C, mau thuin véi gia thiét v nam trén duong bién caa hai mat nay. Do d6, DNs, va DNs, & ndm
trong cac mat khac nhau cua C.

Nhu vay, C chi co giao vai canh vv, 2 s, va canh vy, 2 s, tai v, nén C s¢ tach v, khoi v, trong G. O

Véimoii,j € {1,...,5}, ki hiéu H; ; 1a d6 thi con khung cua H sinh béi cac dinh td bai mau i hoic j.

Khong lam giam tinh tong quét cia van dé, gia sir rang ton tai mot thanh phan lién théng C; nao d6 cua
H, 5 chita dong thoi ¢4 v, VA v;. (co s& clia viéc gid st ndy dya trén hai nhan xét co ban sau: néu hoan doi
hai mau 1 va 3 cho tat ca cac dinh cia C; va gitr nguyén cach td mau cua cac dinh con lai thi két qua nhan

duge cling van 13 mot phép 5 — t6 mau dinh cua H; néu xay ra truong hop vs € C; thi ca v; va v, phai
duogc td boi mau 3 trong phép 5 — t6 mau dinh mai ndy, nén ta cd thé tam gia sir rang v duoc t6 mau 1)

Khi do, H, 3 s€ phai chira mot v; — v; duong di P nao do.

Tir khang dinh chiing minh & trén, P sé& tach v, khoi v, trong H. Do PNH,, = @ nén v, va v, s& phai
nam trong hai thanh phan lién théng khac nhau cia H, ,. Néu hoan d6i hai mau 2 va 4 cho tét ca cac dinh
ndm trong thanh phan lién thong ctia H, 4 c6 chta v, thi v, s& duoc t0 lai béi mau 4. Do d6, v khong con



dinh 1ang giéng nao duoc td béi mau 2 nira. Nhu vay, néu té v boi mau 2 thi két qua nhan duogc s& 1a mot
phép 5 — t6 mau dinh cua G. O

Mot két qua néi tiéng khac giira ciing duoc gidi thiéu nhiéu trong cac gido trinh chuyén khao cé thé ké
dén Ia:

Két qua 5.3.3. (Grotzsch)
Moi db thi con triangle cua db thi kha phang bat ki d¢éu khong thé 12 3 — colourable.

Phép ching minh caa khang dinh nay s& khong duoc gigi thidu dén trong bai viét nay. Nhitng ban nao
quan tdm V& van dé nay cd thé tham khao thém trong céc tai liéu chuyén khao vé ly thuyét d thi hién dai.

5.4. Phép t6 mau co tinh dén diéu kién han ché

Trong muc nay caa bai viét, ta s& xem xét mot dang tong quat twong ddi mai caa khai niém phép td
mau dugc nghién ciru kha s6i ndi trong gan mot thap nién gan day. Dang tong quat nay thoat nhin c6 vé
hoi ric rdi va xa la, nhung that ra n6 cé thé cung cap cho ta nhiing hiéu biét quan trong vé méi lién hé co
ban giita sic s6 cua mot do thi véi cac dai lugng bat bién khac cua né.

Gia str cho trudce dd thi G = (V, E) va danh séch (S,),ey C4C mau cho phép 6 tai mdi dinh v cua G.

Phép t6 mau dinh ¢ cua G duoc goi 1a mot phép td mau dinh cia G véi danh sach han ché (S,) ey
néu c(v) € S, véimoi v € V.

Db thi G duoc goi la k — list - colourable dinh (hoic k — choosable dinh) néu véi moi danh sach
(Sy) ey VOI |S,| = k cho truéc ludn tdn tai mot phép t6 mau dinh cua G véi danh séch han ché (S,) ey

Sb nguyén k nho nhét sao cho G 1a mot d6 thi k — choosable dinh duoc goi la chi sé list - chromatic
dinh (hoic chi sé choice dinh) cua G; ki hiéu ch(G).

Khéi niém vé mot phép td mau canh caa G véi danh sach han ché (S,) ez ciing dugc xay dung theo
cach thirc trong tu nhu trén. S& nguyén k nho nhat dé @6 thi G c6 it nhat mot phép t6 mau k — choosable
canh duoc goi 1a chi s list — chromatic canh (hoic chi s6 choice canh) cua G; ki hiéu ch'(G).

Tir dinh nghia cua ch’(G) = ch(L(G)) trong d6 L(G) 1a d6 thi tuyén tinh cua G.

Vé mat nguyén tic khong qua kho khan dé chi ra rang néu mot do thi 13 k — choosable dinh (hoic k —
choosable canh) thi nd ciing 1a mét d6 thi k — colourable (khai niém d6 thi k — choosable 1a mot trudng
hop riéng cua khai niém k — colourable), nén ch(G) = x(G) va ch'(G) = x'(G) véi moi G.

Mic di gid tri cua cac sic s6 ludn yéu gia tri cua cac chi sé choice nhung hau hét cac danh gia da biét
cho sac s6 cling van diing cho cac chi s6 choice tuong tng. Mot vi du don gian cho khang dinh vira néu
chinh 14 dinh 1i Brook va Két qua 5.1.3). Mit khac, ta ciing c6 thé xay dung duoc nhitng d6 thi sao cho
sac so va chi sb choice c6 gia tri cach xa nhau. Két hop céc khang dinh nay lai véi nhau ta dan doan ra
duogc chan trén caa sac sé trong truong hop tong quét nhat.

Két qua sau s& chi ra rang cac chi sé choice vé co ban khac hoan toan véi cac sac s6. Nhu da dé cap ¢
trén, ton tai nhitng do thi 2 — chromatic cé bac nho nhat co gia tri I6n, chang han K, ,,. Gia tri cia chi s6
choice ciing s& bi anh huong nhét dinh bai d6 16n cua cac chi s6 8, € hoic «:




Két qua 5.4.1. (Alon)

Ton tai mot ham sé £: N — N sao cho, véi moi s6 nguyén k cho truéc bat ki, moi db thi G ¢6 bac trung
binh d(G) > f(k) déu thoa man ch(G) > k.

Phép chitng minh caia Két qua 5.4.1) sir dung dén phwong phéap xac suat s& duoc trinh bay mot cach chi
tiét hon trong “Chii ¢ 11. D6 thi ngiu nhién”.

Dua vao kinh nghiém thuc té, nhitng dic trung con lai ctia chi s6 choice ciing dugc thé hién théng qua
nhitng ddc trung twong tng cua sac sb: nhitng danh gia da biét cho sic sé déu cd thé duoc chuyén doi
thanh céc danh gia twong wng cho chi s6 choice va phép ching minh cua nhitng két qua nay ¢ thé thu
dugc bang cach ma rong phép chitng minh caa nhiing két qua tuong ang.

Mot trong nhirng vi du don gian va an tuong nhat cho khang dinh trén chinh 1a 1a dang list cua dinh Ii

nim mau: moi do thi kha phang déu 12 5 — choosable. Khing dinh ndy da tirng dugc xem nhu mot gia
thuyét toan hoc kho nhan trong sudt gan 20 nam cho dén khi nha toan hoc Thomassen dua ra mot phép
ching minh don gian cho né dya trén nguyén Ii quy nap toan hoc. Didu kha Ii thd 1a mac di né 1a mot
dang ma rong caa dinh 1i naim mau nhung phép chting minh caa né thi lai tiép can van dé theo mot hudéng
khéc hoan toan so véi phép chieng minh cua dinh 1i nim mau gbc.

Két qua 5.4.2. (Thomassen)
Moi d6 thi kha phiang déu 12 5 — choosable.

Chieng minh két qua 5.4.2.

Dau tién ta s& chang minh két qua phu sau cho 16p cac do thi kha phang G c6 it nhat 3 dinh:

Khang dinh.

Gia sir G 1a mot db thi kha phang trong d6 moi mit trong déu c6 bién 1a céc tam giac con mit ngoai co
bién la chu trinh € = v, v, ... v, V4, hai dinh v; va v, dugc t6 mau bai hai mau phan biét nao do, cac dinh
con lai caa C co list lién két co téi thiéu 3 mau, con cac dinh con lai caa G — € c6 list lién két ¢ tdi thiéu
5 mau.

Khi d6, moi phép t6 mau cua hai dinh v, va v, déu c6 thé mé rong thanh mot phép té mau dinh cua G
véi danh sach mau cho trudéc.

Chirng minh khang dinh.

Ta s& chang minh khang dinh néu trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo |G|. Néu |G| = 3 thi
G = C, nén tinh dung dan caa khang dinh trén 1a hién nhién.

Gia sir |G| = 4 va khang dinh d3 duoc chiing minh cho moi d6 thi ¢6 s6 dinh bé hon.

Truong hop 1. € ¢ mot day cung vw.

Khi @6, vw chi ¢ thé nam trén hai chu trinh C;, C, € C + vw trong d6 v, v, € C; Va v, v, & C,; ki
hiéu G; (i = 1,2) 1a d6 thi con cua G cam sinh bai cac dinh nam trén C; hoac cac dinh thudc mat trong
cua C;.




G

Ap dung gia thiét quy nap cua bai toan cho G, va G,, moi phép td mau cua hai dinh v, va v, déu co thé
mé rong thanh mot phép t6 mau dinh cua G, (hoic G,) v6i danh sach mau cho trudc. Két hop cac phép to
mau dinh nay lai véi nhau ta s& thu dugc phép t6 mau dinh can tim cua G.

Truong hop 2. € khdng c6 day cung.
Ki hiéu vy, Uy, ..., U, V— 12 tat ca cac dinh lang giéng cua vy.

Khi 6, cac dinh lang giéng u; s& thuoc mat trong cua C.

Do c&c mat trong cta C co bién la tam gidc nén P := vy u, ... Uy, Vk—1 1a Mot duong di trong G con
C' == PU(C — v;,) la mot chu trinh. Bang cach chon hai mau phan biét j, 1 # 1 tir trong danh sach mau
han ché cua u; va x6a tén ching khoi danh sach mau han ché cua tat ca cac dinh lang giéng u;, moi danh
sach mau han ché cua tat ca cac dinh trong €’ s& lubn ¢ it nhat 3 mau, nén theo gia thiét quy nap cua bai
toan ta co thé td mau chu trinh €’ va phan trong caa né, nghia la c6 thé t6 mau do thi G — v,,. Hon nita, ¢6
it nhat mot trong hai mau j va I chua duoc sir dung dé t6 mau dinh vj,_,, nén ta s& st dung mau nay dé to
mau dinh vy,. O

Trong truong hop d6 thi phang tong quat, mdi dinh cia db thi déu co sb lugng mau trong danh sach
bang 5. Khéng giam tinh tong quat cua bai toan, gia sir G 1a mot do thi phang toi dai. Tir Két qua 4.2.6),

G 1a mot @6 thi triangular; ki hiéu v, v,v5v; la dudng bién cua mat ngoai caa G. Pau tién, t6 mau hai dinh
v; Va v, bai hai mau phén biét nao d6 trong danh sach mau han ché caa chung va sir dung két qua néu



trong khang dinh vira chitng minh & trén dé mé rong phép td mau nay thanh mot phép t6 mau caa G voi
danh sach mau han ché cho truéc. O

Nhan thay riang phép td mau trong ching minh trén duoc xay dung khong dua trén viéc hoan doi cac
mau doc trén cac duong di trong phép chizng minh chuan ciing nhu khong st dung dén cong thac Euler
trong phép chizng minh chuan cua dinh 1i nam mau. Piéu nay cho thay rang ddi véi nhitng bai toan td
mau con chua tim dwoc 10i giai thi dang list ciia chung cé thé giai dugc vai ich cdng strc hon, ching han
viéc chizng minh mét khang dinh ¢ dang ch(G) < k s& d& dang hon nhiéu so véi viéc chizng minh mot
khang dinh c6 dang x(G) < k. Nhung that khdng may man la cach tiép can van dé nay lai khdng con hiéu
qua cho dinh Ii bén mau: mot do thi kha phang bat ki khéng nhat thiét 1a 4 — choosable.

Nhu di dé cap dén ¢ trén, sic s6 va chi sb choice dinh cua cang mot do thi cé thé gia tri chénh léch
nhau kha nhiéu. Bang ngac nhién la khéng cé bat ki mot vi du twong tu nao nhu vay cho cac phép t6 mau
canh. Biéu nay dan dén mot gia thuyét toan hoc kha thu vi dén nay van chua tim dugc 16i giai day du:

Gia thuyét vé phép t6 mau canh dang list.

Moi d6 thi G déu thoa man hé thac ch’(G) = x'(G).

Noi dung cua bai viét s& trinh bay phép chimg minh cua gia thuyét cho 16p cac do thi ludng phan dua
trén viéc sir dung cong cu do thi dinh huéng.

Gia sir D la mot @6 thi dinh huéng va v € V(D), N*(v) la tap cac dinh w sao cho D ¢6 chtra mot canh
dinh hudng tir v d&én w; ki hieu d*(v) = [IN*(v)|.

Dé hinh dung cach ap dung db thi dinh huéng vao cac van dé vé phép t6 mau d6 thi, ta can xem xét lai
mét chut vé thuat toan tham lam da gidi thiéu & Muc 5.1. Pau tién dé c6 thé ap dung thuat toan cho G la
chon mét day thir ty dinh vy, ..., v, ban dau cho G. Day thir tw dinh nay s& xac dinh mot phép dinh huéng
D cho G: néu i > j thi canh v;v; s& dugc dinh huéng theo chiéu tir v; dén v;. Khi d6, véi méi dinh v; da
dugc td mau, thudt toan s& chi xem xét nhitng canh tai dinh v; hudng ra khoi dinh v;: néu d*(v) < k véi
moi dinh v thi chi can sir dung ti da khong vuot qua k mau dé to tat ca cac dinh caa d6 thi G. Khi do, 16p
mau thir nhat U tim bai thuat toan trén s& 1a mot tap dinh doc 1ap trong G, 16p mau thi hai ciing s& co
cung tinh chat nhu vay trong G — U, twong tu cho cac 16p mau con lai.

Két qua sau s& tong quat hoa cach td mau cho db thi G dua trén phép dinh huéng D chtr khdng con phu
thuoc vao day tha tu dinh v, ..., v, nira:

Tap dinh doc 1ap U € V(D) duoc goi 1a hat nhan cua D néu, véi moi dinh v € D — U, ton tai mot canh
dinh hudng trong D tur v vao mét dinh trong U.

Két qua 5.4.3.
Gia sir cho trudc d6 thi G = (V, E) va (S,),ep la danh sach cac mau cho phép t6 tai mdi dinh v cua G.

Hon nita, G ¢6 mot phép dinh huéng D sao cho d* (v) < |S,| véi moi dinh v, va moi d6 thi con khung
cia D déu c6 it nhat mot hat nhan.

Khi @6, G c6 it nhat mot phép td mau dinh véi danh sach mau (S,,) ey




Chitng minh két qua 5.4.3.

Ta s& chang minh khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi s6 |G|.

Néu |G| = 0 thi tinh dung dan ciia khang dinh trén l1a hién nhién.

Gia st |G| > 0, a la mot mau nao d6 xuat hién trong danh sach (S,) ey, D 13 phép dinh hudng duoc
néu trong gia thiét cua dd thi G.

Khi 6, cac dinh v véi a € S, cam sinh mot @6 thi con dinh huéng D’ cua D; hién nhién D’ s& c6 it
nhat mot hat nhan U # @.

Dau tién td mau tat ca cac dinh trong U bdi a va x6a a khoi danh sach mau cua tat ca cac dinh caa D'.

Do médi dinh trong D — U déu c6 it nhat mot canh hudng vao U, danh sach mau da stra d6i S;, ciing thoa
man diéu kién d*(v) < |S,| voi moi dinh v € D — U. Pong thoi D — U ciing la mot phép dinh huéng cua
G — U, G — U cé it nhat mot phép t6 mau dinh véi danh sach mau (S}) ey c-v) (diéu nay suy ra tir gia
thiét quy nap cuaa bai toan). Do khdng cé bat ki danh sach nao trong sé chiing cé chira a nén viéc lam trén
s& mad rong phép té mau dinh cta U véi danh sach mau tim thuong {a} thanh mot phép t6 mau dinh cua
G vé6i danh sach mau (S,),ey mong mudn. O

Két qua 5.4.4. (Galvin)
Moi d6 thi ludng phan G déu thoa man hé thac ch’(G) = x'(G).

Chieng minh két qua 5.4.4.

Gia sir cho trude do thi ludng phan G = (XUY, E) trong d6 {X, Y} Ia mot phép phan hoach dinh cia do
thi ludng phan G. Hai canh cua G duogc goi 1a giao nhau trong X néu ching c6 chung mét dau mat trong
X, tuong tu cho Y.

Ki hiéu k :== y'(G) va c la mot phép k — t6 mau canh cua G.
Hién nhién ch’(G) = k; ta chi can chang minh ch'(G) < k.

Y tuéng cua phép chang minh la st dung Két qua 5.4.3) dé chi ra do thi tuyén tinh H := L(G) cua G la
mét d6 thi k — choosable. Bé co thé ap dung Két qua 5.4.3), ta can tim mot phép dinh huéng D cua H sao
cho d*(v) < k v&i moi dinh v va moi dd thi con khung ciia D déu cé it nhat mot hat nhan. Bé dinh nghia
phép dinh hudéng D, gia sit e, e’ € E la hai canh lién hop véi nhau trong d6 c(e) < c(e’). Néu e va e’
giao nhau trong X thi canh ee’ € H dugc dinh hudng tir e’ dén e; néu e va e’ giao nhau trong Y thi canh
ee’ s& dugc dinh hudng tire dén e’.




Hinh vé minh hoa cach dinh nghia phép dinh huéng D.
Pau tién ta tinh d*(e) véi moi canh e € E = V(D).

Néu c(e) = i thi moi canh e’ € N*(e) giao nhau véi canh e trong X déu dugc td boi mot mau nam
trong tap {1, ..., i — 1}, con moi canh e’ € N*(e) giao nhau vai canh e trong Y déu dugc td béi mot mau
nam trong tap {i + 1, ..., k}. Nhan thiy rang néu co hai dinh lang giéng e’ cua e cung giao nhau véi e
trong X hoac cung giao nhau vai e trong Y thi chiing sé lién hop nhau va chiang cling dugc t6 bai cac mau
khac nhau, nén d*(e) < k.

Phan con lai caa phép chang minh Ia chi ra rang moi do thi con khung D’ ctia D déu c6 it nhat mot hat
nhan.

Ta s& chang minh khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sb |D’].
Véi |D'| = @, D' nhan @ lam mot hat nhan.

Giasu [D'| = 1. Ki hieu E' :== V(D') € E. Vi moi dinh x € X lién thugc vai E, ki hicu e, € E' 1
canh lién thudc dinh x vai ¢ — gia tri nhan gia tri nho nhat va U 13 tap tat ca cac canh e,.

Khi d6, moi canh e’ € E'/U du giao véi mot canh e € U trong X va canh ee’ € D’ duge dinh huéng
theo chiéu tir e’ dén e. Nhan thay rang néu U 1a mét tap dinh doc lap trong H thi n6 chinh Ia hat nhan can
tim cua D', nén tam gia st U khdng phai mot tap dinh doc lap trong H.

Gia str hai dinh e, e’ € U lién hop nhau va c(e) < c(e’).

Tur dinh nghia cua U, e va e’ giao nhau trong Y, nén canh ee’ € D’ dugc dinh huéng tir e dén e’. Tir
gia thiét quy nap cua bai toan, D' — e ¢6 mot hat nhan U’. Néu e’ € U’ thi U’ ciing 1a mét hat nhan caa
D'. Trudng hop nguoc lai, ton tai mot dinh e’ € U’ sao cho D’ c6 mét canh dinh hudng tir e’ dén e’
Néu e’ va e’ giao nhau trong X thi c(e””) < c(e’) (diéu nay suy ra tir dinh nghia caa D), mau thuin voi
gia thiét e’ € U. Nhu vay, e’ va e” giao nhau trong Y, nén c(e’) < c(e'"). Do e va e’ giao nhau trong Y,
e’ va e’ giao nhau trong Y, va c(e) < c(e”) < c(e") nén canh ee” dugc dinh hudng tir e dén e,

nén U’ ciing la mot hat nhan cua D', O

Tur Két qua 5.2.2), ta truc tiép suy ra dugc két qua sau:

Két qua 5.4.5.
Moi d6 thi ludng phan G déu thoa man hé thiac ch’ (G) = A(G).

5.5. P thi hoan hao

Nhu d3 thao luan trong muc 5.1), mot do thi cé sac s6 16n 1a mét hién tugng toan cuc: ngay ca khi do
thi ¢6 girth nhan gia tri 16n thi trén phuong dién dia phuong né s& trong gidng nhu mot cdy, sic sé cua do
thi nay co thé s& nhan gia tri 16n. Do mét sy “phu thudc toan cuc’ nhu vay rd rang la rat khé dé giai quyét
nén dé giam bat tinh phic tap cua van dé ta thuong quan tam dén 16p cac d6 thi ma hién tugng nay khong
xay ra, nghia la nhitng d6 thi ma ta s& khao sat s& chi c6 gia tri I6n khi chiing phai c6 mét cau trac dia
phuong dac biét nao do.

Trudc khi cu thé hoa ¥ tudng vira trinh bay ¢ trén, ta s& gioi thiéu thém hai chi sé dic trung quan trong
khac caa mot do thi G. SO nguyén duwong r 16n nhat sao cho K, € G duoc goi la chi sé clique cua G, ki




hiéu boi w(G). S6 nguyén duong r 16n nhat sao cho K, € G duoc goi la chi sé dgc 1gp cua G, ki hiu boi
a(G). Hién nhién, a(G) = w(G) va w(G) = a(G).

Db thi G duoc goi la hoan hdo néu moi d thi con khung H S G déu c6 sic s6 y(H) = w(H), nghia la
chi can w(H) mau la du dé to cac dinh cua H.

Trong trudng hop tong quat, viéc ching minh tinh dung din cua mot khang dinh x(G) > k sé& la rat
kho. B4i véi 16p cac do thi hoan hao, ta chi can chi ra sy ton tai cia mot do thi con day du K., 1a du dé
chting minh tinh dung dan cua khiang dinh x(G) > k.

Thoat nhin ta co6 thé thay cau trac cua I6p cac dd thi hoan hao cé vé nhu kha d& nim bét: dd thi con
khung cia mot do thi hoan hao ciing s& 1a mot d6 thi hoan hao, d thi con caa mot do thi hoan hao khéng
nhat thiét 1a mot do thi hoan hao,... Tinh chat hoan hao 1a mét trong nhitng dic trung quan trong nhat caa
ly thuyét d6 thi: 16p cac do thi hoan hao ¢ nhiing tinh chat ddi ngau ¢ lién hé chat ché véi cac bai toan
t6i wu d6 thi va do phic tap caa thuat toan.

Cau hoi duoc dat ra do la: “Pd thi phai thoa man diéu kién gi dé dam bao tinh hoan hao cua no 2.

Cau tra 10i cho van dé nay chinh la: “Piéu kién can va du dé mot d6 thi la hoan hao 1a phan bu caa né
ciing hoan hao”. Chang han, do thi ludng phan 1a mot do thi hoan hao va phan bu cua mot do thi ludng
phan ciing hoan hao (khang dinh thir hai nay suy ra tir dinh li Konig).

Pé chirng minh tinh ding dan cua cau tra 1oi trén, ta s& chitng minh rang cac do thi chordal Ia hoan hao
(mbt do thi duoc goi la chordal néu moi chu trinh co do dai > 4 déu co it nhat mot day cung, nghia la né
khong chtra chu trinh cam sinh nao khac triangle).

Dé ching minh cac d6 thi chordal 1 hoan hao, ta s& can chi ra mot sé tinh chat dic trung vé mat cau
trac cua chang.

Néu G c6 hai db thi con cam sinh G,, G, sao cho G = G, UG, va G;NG, = S thi ta noi 1a G sinh ra tar
G4 va G, bang cdch ddn cde dé thi nay dec theo S.

Két qua 5.5.1.

Diéu kién can va du dé mot do thi 1a chordal 1a no c6 thé duoc xay dung dé quy bang cach dan doc theo
cac db thi con day du, bit dau tir cac d6 thi ddy du nao do.

Chitng minh két qua 5.5.1.

Nhan thay rang néu G thu duoc tir hai do thi chordal G,, G, bang cach dan doc chung theo mot do thi
day du nao d6 thi G ciing la mot do thi chordal: moi chu trinh cam sinh trong G s& nam trong G, hoic G,
nén no ciing sé& la mot triangle. Do cac do thi day di déu la chordal nén tat ca cac do thi dugc xay dung
bang phuong phap dé quy nhu trén déu la do thi chordal.

Gia sir G 1a mot do thi chordal, ta s& chitng minh rang bang phuong phap quy nap theo chi s6 |G| rang
G ¢6 thé dugc xay dung bang phuong phap dé quy nhu trén. Néu G 1a mot d6 thi day du thi khang dinh
néu trén la diéu hién nhién. Gia sir G khdng phai la mot do thi day da véi |G| > 1, va tt ca cac do thi
chordal ¢6 s6 dinh nho hon |G| déu c6 thé xay dung dugc bang phuong phap dé quy néu & trén.

Gia sira, b € G la hai dinh khéng lién hop nhau va X € V(G)/{a, b} 1a mot tap ti tiéu gdm cac dinh
tach a véi b; ki hiéu € 1a thanh phan lién théng cua G — X ¢6 chia a, G, :== G[V(C)UX], G, == G — C.




Khi d6, G duogc sinh ra tir G, va G, bang cach dan chiang doc theo S := G[X].

Mic khac, G, va G, déu la cac d6 thi chordal (khiang dinh nay suy ra tir viéc chung déu la cac db thi
con cam sinh cua G) nén chung déu cé thé dugc xay dung bang phuong phap dé quy nhu trén, nén ta chi
can ching minh thém rang S 1a mot d6 thi day du la du.

Gia st s, t € S la hai dinh khong lién hop nhau.
Khi 0, s va t s& c6 dung mot dinh lang giéng trong C.

(khang dinh nay suy ra tir viéc X = V(S) la tap dinh tach a va b vai sé dinh téi tiéu)

Nhu vay, ton tai it nhat mot X — duong di tir s d&én ¢t trong G, ; ki hiéu P, 1a duong di c6 do dai nho nhit
trong s6 tat ca cac dudng di nhu trén. Lap luan tuong tu, G, ciing s& chira it nhit mot X — duong di tir s
dén t; ki hiéu P, la duong di c6 do dai nho nhat trong s tat ca cac duong di nhu trén.

Tuy nhién, P, UP, lai 1a mot chu trinh ¢6 d6 dai > 4 va c6 it nhat mot day cung nhu trong hinh v&, mau
thuan voi gia thiét G 1a mot db thi chordal.

Két qua 5.5.2.

Moi dd thi chordal déu hoan hao.

Chitng minh két qua 5.5.2.

Tir viéc tat ca cac d6 thi day du déu la hoan hao, ta chi can chiing minh rang néu G la db thi sinh ra
bang cach dan hai d6 thi hoan hao G,, G, doc theo mot d6 thi day du S nao dé thi né ciing la mot do thi
hoan hao.

Gia sa H € G la mot db thi con cam sinh nao d6, ta s& chang minh rang y(H) < w(H).
Ki hiu H;: = HNG; (i = 1,2), T = HNS.
Khi d6, H dugc sinh ra tir H; va H, bang cach dan doc ching theo T vai T 1a mot do thi day du.

Tir dinh nghia cua mot d6 thi hoan hao, mdi do thi H; déu cé thé duoc t6 bai w (H;). (diéu nay suy ra tir
viéc mdi do thi H; twong wng la mot d6 thi con cam sinh caa d thi hoan hao G;). Hon nita, T 1a mot d thi




day du, nén T co thé dugc td boi mot trong hai phép t6 mau cua H, va H, vira liét ké ¢ trén. Két hop cac
phép td mau nay, ta thu duoc mot phép t6 mau cia H véi max{w(H,), w(H,)} < w(H) mau. 0

Sau day 1a két qua quan trong cua ly thuyét do thi hoan hao — “dinh Iy yéu vé do thi hoan hao” duoc
néu ra ¢ nha toan hoc Lovasz:

Két qua 5.5.3. (Lovasz)

Diéu kién can va da dé mot dd thi hoan hao la phan bu caa do thi nay ciing hoan hao.

Ta s& chitng minh Két qua 5.5.3) theo hai cach hoan toan khac nhau. Phép chitng minh thi nhat dugc
dé xuét lan dau tién boi nha toan hoc Lovasz véi cach tiép can van dé truc quan. Phép chang minh thir hai
duoc dé xuat bai nha toan hoc Gasparian dua trén viéc dién giai lai ngan gon mot két qua khac cua nha
toan hoc Lovasz (Két qua 5.5.5) dudi dang ngdn ngit dai s6 tuyén tinh dé tir d6 chimg minh dugc Két qua
5.5.3).

Chirng minh thir nhat cia két qua 5.5.3.

Gia sir cho trude do thi G, x 1a mot dinh nao d6 caa G, G' 1a d6 thi nhan duoc tir G bang cach bo sung
thém dinh x’ va noi no6 véi dinh x ciing nhu tat ca cac dinh lang giéng cua x; ta noi rang G' thu duoc tir G
bang cach mé rong dinh x thanh canh xx'.
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Hinh v& minh hoa d6 thi G’ thu dugc tir do thi G bang cach mé rong dinh x thanh canh xx’.

Két qua 5.5.4.

Moi db thi thu dugc tir mot do thi hoan hao bang cach mé rong mot dinh bat ky nao dé ciing sé la d6
thi hoan hao.

Chitng minh két qua 5.5.4.

Ta s& chang minh tinh dung dan cua két qua trén bang phuong phap quy nap toan hoc theo chi sé caa
cac d6 thi hoan hao dugc xét.

That vay, db thi mo rong cua K, chinh la K, nén ciing la mot d6 thi hoan hao.

Gia sir G 1a mot do thi hoan hao va G’ 1a do thi thu duoc tir G bang cach mé rong dinh x € G thanh
canh xx’ € G'.




Nhan thiy moi d6 thi con cam sinh that sy H cua G’ hodc dang cau vai mot do thi con cam sinh nao do
cia G hoic thu duoc tir mot do thi con cam sinh cua G bang cach mo rong dinh x. Theo gia thiét quy nap
cua bai toan, H ciing la mot d6 thi hoan hao, nén H ciing c6 thé duoc t6 boi w (H) mau.

Nhu véy, dé chizng minh G’ 1a mot d6 thi hoan hao, ta chi can chiing minh rang x(G") < w(G").
Ki hiéu w = w(G), w(G") € {w,w + 1}.

Nhan thay raing néu w(G') = w + 1thi y(G") < x(6) +1 = w + 1 = w(G"), khing dinh Ia hién
nhién.
Khéng giam tinh tong quat caa van dé, gia st w(G') = w.

Khi @6, x khdng thé nim trong bat ki db thi con nao cua G ¢6 dang K,,: néu x nam trong mot do thi con
cua G ¢o dang K,, thi cang véi x' no sé tao thanh mot dd thi con ¢ dang K., ctia G, mau thuan véi gia
thiét cua bai toan.

Nhan thay ring moi d6 thi con K,, € G déu sé& co giao voi tp X gdm cac dinh cia G duoc td bai cung
mét mau nhu dinh x nhung K|, lai khdng thé chtra x, nén H == G — (X/{x}) phai co chi s clique
w(H) < w. Do G la mot dd thi hoan hao nén H C G ¢6 thé dugc td boi w — 1 mau.

Hon nita, X 1a mét tap dinh doc 1ap, nén (X/{x}DU{x'} = V(G' — H) ciing s& la mot tp dinh doc lap.

Nhu véy, phép (w — 1) — t6 mau dinh nay caa H c6 thé md rong thanh mét phép w — td mau dinh cua
G',nén x(G") < w = w(G"). O

Ta s& chang minh bang quy nap theo chi sé |G| rang phan bu G cua moi do thi hoan hao G = (V, E)
ciing la mot dd thi hoan hao.

V6i |G| = 1, khang dinh 1a hién nhién. Gia sir |G| > 2 va phan bu G’ cua moi d thi hoan hao G’ =
(V',E") ¢6 |G'| < |G| déu la db thi hoan hao.

Ki hiéu X la tap tit ca cac tap dinh cua tit ca cac do thi con ddy du cua G, a: = a(G), A la tap tit ca
cac tap dinh doc lap A trong G sao cho |A| = a.

Nhan thay ring moi d6 thi con cam sinh thuc su ciia G déu la phan bu cia mot do thi con cam sinh nao
do6 cua G, nén no ciing s€ la mot do thi hoan hao (diéu nay suy ra tir gia thiét quy nap caa bai toan).

Dé ching minh tinh hoan hao cua phan bu G, ta chi can chi rarang y(G) < w(G)(= a), nghia la can
chttng minh ton tai mot tap K € K sao cho KNA # @ véi moi A € A (néu ton tai mot tap K nhu vay thi
wG—-K)=a(G-K)<a=w(G),nény(G) <xy(G—-K)+1=w(G—-K)+1<w()).

Gia sir rang khong ton tai bat ki tap K nao thoéa man diéu kién nhu trén, nghia la véi moi tap K € K
déu ton tai it nhat mot tap A, € A sao cho KNAg = @. Bang cach thay thé mdi dinh x trong X bang mot
do thi day du G, co bac k(x) = |{K € K|x € A}|, ni tat ca cac dinh ctia G, voi tat ca cac dinh cua G,
néu hai dinh x va y lién hop nhau trong G. D6 thi G’ thu dugc nhu trén s& o tap dinh U,y V(G,), hai
dinh v € G, vaw € G, lién hop nhau trong G’ néu va chi néu x = y hogc xy € E. Do d6, G’ ¢6 thé thu
duogc bang cach nhan dinh x trong G[{x € V|k(x) > 0}] Ién k(x) lan. Do G[{x € V|k(x) > 0}] la mot do
thi con cam sinh caa G nén G[{x € V|k(x) > 0}] la mot dd thi hoan hao, nghia la G’ ciing la mot d6 thi
hoan hao (diéu nay suy ra tir Két qua 5.5.4). Nhu vay, x(G') < w(G"). (1)



Pé chi ra diém mau thuan trong danh gia (1), ta chi can tinh ra cac gia tri cua w(G") va y(G"). Tir cach
xay dung d6 thi G', moi d6 thi con téi dai cua G’ déu c6 dang G'[U yex G ] trong 46 X € K.

Nhu vay, ton tai it nhat mot tap X € K sao cho
w(G") = Yrexk(x) = {(x,K):x € X,K € K,x € Ag}| = Ykex|XNAk| < K| —1; 2)

danh gia cudi suy ra tir viéc |[XNAx| < 1 véi moi tap K € K (diéu nay suy ra tir viéc A l1a mot tap dinh
doc 1ap con G[X] 1a mot @6 thi day du), va [XNAy| = 0 (diéu nay suy ra tir cach chon tap Ay).

Mat khac,
1G'] = Yxer k(x) = [{(x,K):x € V,K € K, x € A} = Ygexc|Ak| = |X]|. a.

Tir cach xay dung db thi G', 2(G') < @, nén x(G") = a'fcl) > 15— ey, @3)
Bang cach két hop (2) va (3), x(G") = |X| > |K| — 1 = w(G"), mau thuin vai (1). 0

Chirng minh thir hai cia két qua 5.5.3.

Y tuwéng chitng minh thi hai cho Két qua 5.5.3), ta can dén két qua sau day cta nha toan hoc Lovasz:

Két qua 5.5.5. (Lovasz)

Diéu kién can va du dé G la mot dd thi hoan hao 1a |H| < a(H). w(H), véi moi d6 thi con cam sinh
HcG. *)

Chieng minh két qua 5.5.5.
KihieuV :=V(G) = {vy, ..., vy}, @« == a(G), w = w(G).

Nhan thay ring diéu kién can cua khang dinh (*) Ia hién nhién: néu G 1a mot do thi hoan hao thi moi d6
thi con cam sinh H € G déu c6 thé phan hoach thanh tdi da w(H) 16p mau trong d6 mdi 16p mau chia téi
da a(H) dinh, nén |H| < a(H).w(H).

Ta s& chang minh chiéu dao cua khang dinh (*) bang quy nap toan hoc theo chi sé n = |G].

Gia sir moi do thi con cam sinh H ciia G déu thoa man (*) nhung G khong phai la d6 thi hoan hao.

Tt gia thiét quy nap caa bai toan, moi db thi con cam sinh thyuc sy cua G déu sé la d6 thi hoan hao.
Nhu vay, moi tap dinh doc lap U < V déu thoa man y(G — U) = w(G — U) = w. (1)

That vay, hé thirc tha nhat suy ra tir tinh hoan hao cia G — U con hé thac thir hai thi con don gian hon
rat nhiéu: hién nhién (G — U) < w, néu (G — U) < w thi ¥(G) < w, nén G s& la mot db thi hoan hao,
mau thuan véi gia thiét cua bai toan.

Bang cach ap dung (1) cho tap dinh U = {u}, xét mot phép w — td mau dinh cua G — u, va K la tap
hop tat ca cac dinh ciia moi d6 thi con day du K, chtra trong G.




Khi do,
Néu u & K thi K sé& c6 giao voi moi lop mau cua G — u; 2
Néu u € K thi K s& c6 giao v&i hau hét moi 16p mau cua G — u ngoai trir mot 1op mau nao d6.  (3)

Ki hiéu Ay = {uy, ..., u,} 1a mot tap dinh doc 1ap nao @6 trong G voi |Ay| = a; A4, ..., A, la cac lop
mau cua mot phép w — t6 mau dinh nao dé cua G — uq; A1, - Azg, 1a cac 16p mau phén biét cia mot
phép w — t6 mau dinh nao dé cua G — u,; ...; thuc hién tuan ty quy trinh nhu trén ta thu dugc aw + 1
tap dinh doc 1ap Ay, Ay, ..., Agy trong G. Vi moi chisé i = 0, ..., aw, ton tai it nhat mot dd thi con day
du co dang K,, € G — A;; ki hiéu K; 1a tap dinh caa db thi day da nay.

Nhan thay rang: “Néu K 1a tap hop tat ca cac dinh ciia moi d6 thi con day du K|, chta trong G thi
KNA; = @ véi chinh xac mot chisé i € {0,1, ..., aw}.” (4)

That vay, néu KNA, = @ thi KNA; # @ véi moi chisd i # 0 (diéu nay suy ra tir dinh nghia cua tap 4;
va khang dinh (2)). Tuong tu, néu KNA, # @ thi |KNA,| = 1, nén KNA; = @ vai chinh xac mot chi s6
i # 0: khang dinh (3) chi ra ton tai duy nhat mot dinh u € KNA,, khiang dinh (2) chi ra rang dinh u chi
thudc duy nhat mot tap 4; nao dé véi i # 0.

Ki hiéu:

J 1a ma tran vudng thuc cap (aw + 1) véi cac phan tir ndm trén duong chéo chinh déu bang 0 con cac
phan tir con lai déu bang 1;

A 1a ma tran thuc cap (aw + 1) X n véi cac hang la cac vector lién thudc cua cac tap con 4; S V;

(néu a;q, ..., a;, la cac phan tir cua hang tha i cua A thi a; =1 néu v; € A; va a;; = 0 trong truong hop
con lai)

B la ma tran thyc cap n x (aw + 1) Véi cac hang la cac vector lién thudc cua cac tap con K; € V.

Nhan thay |K;NA;] = 0 véi moi chi sb i (di€u nay suy ra tir cach xay dung cac tap K;), |[K;N4;| = 1
véi moi chi s6 j # i (diéu nay suy ra tir khang dinh (4) va K;N4; # 0).

Nhu vay, AB = J, nénrankA = aw + 1 (diéu nay suy ra tir viéc J 1a mot ma tran khdng suy bién).

Tir day ta suy ra duoc raing n > aw + 1, diéu nay mau thuan vai gia thiét cua khang dinh (*). O

Nhan thay rang Két qua 5.5.5) c6 tinh di xang giita G va G, nén Két qua 5.5.3) Ia hién nhién. O

Tur dinh nghia cia mot do thi hoan hao, moi dd thi con cam sinh cia mét d6 thi hoan hao ciing la mot
db thi hoan hao. Nhu vay, tinh hoan hao ciia mot do thi hoan toan cé thé dugc dic trung boi mot 16p cac
db thi con cam sinh bi cdm nao d6: ton tai mot tap H gdm cac dd thi khéng hoan hao sao cho mét d6 thi

cho truéc bat ki s& 1a do thi hoan hao néu va chi néu no khdng chira bat ki d6 thi con cam sinh nao dang
cau vai mot phan tir caa tap H'.

Mot cach ty nhién ta mong muén giit cho tap A 1a nho nhat cé thé dugc. Mot trong nhiing két qua noi
tiéng nhat trong Iy thuyét d6 thi chi ra rang tap 7€ nay téi thiéu chi can hai loai do thi: cac chu trinh ¢ ¢6
d6 dai > 5 va phan bu cta chang.



Pinh li manh vé d6 thi hoan hao. (Berge)

Mot d thi G 1a hoan hao khi va chi khi ca G va G déu khong chua bat ki dd thi con cam sinh nao cé
dang mot chu trinh 1€ ¢6 d6 dai > 5.

Db thi G thoa man diéu kién ca G va G déu khong chia bat ki dd thi con cam sinh nao c6 dang mot chu
trinh Ié c6 do dai > 5 duogc goi la dé thi Berge.

Dinh Iy manh vé d thi hoan hao chi ra rang 16p cac dd thi hoan hao va 16p cac do thi Berge that ra la
mét ma thdi. Hién nhién, két qua nay s& kéo theo tinh dung din cua dinh Iy yéu vé d thi hoan hao cua
nha toan hoc Lovasz. Két qua nay duoc dé xuat bai nha toan hoc Berge vao nim 1961 nhung chi méi
duoc 4 nha toan hoc Chudnovsky, Robertson, Seymour, Thomas chitng minh vao nam 2002 va cong bd
rong rai vao nam 2006.




