
Chủ đề 06. Mạng vận tải 

   6.1. 𝑯 − circulation 

    Giả sử cho trước đa đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸), kí hiệu �⃗� ≔ {(𝑒, 𝑥, 𝑦)|𝑒 ∈ 𝐸; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉; 𝑒 = 𝑥𝑦} là đa đồ thị 

định hướng của 𝐸 (do cạnh định hướng của 𝑒 = 𝑥𝑦 không nhất thiết phải là (𝑥, 𝑦) hoặc (𝑦, 𝑥) nên các 

cạnh định hướng sẽ được kí hiệu bởi các bộ ba thay vì các bộ đôi). Nếu cạnh 𝑒 = 𝑥𝑦 với 𝑥 ≠ 𝑦 thì nó 

sẽ có hai định hướng (𝑒, 𝑥, 𝑦) và (𝑒, 𝑦, 𝑥); nếu 𝑒 = 𝑥𝑥 thì nó chỉ có một định hướng duy nhất (𝑒, 𝑥, 𝑥). 

Nếu cạnh 𝑒 = (𝑒, 𝑥, 𝑦) ∈ �⃗�  thì cạnh đảo của nó được kí hiệu bởi �⃖� ≔ (𝑒, 𝑦, 𝑥); kí hiệu �⃖� ≔ {�⃖�|𝑒 ∈ 𝐹 } 

là tập cạnh đảo của tập cạnh 𝐹 ⊆ �⃗�  (lưu ý rằng bản thân �⃗�  có tính đối xứng: �⃗� = �⃖⃗�).  

    Giả sử cho trước hai tập đỉnh 𝑋, 𝑌 của 𝑉; 𝐹  là một tập cạnh định hướng nào đó của �⃗� . 

    Kí hiệu: 

         𝐹 (𝑋, 𝑌) ≔ {(𝑒, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐹 |𝑥 ∈ 𝑋; 𝑦 ∈ 𝑌; 𝑥 ≠ 𝑦}; 

         𝐹 (𝑥, 𝑌) ≔ 𝐹 ({𝑥}, 𝑌); 

             𝐹 (𝑥) ≔ 𝐹 (𝑥, 𝑉) = 𝐹 ({𝑥}, {𝑥}̅̅ ̅̅ ), trong đó 𝑋 là phần bù 𝑉 𝑋⁄  của tập đỉnh 𝑋 ⊆ 𝑉. 

    Giả sử cho trước một nhóm Abel 𝐻 với phần tử đơn vị là 0; 𝑋, 𝑌 là hai tập đỉnh nào đó của 𝑉; 

𝑓: �⃗� ⟶ 𝐻 là một hàm nào đó từ �⃗�  vào 𝐻.  

    Kí hiệu: 

         𝑓(𝑋, 𝑌) ≔ ∑ 𝑓(𝑒 𝑒 ∈�⃗� (𝑋,𝑌) );   

         𝑓(𝑥, 𝑌) ≔ 𝑓({𝑥}, 𝑌) . 

    Hàm 𝑓 được gọi là một circulation nhận giá trị trong 𝑯 (hoặc 𝑯 − circulation) nếu 𝑓 thỏa mãn hai 

điều kiện sau: 

         (C1) 𝑓(𝑒, 𝑥, 𝑦) = −𝑓(𝑒, 𝑦, 𝑥), với mọi cạnh (𝑒, 𝑥, 𝑦) ∈ �⃗�  với 𝑥 ≠ 𝑦; 

         (C2)    𝑓(𝑣, 𝑉) = 0, với mọi đỉnh 𝑣 ∈ 𝑉.  

    Nhận thấy rằng nếu 𝑓 thỏa mãn điều kiện (C1) thì 𝑓(𝑋, 𝑋) = 0 với mọi tập đỉnh 𝑋 ⊆ 𝑉; nếu 𝑓 thỏa 

mãn điều kiện (C2) thì 𝑓(𝑋, 𝑉) = ∑ 𝑓(𝑥, 𝑉)𝑥∈𝑋 = 0 với mọi tập đỉnh 𝑋 ⊆ 𝑉, nên: 

    Kết quả 6.1.1. 

    Nếu 𝑓 là một 𝐻 − circulation trong 𝐺 thì 𝑓(𝑋, 𝑋) = 0 với mọi tập đỉnh 𝑋 ⊆ 𝑉. 

    Chứng minh kết quả 6.1.1. 

                                                  𝑓(𝑋, 𝑋) = 𝑓(𝑋, 𝑉) − 𝑓(𝑋, 𝑋) = 0 − 0 = 0.                                           □ 

 

 

            



    Kết quả 6.1.2. 

    Nếu 𝑓 là một 𝐻 − circulation và 𝑒 = 𝑥𝑦 là một cạnh cầu trong 𝐺 thì 𝑓(𝑒, 𝑥, 𝑦) = 0.     

    Chứng minh kết quả 6.1.2. 

    Nhận thấy rằng do bản thân mỗi cạnh cầu đều tạo thành một lát cắt của 𝐺 nên 𝑓(𝑒, 𝑥, 𝑦) = 0 (điều 

này suy ra trực tiếp từ Kết quả 6.1.1).                                                                                                       □ 

    6.2. Luồng  

    Giả sử cho trước đa đồ thị định hướng 𝐺 = (𝑉, 𝐸); 𝑠, 𝑡 là hai đỉnh cố định cho trước nào đó của 𝑉; 

𝑐: �⃗� ⟶ ℕ là một hàm nào đó từ �⃗�  vào ℕ.  

    Khi đó, 𝑁 ≔ (𝐺, 𝑠, 𝑡, 𝑐) được gọi là một mạng vận tải, hàm 𝑐 được gọi là hàm chi phí của mạng 

vận tải 𝑁. Hàm chi phí 𝑐 sẽ không phụ thuộc vào định hướng của mỗi cạnh.  

    Hàm 𝑓: �⃗� ⟶ ℝ được gọi là một luồng của mạng vận tải 𝑵 nếu 𝑓 thỏa mãn ba điều kiện sau: 

        (F1) 𝑓(𝑒, 𝑥, 𝑦) = −𝑓(𝑒, 𝑦, 𝑥), với mọi cạnh (𝑒, 𝑥, 𝑦) ∈ �⃗�  với 𝑥 ≠ 𝑦; 

        (F2)    𝑓(𝑣, 𝑉) = 0, với mọi đỉnh 𝑣 ∈ 𝑉 {𝑠, 𝑡}⁄ ; 

        (F3)        𝑓(𝑒 ) ≤ 𝑐(𝑒 ), với mọi cạnh 𝑒 ∈ �⃗� . 

    Nếu giá trị của hàm 𝑓 trên tất cả các cạnh đều là số nguyên thì 𝑓 được gọi là một luồng nguyên.  

 

    Giả sử cho trước một mạng vận tải 𝑁 = (𝐺, 𝑠, 𝑡, 𝑐) với 𝐺 = (𝑉, 𝐸); 𝑓 là một luồng trong mạng vận 

tải 𝑁; 𝑆 ⊆ 𝑉.  

    Khi đó, cặp (𝑆, 𝑆̅) được gọi là một lát cắt của mạng vận tải 𝑵 nếu 𝑠 ∈ 𝑆 và 𝑡 ∈ 𝑆̅, giá trị 𝑐(𝑆, 𝑆̅) 

được gọi là sức chứa của lát cắt (𝑺, �̅�).  

    Mặc dù hàm 𝑓 chỉ thỏa mãn điều kiện (F2) chứ không phải điều kiện (C2) nên không thể có hệ thức 

𝑓(𝑋, 𝑋) = 0 với mọi tập đỉnh 𝑋 ⊆ 𝑉 như trong Kết quả 6.1.1). Tuy nhiên, 𝑓(𝑋, 𝑋) này lại là một hằng 

số với mọi lát cắt (𝑋, 𝑋) của mạng vận tải 𝑁:   

    Kết quả 6.2.1. 

    Mọi lát cắt (𝑋, 𝑋) của mạng vận tải 𝑁 đều thỏa mãn hệ thức 𝑓(𝑆, 𝑆̅) = 𝑓(𝑠, 𝑉). 



    Chứng minh kết quả 6.2.1. 

    Tương tự như trong phép chứng minh của Kết quả 6.1.1, 

                                                 𝑓(𝑆,𝑆̅) = 𝑓(𝑆, 𝑉) − 𝑓(𝑆, 𝑆) 

                                                             =(𝐹1) 𝑓(𝑠, 𝑉) + ∑ 𝑓(𝑣, 𝑉)𝑣∈𝑆 {𝑠}⁄ − 0 

                                                             =(𝐹2)
𝑓(𝑠, 𝑉).                                                                                □ 

    Hằng số 𝑓(𝑆, 𝑆̅) trong Kết quả 6.2.1) được gọi là giá trị của luồng 𝒇, kí hiệu |𝑓| ≔ 𝑓(𝑠, 𝑉).  

    Từ điều kiện (F3),  

|𝑓| = 𝑓(𝑆, 𝑆̅) ≤ 𝑐(𝑆, 𝑆̅), với mọi lát cắt (𝑆, 𝑆̅) của 𝑁. 

    Như vậy, giá trị |𝒇| của một luồng 𝒇 bất kì chứa trong mạng vận tải 𝑵 không bao giờ vượt quá 

giá trị 𝒄(𝑺, �̅�) của một lát cắt (𝑺, �̅�) bất kì nào đó chứa trong mạng vận tải 𝑵. 

    Khẳng định sau của hai nhà toán học Ford & Fulkerson chỉ ra rằng đánh giá nêu trên là một đánh giá 

chặt: 

    Kết quả 6.2.2. (Ford – Fulkerson) 

    Giả sử cho trước một mạng vận tải nguyên 𝑁.  

    Khi đó, giá trị |𝑓| của luồng cực đại 𝑓 chứa trong 𝑁 luôn bằng giá trị 𝑐(𝑆, 𝑆̅) của lát cắt cực tiểu 

(𝑆, 𝑆̅) chứa trong 𝑁. 

    Chứng minh kết quả 6.2.2. 

    Giả sử cho trước một mạng vận tải 𝑁:= (𝐺, 𝑠, 𝑡, 𝑐) với 𝐺 ≔ (𝑉, 𝐸).  

 

Hình ảnh minh họa mạng vận tải 𝑁 = (𝐺, 𝑠, 𝑡, 𝑐).   

    Để chỉ ra tính đúng đắn của khẳng định trên, ta sẽ thực hiện xây dựng một dãy các luồng nguyên 

𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, … tăng thực sự chứa trong mạng vận tải 𝑁, nghĩa là |𝑓0| < |𝑓1| < |𝑓2| < ⋯. Hiển nhiên, giá trị 

|𝑓𝑖| của các luồng nguyên 𝑓𝑖 này cũng là những số nguyên, nên |𝑓𝑖+1| ≥ |𝑓𝑖| + 1 với mọi chỉ số 𝑖. Do 

các giá trị |𝑓𝑖| đều bị chặn trên bởi giá trị 𝑐(𝑆, 𝑆̅) của bất kì một lát cắt cực tiểu (𝑆, 𝑆̅) nào đó chứa 

trong mạng vận tải 𝑁 nên dãy các luồng nguyên 𝑓𝑖 này phải dừng tại một luồng nguyên 𝑓𝑛 nào đó. Hơn 

nữa, do không có luồng nguyên 𝑓 nào khác trong 𝑁 có giá trị lớn hơn 𝑓𝑛 nên cũng không có lát cắt 

(𝑆, 𝑆̅) nào có giá trị 𝑐(𝑆, 𝑆̅) nhỏ hơn |𝑓𝑛|, nên giá trị này chính là giá trị max – min nói đến trong định lí 

Ford – Fulkerson. 



    Đầu tiên ta xét hàm 𝑓0: �⃗� ⟶ ℝ ∶ 𝑓0(𝑒 ) ≔ 0 với mọi cạnh định hướng 𝑒 ∈ �⃗� .  

    Hiển nhiên, 𝑓0 là một luồng nguyên trong mạng vận tải 𝑁 với |𝑓0| = 0.  

    Tiếp theo ta sẽ xây dựng dãy các luồng nguyên 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, … tăng thực sự bằng đệ quy như sau: 

    Giả sử đã cho trước luồng nguyên 𝑓𝑛 trong mạng vận tải 𝑁. 

    Kí hiệu 𝑆𝑛 là tập hợp tất cả các đỉnh 𝑣 của 𝐺 sao cho tồn tại một 𝑠 − 𝑣 dây chuyền 𝑥0𝑒0 …𝑒𝑙−1𝑥𝑙 với 

𝑓𝑛(𝑒𝑖⃗⃗  ) < 𝑐(𝑒𝑖⃗⃗  ) với mọi 𝑖 < 𝑙, trong đó 𝑒𝑖⃗⃗  ≔ (𝑒𝑖 , 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1) (𝑥0 = 𝑠, 𝑥𝑙 = 𝑣). 

    Nếu 𝑡 ∈ 𝑆𝑛 thì không giảm tính tổng quát của vần đề ta có thể giả sử rằng các đỉnh của dây chuyền 

𝑊 ≔ 𝑥0𝑒0 …𝑒𝑙−1𝑥𝑙 không bị trùng lặp nhau, nên 𝑊 có dạng một 𝑠 − 𝑡 đường đi. 

    Kí hiệu 𝜀 ≔ 𝑚𝑖𝑛{𝑐(𝑒𝑖⃗⃗  ) − 𝑓𝑛(𝑒𝑖⃗⃗  )|𝑖 < 𝑙}.  

    Khi đó, 𝜀 > 0 và 𝜀 cũng là một số nguyên (do 𝑓𝑛 và 𝑐 đều nhận các giá trị nguyên). 

    Đặt: 

                 𝑓𝑛+1: 𝑒 ↦ {

𝑓𝑛(𝑒 ) + 𝜀, 𝑒 = 𝑒𝑖⃗⃗  , 𝑖 = 0,… , 𝑙 − 1;

𝑓𝑛(𝑒 ) − 𝜀, 𝑒 = 𝑒𝑖⃖⃗ ⃗, 𝑖 = 0,… , 𝑙 − 1;

𝑓𝑛(𝑒 )      , 𝑒 ∉ 𝑊.                           

 

    Khi đó, 𝑓𝑛+1 thu được từ 𝑓𝑛 bằng cách bổ sung thêm 𝜀 dọc theo 𝑊 từ 𝑠 đến 𝑡.  

 

Hình ảnh minh họa “đường đi augment” 𝑊 với 𝜀 = 2. 

     Hiển nhiên, 𝑓𝑛+1 cũng là một luồng nguyên của mạng vận tải 𝑁 và |𝑓𝑛+1| = |𝑓𝑛| + 𝜀. (do 𝑊 chỉ đi 

qua đỉnh 𝑠 một lần duy nhất nên cạnh 𝑒0⃗⃗  ⃗ chỉ có thể là một bộ ba (𝑒, 𝑥, 𝑦) với 𝑥 = 𝑠 và 𝑦 là một đỉnh 

nào đó của 𝐺 sao cho 𝑓𝑛(𝑒0⃗⃗  ⃗) < 𝑐(𝑒0⃗⃗  ⃗), nghĩa là |𝑓𝑛+1| thực sự lớn hơn |𝑓𝑛|)   

    Nếu 𝑡 ∉ 𝑆𝑛 thì (𝑆𝑛, 𝑆𝑛
̅̅ ̅) là một lát cắt trong mạng vận tải 𝑁. Từ điều kiện (F3) của 𝑓𝑛 và định nghĩa 

của tập đỉnh 𝑆𝑛, 𝑓𝑛(𝑒 ) = 𝑐(𝑒 ) với mọi 𝑒 ∈ �⃗� (𝑆𝑛, 𝑆𝑛
̅̅ ̅), nên |𝑓𝑛| = 𝑓(𝑆𝑛, 𝑆𝑛

̅̅ ̅) = 𝑐(𝑆𝑛, 𝑆𝑛
̅̅ ̅).                      □ 

    Nhận thấy rằng luồng tối đại xây dựng trong phép chứng minh của định lí Ford – Fulkerson là một 

luồng nguyên nên: 

    Kết quả 6.2.3. 

    Mọi mạng vận tải nguyên đều có ít nhất một luồng nguyên tối đại. 

     



    6.3. Nhóm 𝑯 − luồng 

    Giả sử cho trước một đa đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸) và một nhóm Abel 𝐻. Nếu 𝑓 và 𝑔 là hai 𝐻 − circulation 

của 𝐺 thì (𝑓 + 𝑔): 𝑒 ⟼ 𝑓(𝑒 ) + 𝑔(𝑒 ) và −𝑓: 𝑒 ↦ −𝑓(𝑒 ) cũng là các 𝐻 − circulation của 𝐺.  

    Như vậy, lớp các hàm 𝐻 − circulation của 𝐺 tạo thành một cấu trúc nhóm. Hàm 𝑓: �⃗� ⟶ 𝐻 được gọi 

là khác không khắp nơi nếu 𝑓(𝑒 ) ≠ 0 với mọi 𝑒 ∈ �⃗� . Hàm 𝑓: �⃗� ⟶ 𝐻 được gọi là 𝑯 − luồng nếu nó 

là 𝐻 − circulation và khắc không khắp nơi.  

    Nhận thấy rằng tập hợp các 𝐻 − luồng của 𝐺 không đóng  kín dưới phép toán cộng: nếu tổng của hai 

𝐻 − luồng triệt tiêu trên một cạnh 𝑒  nào đó thì tổng này không còn là 𝐻 − luồng. Hơn nữa, nếu 𝐺 có ít 

nhất một 𝐻 − luồng thì 𝐺 sẽ không chứa bất kì cạnh cầu nào (điều này suy ra từ Kết quả 6.1.2).  

    Khẳng định sau chỉ ra rằng nếu 𝐻 là một nhóm Abel hữu hạn thì số các 𝐻 − luồng của 𝐺 là hữu hạn 

và chỉ phụ thuộc vào bậc |𝐻| của nhóm 𝐻 chứ không phụ thuộc vào cấu trúc của nhóm 𝐻: 

    Kết quả 6.3.1. (Tutte) 

    Giả sử cho trước một đa đồ thị 𝐺 và một nhóm Abel hữu hạn 𝐻. 

    Khi đó, số các 𝐻 − luồng phân biệt của 𝐺 có dạng 𝑃(|𝐻| − 1) trong đó 𝑃 là một đa thức nào đó. 

    Chứng minh kết quả 6.3.1. 

    Giả sử cho trước đa đồ thị 𝐺 ≔ (𝑉, 𝐸).  

    Ta sẽ chứng minh tính đúng đắn của khẳng định nêu trên bằng quy nạp theo chỉ số 𝑚 ≔ |𝐸|.  

    Giả sử rằng tất cả các cạnh của 𝐺 đều là các cạnh khuyên.  

    Khi đó, mọi hàm �⃗� → 𝐻 {0}⁄  đều là 𝐻 − luồng của 𝐺. Do tất cả các cạnh của 𝐺 đều là các cạnh 

khuyên nên |�⃗� | = |𝐸|.  

    Điều này chỉ ra rằng 𝐺 có (|𝐻| − 1)𝑚 𝐻 − luồng, nên 𝑃(𝑥) ≔ 𝑥𝑚 là đa thức cần tìm. 

    Giả sử tồn tại một cạnh 𝑒0 = 𝑥𝑦 ∈ 𝐸 không phải là cạnh khuyên. 

    Kí hiệu: 

             𝑒0⃗⃗  ⃗ ≔ (𝑒0, 𝑥, 𝑦) ; 

             𝐸′ ≔ 𝐸 {𝑒0}⁄     ; 

             𝐺1 ≔ 𝐺 − 𝑒0    ; 

             𝐺2 ≔ 𝐺 𝑒0⁄ . 

    Từ giả thiết quy nạp của bài toán, số các 𝐻 − luồng phân biệt của 𝐺𝑖  có dạng 𝑃𝑖(𝑘) với 𝑘 ≔ |𝐻| − 1 

và 𝑃𝑖 là một đa thức nào đó. 

    Kí hiệu 𝐹 là tập tất cả các 𝐻 − luồng phân biệt của 𝐺.  

    Ta sẽ chứng minh rằng số các 𝐻 − luồng phân biệt của 𝐺 sẽ bằng 

                                                                 |𝐹|: = 𝑃2(𝑘) − 𝑃1(𝑘),                                                            (1)  



nên 𝑃 ≔ 𝑃2 − 𝑃1 chính là đa thức cần tìm.   

    Nhận thấy rằng các 𝐻 − luồng của 𝐺1 chính là các ánh xạ thu hẹp trên 𝐸′⃗⃗  ⃗ của các 𝐻 − circulation 

của 𝐺 triệt tiêu trên cạnh 𝑒0 nhưng khác không khắp nơi trên các cạnh còn lại; kí hiệu 𝐹1 là tập tất cả 

các 𝐻 − luồng này của 𝐺.  

    Do đó, 𝑃1(𝑘) = |𝐹1|.                                                                                                                           (2) 

    Tiếp theo, ta sẽ chứng minh rằng các 𝐻 − luồng của 𝐺2 sẽ tương ứng với các 𝐻 − circulation của 𝐺  

khác không khắp nơi ngoại trừ cạnh 𝑒0; kí hiệu 𝐹2 là tập tất cả các 𝐻 − luồng này của 𝐺.  

    Khi đó, 𝑃2(𝑘) = |𝐹2| và 𝐹 = 𝐹2 𝐹1⁄ .                                                                                                  (3) 

    Kết hợp (2) và (3), tính đúng đắn của (1) là hiển nhiên, đpcm.                                            

    Chứng minh khẳng định (3). 

    Giả sử 𝑓: �⃗� ⟶ 𝐻 là một 𝐻 − circulation của 𝐺, 𝑣𝑜 ≔ 𝑣𝑒0
∈ 𝐺2 là đỉnh co của cạnh 𝑒0 = 𝑥𝑦 ∈ 𝐺.  

    Ta xây dựng một ánh xạ 𝑓 ↦ 𝑔 giữa tập các 𝐻 − circulation của 𝐺 và 𝐹2 như sau: 

“𝑔 là ánh xạ thu hẹp của 𝑓 trên tập 𝐸′⃗⃗  ⃗ 𝐸′⃗⃗  ⃗(𝑦, 𝑥)⁄ ”. 

    Hiển nhiên, 𝑔 là một 𝐻 − luồng của 𝐺2 và 𝑔(𝑣0, 𝑉 {𝑥, 𝑦}⁄ ) = 𝑔(𝑋, �̅�) = 𝑓(𝑋, 𝑋) = 0 (điều này suy 

ra từ việc áp dụng Kết quả 6.1.1) cho 𝑓 và 𝑋 ≔ {𝑥, 𝑦}), 𝑔 cũng thỏa mãn điều kiện (F2) tại đỉnh 𝑣0.   

    Ngược lại, nếu 𝑔 là một 𝐻 − luồng cho trước của 𝐺2 thì 𝑓 ∈ 𝐹2 có thể được xây dựng bằng cách đặt 

𝑓(𝑒 ) = 𝑔(𝑒 ) với mọi 𝑒 ∈ 𝐸′⃗⃗  ⃗ 𝐸′⃗⃗  ⃗(𝑦, 𝑥)⁄ ; từ điều kiện (F1), 𝑓(𝑒 ) = −𝑓(�⃖�) với mọi 𝑒 ∈ 𝐸′⃗⃗  ⃗(𝑦, 𝑥).    

 

Phép co cạnh 𝑒0 ∈ 𝐺 thành đỉnh 𝑣0 ∈ 𝐺2. 

    Như vậy, 𝑓 ↦ 𝑔 là một sóng ánh khi và chỉ khi, với mọi 𝐻 − luồng 𝑔 cho trước của 𝐺2, tồn tại duy 

nhất một giá trị của 𝑓(𝑒0⃗⃗  ⃗) và 𝑓(𝑒0⃖⃗ ⃗⃗ ) sao cho 𝑓 cũng sẽ thỏa mãn điều kiện (F1) cho cạnh 𝑒0 và điều 

kiện (F2) cho hai đỉnh 𝑥, 𝑦. 

    Kí hiệu 𝑉′ ≔ 𝑉 {𝑥, 𝑦}⁄ , 𝑓(𝑥, 𝑉′) +  𝑓(𝑦, 𝑉′) = 𝑔(𝑣0, 𝑉
′) = 0 (điều này suy ra từ điều kiện (F2) mà 

hàm 𝑔 thỏa mãn).    

    Bằng cách đặt ℎ ≔ ∑ 𝑓(𝑒 )
𝑒 ∈𝐸′⃗⃗ ⃗⃗ (𝑥,𝑦)

(= ∑ 𝑔(𝑒, 𝑣0, 𝑣0))𝑒∈𝐸′(𝑥,𝑦)  và 𝑓 thỏa mãn điều kiện (F2),  

0 = 𝑓(𝑥, 𝑉) = 𝑓(𝑒0⃗⃗  ⃗) + ℎ + 𝑓(𝑥, 𝑉′); 

0 = 𝑓(𝑦, 𝑉) = 𝑓(𝑒0⃖⃗ ⃗⃗ ) − ℎ + 𝑓(𝑦, 𝑉′). 



    Như vậy, 𝑓(𝑒0⃗⃗  ⃗) ≔ −𝑓(𝑥, 𝑉′) − ℎ và 𝑓(𝑒0⃖⃗ ⃗⃗ ) ≔ −𝑓(𝑦, 𝑉′) + ℎ. 

    Hiển nhiên, 𝑓(𝑒0⃗⃗  ⃗) + 𝑓(𝑒0⃖⃗ ⃗⃗ ) = 0 (điều này suy ra từ hệ thức 𝑓(𝑥, 𝑉′) +  𝑓(𝑦, 𝑉′) = 0), nên 𝑓 cũng sẽ 

thỏa mãn điều kiện (F1) cho cạnh 𝑒0.                                                                                                       □ 

    Đa thức 𝑃 nêu trong Kết quả 6.3.1) được gọi là đa thức luồng của 𝐺. 

    Từ Kết quả 6.3.2), ta suy ra hệ quả trực tiếp sau: 

    Kết quả 6.3.2. 

    Nếu 𝐻 và 𝐻′ là hai nhóm Abel hữu hạn có cùng cấp thì 𝐺 sẽ có một 𝐻 − luồng khi và chỉ khi 𝐺 

cũng sẽ có một 𝐻′ − luồng.  

    Kết quả 6.3.2) giữ một vai trò quan trọng trong lý thuyết luồng đại số: nó chỉ ra rằng sự tồn tại của 

một 𝐻 − luồng hoàn toàn không phụ thuộc vào cấu trúc tinh tế của nhóm 𝐻.  

    Giả sử cho trước một đa đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸) và một số nguyên dương 𝑘 ≥ 1, ℤ − luồng 𝑓 của 𝐺 được 

gọi là một 𝒌 − luồng nếu 0 < |𝑓(𝑒 )| < 𝑘 với mọi 𝑒 ∈ �⃗� . Hiển nhiên, nếu 𝑓 là một 𝑘 − luồng thì 𝑓 

củng sẽ là một 𝑙 − luồng với mọi số nguyên dương 𝑙 > 𝑘.  

    Câu hỏi đặt ra ở đây đó là: “ Tìm số nguyên dương 𝑘 sao cho 𝐺 có ít nhất một 𝑘 − luồng ?".  

    Số nguyên dương 𝑘 nhỏ nhất trên được gọi là chỉ số luồng của 𝐺 và kí hiệu bởi 𝜑(𝐺); nếu 𝐺 có 

chứa bất kì một 𝑘 − luồng nào thì 𝜑(𝐺) ≔ ∞. 

    Phương pháp xác định nhanh chóng chỉ số luồng của một đồ thị cho đến nay vẫn còn là một bài toán 

mở trong lý thuyết đồ thị. Trong phần mục sau của bài viết này ta sẽ giới thiệu qua một số kết quả tiểu 

biểu cho vấn đề nêu trên. Đầu tiên, ta sẽ xem xét mối liên hệ giữa các 𝑘 − luồng với các 𝐻 − luồng 

tổng quát khác; chẳng hạn, mối liên hệ giữa các 𝑘 − luồng với các ℤ𝑘 − luồng. Kí hiệu 𝜎𝑘 là phép 

đồng cấu 𝑖 ⟼ 𝑖 ̅ từ ℤ vào ℤ𝑘. Từ định nghĩa của phép đồng cấu 𝜎𝑘, mọi 𝑘 − luồng của 𝐺 đều xác định 

một ℤ𝑘 − luồng tương ứng của 𝐺. Khẳng định sau chỉ ra rằng chiều đảo của khẳng định trên cũng vẫn 

đúng: mọi ℤ𝑘 − luồng của 𝐺 đều xác định một 𝑘 − luồng tương ứng của 𝐺. Từ Kết quả 6.3.2), sự tồn 

tại của các 𝐻 −luồng với 𝐻 là một nhóm hữu hạn bất kì nào đó sẽ được quy về bài toán xác định sự tồn 

tại của các 𝑘 − luồng.  

    Kết quả 6.3.3. (Tutte) 

    Điều kiện cần và đủ để một đa đồ thị 𝐺 có một 𝑘 − luồng là 𝐺 có một ℤ𝑘 − luồng. 

    Chứng minh kết quả 6.3.3. 

    Giả sử cho trước một đa đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸), 𝑔 là một ℤ𝑘 − luồng của 𝐺. Để chứng minh tính đúng 

đắn của khẳng định trên, ta sẽ xây dựng một 𝑘 −luồng 𝑓 của 𝐺 tương ứng với 𝑔. Không giảm tính tổng 

quát của vấn đề, giả sử 𝐺 không có chứa cạnh khuyên.  

    Kí hiệu 𝐹 là tập hợp tất cả các hàm 𝑓: �⃗� → ℤ thỏa mãn điều kiện (F1), |𝑓(𝑒 )| < 𝑘 với mọi 𝑒 ∈ �⃗� , 

𝜎𝑘 ○ 𝑓 = 𝑔 (tương tự 𝑔, mọi hàm 𝑓 ∈ 𝐹 đều khác không khắp nơi).  

    Đầu tiên ta sẽ chứng minh rằng 𝐹 ≠ ∅.  



    Nhận thấy rằng nếu ta xem mỗi giá trị 𝑔(𝑒 ) ∈ ℤ𝑘 như một số 𝑖 ̅với |𝑖| < 𝑘 và đặt 𝑓(𝑒 ) ≔ 𝑖 thì ta sẽ 

nhận được một hàm 𝑓: �⃗� → ℤ sao cho |𝑓(𝑒 )| < 𝑘 với mọi 𝑒 ∈ �⃗�  và 𝜎𝑘 ○ 𝑓 = 𝑔.  

    Với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸, ta chọn một định hướng trong số hai định hướng của cạnh này và kí hiệu định 

hướng này bởi 𝑒 .  

    Khi đó, hàm 𝑓 ′: �⃗� → ℤ  được định nghĩa bởi 𝑓 ′(𝑒 ) ≔ 𝑓(𝑒 ) và 𝑓 ′(�⃖�) ≔ −𝑓(𝑒 ) với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸 

sẽ thỏa mãn thêm điều kiện (F1).  

    Phần việc còn lại là chỉ ra rằng 𝜎𝑘 ○ 𝑓 ′ và 𝑔 không chỉ trùng nhau trên các cạnh 𝑒  mà còn đúng cho 

cả các cạnh đảo �⃖� của chúng: (𝜎𝑘 ○ 𝑓 ′ )(�⃖�) = 𝜎𝑘(−𝑓 (𝑒 )) = −(𝜎𝑘 ○ 𝑓)(𝑒 ) = −𝑔(𝑒 ) = 𝑔(�⃖�).  

    Như vậy, 𝑓 ′ ∈ 𝐹, nên 𝐹 hiển nhiên khác rỗng. 

    Tiếp theo, nếu ta chứng minh được 𝑓 ∈ 𝐹 thỏa mãn điều kiện (F2) thì 𝑓 chính là 𝑘 − luồng cần tìm. 

    Kí hiệu 𝐾(𝑓) ≔ ∑ |𝑓(𝑥, 𝑉)|𝑥∈𝑉 , với mọi hàm 𝑓 ∈ 𝐹. 

    Giả sử 𝑓 là hàm thuộc 𝐹 sao cho 𝐾(𝑓) nhận giá trị nhỏ nhất.  

    Ta sẽ chứng minh 𝑓 thỏa mãn điều kiện (F2), nghĩa là 𝑓(𝑥, 𝑉) = 0 với mọi 𝑥 ∈ 𝑉; điều này tương 

đương với việc 𝐾(𝑓) = 0. 

    Giả sử phản chứng rằng 𝐾(𝑓) ≠ 0, do mọi hàm 𝑓 ∈ 𝐹 đều thỏa mãn điều kiện (F1) nên 

∑ 𝑓(𝑥, 𝑉)𝑥∈𝑉 = 𝑓(𝑉, 𝑉) = 0, nghĩa là tồn tại một đỉnh 𝑥 ∈ 𝑉 sao cho 𝑓(𝑥, 𝑉) > 0.                            (1)                                                           

      Kí hiệu 𝑋 ⊆ 𝑉 là tập tất cả các đỉnh 𝑥′ của 𝐺 thỏa mãn điều kiện tồn tại ít nhất một dây chuyên 

𝑥0𝑒0 …𝑒𝑙−1𝑥
′ từ 𝑥 đến 𝑥′ sao cho 𝑓(𝑒𝑖 , 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1) > 0 với mọi 𝑖 < 𝑙; 𝑋′ ≔ 𝑋 {𝑥}⁄ . 

    Đầu tiên ta sẽ chứng minh 𝑋′ có chứa ít nhất một đỉnh 𝑥′ sao cho 𝑓(𝑥′, 𝑉) < 0.  

    Từ định nghĩa của tập 𝑋, 𝑓(𝑒, 𝑥′, 𝑦) ≤ 0 với mọi cạnh 𝑒 = 𝑥′𝑦 sao cho 𝑥′ ∈ 𝑋 và 𝑦 ∈ 𝑋.    

    Trường hợp riêng, 𝑓(𝑒, 𝑥, 𝑦) ≤ 0 với mọi 𝑦 ∈ �̅�. Do đó, 𝑓(𝑥, 𝑋′) > 0. Hơn nữa, 𝑓(𝑋′ , 𝑥) < 0 và 

𝑓(𝑋′, 𝑋′) = 0 (điều này suy ra từ điều kiện (F1) của hàm 𝑓).  

    Như vậy, ∑ 𝑓(𝑥′, 𝑉)𝑥′∈𝑋′ = 𝑓(𝑋′, 𝑉) = 𝑓(𝑋′, �̅�) + 𝑓(𝑋′, 𝑥) + 𝑓(𝑋′ , 𝑋′) < 0.  

    Điều này chỉ ra rằng tồn tại ít nhất một đỉnh 𝑥′ ∈ 𝑋′ sao cho 𝑓(𝑥′, 𝑉) < 0.                                     (2) 

    Từ định nghĩa của tập 𝑋, tồn tại một 𝑥 − 𝑥′ dây chuyền 𝑊 = 𝑥0𝑒0 …𝑒𝑙−1𝑥𝑙  thỏa 𝑓(𝑒𝑖 , 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1) > 0 

với mọi 𝑖 < 𝑙. Hàm 𝑓 sẽ được “tinh chỉnh” lại thành một hàm 𝑓 ′: �⃗� → ℤ bằng cách “bổ sung” một 

lượng giá trị 𝑘 nhất định chạy dọc theo dây chuyên 𝑊 như sau:  

𝑓 ′: 𝑒 ↦ {

𝑓(𝑒 ) − 𝑘 𝑛ế𝑢 𝑒 = (𝑒𝑖 , 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1), 𝑖 = 0,… , 𝑙 − 1;

𝑓(𝑒 ) + 𝑘 𝑛ế𝑢 𝑒 = (𝑒𝑖 , 𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖), 𝑖 = 0,… , 𝑙 − 1

𝑓(𝑒 )         𝑛ế𝑢 𝑒 ∈ 𝑊.                                               

; 

    Từ định nghĩa của dây chuyền 𝑊, |𝑓 ′(𝑒 )| < 𝑘 với mọi 𝑒 ∈ �⃗� , nên 𝑓 ′ ∈ 𝐹. 

    Từ định nghĩa của hàm 𝑓 ′, 

                                                    𝑓 ′(𝑣, 𝑉) = 𝑓(𝑣, 𝑉) với mọi 𝑣 ∈ 𝑉 ∖ {𝑥, 𝑥′};                                      (3) 



                                                    𝑓 ′(𝑥, 𝑉) = 𝑓(𝑥, 𝑉) − 𝑘;                                                                      (4) 

                                                   𝑓 ′(𝑥′, 𝑉) = 𝑐 + 𝑘.                                                                                (5)   

     Mặt khác, do 𝑔 là một  ℤ𝑘 − luồng nên 

                                              𝜎𝑘(𝑓(𝑥, 𝑉)) = 𝑔(𝑥, 𝑉) = 0̅ ∈ ℤ𝑘,  

                                             𝜎𝑘(𝑓(𝑥′, 𝑉)) = 𝑔(𝑥′, 𝑉) = 0̅ ∈ ℤ𝑘. 

    Điều này chỉ ra rằng 𝑓(𝑥, 𝑉) và 𝑓(𝑥′, 𝑉) đều là các bội số của 𝑘, nên 𝑓(𝑥, 𝑉) ≥ 𝑘 và 𝑓(𝑥′, 𝑉) ≤ −𝑘 

(điều này suy ra từ khẳng định (1) và (2)). 

    Như vậy,  

       |𝑓 ′(𝑥, 𝑉)| < |𝑓(𝑥, 𝑉)| và |𝑓 ′(𝑥′, 𝑉)| < |𝑓 ′(𝑥′, 𝑉)|. (điều này suy ra từ khẳng định (4) và (5))     (6) 

    Bằng cách kết hợp (3) và (6), 𝐾(𝑓) < 𝐾(𝑓 ′), mâu thuẫn với tính tối tiểu của hàm 𝑓. 

    Điều này chỉ ra rằng 𝐾(𝑓) = 0, nghĩa là 𝑓 là một 𝑘 − luồng.                                                              □ 

    Nhận thấy rằng tổng của hai ℤ𝑘 − luồng luôn là một ℤ𝑘 − luồng và việc tìm kiếm một ℤ𝑘 − luồng 

luôn dễ dàng hơn tìm kiếm một 𝑘 − luồng nên Kết quả 6.3.3) đóng vai trò như một công cụ hỗ trợ đắc 

lực giúp đơn giản hóa bài toán tìm kiếm 𝑘 − luồng. 

    6.4. Tính đối ngẫu giữa bài toán 𝒌 − luồng và bài toán tô màu 

    Trong mục này của bài viết ta sẽ khảo sát mối liên hệ thú vị giữa các bài toán 𝑘 − luồng và các bài 

toán tô màu: mọi 𝑘 − luồng trên một đa đồ thị phẳng 𝐺 đều tương ứng với một phép 𝑘 − tô màu đỉnh 

của đa đồ thị đối ngẫu phẳng 𝐺∗ và ngược lại. Theo cách hiểu trên, khái niệm 𝑘 − luồng xuất hiện như 

một “sự mở rộng tự nhiên” của các phép tô màu trên lớp các đồ thị phẳng. 

    Giả sử cho trước đa đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸) và 𝐺∗ = (𝑉∗, 𝐸∗) là đa đồ thị đối ngẫu tương ứng của nó.  

    Với mọi tập cạnh 𝐹 ⊆ 𝐸, kí hiệu 𝐹∗ ≔ {𝑒∗ ∈ 𝐸∗|𝑒 ∈ 𝐹} là tập cạnh đối ngẫu tương ứng của 𝐹.    

    Ngược lại, nếu cho trước một tập cạnh đối ngẫu 𝐹∗ ⊆ 𝐸∗ thì tập cạnh tương ứng 𝐹 ⊆ 𝐸 có thể xem 

như ảnh của 𝐹 qua ánh xạ ngược 𝑒∗ ↦ 𝑒. 

    Giả sử cho trước một circulation 𝑔 của 𝐺∗. Vấn đề được đặt ra ở đây đó là: “Tính chất đối ngẫu giữa 

𝐺 và 𝐺∗ lấy ra được những thông tin gì từ hàm circulation 𝑔 về đa đồ thị 𝐺 ?”.  

    Từ Kết quả 6.1.1), 𝑔(𝑋, 𝑋) = 0 với mọi tập đỉnh 𝑋 ⊆ 𝑉∗. Từ Kết quả 4.6.1), lát cắt cực tiểu 

𝐸∗(𝑋, 𝑋) trong 𝐺∗ sẽ tương ứng với tập các chu trình 𝐸 trong 𝐺. Như vậy, nếu đặt 𝑓 là hàm hợp của 

𝑒 ⟼ 𝑒∗ và 𝑔 thì tổng giá trị của 𝑓 trên các cạnh của một chu trình bất kì chứa trong 𝐺 đều bằng 0.  

    Tuy nhiên, ta vẫn còn một trở ngại đáng kể về mặt kỹ thuật ở đây đó là: tập xác định của hàm 𝑔 là 

𝐸∗⃗⃗⃗⃗  chứ không phải là 𝐸∗ nên ta không thể xây dựng hàm 𝑓 bằng cách hợp hai hàm 𝑒 ⟼ 𝑒∗ và 𝑔 đơn 

giản như trên. Đầu tiên, ta mở rộng hàm 𝑒 ⟼ 𝑒∗ thành một hàm từ �⃗�  vào 𝐸∗⃗⃗⃗⃗  bằng cách đặt tương ứng 

mỗi cạnh định hướng 𝑒 ∈ �⃗�  với một trong hai định hướng nào đó của cạnh 𝑒∗ ∈ 𝐸∗. Điều này sẽ được 

làm rõ trong Kết quả 6.4.1). Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng tổng giá trị của 𝑓 trên các cạnh của một chu 

trình bất kì chứa trong 𝐺 đều bằng 0. 



    Nếu 𝐶 = 𝑣0 …𝑣𝑙−1𝑣0 là một chu trình với 𝑒𝑖 = 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 (𝑣𝑙 ≔ 𝑣0) là các cạnh thành phần thì tập 

𝐶 ≔ {(𝑒𝑖 , 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1)|𝑖 < 𝑙} là một chu trình định hướng của 𝑪. Từ định nghĩa của 𝐶 , 𝐶  sẽ phụ thuộc 

vào cách đánh số thứ tự các đỉnh của chu trình 𝐶: mọi chu trình 𝐶sẽ có hai định hướng khác nhau. 

    Kết quả 6.4.1. 

    Tồn tại một song ánh ∗: 𝑒 ⟼ 𝑒 ∗ từ �⃗�  vào 𝐸∗⃗⃗⃗⃗  thỏa mãn hai điều kiện sau: 

    i)  Cạnh 𝑒 ∗ là một trong hai định hướng 𝑒∗⃗⃗  ⃗, 𝑒∗⃖⃗ ⃗⃗  của cạnh 𝑒∗. 

    ii) Nếu 𝐶 là một chu trình của 𝐺, 𝐹 ≔ 𝐸(𝐶), và 𝑋 là một tập nào đó thuộc 𝑉∗ sao cho 𝐹∗ = 𝐸∗(𝑋, 𝑋) 

thì tồn tại một định hướng 𝐶  của 𝐶 sao cho {𝑒 ∗|𝑒 ∈ 𝐶 } = 𝐸∗⃗⃗⃗⃗ (𝑋, 𝑋). 

    Phép chứng minh của Kết quả 6.5.1) hoàn toàn không tầm thưởng: phép chứng minh dựa trên khái 

niệm về tính định hướng của mặt phẳng trong lý thuyết topo cổ điển. Tuy nhiên, Kết quả 6.5.1) lại rất 

hiển nhiên về mặt trực quan. Thật vậy, nếu kí hiệu 𝑒 = 𝑣𝑤 và 𝑒∗ = 𝑥𝑦  thì phép tương ứng 

∗∶ (𝑒, 𝑣, 𝑤) ⟼ (𝑒, 𝑣, 𝑤)∗ ∈ {((𝑒∗, 𝑥, 𝑦), (𝑒∗, 𝑦, 𝑥))} chính là phép quay cạnh 𝑒 theo chiều kim đồng hồ 

quanh 𝑒∗ như trong hình vẽ:            

 

Hình vẽ minh họa. 

    Giả sử cho trước một nhóm Abel 𝐻, 𝑓: �⃗� ⟶ 𝐻 và 𝑔: 𝐸∗⃗⃗⃗⃗ ⟶ 𝐻 là hai ánh xạ thỏa mãn hệ thức: 

𝑓(𝑒 ) = 𝑔(𝑒 ∗), với mọi 𝑒 ∈ �⃗� . 

    Kí hiệu 𝑓(𝐹 ) ≔ ∑ 𝑓(𝑒 )𝑒 ∈𝐹 , với mọi tập cạnh 𝐹 ⊆ �⃗� . 

    Kết quả 6.4.2. 

    i)   𝑔 sẽ thỏa mãn điều kiện (F1) khi và chỉ khi 𝑓 cũng thỏa mãn điều kiện (F1). 

    ii)  𝑔 là một 𝐻 −circulation của 𝐺∗ khi và chỉ khi 𝑓 thỏa mãn điều kiện (F1) và 𝑓(𝐶 ) = 0 với mọi 

chu trình định hướng 𝐶 . 

     



    Chứng minh kết quả 6.4.2. 

    i)  Tính đúng đắn của khẳng định (i) được suy ra từ Kết quả 6.4.1 (i) và phép tương ứng 𝑒 ⟼ 𝑒 ∗ là 

một song ánh. 

    ii) Điều kiện cần.  

    Giả sử 𝑔 là một 𝐻 −circulation của 𝐺∗, 𝐶 là một chu trình của 𝐺.  

    Kí hiệu 𝐹 ≔ 𝐸(𝐶). Từ Kết quả 4.6.1), 𝐹∗ là một lát cắt cực tiểu trong 𝐺∗, nghĩa là tồn tại một tập 

đỉnh 𝑋 ⊆ 𝑉∗ sao cho 𝐹∗ = 𝐸∗(𝑋, 𝑋). Từ Kết quả 6.4.1 (ii) và Kết quả 6.1.1), 

𝑓(𝐶 ) = ∑ 𝑓(𝑒 )𝑒 ∈𝐶 = ∑ 𝑔(𝑑 )𝑑 ∈𝐸∗⃗⃗ ⃗⃗ (𝑋,�̅�) = 𝑔(𝑋, �̅�) = 0 với 𝐶  là một định hướng nào đó của 𝐶. 

    Khi đó, 𝑓(�⃖�) = 0 ( điều này suy ra từ việc 𝑓(�⃖�) = −𝑓(𝐶 )). 

    Điều kiện đủ.  

    Giả sử hàm 𝑓: �⃗� ⟶ 𝐻 thỏa mãn điều kiện (F1) và 𝑓(𝐶 ) = 0 với mọi chu trình định hướng 𝐶 .  

    Để chứng minh 𝑔 là một 𝐻 −circulation của 𝐺∗, ta chỉ cần chứng minh rằng 𝑔 thỏa mãn thêm điều 

kiện (F2), nghĩa là 𝑔(𝑥, 𝑉∗) = 0 với mọi 𝑥 ∈ 𝑉∗. Ta sẽ chứng minh rằng 𝑔(𝑥, 𝑉(𝐵)) = 0 với mọi khối 

𝐵 của 𝐺∗ có chứa 𝑥 (do mọi cạnh 𝑒∗ của 𝐺∗ nhận 𝑥 làm một đầu mút đều thuộc ít nhất một khối 𝐵 nào 

đó nên nếu chứng minh được 𝑔(𝑥, 𝑉(𝐵)) = 0 với mọi khối 𝐵 có chứa 𝑥 thì 𝑔(𝑥, 𝑉∗) = 0).  

    Giả sử cho trước một đỉnh 𝑥 thuộc 𝑉∗ và 𝐵 là một khối nào đó của 𝐺∗ có chứa 𝑥.  

    Nhận thấy rằng 𝐺∗ là một đa đồ thị đối ngẫu phẳng không tầm thường nên đa đồ thị 𝐺∗ cũng sẽ liên 

thông và 𝐵 − 𝑥 ≠ ∅.  

    Kí hiệu 𝐹∗ là tập tất cả các cạnh của khối 𝐵 nhận 𝑥 làm một đầu mút, 𝑋 là tập đỉnh của thành phần 

liên thông của 𝐺∗ − 𝐹∗ có chứa 𝑥.  

    Khi đó, ∅ ≠ 𝑉(𝐵 − 𝑥) ⊆ 𝑋.  

 

    Từ định nghĩa của tập 𝑋, 𝐹∗ = 𝐸∗(𝑋, 𝑋), nên 𝐹∗ là một lát cắt của 𝐺∗.                                             (*) 

    Nhận thấy rằng đa đồ thị 𝐺∗ là liên thông, nên 𝐺∗[𝑋] cũng là một đa đồ thị liên thông. Thật vậy, mọi 

đỉnh 𝑥′ của 𝑋  đều được nối với 𝑥 bởi một đường đi 𝑃 ⊆ 𝐺∗ có các cạnh cuối đều nằm trong 𝐹∗, nên 

𝑃 − 𝑥 sẽ là một đường đi trong 𝐺∗[�̅�] có giao với 𝐵. Do 𝑥 không tách 𝐵 nên 𝐺∗[�̅�] cũng là một đa đồ 

thị liên thông. 



    Như vậy, 𝑋 và 𝑋 đều là những tập liên thông trong 𝐺∗, nên 𝐹∗ là một lát cắt cực tiểu trong 𝐺∗.  

    Từ Kết quả 4.6.1), tồn tại một chu trình 𝐶 ⊆ 𝐺 sao cho 𝐸(𝐶) = 𝐹.  

    Từ Kết quả 6.4.1 (ii), 𝐶 có một định hướng 𝐶  sao cho {𝑒 ∗|𝑒 ∈ 𝐶 } = 𝐸∗⃗⃗⃗⃗ (𝑋, 𝑋).  

    Từ khẳng định (*), 𝐸∗⃗⃗⃗⃗ (𝑋, 𝑋) = 𝐸∗⃗⃗⃗⃗ (𝑥, 𝑉(𝐵)), nên 𝑔(𝑥, 𝑉(𝐵)) = 𝑔(𝑋, 𝑋) = 𝑓(𝐶 ) = 0.                     □ 

    Từ Kết quả 6.4.2), phép chứng minh về tính đối ngẫu giữa phép tô màu và luồng cho các đa đồ thị 

phẳng sẽ được trình bày lại như sau: 

    Giả sử cho trước một đường đi 𝑃 = 𝑣0 …𝑣𝑙  với các cạnh 𝑒𝑖 = 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 (𝑖 < 𝑙) tương ứng, kí hiệu 

�⃗� ≔ {(𝑒𝑖 , 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1)|𝑖 < 𝑙} được gọi là một 𝒗𝟎 ⟶ 𝒗𝒍 đường đi định hướng của 𝑷. Hiển nhiên, �⃗�  phụ 

thuộc vào cách đánh số thứ tự các đỉnh của 𝑃. 

    Kết quả 6.4.3. (Tutte) 

    Giả sử cho trước đa đồ thị phẳng 𝐺 và 𝐺∗ là đa đồ thị đối ngẫu của 𝐺. Khi đó, 𝜒(𝐺) = 𝜑(𝐺∗). 

    Chứng minh kết quả 6.5.3. 

    Kí hiệu 𝐺 ≔ (𝑉, 𝐸) và 𝐺∗ ≔ (𝑉∗, 𝐸∗). Nếu |𝐺| ∈ {1,2} thì tính đúng đắn của khẳng định trên là hiển 

nhiển. Không giảm tính tổng quát của vấn đề, giả sử |𝐺| ≥ 3 và khẳng định đã được chứng minh cho 

mọi đa đồ thị có số cạnh cầu nhỏ hơn |𝐺|.  

    Nhận thấy rằng nếu 𝑒 là một cạnh cầu của 𝐺 thì 𝑒∗ sẽ là một cạnh khuyên của 𝐺∗ và 𝐺∗ − 𝑒∗ là đa đồ 

thị phẳng đối ngẫu của 𝐺 𝑒⁄ . Từ giả thiết quy nạp, 𝜒(𝐺) = 𝜒(𝐺 𝑒⁄ ) = 𝜑(𝐺∗ − 𝑒∗) = 𝜑(𝐺∗). (hệ thức 

thứ nhất và thứ ba trong chuỗi biến đổi trên được suy ra từ việc 𝑒 không phải là cạnh duy nhất của 𝐺) 

    Phần việc còn lại là kiểm chứng lại bước cơ sở của phép quy nạp nêu trên: giả sử cho trước một đa 

đồ thị 𝐺 không chứa cạnh cầu. Nhận thấy rằng nếu 𝐺 chứa một cạnh khuyên nào đó thì 𝐺∗ cũng sẽ 

chứa một cạnh cầu tương ứng, nên 𝜒(𝐺) = ∞ = 𝜑(𝐺∗). Không giảm tính tổng quát của vấn đề, giả sử 

đa đồ thị 𝐺 không chứa cạnh khuyên. Khi đó, 𝜒(𝐺) là một số xác định.  

    Nhận thấy rằng do cả 𝐺 và 𝐺∗ lần lượt đều không có cạnh khuyên và cạnh cầu nên ta có thể áp dụng 

Kết quả 6.4.1) và 6.4.2) cho 𝐺 và 𝐺∗; kí hiệu 𝑒 ↦ 𝑒 ∗ là phép song ánh giữa �⃗�  và 𝐸∗⃗⃗⃗⃗  được nêu trong 

Kết quả 6.4.1).  

    Ta sẽ chứng minh rằng 𝐺 có một phép 𝑘 − tô màu đỉnh khi và chỉ khi 𝐺∗ có một 𝑘 − luồng.  

    Giả sử 𝐺∗ có một 𝑘 − luồng. Khi đó, 𝐺∗ sẽ có một ℤ𝑘 − luồng 𝑔. Kí hiệu 𝑓: �⃗� → ℤ𝑘 là hàm xác định 

bởi 𝑓(𝑒 ) ≔ 𝑔(𝑒 ∗). Tiếp theo, ta sẽ sử dụng hàm 𝑓 để xây dựng một phép ℤ𝑘 − tô màu đỉnh 𝑐: 𝑉 → ℤ𝑘 

của 𝐺. Kí hiệu 𝑇 là cây khung chuẩn của 𝐺 với gốc tại 𝑟, đặt 𝑐(𝑟) ≔ 0̅. Với mọi đỉnh 𝑣 khác của 𝑉, đặt  

𝑐(𝑣) ≔ 𝑓(�⃗� ) trong đó �⃗�  là 𝑟 ⟶ 𝑣 đường đi của cây 𝑇. Ta sẽ chứng minh rằng hàm 𝑐: �⃗� ⟶ ℤ𝑘 được 

xây dựng ở trên là một phép ℤ𝑘 − tô màu đỉnh của 𝐺. Kí hiệu 𝑒 = 𝑣𝑤 là một cạnh nào đó của 𝐸, 

không giảm tính tổng quát của vấn đề, giả sử 𝑣 < 𝑤 với < là quan hệ thứ tự xác định bởi cây khung 

chuẩn 𝑇. Nếu 𝑒 là một cạnh của 𝑇 thì 𝑐(𝑤) − 𝑐(𝑣) = 𝑓(𝑒, 𝑣, 𝑤) (điều này suy ra từ cách xây dựng của 

hàm 𝑐), nên 𝑐(𝑣) ≠ 𝑐(𝑤) (điều này suy ra từ việc hàm 𝑓 khác không khắp nơi). Nếu 𝑒 ∉ 𝑇 thì, kí hiệu 

�⃗�  là 𝑣 ⟶ 𝑤 đường đi, 𝑐(𝑤) − 𝑐(𝑣) = 𝑓(�⃗� ) = −𝑓(𝑒, 𝑤, 𝑣) ≠ 0̅ (điều này suy ra từ Kết quả 6.4.2 (ii)). 



    Ngược lại, giả sử 𝐺 có một phép tô màu 𝑘 − tô màu đỉnh 𝑐. Kí hiệu 𝑓: �⃗� ⟶ ℤ  là hàm xác định bởi 

𝑓(𝑒, 𝑣, 𝑤) ≔ 𝑐(𝑤) − 𝑐(𝑣) và 𝑔: 𝐸∗⃗⃗⃗⃗ ⟶ ℤ là hàm xác định bởi 𝑔(𝑒 ∗) ≔ 𝑓(𝑒 ). Hiển nhiên, 𝑓 thỏa mãn 

điều kiện (F1) và nhận giá trị trong tập {±1,… . , ±(𝑘 − 1)}. Từ Kết quả 6.4.2 (i), 𝑔 cũng sẽ thỏa mãn 

điều kiện (F1). Từ cách xây dựng hàm 𝑓, 𝑓(𝐶 ) = 0 với mọi chu trình định hướng 𝐶 . Như vậy, 𝑔 sẽ là 

một 𝑘 − luồng của 𝐺∗ (điều này suy ra từ Kết quả 6.4.2 (ii)).                                                                  □  

    6.5. Cấu trúc của các đồ thị 𝑮 có một 𝒌 − luồng với 𝒌 ∈ {𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔}. 

    Nhận thấy rằng một đồ thị sẽ có một 1 − luồng khi và chỉ khi nó là một đồ thị rỗng, nghĩa là nó 

không có chứa bất kì cạnh nào. Trong phần này của bài viết, ta sẽ giới thiệu một số dấu hiệu cơ bản để 

nhận biết khi nào một đồ thị 𝐺 có một 𝑘 − luồng với 𝑘 ∈ {2,3,4,5,6}. 

    Kết quả 6.5.1. 

    Điều kiện cần và đủ để một đồ thị có chứa một 2 − luồng là bậc của tất cả các đỉnh của nó đều là các 

số chẵn. 

    Chứng minh kết quả 6.5.1.  

    Từ Kết quả 6.3.3), 𝐺 = (𝑉, 𝐸) có một 2 − luồng khi và chỉ khi 𝐺 có một ℤ2 − luồng, nghĩa là hàm 

hằng 1̅: �⃗� ⟶ ℤ2 thỏa mãn điều kiện (F2). Điều này chỉ có thể xảy ra khi và chỉ khi tất cả các đỉnh của 

𝐺 đều là các số chẵn.                                                                                                                                 □ 

    Đồ thị 𝐺 được gọi là một đồ thị chẵn nếu tất cả các đỉnh của 𝐺 đều là các số chẵn. 

    Kết quả 6.5.2. 

    Điều kiện cần và đủ để một đồ thị lập phương có chứa một 3 − luồng là nó là một đồ thị lưỡng phân. 

    Chứng minh kết quả 6.5.2.  

    Giả sử 𝐺 = (𝑉, 𝐸) là một đồ thị lập phương và 𝐺 có chứa một 3 − luồng.  

    Khi đó, 𝐺 cũng sẽ chứa một ℤ3 − luồng 𝑓 nào đó (điều này suy ra từ Kết quả 6.3.3).  

    Để chứng minh 𝐺 là một đồ thị lưỡng phân, ta chỉ cần chứng minh rằng mọi chu trình 𝐶 = 𝑥0 …𝑥𝑙𝑥0 

của 𝐺 đều có độ dài chẵn (điều này suy từ Kết quả 1.6.1). Kí hiệu 𝑒𝑖−1 ≔ 𝑥𝑖−1𝑥𝑖 và 𝑒𝑖 ≔ 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 là hai 

cạnh liền kề nhau của chu trình 𝐶. Nhận thấy rằng nếu hàm 𝑓 nhận cùng một giá trị cho cả hai cạnh 

định hướng liền kề nhau (𝑒𝑖−1, 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) và (𝑒𝑖 , 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1) của chu trình định hướng 𝐶 , nghĩa là 

𝑓(𝑒𝑖−1, 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) = 𝑓(𝑒𝑖 , 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1), thì hàm 𝑓 không thể thỏa mãn điều kiện (F2) tại đỉnh 𝑥𝑖. Điều này 

chỉ ra rằng 𝑓 thay phiên nhận giá trị 1̅ và 2̅ trên các cạnh của chu trình định hướng 𝐶 , nghĩa là độ dài 

chu trình 𝐶 là một số chẵn. 

    Ngược lại, giả sử đồ thị lập phương 𝐺 = (𝑉, 𝐸) là một đồ thị lưỡng phân với phân hoạch đỉnh  

𝑉 = 𝑋⋃𝑌 tương ứng. Nhận thấy rằng do 𝐺 là một đồ thị lập phương nên hàm 𝑓: �⃗� ⟶ ℤ3 xác định  

bởi 𝑓(𝑒, 𝑥, 𝑦) ≔ 1̅  nếu 𝑒 = 𝑥𝑦 với 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 và 𝑓(𝑒, 𝑦, 𝑥) ≔ 2̅ nếu 𝑒 = 𝑥𝑦 với 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 là  

một ℤ3 − luồng của 𝐺. Từ Kết quả 6.3.3), 𝐺 cũng sẽ có một 3 − luồng.                                                 □ 

 



    Kết quả 6.5.3. 

    Mọi đồ thị 4 − liên thông cạnh đều có một 4 − luồng. 

    Chứng minh kết quả 6.5.3. 

    Giả sử 𝐺 là một đồ thị 4 − liên thông cạnh. Nhận thấy rằng: “Mọi đa đồ thị 2𝑘 − liên thông cạnh 𝐺 

đều chứa tối thiểu 𝑘 cây khung phân biệt cạnh 𝐹𝑖”. Thật vậy, do mỗi tập đỉnh 𝐹𝑖 của phân hoạch đỉnh 

(𝐹𝑖 , … , 𝐹𝑗 , … ) của 𝐺 được nối với các tập đỉnh  𝐹𝑗  khác bởi tối thiểu 2𝑘 cạnh, nên nếu 𝐺 được phân 

hoạch thành 𝑟 tập đỉnh 𝐹𝑖 thì 𝐺 sẽ chứa tối thiểu 
1

2
∑ 2𝑘𝑟

𝑖=1 = 𝑘𝑟 cạnh bắt chéo. Từ Kết quả 3.5.1), 𝐺 sẽ 

chứa một hệ gồm 𝑘 cây khung phân biệt cạnh. Như vậy, nếu 𝐺 là một đồ thị 4 − liên thông cạnh thì 𝐺 

sẽ phải chứa tối thiểu 2 cây khung phân biệt cạnh 𝑇𝑖  (𝑖 = 1,2) nào đó.  

    Với mỗi cạnh 𝑒 ∉ 𝑇𝑖, kí hiệu 𝐶𝑖,𝑒 là chu trình duy nhất chứa trong 𝑇𝑖 + 𝑒, và 𝑓𝑖,𝑒 là ℤ4 − circulation 

của 𝐺 nhận giá trị 𝑖 ̅ và −𝑖 ̅ trên các cạnh của 𝐶𝑖,𝑒 và 0̅ trên các cạnh còn lại. 

    Kí hiệu 

        𝑓1 ≔ ∑ 𝑓1,𝑒𝑒∉𝑇1
; 

         𝐹 ≔ {𝑒 ∈ 𝐸(𝑇1)|𝑓1(𝑒) = 0̅}; 

        𝑓2 ≔ ∑ 𝑓2,𝑒𝑒∈𝐹 . 

    Nhận thấy rằng do mỗi cạnh 𝑒 ∉ 𝑇1 đều chỉ thuộc duy nhất một chu trình 𝐶1,𝑒 nên hàm 𝑓1 chỉ có thể 

nhận giá trị 1̅ hoặc −1̅ = 3̅ trên các cạch nằm bên ngoài 𝑇1. Từ cách định nghĩa 𝐹, 𝑓2(𝑒) = 2̅ = −2̅, 

với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐹. Nếu 𝑓 ≔ 𝑓1 + 𝑓2 thì 𝑓 cũng là một ℤ4 − circulation của 𝐺 (điều này suy ra từ việc 

tổng của hai ℤ𝑘 − circulation của 𝐺 cũng là một ℤ𝑘 − circulation của 𝐺). Phần việc còn lại là chỉ ra 

hàm 𝑓 khác không khắp nơi: 𝑓 nhận giá trị 2̅ trên các cạnh của 𝐹, 𝑓 và 𝑓1 nhận cùng giá trị trên các 

cạnh của 𝑇1 − 𝐹, 𝑓 nhận giá trị 1̅ hoặc 3̅ trên các cạnh nằm ngoài 𝑇1. Từ Kết quả 6.3.3), 𝐺 cũng sẽ có 

một 4 − luồng.                                                                                                                                          □  

    Kết quả 6.5.4. 

    (i)  Điều kiện cần và đủ để một đồ thị có một 4 − luồng là nó là hợp của hai đồ thị chẵn nào đó. 

    (ii) Điều kiện cần và đủ để một đồ thị lập phương có một 4 − luồng là nó là 3 − colourable cạnh. 

    Chứng minh kết quả 6.5.4. 

    Kí hiệu ℤ2
2 = ℤ2 × ℤ2 là nhóm Klein 4 − phần tử (phần tử của ℤ2

2 là các bộ số (𝑎, 𝑏) với 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2, 

 (𝑎, 𝑏) + (𝑎′, 𝑏′) = (𝑎 + 𝑎′, 𝑏 + 𝑏′)). Từ Kết quả 6.3.2) và Kết quả 6.3.3), điều kiện cần và đủ để một 

đồ thị có một 4 − luồng là nó phải có một ℤ2
2 − luồng. 

    (i)  Tính đúng đắn của khẳng định được suy ra trực tiếp từ Kết quả 6.5.1). 

    (ii) Giả sử cho trước một đồ thị lập phương 𝐺 = (𝑉, 𝐸) và 𝑓 là một ℤ2
2 − luồng của 𝐺. Hiển nhiên, 

do 𝑎 = −𝑎 với mọi 𝑎 ∈ ℤ2
2 nên 𝑓(𝑒 ) = 𝑓(�⃖�) với mọi cạnh 𝑒 ∈ �⃗� . Kí hiệu 𝑐: 𝐸 → ℤ2

2 {0}⁄  là hàm xác 

định bởi 𝑐(𝑒) ≔ 𝑓(𝑒 ). Ta sẽ chứng minh rằng 𝑐 là một phép 3 − tô màu cạnh của 𝐺. Nhận thấy rằng 

nếu hai cạnh 𝑒 và 𝑒′ nhận 𝑣 làm một đầu mút và được tô bởi cùng một màu thì tổng giá trị 𝑐 trên hai 



cạnh 𝑒 và 𝑒′ phải bằng 0. Từ điều kiện (F2) của hàm 𝑓, 𝑐 sẽ phải nhận giá trị 0 trên cạnh thứ ba 𝑒′′ 

nhận 𝑣 làm đầu mút, mâu thuẫn với cách xây dựng hàm 𝑐. 

    Ngược lại, do tổng của 3 phần tử khác không của ℤ2
2 bằng 0 nên mọi phép 3 − tô màu cạnh  

𝑐: 𝐸 ⟶ ℤ2
2 {0}⁄  đều xác định một ℤ2

2 − luồng 𝑓: �⃗� ⟶ ℤ2
2 {0}⁄  xác định bởi 𝑓(𝑒 ) = 𝑓(�⃖�) = 𝑐(𝑒) với 

mọi cạnh 𝑒 ∈ �⃗� .                                                                                                                                         □ 

    Kết quả 6.5.5. (Seymour) 

    Mọi đồ thị bridgeless đều có một 6 − luồng. 

    Chứng minh kết quả 6.5.5. 

    Giả sử cho trước một đồ thị bridgeless 𝐺 = (𝑉, 𝐸). Nhận thấy rằng nếu mỗi thành phần liên thông 

của 𝐺 đều có một 6 − luồng thì 𝐺 cũng sẽ có một 6 − luồng. Không giảm tính tổng quát của vấn đề, 

giả sử 𝐺 là một đồ thị liên thông. Do 𝐺 là đồ thị liên thông và bridgeless nên 𝐺 sẽ là một đồ thị 2 − 

liên thông. Nhận thấy rằng hai đỉnh bất kì trong một đồ thị 2 − liên thông luôn nằm trong cùng một đồ 

thị con liên thông chẵn nào đó - chẳng hạn như nằm trong đồ thị hợp tạo bởi hệ các đường đi phân biệt 

nối giữa hai đỉnh này trong Định lý Menger (3.3.5(ii)). Tính chất lí thú này sẽ được sử dụng nhiều lần 

trong phép chứng minh của Kết quả 6.5.5). 

    Đầu tiên, ta sẽ xây dựng đệ quy một dãy 𝐻0, … , 𝐻𝑛 gồm các đồ thị con chẵn không liên thông của 𝐺 

sao cho mỗi tập 𝐹𝑖 đều chỉ chứa đúng một hoặc hai cạnh nối giữa 𝐻𝑖 và 𝐻0 ⋃…⋃𝐻𝑖−1 trong đó 𝐹𝑖 là 

tập các cạnh nối giữa 𝐻𝑖−1 và 𝐻𝑖.  

    Kí hiệu 𝐻𝑖 =: (𝑉𝑖, 𝐸𝑖), 𝐻𝑖 ≔ (𝑉𝑖 , 𝐸𝑖) ≔ (𝐻0 ⋃…⋃𝐻𝑖) + (𝐹1 ⋃…⋃𝐹𝑖).  

    Nhận thấy rằng do 𝐻𝑖 = (𝐻𝑖−1⋃𝐻𝑖) + 𝐹𝑖 (khẳng định này suy ra dễ dàng bằng một phép quy nạp 

toán học theo chỉ số 𝑖) nên mỗi 𝐻𝑖 đều là một đồ thị liên thông. Từ giả thiết mỗi 𝐻𝑖 đều là một đồ thị 

chẵn, mỗi 𝐻𝑖 đều là một đồ thị bridgeless (điều này có thề suy ra từ Kết quả 6.4.1) hoặc Kết quả 1.2.1). 

    Kí hiệu 𝐻0 ≔ 𝐾1. Giả sử đã xây dựng được các dãy 𝐻0, … , 𝐻𝑖−1 và 𝐹1, … , 𝐹𝑖−1 với một chỉ số 𝑖 > 0 

nào đó. Nếu 𝑉𝑖−1 = 𝑉 thì ta dừng quá trình xây dựng đệ quy này lại và đặt 𝑛: = 𝑖 − 1.  

    Ngược lại, kí hiệu 𝑋𝑖 là tập “nhỏ nhất” nằm trong 𝑉𝑖−1̅̅ ̅̅ ̅̅  sao cho |𝐸(𝑋𝑖, 𝑉
𝑖−1̅̅ ̅̅ ̅̅  ∖ 𝑋𝑖)| ≤ 1. (sự tồn tại 

của 𝑋𝑖 được suy ra từ việc bản thân 𝑉𝑖−1̅̅ ̅̅ ̅̅  cũng thỏa mãn đánh giá trên)                                                (1) 

 



    Nhận thấy rằng do 𝐺 là một đồ thị 2 − liên thông nên (1) kéo theo 𝐸(𝑋𝑖 , 𝑉
𝑖−1) ≠ ∅. Từ tính tối tiểu 

của 𝑋𝑖, 𝐺[𝑋𝑖] là một đồ thị liên thông và bridgeless, nghĩa là 𝐺[𝑋𝑖] là một đồ thị 2 − liên thông hoặc 

đồ thị đầy đủ 𝐾1. Chọn ra một hoặc hai cạnh nào đó của 𝐸(𝑋𝑖 , 𝑉
𝑖−1) ≠ ∅ làm 𝐹𝑖. Chọn ra một đồ thị 

con liên thông chẵn bất kì của 𝐺[𝑋𝑖] có chứa các đầu mút nằm trong 𝐻𝑖 của các cạnh nằm trong 𝐹𝑖 

làm 𝐻𝑖. 

    Kí hiệu 𝐻 ≔ 𝐻𝑛 , 𝐸′ ≔ 𝐸 ∖ 𝐸(𝐻).  

    Từ cách định nghĩa của chỉ số 𝑛, 𝐻 là một đồ thị con khung liên thông của 𝐺.  

    Tiếp theo, ta sẽ xây dựng bằng phương pháp “quy nạp ngược” một dãy các ℤ3 − circulation 

𝑓𝑛 , … . , 𝑓0 của 𝐺.  

    Với mỗi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸′, kí hiệu 𝐶𝑒
⃗⃗⃗⃗  là một chu trình định hướng nào đó trong 𝐻 + 𝑒 có chứa 𝑒 và 𝑓𝑒 là 

một luồng dương quanh 𝐶𝑒
⃗⃗⃗⃗  (𝑓𝑒 là một ℤ3 − circulation của 𝐺 sao cho 𝑓𝑒

−1(0̅) = �⃗� ∖ (𝐶𝑒
⃗⃗⃗⃗ ⋃𝐶𝑒

⃖⃗⃗⃗⃗)).  

    Kí hiệu 𝑓𝑛 là tổng tất cả các hàm 𝑓𝑒. Nhận thấy rằng do mỗi cạnh 𝑒′ ∈ 𝐸′ chỉ nằm trong duy nhất 

một chu trình 𝐶𝑒′ nên 𝑓𝑛(𝑒 ) ≠ 0̅ với mọi cạnh 𝑒 ∈ 𝐸′⃗⃗  ⃗. 

    Giả sử dãy các hàm ℤ3 − circulation 𝑓𝑛 , … , 𝑓𝑖 của 𝐺 (𝑖 ≤ 𝑛) đã được xây dựng và 𝑓𝑖(𝑒 ) ≠ 0̅ với mọi 

cạnh 𝑒 ∈ 𝐸′⃗⃗  ⃗⋃⋃ 𝐹𝑗⃗⃗ 𝑗>𝑖 , trong đó 𝐹𝑗⃗⃗ ≔ {𝑒 ∈ �⃗� |𝑒 ∈ 𝐹𝑗}.                                                                             (2) 

    Ta sẽ xây dựng hàm 𝑓𝑖−1 sao cho 𝑓𝑖−1 cũng thỏa mãn điều kiện (2). 

    Trường hợp 1. |𝐹𝑖| = 1; kí hiệu 𝐹𝑖 = {𝑒}. 

    Đặt 𝑓𝑖−1 ≔ 𝑓𝑖. Ta sẽ chứng minh rằng 𝑓𝑖 sẽ khác không trên cạnh 𝑒. Từ định nghĩa của 𝐹𝑖 và |𝐹𝑖| =

1, 𝐺 không chứa 𝑋𝑖 − 𝑉𝑖−1 cạnh nào khác 𝑒. Do 𝐺 là một đồ thị 2 − liên thông nên 𝐺 phải chứa ít nhất 

một cạnh 𝑒′ nằm giữa 𝑋𝑖 và 𝑉𝑖−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ∖ 𝑋𝑖. Hơn nữa, chỉ có thể tồn tại duy nhất một cạnh 𝑒′ nằm giữa 𝑋𝑖 và 

𝑉𝑖−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ∖ 𝑋𝑖 như trên (điều này suy ra từ điều kiện (1)). Nhận thấy rằng nếu ta chứng minh được 𝑓𝑖 khác 

không trên cạnh 𝑒′ thì 𝑓𝑖 cũng sẽ khác không trên cạnh 𝑒 (điều này suy ra từ Kết quả 6.1.1) và việc 

{𝑒, 𝑒′} là một lát cắt trong 𝐺).  

    Để chứng minh 𝑓𝑖 khác không trên cạnh 𝑒′, ta sử dụng điều kiện (2) như sau: đầu tiên, ta sẽ chứng 

minh 𝑒′ ∈ 𝐸′⋃⋃ 𝐹𝑗𝑗>𝑖 , nghĩa là 𝑒′ không nằm trong bất kì đồ thị 𝐻𝑘 nào cũng như không nằm trong 

bất kì tập 𝐹𝑗  nào với 𝑗 ≤ 𝑖. Thật vậy, do cạnh 𝑒′ có cả hai đầu mút nằm trong 𝑉𝑖−1̅̅ ̅̅ ̅̅  nên 𝑒′ không nằm 

trong bất kì tập 𝐹𝑗  nào với 𝑗 ≤ 𝑖 cũng như không nằm trong bất kì đồ thị 𝐻𝑘 nào với 𝑘 < 𝑖. Nhận thấy 

rằng các 𝐻𝑘 với 𝑘 ≥ 𝑖 đều là một đồ thị con của 𝐺[𝑉𝑖−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ], 𝑒′ là một cạnh cầu của 𝐺[𝑉𝑖−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ] và đồ thị 𝐻𝑘 

không có cạnh cầu nên 𝑒′ ∉ 𝐻𝑘 với 𝑘 ≥ 𝑖. Điều này chỉ ra rằng 𝑓𝑖−1 cũng sẽ thỏa mãn điều kiện (2). 

    Trường hợp 2. |𝐹𝑖| = 2; kí hiệu 𝐹𝑖 = {𝑒1, 𝑒2}. 

    Nhận thấy rằng 𝐻𝑖 và 𝐻𝑖−1 đều liên thông nên tồn tại một chu trình 𝐶 trong 𝐻𝑖 = (𝐻𝑖−1⋃𝐻𝑖) + 𝐹𝑖 

chứa cả 𝑒1 và 𝑒2. Nếu 𝑓𝑖 khác không trên cả hai cạnh 𝑒1 và 𝑒2 thì 𝑓𝑖−1 ≔ 𝑓𝑖. Ngược lại, tồn tại các cạnh 

định hướng 𝑒1⃗⃗  ⃗ và 𝑒2⃗⃗  ⃗ của 𝑒1 và 𝑒2 sao cho 𝑓𝑖(𝑒1⃗⃗  ⃗) = 0̅ và 𝑓𝑖(𝑒2⃗⃗  ⃗) = 1̅. Kí hiệu 𝐶  là một chu trình định 

hướng của 𝐶 với 𝑒2⃗⃗  ⃗ ∈ 𝐶  và 𝑔 là một luồng nhận giá trị 1̅ quanh 𝐶  (𝑔 là một ℤ3 − circulation của 𝐺 sao 

cho 𝑔(𝑒2⃗⃗  ⃗) = 1̅ và 𝑔−1(0̅) = �⃗� ∖ (𝐶 ⋃�⃖�)). Đặt 𝑓𝑖−1 ≔ 𝑓𝑖 + 𝑔. Từ định nghĩa của 𝑒1⃗⃗  ⃗ và 𝑒2⃗⃗  ⃗, 𝑓𝑖−1 khác 



không trên cả hai cạnh 𝑒1 và 𝑒2. Do 𝑓𝑖−1 và 𝑓𝑖 nhận cùng giá trị trên 𝐸′⃗⃗  ⃗⋃⋃ 𝐹𝑗⃗⃗ 𝑗>𝑖  và 𝑓𝑖 thỏa mãn điều 

kiện (2) nên 𝑓𝑖−1 cũng thỏa mãn điều kiện (2).  

   Nhận thấy rằng 𝑓0 là một ℤ3 − circulation của 𝐺 khác không khắp nơi ngoại trừ các cạnh thuộc 

𝐻0 ⋃…⋃𝐻𝑛. Lấy hợp của 𝑓0 với ánh xạ từ ℤ3 vào ℤ6 định nghĩa bởi ℎ̅ ↦ 2ℎ̅̅̅̅  với ℎ ∈ {0,1,2} ta nhận 

được một ℤ6 − circulation 𝑓 ′ của 𝐺 nhận giá trị 0̅, 2̅, 4̅ trên các cạnh thuộc 𝐻0 ⋃…⋃𝐻𝑛 và nhận giá trị 

2̅, 4̅ trên các cạnh còn lại. Cộng 𝑓 ′ với các 2 − luồng 𝑔𝑖 của mỗi 𝐻𝑖 (𝑔𝑖 là một ℤ6 − circulation của 𝐺 

nhận giá trị 1̅, −1̅ trên các cạnh thuộc 𝐻𝑖 và nhận giá trị 0̅ trên các cạnh còn lại – điều này suy ra từ Kết 

quả 6.5.1) ta nhận được một ℤ6 − circulation 𝑓 của 𝐺 khác không khắp nơi. Từ Kết quả 6.3.3), 𝐺 có ít 

nhất một 6 − luồng.                                                                                                                                   □ 


