Chu dé 07. Cau tric con cia dé thi day dic

Trong “Chu dé 07. Cau trac con cua db thi day dac” va “Chu dé 08. Cau truc con caa do thi thua”, chung
ta sé nghién ciru cach ma cac tham so toan cuc cia mét do thi (chang han nhu bac trung binh, mat @ canh,
sac so,...) tac dong Ién cac cau trac dia phuong cua do thi ay. Cau hoi duoc dat ra nghién cau ¢ day do la:

“Mat d6 canh £(G) (hoac sic s6 x(G)) cia mot dd thi G véi n dinh phai bang bao nhiéu dé dam bao rang
G s& chira mot d6 thi con H cho trudc nao do, bat ké cac canh nay duoc sip xép nhu thé nao? chira mot dd
thi con la phan bu cua H? chira mot d6 thi con 1a phan bu topo cua H?”

Nhitng van dé dang nay thuong xuét hién kha nhiéu trong Ii thuyét d6 thi. Loi giai cho cac van dé nay vi
thé ciing rat duoc quan tam khao sat va chiing dugc goi chung 1a Iy thuyét cuc tri dé thi. Cac bai toan cuc
tri d6 thi duoc khao sat thudng duoc chia thanh hai loai:

Loai thir nhat gdm cac van dé yéu cau ta xac dinh cac diéu kién nhat dinh caa cac tham sé toan cuc cua
G dé dam bao rang G s& chira mot dd thi con 1a phan bu caa d6 thi H (hoac phan bu topo cua do thi H) cho
truéc nao d6. Loai van dé nay s& yéu cau bac trung binh £(G) caa G phai c6 gia tri du 16n, nghia 1a || G|
phai ting tuyén tinh theo |G| (diéu nay suy ra tir Két qua 3.6.1). Hon nita, do viéc £(G) ¢o gia tri on ma
dan dén viéc phat sinh cua mot do thi con la phan bu caa H (hoic phan bu topo cua H) nén néu ta lam ting
mét tham sb toan cuc khac (chang han nhu k hoic y) thi né ciing s& dan dén viéc phat sinh mot do thi con
turong tw. Cac 1ap luan va tinh toan chi tiét cho cac nhan xét vira néu ¢ trén s& duoc trinh bay cu thé hon
trong “Chu dé 08. C4u tric con cua do thi thua”.

Loai thir hai gdm cac van dé y8u cau ta xac dinh cac diéu kién nhat dinh caa cac tham sé toan cuc cua G
dé dam bao ring G s& chira mot db thi con H cho trudc nao d6. Loai van dé vé co ban thi khdng yéu cau
cac tham sb toan cuc &, k hodc y phai nhan gia tri qua Ion (mdi tham sb toan cuc nay da duoc khao sat
riéng trong “Chu dé 01. Cac khai niém co ban”). Nhu da dé cap dén tir truée trong “Muc 5.1. Phép t6 mau
dinh”, néu do thi H c6 chta it nhat mot chu trinh thi ludn tén tai mot d6 thi G o sac sb 16n tay y nhung
khéng chira H (Két qua 11.2.2). Tir Két qua 5.1.3) va Két qua 1.4.2), cac db thi G nhu vy s& chta cac d6
thi con lién thdng c6 bac trung binh 16n tiy ¥, nén cac tham sé toan cuc &, k hoic y cua G ciing ¢6 thé nhan
gia tri 16n tay y ma khong yéu cau phai biét trudc dd thi H. Nhu vy, néu H khong phai la mét ring thi
cach duy nhét dé bat budc su hién dién cia H nhu mot dd thi con trong G bang cac gia dinh toan cuc vé G
la ||G|| phai nhan gia tri da Ién. Nhan thay rang néu H khdng phai 1a mot do thi ludng phan thi ||G|| phai
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tang bac hai theo |G|: do mot do thi ludng phan day du véi n dinh ¢6 thé chira t6i da % canh.

Do thi G dugc goi la mot dé thi day dac néu sb canh ||G|| tang bac hai theo sé dinh |G|; sb % —tilé

G
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giita s6 canh thyc té ciia G trén s6 canh tiém ning cua no — duoc goi la mdr dé canh cia G.

Van dé xac dinh mat 6 canh chinh xac dé dam bao su xuat hién caa mét dd thi con cho trudc la mot
trong nhirng bai toan cuc tri do thi dau tién dugc nghién cau chi tiét va né ctiing chinh la chu dé chinh duoc
ban luan den trong chirng muc ngan ngui cua “Chu de 08. Cau trac con cua do thi day dac”.

Tuy nhién, thay vi c6 gang liét ké tat ca cac két qua cua Iy thuyét cuc tri d6 thi day dic, chang ta s& chi
tap trung vao hai két qua quan trong nhat cua né va ¢ gang md ta mot cach chi tiét nhat ki thuat chiing
minh caa ching: két qua thi nhat 1a Binh i Turan cho H = K, — két qua nay dong vai tro nhu mot mo
hinh chuan cho v s6 cac dinh li twong tu cho cac 16p d6 thi H khac; két qua tha hai 1a Binh 1 Erdss —
Stone - két qua nay cung cap mot danh gia tiém can chinh xac cho tat ca cac d6 thi H.



7.1. Pinh li Turan

Gia sir cho trudc mot dd thi H va sé nguyén duong n > |H|. Van dé co ban dugc dit ra trong ly thuyét
cuc tri d6 thi d6 la: “Mot d6 thi G véi n dinh s& can c6 bao nhiéu canh dé co6 thé chira H nhu mét dd thi con
bat ké cach phan b cac canh cua do thi nay?”. Van dé nay twong duong véi cau hoi: “Sé canh Ién nhét co
thé c6 ctia mot do thi G véi n va khong chira H nhu mot do thi con Ia bao nhiéu ? G thoa man yéu cau trén
s& trong nhu thé nao ? G ¢6 ton tai duy nhat hay khéng ?”.

Do thi G 2 H véi n dinh va c6 s6 canh 16n nhat co thé c6 duoc goi 1a extremal ciian va H: sb cac canh
cua G duoc ki hiéu boi ex(n, H). Hién nhién, néu G 1a mot db thi extremal cua n va H thi G ciing la mot d6
thi toi dai canh voi H ¢ G. Tuy nhién, néu G 1a mot d6 thi toi dai canh véi H & G thi sb canh cua G c6 thé
nho hon ex(n, H).

Hinh vé minh hoa.

Xét bai toan véi H = K, (r > 1). Do mdi db thi (r — 1) — phan déu la mot db thi téi dai canh khdng c6
chtra K, nén bai toan duoc phat biéu lai dudi dang: “Trong sb cac do thi (r — 1) — phan thi do thi nao s&
c6 s6 canh 16n nhat 2.

Hién nhién, néu G 1a mot @6 thi (r — 1) — phan co s6 canh 16n nhat thi mdi tap dinh trong phan hoach
c6 kich thudce sai khac nhau téi da khong qua mot don vi: néu Vy, V,, 1a hai tap dinh trong phan hoach véi
[V,| — |V,| = 2 thi ta ¢ thé tang sé canh caa G Ién bang cach chuyén mot dinh nao do6 tir V; sang V,.

Dd thi (r — 1) — phan véi n > r — 1 dinh sao cho hai tap dinh bat ki co kich thuéc sai khac nhau tdi da
khéng qua mot don vi dugc goi 1a do thi Turan, ki hiéu béi T7~1(n). Sé cac canh caa dd thi Turan T71(n)
duoc ki hiéu boi t,_;(n).
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Néun < r — 1 thi van c6 thé “mé rong” dinh nghia d6 thi Turan néu ¢ trén bang viéc cho cac tap dinh
trong phan hoach c6 thé réng. Hién nhién, T7"1(n) := K,,, v&i moi n < r — 1. Két qua sau sé& chi ra rang
T7=1(n) la extremal duy nhat caa n va K,.. Hién nhién, ex(n, K,) = t,_,(n).



Két qua 7.1.1. (Turan)
Cho trudc cac s nguyén n, r véir > 1.

Khi d6, TT~1(n) 1a d6 thi G 2 K, duy nhat véi n dinh va ex(n, K, canh.

Chitng minh két qua 7.1.1.

Ta s& chang minh tinh dung din cua khang dinh trén bang phwong phap quy nap toan hoc theo chi s6 n.
Nhan thay r:%mg néun < r — 1 thi hién nhién K,, =:T""(n) I délthj G duy nhét c6 s6 canh 16n nhét
trong so cac do thi khdng chira K,.; khdng giam tinh tong quat cia van de, gia st n = r va G la mot do thi

extremal cia n va K.

T gia thiét G 1a mot db thi téi dai canh khong c6 chira K, G ¢6 chira d6 thi con K == K,_,. Tur gia thiét
quy nap cua bai toan, G — K chtra téi da t,_,(n — r + 1) canh. Hon nira, mdi dinh trong G — K ¢6 t6i da
(r — 2) dinh lang giéng trong K. Do d6, IGl < t,.y(n—r+ D+ (n—r+ DT —-2)+ (1) = t,.1(0)
(hé thac thtr hai suy ra tir cach dinh nghia db thi Turan T7~1(n)). (1)
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Hinh vé minh hoa.

T gia thiét G 1a d6 thi extremal cia n va K., ||G|| = t,_,(n). Khi d6, mdi dinh trong G — K ¢6 chinh
xac (r — 2) dinh lang giéng trong K ki hiéu x, x,, ...., x,_, 1a cac dinh cua K .

Véimdichisbi=1,..,7r—1,kihieuV; = {v € V(G)|vx; ¢ E(G)} la tap tat ca cac dinh v khong phai
la dinh lang giéng cua x; trong G. Nhan thay rang do K, & G nén mdi V; déu la mot tap doc lap va chung
tao thanh mot phan hoach cua tap V(G). Nhu vay, G ciing la mot do thi (r — 1) — phan.

Mt khac, T7~1(n) la d6 thi c6 s6 canh 16n nhat trong s tat ca cac do thi (r — 1) — phan vai n dinh, nén
G = T™~1(n) (diéu nay suy ra tir tinh extremal cia G). O

Nhan thay ring do thi T"~1(n) day dac: T"~*(n) chira khoang n? canh. Cu thé, t,_; (n) < %nz %i voi
moi chi s6 nguyén n va r. Binh li Turan khang dinh rang: "Néu mot do thi G chia ti thiéu en? canh thi nd
c6 thé chira mot do thi con c6 dang K, (¢ > 0 va n di Ién)”. Tuy nhién, s6 canh en? s& Ia khong du dé dam
bao cho G ¢6 thé nhan K 1am mot d6 thi con duoc Véi 7, s 1a cac nguyén cho trudc nao d6. Két qua sau sé
cho ta biét s6 canh téi thiéu dé mot dd thi G c6 thé chira mot db thi con c6 dang K3




Két qua 7.1.2. (Erdés — Stone)

Cho truéc s6 thuc duong £ > 0, vGi moi s6 nguyén r > 2 va s > 1, ton tai mot sé nguyén n, sao cho
moi do thi c6 n > ny dinh va t,_; (n) + en? canh déu chira mot do thi con ¢6 dang K.

Phép chirng minh caa Binh i Erdoés — Stone s€ dugc trinh bay trong muc 7.3. Binh li Erdos — Stone ¢6
mét hé qua quan trong trong “Iy thuyét cuc tri d6 thi" caa 16p cac dd thi day dac nhu sau:

Gia sir cho trugc mot do6 thi H va mot s6 nguyén duong n, ki hiéu h,, == ex(n, H)/(’;) la mgr dg canh
toi dai cia mot n — do thi khdng chtra H. Véan dé duoc dat ra ¢ day do 1a: “Liéu gia tri téi han cta mat do
canh ti dai nay co phai la mot ham cua H, nghia 1a h,, ¢6 hoi tu khi n — oo 2. Két qua sau chinh la cau tra
loi cho véan dé vira & trén: “Gidi han cua ti s6 h,, 1a mot ham sé co ban cua sic s6 canh y(H) cua H”.

Két qua 7.1.3.

_ x(H)-2
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V&i moi do thi H cé it nhat mot canh, T}E)noo ex(n, H)(z) =1

Néu H = K, thi Két qua 7.1.3) duoc phat biéu lai duéi dang:

Két qua 7.1.4.

m™t r—2
lim t,_;(n) (2) =7
Chirng minh két qua 7.1.4.
Tinh dng dan duogc suy ra tir danh gia: t,_, ((r -1) [ﬁ]) <t._1(n) <t._4 <(r —-1) [ﬁ]) O

Chieng minh két qua 7.1.3.

Ki hiéu r == y(H). Nhan thiy rang do H khong thé duoc td boi (r — 1) mau nén H ¢ T™~1(n) v&i moi
s6 nguyén duong n, nghia la t,_,(n) < ex(n, H). Mat khac, H € K véi moi s6 nguyén duong s di 6n,
nén ex(n, H) < ex(n, K5), véi moi s6 nguyén duong s do.

Cho trugc mot sb thuc duong € > 0, véi moi sé nguyén r > 2 vas > 1, ex(n, K5) < t,_,(n) + en?,
vai moi n = n, nao d6. (dicu nay suy ra ti Binh li Erdos — Stone)

Nhu vay,
tr—1(m)/(3) < ex(n,H)/(}) < ex(n, K$)/(3), véin di lon
<t/ (3) +en®/(3)
=t, (/) +2¢/(1-3)
< t,o1(M)/(}) + 4¢ (giasan = 2).
Nhan thay rang do t,_;(n)/(}) hoi tu vé g (diéu nay suy ra tir Két qua 7.1.4), nén ex(n, H)/(3) ciing

_ x(H)-2

x(H)-1" .

~ A AT—2 y . n -1
s€ hoi tu ve — Do @b, nll_r)r})0 ex(n, H)(z)




Néu H la mot d6 thi ludng phan thi s6 canh can thiét dé G co6 thé chira H nhu mot d6 thi con vé co ban s&
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it hon (’21) nhiéu. Cu thé, c;n®r+1 < ex(n, K.,) < c,n*7r, trong d6 ¢4, ¢, 1a cac hang sé phu thudc vao r.
Néu H la mét ring thi ex(n, H) bi chan trén bai mot ham sé tuyén tinh cua n.

Niam 1963, hai nha toan hoc Erdos va Soés gia thuyét rang “ex(n, T) < %(k — 1)n véi moi s6 hguyén n”
la chin trén dung cho moi cay T véi k > 2 canh va cho dén chung ta van chwa tim dugc mot 1oi giai day
dua cho gia thuyét nay.

7.2. B dé Szemerédi

B dé nay duoc gisi thiéu dau tién bai nha toan hoc Szemerédi trong mot luan van ban vé cac tinh chat
Ramsey cua cac diy cap sé cong. Trong luan vin nay, nha toan hoc Szemerédi da sir dung cong cu d6 thi
dé mo hinh héa cac day cip sé cong va sir dung bo dé nay nhu mot giai phap ki thuat tha vi cho sy phan bd
ddng déu cua sb cac canh ndi gitra cac phan cua mot phan hoach dinh.

B dé Szemerédi khang dinh rang: “Moi d6 thi bat ki déu co thé dugc xap xi bang cac d6 thi ngau nhién,
nghia 12 moi d6 thi déu c6 thé phan hoach thanh mot sé cac tap dinh c6 kich thudc nam trong mét gigi han
cho truéc sao cho sb canh ndi giira hai tap dinh bat ki dugc phan bé xap xi nhau”.

Gia sir cho trudc dd thi G = (V, E), X, Y la cac tap dinh phan biét cua V: ki hiéu ||X, Y| 1a sé cic A — B

canh cua G va d(X,Y) = % la mat dé cia cap (X, Y).

Cho truéc mot sb thue duong € > 0, cip dinh phan biét (4, B) duoc goi la cip € — regular néu véi moi
X S AVAY C B Vai |X| > ¢]A| va |Y]| = £|B| théa man |d(X,Y) — d(A, B)| < «.

Nhan thdy ring cac canh trong mot e — regular cip duoc phan bb kha dong déu, nghia la néu gia tri caa
hang sé e da nho thi su phan b cac canh s& cang 6n dinh hon.

Gia str cho truéc mot phan hoach {C,, C4, ..., C} cua V véi Cy dugc chon ra tir trude nhu mot tap dac
biét (V, c6 thé rdng). Phan hoach {C,, C;, ..., C} duoc goi la mot phan hogch & — regular cua G néu né
thda man ca ba diéu kién sau:

(1) 1Col < elV;
(i) [Ci] = - = |Cyl;
(iii) S6 cac e — regular cap (C;, C;) v6i 1 < i < j < k t6i da bang ek?.

Sy xuat hién cua tap C, trong dinh nghia trén Ia mét trong nhitng diém quan trong vé mat k¥ thuat: no
y&u cau tat ca cac tap dinh Cj, ..., C, déu phai cé cung mét kich thugc. Do diéu kién (iii) trong dinh nghia
chi anh huong dén cac tap C;, ..., Cy, nén ta c6 thé tam bo qua cac dinh caa C, khi xét dén tinh déng nhat
cua phén hoach.

Két qua 7.2.1. (Szemerédi)

Véi moi s6 duong € > 0, véi moi s6 nguyén duong m > 1, ton tai mot s6 nguyén duong M sao cho moi
d6 thi 6 bac > m déu co it nhat mot phan hoach e —regular {Cy, Cy, ..., C,} Véim < k < M.




B6 dé Szemerédi khang dinh: “V&i moi sb thuc duong € > 0, moi d6 thi déu c6 it nhat mot phan hoach
& — regular voi sé tap dinh bi chan bai mot s6 nguyén nao d6”. Nhan thay rang chin trén dng M cua sb
tap dinh dam bao rang néu do thi c6 kich thudc 16n thi cac tap dinh cua no ciing sé co kich thugc Ion.
Ngoai ra, néu chon gia tri cua chan dudi dang m cua s6 tap dinh du 1on thi ty 1& cac canh chay giira cac tap
dinh cua phan hoach ciing sé& tang theo, nghia la ty & cac canh tuan theo dinh nghia vé tinh regular.

Nhan thay rang Bo dé Szemerédi chir yéu duoc thiét ké dé khao sat cac d6 thi day dac: tinh dung dan cua
Bb dé Szemerédi 1a hoan toan hién nhién cho 16p cac do thi thwa, bai vi mat d6 cua cac cap dinh cua no
tién dan tai 0.

Phan con lai cia muc nay s& duoc dung dé trinh bay ciing nhu phan tich cac y tuong doc dédo duoc an
sau trong phép ching minh cua B dé Szemerédi. Do phép ching minh cta bd dé nay kha phuc tap nén
néu day 1a lan dau ban tiép xac vai Bo dé Szemerédi thi cha yéu ban chi nén quan tdm dén viéc 4p dung bd
dé nhu thé nao hon 1a di nghién cau cac ki thuat duoc st dung trong phép chiing minh nay.

Gia sir cho truc mot @6 thi G = (V,E) van = |V|.

Ki hiéu:

lA,BI|?
|Al|B|n?’

q(4,B): ="l q2(4,B) = VGi c4c tap phéan bist 4, B cua V;

q(A,B) =Y yreanesq(A’,B"), vdi moi phan hoach A cta A va B cua B;
q(P) = q(P), néu phan hoach P = {C,, Cy, ..., C;.} V6i C, la tap dic biet (P == {Cy, ..., (. JU{{v}:v € C,}.

Ham q(P) déng mot vai tro quan trong trong phép chitng minh cua B6 dé Szemerédi. N6 déng vai tro
nhu sb do cho tinh déu ciia phan hoach P, nghia la néu P chira qua nhiéu cac cap (4, B) khéng regular thi
ta co thé lam min phan hoach P thanh mét phan hoach P’ méi sao cho q(P) 1én hon thuc su g (P’): chon
ra mot s6 cap (4, B) khdng regular va phan hoach 4, B thanh cac tap dinh X, Y, .., Z méi. Mic du, gia tri
q(P) c6 thé duoc lam ting 1én thém nhung s& van ludn bi chin trén béi mot hang sé nao dé phu thudce vao
€ trong sudt qua trinh néu & trén.

Mac khac,
q(P) = Yi<;q(Ci, C;)
|callc)l

= Yiqj " 4*(Ci )
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Nhu vay, sb 1an q(P) tang gia tri s& bi chan trén boi mot hang sé nao d6, nghia la sau mot s6 hitu han
lan tinh chinh lai phan hoach P s& that sy nhan duoc mot phan hoach € —regular P’!. Bé hoan thanh phép
ching minh cua B6 dé Szemerédi, tat ca nhitng gi phai lam d6 la tinh toan xem phan hoach cudi cung P’
chtra bao nhiéu tap dinh néu chiing ta bat dau véi mot phan hoach P véi sb tap dinh bang m, va chon sé tap
dinh nay lam chan trén dung M mong muén trong B6 dé Szemerédi.



Pau tién, ta s& chi ra rang néu ta lam min mot phan hoach P thi gia tri caa ham g sé& khong thé giam:

Két qua 7.2.2.

(i) Néu A, B 1a cac tap phan biét cho truéc cua V, A la mot phan hoach cua A va B la mot phan hoach
cua B thi q(A, B) = q(4, B).

(i) Néu 2, P’ 1a cac phan hoach cia V va P’ min hon P thi g(P") = q(P).

Chitng minh két qua 7.2.2.

(i) GiasiteA = {Ay, .., A} vaB = {B,, .., B}.
Khi do,

”Ai'Bj”Z
|4:1|B;|

1
q(A,B) = 3:;q(4, B) = =3,

2
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=Bat dang thic Schwartz 4,2 (Zij14:) (214185
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n2 (3il4:D(Z;|B;])

= q(4,B).
(i) Gia st P = {C,, ..., C;} va C; la phan hoach cua C; cam sinh boi P’ (i = 1, ..., k).
Khi d6, q(P) = Xi<j q(Ci, C}) Sgping ainn oy Zi<j 1(Ci, C) < q(P") (diéu nay suy ra tir hé thirc
q(P’) = Xiq(C;) + Xi<;jq(C;, C)). O

Tiép theo, ta s& chi ra rang néu lam min mot phan hoach bang cach phan chia tiép mét cip (4, B) khong
€ — regular thanh cac tap con nho hon sé lam giam gia tri caa ham g di mét chut:

Két qua 7.2.3.
Cho truéc sb thuc duong € > 0, 4, B |a cac tap phan biét cua V.
Khi d6, néu (4, B) khdng phai 1a mot cap e —regular thi s& ton tai mot phan hoach A = {4, 4,} cua A

4 |14]|B|
n2 ’

va mét phan hoach B = {B,, B,} cta B sao cho q(A,B) = q(A,B) + ¢

Chitng minh két qua 7.2.3.

Gia sir (4, B) khong phai la mot cap & —regular. Khi d6, ton tai mot tap A; S A va mot tap B; S B sao0
cho |d(A;,B;) — d(A,B)| > &, |A1| > e|A| va |B;| > €|B]. 1)

Ki hiéu:
Ay = A\ Ay, By =B\ By;
A = {A1, 4}, B = {B,, B>},
n = d(A, B;) —d(4,B).

Ta s& chang minh rang cac phan hoach A va B s& thoa man diéu kién cua Két qua 7.2.3).




Ki hiéu:
i = |4l b = |Bj|’ Cij = ”Au J”
a:=|Al,b = |B|, c:=||AB].

Tuong tu nhu trong phép chizng minh cua Két qua 7.2.2),
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=Batdang thic Schwartz 2 \q.p, = ab—a,b,

nén

NP ~ , b
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Sau cung, ta sé& chi ra rang néu phan hoach P c6 sb cac cap (4, B) khong & — regular qua Ion khong thoa
man dinh nghia caa mot phan hoach e — regular thi viéc lam min mot phan hoach bang cach phan chia tiép
cac cap (4, B) khong & — regular thanh cac tap con nho hon sé lam tang gia tri cia ham g

Két qua 7.2.4.
Cho truéc s6 thyc duong 0 < € < i P = {C,, Cyq, ..., Cx} 1a mot phan hoach cua V véi tap dac biét C, sao
cho |Cy| < enva |Cy| = =|Ci| =:c.
Khi d6, néu P khong phai la mot phan hoach e — regular thi s& ton tai phan hoach P’ = {C}, C;, ..., C/}
5
(k <1 < k4¥) cua V véi tap dic biét €} sao cho |C5| < |Gl + = |Ci|l == |C[|vaq(P') = q(P) + %

Chitng minh két qua 7.2.4.

Véicaccapchisé 1 < i < j < k, tasé xay dung mot phan hoach C;j cua C; va mot phan hoach C;; cua
C; nhu sau:

“Néu (C;, G;) la mot cap e — regular thi chon C;; = {C;} va C;; == {C;}; nguoc lai, ton tai mot phan hoach
C;j cua C; va mot phan hoach C;; cua C; sao cho

c,| = |ey| = 2vaq(ci ¢ )>q(Cl,C)+£4|C|| = q(CuG) + 25 @)




Vi mdi chisd i = 1, ..., k, ki hiéu ¢; la phan hoach téi tiéu cia C; min hon tat ca cac phan hoach ¢;;
(j # i) (nghia 1a néu quy wdc: “hai phan tir cia C; 1a twong dwong khi va chi khi, véi moi cap chisé i < j,
hai phan tir nay luén nam trong cung mat tap dinh cua ¢; ;7 thi ¢; chinh la tap cac 16p twong duong theo
quan hé tuong duong vira dinh nghia). Nhu vay, |G;| < 2F1.

Xét phan hoach € := {C,}U UX_, C; cua V véi Cy duoc xem nhur mot tap dic biét.

Khi d6, ¢ min hon P va k < |C| < k2k. (3)
Ki higu ¢y == {{v}: v € C,}. Nhan thiy ring néu P khong phai 12 mot phan hoach & — regular thi s6 cac
cap (C;, C;) v6i 1 < i < j < k ciia phan hoach s& phai 16n hon ek?. Tir dinh nghia ciia ham g () cho cac
16p cac phan hoach P ¢ mot tap dic biét C, cho trudc va Két qua 7.2.2 (i),
q(C) = ¥1<i<;9(C1, G) + 1<:9(Co, C) + To<i 4 (Cy)

> Y14i<jq(Cij, Cji) + 21219 (Co, {C;}) + q(Cy)
=+ T1e14(Co {CH +q(Co)
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> q(P) + (do |Cy| < en < S Nén kc > Zn)

Ki hiéu C;, ..., C;. 1a mot ho t6i dai cac tap phan biét co kich thudc d = LikJ sao cho mdi €/ déu dugc
chira trong mot tap € nao do6 thugc € \ {C,}, €5 =V \ UC].
Khi @6, P’ :== {Cy, Cy, ..., C|} ciing la mot phan hoach cua V.
~ ~ 5 1 4 -
Hon nira, ' min hon C, nén q(P") = q(C) = q(P) + ‘% (diéu nay suy ra tor Két qua 7.2.2 (ii))
Nhan thay rang do mdi tap C; # C; déu dugc chira trong mot tap C,, Cy, ..., C, Ndo d6 va ciing cé khong
qua 4% tap C{ ndm trong cing mot tap C; (dieu nay suy ra tir cach dinh nghia chi s6 d) nén k < I < k4k.
Sau cung, do cac tap C, ..., €/ chi chira t6i da khong qua d dinh tir mdi tap C # C, caa C, nén
|Col < 1Col + d|C]
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< |Co| + %
Phép chiing minh ciia Bo dé Szemerédi duoc suy ra dé dang bang cach ap dung lién tiép Két qua 7.2.4):

Chirng minh két qua 7.2.1.Cho trudc sb thuc duong € > 0 va s6 nguyén duong m > 1. Khong giam
tinh tong quét cua van dé, gia s rang & < i. Ki hiéu s := gis s chinh la chan trén cua s6 lan can thiét dé ap
dung Két qua 7.2.4) 1am min phan hoach 2 thanh mot phan hoach & — regular ’. Nhac lai rang q(P) < 1,

véi moi phén hoach 2.



Nhan thay rang phan hoach {C,, Cy, ..., C,} V6i |C;| = -+ = |C}| phai thoa man diéu kién|C,| < en thi
méi ¢o thé ap dung duoc Két qua 7.2.4). Vi mdi lan lap lai Két qua 7.2.4), kich thudc cua tap dic biét s&
tang thém mot lugng ik (chinh xac hon thi kich thudc cua tap dac biét sé tang thém 3 vai 1 13 sb cac tap

dinh trong phan hoach hién tai; do [ > k nén — > =). Pau tién, chung ta chon s k du Ién sao cho tong gia

k _ l
sb gay ra boi s s6 hang ; khong vuot qua E en. Hon nita, véi n du 16n, voi moi gia tri ban dau |C,| < k, ta
phai ludn co |C,| < %sn. (néu ta bit dau qué trinh v&i mot phan hoach P cé k tap khong dac biét Cy, ..., Cy
thi, dé dam bao co thé dat dugc |C;| = --- = |C, |, chung ta nén cho phép kich thuéc C, ban dau khong vuot
qua k)

Ki higu k > m la mot s6 nguyén du 16n sao cho 2k-1 > 2

M

Khi do, —kS—,nenk+—n<€nVGIn>—(d0n g) @

Nhan thay ring sé M chinh la chan trén dung cua sb tap dinh khong dic biét trong phan hoach cua chang
ta sau s lan ap dung Két qua 7.2.4). Hon nita, b tap dinh nay chi c6 thé tang trong khoang tir gia tri  hién
tai cho dén r4™ sau mdi lan ap dung Két qua 7.2.4).

Ki hiéu f la ham x — x4* va M := max {fs(k),%}.
Sau cung, ta s& chi ra rang moi d6 thi G = (V, E) ¢6 bac > m déu c6 it nhat mot phan hoach & — regular

{Cy,Cq, ..., Cr} V6im < k < M. Gia sir cho truéc mot d6 thi G va n == |G|. Néun < M thi phan hoach G
thanh k == n tap don bang cach dat Cy == @ va |C;| = --- = |C,| = 1. Hién nhién, phan hoach nay chinh la
mét phan hoach & — regular cua G. Khong giam tinh tong quat cua van dé, gia st n > M. Ki hiéu C, € V
la tap con nho nhat sao cho |V \ C,| chia hét k va {C,, ..., C;;} 1a mot phan hoach bat ki caa V \ C, thanh
cac k tap co kich thudc bang nhau. Khi dé, |G| < k, nén |Cy| < en (diéu nay suy ra tir khiang dinh (4)).
Bang cach ap dung lién tiép Két qua 7.2.4) cho phan hoach {C,, C, ..., C;.} sau téi da s lan ap dung lién tiép
ta s€ thu dugc mot phan hoach € — regular cua G (do kich thudc cua tap dac biét trong phan hoach luén
nhé hon hodc bang en nén ta co thé ap dung lai Két qua 7.2.4) tdi da s 1an). 0

7.3. Pinh li Erdos — Stone

Noi dung cua muc nay s& dugc dung dé minh hoa cach ap dung B6 dé Szemerédi cho bai toan cuc tri cua
16p cac @6 thi day dic. Cu thé, ta s& chirng minh rang tén tai mot gia tri mat o canh xac dinh caa G dé dam
bao G s& phai chira mot do thi con H cho truéc nao dé. Néi cach khac, ta s& chizng minh rang ton tai mot
gia tri mat d6 canh xac dinh cua G dé dam bao G s& phai chira mot phan hoach e — regular cho trugc nao
d6. Nhan thay rang mac du mét do canh ciia mdi cap (V;, V;) c6 the bi phu thudc vao cap (V;, V;) d6 nhung
cac canh nam bén trong hau hét cac cap ( f ]) cua cac phan hoach dinh lai duoc phan bé kha dong déu.
Nhung do G ¢cé chira nhiéu canh nén mat do canh cua cac cap (Vl, V) khéng thé dong thoi bang 0: mot s6
cap (V;, V;) co ti 1€ kha 16n nén mat do canh cia cac cap (V;, V;) nay sé c6 gié tri dwong. Hon nita, néu do
thi G 16n thi mat d6 canh cua cac cap ( i ]) ciing s& 16n theo: nhac lai rang sb tap dinh cua mot phan
hoach luén bj chan trén va cac tap phan hoach dinh ciia né ciing cé cung mot kich thuge. Néu mot db thi
ludng phan bat ki du 16n véi cac tap phan hoach dinh c6 cung kich thudc thi mat ¢o canh cua cac cap
(V;,V;) ciia né ciing s& cé gié tri duong, nén sy phan b dong déu cua cac canh s& kéo theo viéc do thi nay



s& phai chira mot dd thi con ludng phan cho trudc nao d6 (néu cac ban da quen thudc véi khai niém do thi
ngau nhién thi c6 thé thay rang diéu khang dinh nay twong duong véi Két qua 11.3.1) — diéu khang dinh
nay s& dugc chiing minh chi tiét hon & phan bén duéi cta bai viét. Nhu vay, néu ta cé da sé cap (V, V;) o
mat do canh duong trong phan hoach cua G va H c6 thé duoc biéu dién dudi dang hop cua cac do thi ludng
phan sao cho méi do thi ludng phan nay nam trong mot cap (V;, V;) nao dé thi ta cé thé két luan duoc rang
H S G nhu mong mudn.

Nhitng ¥ tuong vira trinh bay & trén s& dugc chitng minh lai mot cach chit ché trong Két qua 7.3.2) &
phan bén dudi cua bai viét. Bang cach két hop Két qua 7.3.2) véi B6 dé Szemerédi, ta s& co thé dua ra mot
phép chang minh hoan chinh cho Pinh i Erdos -—Stone di duoc giéi thiéu dén trong muc 7.1.

Dé hoan tat phép chiang minh cua Két qua 7.3.2), ta can chitng minh mét tinh chat rat Ii tha vé tinh
regular cia mot cap € — regular (4, B): “Néu Y Ia mot tap con khéng qua nho cua B thi phan 16n cac dinh
lang giéng cua A trong B s& dugc chua trong tap Y.”

Két qua 7.3.1.
Gia sir (4, B) 1a mot cap € — regular c6 mat s bang d, Y € B véi |Y| = ¢|B].

Khi d6, s6 cac dinh caa A c6 sb dinh lang giéng trong Y it hon (d — €)|Y| s& nho hon €| A].

Chirng minh két qua 7.3.1.
Gia sir X € A la tap cac dinh c6 it hon (d — €)|Y| dinh lang giéng trong Y.

XYl

Khi @0, ||X, Y| < |X|(d — )|Y], nén d(X,Y) = i <d—e= d(4,B) — .
Mat khac, do (4, B) la mét cap € — regular, nén | X| < |A]. O
Gia str {C,, Cy, ..., Ci} 1a mot phan hoach e — regular cua G voi tap dic biét C, va |Cy| = --- = |G| =: 1.

Cho trugc mot sb thuc duong d € (0,1], ki hiéu R 1a do thi véi €y, ..., C,, dong vai tro nhu cac dinh va
hai dinh lién hop nhau néu va chi néu ching 1a mot cap & — regular trong G véi mat sé = d, R dugc goi la
mét do thi regular cia G véi cdc tham sé €, 1, d.

Cho truéc s6 tu nhién s € N, ki hiéu R, 1a d thi thu duoc tir R bang cach thay thé mdi dinh C; cua R bai
mot tap C§ gom s dinh va thay méi canh néi giia cac dinh V;, V; cua R bai mot do thi ludng phéan day du
giita hai s — tap twong @ng. (chang han, néu R = K, thi R, = K;).Két qua sau chi ra rang néu e di nho va
V; da 16n thi R, 6 thé duoc xem nhu mét d6 thi con cua G:

Két qua 7.3.2.
Véi moi s6 thuc d € (0,1] va A> 1, ton tai mot sé thuc duong &, > 0 thoa man tinh chét:

“Néu G 1a mot do thi bat ki, H 1a mot do thi vai A(H) < A, R 1a mot d6 thi regular cua G véi cac tham so
eSsO,lZsi,d(seN)thngRszHgG”.
0

Chirng minh két qua 7.3.2.

Cho truéc sé thuc d € (0,1] va A> 1, ton tai mot s6 thuc 0 < &, < d di nho sao cho TR
—<0




(A+1)e
(d-e)4

(diéu nay suy ra tir viéc — 0 khi e - 0%)

Gia sir G 1a mot db thi bat ki, H 1a mot d thi voi A(H) < A, R 1a mot do thi regular cua G véi cac tham
sbe<eg,l> gi d (s € N) va {C,, Cy, ..., C;} 1a phan hoach & — regular cia G cam sinh ra R.
0

Khi d6, £ < &5, V(R) = {Cp, o, CI VA |Cy| = -+ = |G| = L.

Gia sir H 1a mot db thi con cua Ry. Ki hiéu uy, ..., uy, 1a cac dinh cua H. Nhan thay rang do méi dinh u;
chi thuoc duy nhat mot s — tap C;’ cia Ry nén phép tuong ting o: i - j thuc su la mét anh xa.

Y tuong & day d6 la ta s& xay dung mot phép nhing u; = v; € Vo) th H vao G.

Khi 6, cac dinh v;, ..., v, ciing s& d6i mot phan biét trong G va néu u;u; la mot canh trong H thi v;v;
cling la mot canh trong G.

Ké hoach ¢ day 1a ta s& xay dung dé quy dan cac dinh vy, ..., v,,. Trong sudt qua trinh dé quy nay, ki hiéu
Y; € V,(;) 1a tap tat ca c4c dinh la ung cir vién tiém nang cho v;. DAu tién, ki hiéu Y; := V,;. Khi thuc hién
qua trinh nhang, Y; s& dugc “thu nho™ dan lai cho dén khi né tro thanh mot tap don c6 dang {v;} theo quy
tic: “Néu ta chon mot dinh v; voi j < i va wju; € E(H) thi ta s& phai xoa tat ca cac dinh khong lién hop
Vvéi v; ra khoi Y.

Nhu vay, Y; ¢6 thé dugc xem nhu mét diy hiru han Voy =Y2 2.2 Y} = {v;}, trong d6 Yl.j la trang
thai cua Y; sau khi ta da xé6a bo di mét sé dinh nao do ra khoi Yij ~1 va x4c dinh duoc dinh ;.

Dé dam bao tinh dung din cua ¥ tuong chitng minh nay, ta can dam bao ring cac tap Y; khong duoc qua
nhé. Nhan thay rang néu ta muén nhiing mot dinh w; thi ta s& phai xem xét dén tat ca cac chi sé i > j sao
cho wu; € E(H): c6 thi da A chi s6 i nhu vay. Véi mdi chi s i, ta luén mong mudn chon dugc dinh v; sao
cho ¥/ = N(v;)NY/™" du I6n, nghia la né phai khdng nho hon qua nhidu so véi v/, )

Bang cach ap dung Két qua 7.3.1) véi A = Vo(iy B = Ve, Y = Yij"lz ngoai trir truong hop tap Yl.j"1 co
kich thudc qua nho (kich thudc cua no nhé hon el), |Y/| = (d — )|v/™"| (diéu nay suy ra tur viéc co téi da
el cach dé chon dinh v)). (3)

Lap lai diéu twong tu cho cac gia tri con lai cua chi s6 i (co toi da tat ca A gia tri i can phai xem xét), ta
s& xac dinh dugc tat ca céc dinh v; trong V,;y cling théa méan diéu kién (3) véi moi chi so i (c6 toi da tat ca
Ael dinh v; nhu vay). Hon nira, ij_l € Vy(jy, V6i moi chi s .

Phan viéc con lai ciia phép chiing minh Ia chi ra ring cac tap Y, dugc xét dén thuc su khdng qua nho va
|Y].j_1| — Ael > s dé dam bao ring ta ludn c6 thé chon duge dinh v; (do o(j') = o(j) v&i toi da s — 1 dinh
w;r (j' < j) nén mot sy chon lya giita s (g cir vién tiém nang cho dinh v; s& du dé giit cho v; phan biét véi
Vy, ..., Vj_1). That vay, gia tri ban dau Y, cua Y; co kich thudc bang I va mot dinh v; (j <) da dugc Xac
dinh trude d6 s& duoc xéa ra khoi ¥; chi khi wju; € E(H) (dieu nay xay ra toi da A lan).

Nhu vay, |V/| = Ael 23, (d — )2l — Ael >3y (d — £9)*L — Agol 21, &5l = s, v6i moi chi sb j < i;

hon nira, |Y/| > ol > el va |¥/™!| — Ael > s. 0



Phép chiing minh cta Pinh 1i Erdss — Stone sé& duoc tién hanh nhu sau:
Chitng minh két qua 7.1.2.

Gia sir cho trudc cac sé nguyén r > 2 va s > 1. Nhan thay rang néu s = 1 thi khang dinh cta bai toan
chinh Ia dinh Ii Turan. Khdng giam tinh tong quat cta van d¢, gia st r > 2 va s > 2.

Gia sir cho trudc mot sb thue duong 0 < ¥ < 1(s6 ¥ nay dong vai tro cua sb € trong Pinh 1i Erdss —
Stone) va mot d6 thi G sao cho |G| = n, ||G]| = t,_;(n) + yn?.

Ta s& chang minh rang néu n nhan gia tri da I6n thi K € G. Ké hoach ¢ day 1a ta s& sir dung B6 dé
Szemerédi dé chitng minh rang néu n nhan gia tri da 16n thi G s& phai chira mot d6 thi regular R va R du
day dic dé co thé chira duoc K. Khi @6, R, & chira K5, nén K € G (diéu nay suy ra tir Két qua 7.3.2).

Tur Két qua 7.3.2), chon d = y va A == A(K?), ton tai mot sb thuc duong g, > 0 thoa man tinh chat:

“Néu G 1a mot do thi bat ki, H 1a mot do thi véi A(H) < A, R 1a mot @6 thi regular cua G véi cac tham sé
£< gl > gi d (s € N) thi H € R, = H € G”. Hon nira, néu ta thay &, bang mot sb thue duong khac
0
nho hon €, thi khang dinh trén van dang, nén khong giam tinh tong quat cia van dé ta co thé gia sur rang
0<e¢< g < 1. )

Ap dung B6 dé Szemerédi, chon sé nguyén m > %vé s6 thuc duong & > 0 du nho sao cho € < g, va
§=2y—e?—e—d— i > 0 (diéu nay hoan toan co thé thuc hién duoc do 2y — d — i > 0), ton tai mot
s6 nguyén duong M sao cho moi do thi c6 bac = m déu c6 it nhat mot phan hoach & —regular

{(Co,Cyy oy CIVOIM < k < M.

2 Do gia tri nho nhat caa sé nay > m nén d thi G phai cha it nhit mot phan hoach

Giasin = —

€o

g —regular {C,, Cy, ..., .} V&i m < k < M (diéu nay suy ra truc tiép tir cach chon M).

Ki higu V| = - = |V, | =: L.

n—en S

Khidé, n > kival ="l >

; — (diéu nay suy ra truc tiép tir cach chon n). (2)

1-¢
= n—>=
M

[y]

0

Ki hiéu R 1a db thi regular cua G véi cac tham sé ¢, [, d twong tng véi phan hoach & —regular

{Cy, Cy, ..., Ci} NBU & trén. Nhan thay ring do € < g, va | > gi nén do thi regular R thoa man diéu kién tién
0

dé néu trong Két qua 7.3.2) va A(KS) = A (diéu nay suy ra truc tiép tir cach chon A) nén K € G (diéu nay

suy ra truc tiép tir Két qua 7.3.2).

Phan con lai ciia phép chung minh nay la ta sé ¢é gang chitng minh rang K, S R (nén K S R,).

Ké hoach ¢ day 1a ta s& chang minh K, € R bang Dinh li Turan. Dé thuc hién theo y twong chitng minh
nay, ta can chi ra rang R chira t6i thiéu t,_, (n) canh (diéu nay suy ra truc tiép tir Binh Ii Turan), nghia la G
chura toi thieu t,_, (n) cap (V;, V;) cé mat do = d. That vay, do mat do canh cua d6 thi Turan T"~*(n) chi
vao khoang :%i nhung méat d6 canh cia G lai vao khoang E + 2y nén G sé& phai chua téi thiéu t,_, (n)
cap (V;,V;) co6 mat do = d.



Ta s& thuc hién mot sé tinh toan co ban dé wdc tinh gia tri caa ||R|| nhu sau:

Dau tién, co téi da khdng qua % (en)? canh cua G khdng nam trong cac cip e — regular (diéu nay suy ra
tir viéc co téi da (1*") canh ndm trong V; va diéu kién (i) trong dinh nghia vé phan hoach & — regular) va
t6i da khdng qua |V, |kl < e canh ndi V, véi cac tap phan hoach V; (i = 1, ..., k) khac. Tiép theo, do ¢ tdi
da ek? cap (V;,V;) (1 < i <j < k) khong phai la mét cip & — regular va mi cip nay chira toi da 2 canh
nén tong cong ching chira tdi da khdng qua ek?1% canh. Hon nita, do mdi cip € — regular c6 mat do < d
chi chtra téi da di?canh nén tong cong chung chua téi da khong qua ikzall2 canh. Sau cung, do c6 ti da
(3) canh nam trong mai tap phan hoach dinh V; (i = 1, ..., k) nén téng cong chang chira tdi da khong qua
%lzk canh. T4t ca cac canh con lai cua G phai ndm trong mot cap e — regular c6 mat do = d va cac canh
chinh la ngudn déng goép dé tao ra cac canh cia R nén chung chira téi da khéng qué ||R||1? canh (diéu nay
suy ra tir viéc mdi canh cua R tuong tng véi ti da 12 canh cua G).

Bang cach két hop cac danh gia co ban néu & trén,

IGI| < > &2n? + enkl + k212 + Zk2dI? + = 12k + [|RI|I2.

Nhu vay, v6i moi sé nguyén duong n nhan gia trj da 16n,

G|l -2e2n2—enki-ek212—2k2dI2 -112k
2 2 2

1,9
e 'k s

tr_l(n)+yn2—lszn2—snkl 1
2(1)_,_(2) —k2 < n22 —2e—d — ;)
> —k2 trl(n)+2y—£ —4e—d——~
=(2) m
e (-

-2
>Ketqua714) 5 _1
= tr—l(n)

Do d6, K, € R (diéu nay suy ra truc tiép tir Binh Ii Turan). O



