Chu dé 08. Cau tric con cia dé thj thua

Nhu d3 gi6i thiéu tir trude, ndi dung chinh cua “Chu dé 08. CAu trac con cua do thi thua” sé tiép tuc
khao sat loi giai ciia cu hoi “Gia tri ciia cac tham s6 toan cuc (chang han nhu bac trung binh £(G), sic s6
x(6), girth g(6),...) cua mot d6 thi G véi n dinh phai bang bao nhiéu dé dam bao rang G s& chira mot d6
thi H cho trudc nao dé6 nhu mot phan bu (hoic phan bu topo), bat ké cac canh nay duoc sap xép nhu thé
nao?”.

Nhéc lai rang “Ludn ton tai mot ham h sao cho néu d(G) = h(r) thi G s& chita mot do thi con c6 dang
TK,” (Pinh li Mader — Két qua 3.6.1), nén néu r > |H| thi G ciing s& chira H nhu mot phan bu topo. Hon
nira, do mot d6 thi ¢ n dinh va bac trung binh bang d sé& chira toi daidn canh nén két luan trén co thé
dugc phat biéu lai dudi dang: “Luén ton tai mot s6 ¢ (chi phu thudc vao H chir khdng phu thudc vao n)
sao cho néu G 1a mot @6 thi véi n dinh va > cn canh thi G s& chira H nhu mot phan bu topo”. Cac d6 thi
G ¢6 s6 canh||G|| ting bac nhat theo s6 dinh |G| duoc goi 1a mot do thi thwa. Nhu da trinh bay, 16i giai
ctia van dé ma ta dang khao sat thuoc vao 16p cac do thi thua nén c6 thé noi rang noi dung chinh trong
cha dé nay chinh la khao sat 16p cac do thi thua.

Cau hoi thr hai duoc dit ra & day dé la: “Gia tri nho nhét co thé c¢6 cua sé ¢ cho truong hop H = K, 1a
bao nhiéu, nghia I hé s6 tiém can caa ham h(r) néu trong Két qua 3.6.1) co thé nhan gia tri nho nhat
bang bao nhiéu?”. Pay la thyc sy la mot vin dé mé cho dén thoi gian gan day. Trong bai viét nay ta s& ¢b
gang trinh bay mét cach chi tiét va rd rang nhat cac y tuang chinh trong 1oi giai cia vain dé trén bai vi nd
that su Ii thi va né ciing dong mét vai tro quan trong nhat dinh xuy@n suét qua trinh khao sat cua chung
ta.

Nhan thay ring néu ta ting gia trji ctia bac trung binh d(G) dé bat budc G phai chira H nhu mét phan bu
thi diéu twong tu ciing s& dién ra cho cac gia tri tham s6 toan cuc khac cua G (diéu nay suy ra tir viéc néu
ta ting gia tri ctia cac tham sb toan cuc con lai cia G ciing s& lam ting gia tri cua bac trung binh d(G)).
Chang han, néu d(G) = ¢ s& kéo theo H < G thi néu y(G) = ¢ + 1 ciing s& kéo theo H < G (Két qua
5.1.3).

Cau hoi the ba duoc dit ra ¢ day do la: “Liéu danh gia néu ¢ trén da du tt hay chua?”. D& dang nhan
thy rang ngay ca khi ¢ nhan gia trj nho nhat sao cho néu d(G) = c sé kéo theo H < G thi c ciing chua
chéc da 1a gia tri nho nhat dé néu y(G) = ¢ + 1 s& kéo theo H < G. Nhan dinh nay nhan duoc sy ung ho
tir gia thuyét Hadwiger — “néu y(G) = r thi H < G” va su kién gid tri ¢ nho nhat sao cho néu d(G) = ¢
kéo theo H < G sé& co dang c'r+/logr, trong d6 ¢’ khdng phu thugc vao n va r” (khang dinh nay s& duoc
chting minh chi tiét hon trong muc 8.2). Gia thuyét Hadwiger 1a mot dang mé rong cua dinh 1i 4 mau va
né ciing la mot trong nhitng gia thuyét toan hoc noi tiéng nhat hién nay. Tinh dén thoi diém hién tai no da
dugc chang minh la dung voi r = 1,2, ...,6. Gia thuyét nay s& dugc gigi thiéu chi tiét hon trong muyc 8.3.

8.1. Piéu kién can dé G chira K, nhw mdt phan bu topo

Nam 1996, hai nhom nghién ctu cua Bollobas & Thomason va Komlos & Szemerédi da sé doc lap dua
ra mot diéu kién can don gian dé dam bao G sé chira K, nhu mot phan bu topo:

“Gia tri ciia bac trung binh d(G) vao khoang cr? la di dé dam bao cho sy xuét hién cua K, nhu mot
phan bu topo cua G”.

Chinh xac hon, khang dinh trén c6 thé phat biéu lai dudi dang:



Két qua 8.1.1. (Bollobas — Thomason — Komlés — Szemerédi)

Véi moi s6 tu nhién r € N, ton tai mot sé thuc ¢ € R sao cho néu G 1a mot db thi co bac trung binh
d(G) = cr? thi G sé& chira K, nhu mdt phan bu topo.

Phép ching minh chi tiét cua khang dinh trén s& duoc trinh bay trong phan bén duéi cua bai viét nay (¢
day ta s& trinh bay phép ching minh theo quan diém ciia nhém nghién ciu Bollobas & Thomason).

Nhac lai mot s khai niém can thiét trong viéc trinh bay cac 1ap luan & phan tich cua ta:

Tap U € V(G) duoc goi la link (trong G) néu, véi moi 2k dinh phan biét uy, ..., u,, € U, ton tai mot hé
gom h duong di phan biét P, = uy;_q ... uy; (i = 1, ..., h) chta trong G.

Db thi G duoc goi la (k, 1) — link néu moi k — tap dinh cia G déu cé chira mot tap [ —link nao do.
Cau hoi dat ra ¢ day dé la: “Lam cach nao dé ta xac dinh do thi TK,. néu trong Két qua 8.1.1?”.

Dé d& hinh dung qua trinh xay dung caa db thi TK,, ta tam chia qua trinh xay dung db thi TK,. thanh ba
budc co ban nhu sau:

— Chon ra mot tap X gom r dinh dong vai tro nhu tdp cac dinh nhanh cua TK,;

— V&i mdi dinh x € X, chon ra mét tap Y, gom (r — 1) dinh lang giéng cua x trong K, ;

— N&i cac cip dinh twrong ung trong Y := U Y, bai mot hé cac dudng di phan biét trong G — X dé thu
dugc d6 thi TK, nhu mong mudn.

Nhan thay ring néu hing sé ¢ néu trong Két qua 8.1.1) cé gia tri du 16n thi cac dinh cua tap X va cac
dinh cua cac tap Y, co ghé dugc chon sao cho tap XUUY, chira dugc t6i da r +rir—1) = r2 dinh déi ,
mot phén biét nhau (dieéu nay suy ra tir Két qua 1.2.2: d6 thi G c6 chira mét do thi con H vai bac nho nhat
e(H) = &(G) = %d(G) > %crz du 16n dé ta co thé chon céc dinh ctia X va cac dinh lang giéng Y, doi mot
phan biét nhau tir trong d thi con H nay).

Néu Y 1a mét tap link trong G — X thi khing dinh cua bai toan 1a hoan toan hién nhién. That khong
may, kha ning diéu nay xay ra trén thuc té 1a kha thap: viéc bac trung binh d(G) c6 gia tri 16n khong du
dé bat buoc moi tap Y gdm r(r — 1) phai 1a mot tap link trong G. Tuy nhién, néu sé dinh dugc chon caa
X nhiéu hon dang ké so v&i r va, voi mdi dinh x € X, s dinh duoc chon cua Y, nhiéu hon dang ké so Véi
(r — 1) thi Y ¢6 thé tro nén 16n dén mixc néu bac trung binh d(G) cé gia tri du 16n thi s& kéo theo sy ton
tai cia mot tap con link Z € Y. Biéu nay xay ra néu G 1a mot do thi (k, 1) — link voi k < |Y|va l > |Z].

Nhu d3 noi ¢ trén viéc hang sb ¢ c6 gia tri da lén s& dam bao cho viéc cé thé chon duoc X va Y vai s6
lugng dinh da nhiéu dé dy phong. Tuy nhién, mot van dé khac nghiém trong hon nay sinh ra ¢ day do la:
né khong du dé dam bao cho chi s I ciing s& ¢6 gia tri I6n. That vay, néu k cé gia tri Ién hon qua nhiéu
so véi 1 thi c6 thé xay ra hién twong mic du tap Z chira mot luong dinh kha Ién nhung that ra chung chi la
dinh lang giéng cua mot vai dinh trong X. Do d6, chang ta ciing phai dam bao rang chi sé k ciing phai co
gia tri 1on twong ddi so véi chi s6 1. Pay ciing chinh 1a ndi dung chinh cia Bo dé 8.1.2): bo dé nay thiét

lap mot didu kién di don gian dé dam bao cho G 1a mot d thi (k, [g]) — link.




B6 dé 8.1.2.

Néu G 1a mot @6 thi k — lién thong va G co chira mot phan bu H voi 286(H) > |H| + %k thi G s& la mot

db thi (k, [g]) — link.

BG dé 8.1.2) chi ra mot diéu kién don gian dé dam bao G la mot db thi (k, [7]) — link do 1a no 1a mot
dd thi k — lién théng c6 chira mot phan bu H véi bac nho nhat §(H) > §|H| + %k (dic biét, phan bu H
nay con la mot do thi day dic theo cach dinh nghia trong “Cha dé 07. CAu tric con cua do thi day dac”).
Tur Két qua 3.6.2), phan bu H nay ciing la mot db thi k — link. Do d6, dé thu duoc d6 thi TK, nhu mong
muén, ching ta chi can ndi cac dinh nao dé trong Y véi cac tap dinh nhanh twong tng trong H boi mot hé
cac duong di phan biét trong G tranh qua cac tap dinh nhanh con lai cua H. B6 @€ 8.1.2) ciing chi ra rang

kich thudc cua tap Z trong lap luan o trén khéng vuot qua E]

Hinh vé minh hoa cach xay dung phan bu topo TK; trong G Vai x4, x,, x5 1a cac dinh nhanh.
Chitng minh két qua 8.1.2.
KihiéuV = {V,|x € V(H)} la ho cac tap dinh nhanh tuong (tng véi cac dinh cua H trong G.

Pé chiang minh G 1a mot d6 thi (k, ED — link, gia sir vy, ..., vy, 1a k dinh phan biét cho truéc cia G.

Pé thuan tién cho qua trinh chang minh, ta c6 mot sé quy udc nhu sau: diy k duong di phan biét
Py, ..., P, trong G duoc goi 1a hé dwong di link néu mdi dudng di P; déu xuat phat tai v; va két thac trong
cac tap dinh V; @61 mot phén biét nhau cua V; cac duong di P; duoc goi la cac dwong di link. (do G la mot
d6 thi k — lién théng va |H| > k (diéu nay suy ra tir gia thiét ciia bai toan vé H) nén ludn ton tai it nhat
mot hé duong di link Py, ..., P, trong G: chon ra k dinh uy, ..., u;, tir cac tap dinh V; d6i mot phan biét cua




V va néi chang véi cac dinh vy, ..., v, bai mot hé cac duong di doi mot phan biét Py, ..., P, theo Pinh Ii
Menger.)

Giasa P = (Py, ..., P ) 1a hé dudng di link sao cho tong s canh nam ngoai Uyey G[V] nho nhat c6 thé
dugc. Ki hiéu f(P) 1a sé canh caa duong di P khéng nam trong bat ki d6 thi G[V] (V € V) nao.

Khi d6, hé P s& lam cho tong Y'¥_, £ (P;) dat gia tri nho nhat c6 thé dugc.

Nhan thay rang néu mot tap dinh V € V ¢6 giao voi mot dudng di P; € P thi s& phai ton tai mot duong
di P; € P két thic trong V: nguoc lai, néu ki hiéu P/ la phan duong di P; xuat phat tai v; va két thuc trong
V thi f(P)) < f(P;). Nhu vay, c6 chinh xac k tap dinh nhanh V caa H c6 giao vdi mot duong di link P;
nao dé cua hé P.

Ki hiéu:

U :=={V € V|V co giao v&i chinh xac mdt dwong di link P; cua hé P};
W = {V € V|V co giao v&i nhiéu hon mot dwong di link P; cua hé fP}.

Do phan bu H day dic va mdi tap dinh nhanh U € U déu c6 giao véi chinh xac mot duong di link P,
cua hé P nén dé dang chitng minh duoc tap cac dinh xuét phat v; cua hé cac duong di link P; nay tao
thanh mét tap link trong G. Nhu vdy, muc tiéu caa ching ta 1a s& ¢6 giang chitng minh |U] = E] nghia la
U c6 kich thuéc 16n hon hodc bang W (nhic lai rang |U| + [W| = k).

Dé ching minh khing dinh trén, ta s& can dén két qua phu sau:

Khang dinh.

Moi tap dinh nhanh V € W déu co giao véi mot dudng di link P; nao d6 trong P va dudng di link P;
nay lai két thic trong mot tap dinh nhanh U € U. *)

Chieng minh khing dinh.

Gia st V, € W la mét tap dinh nhanh khong thoa man khang dinh (*).

Nhan thy ring do 28(H) = |H| +>k = §(H) + >k nén 8(H) = k. Do [UUW| = k nén dinh x s&
phai c6 it nhat mot dinh lang giéng y trong H véi V, € V \ (WUW); ki hiéu w,w,, la mot canh nao do
cua G Voi wy, € V, Va w, € V. Gid st Q == w ... w,w, 12 mot duong di nao d6 nam trong G [V, U{w, }] sao
cho chi cé duy nhét dinh w nam trén mot duong di link P; nao d6 ciia P. Hon nira, néu thay duong di link
P; trong P boi duong di P! := P,w(Q thi ta ciing s& nhan dugc mot hé duong di link P’ méi nén, dé hoan
tat phép chuing minh cua ket qua phy, ta s€ chia ra hai truong hop con dé dé khao sat:

Truong hop 1. P; khong két thic trong V.

Khi d6, £(P}) < f(P,). Tur gia thiét vé tinh téi tiéu cua P, £(P!) = f(P;), nghia la P; phai két thiic
trong mot tap dinh nhanh W nao d6 ngay sau khi di qua V.. Do V, 1a mot tap dinh nhanh khéng thoa man
khang dinh (*) nén W & U, nghia la W € W. Gia s P # P; 1a mot dudng di link khac cling di qua W.
Do d6, P khong thé két thic trong W (diéu nay suy ra tir viéc P; da két thuc trong W); ki hiéu P’ < P la
phan dudng di cua P tir dinh xuat phat v dén tap dinh nhanh W. Bang thay cac duong di P;, P boi cac



duong di P/, P’, ta s& thu dugc mot hé duong di link P’ = (P}, ..., P,) mai co tong XX, f(P)) <
k_ f(P), diéu nay mau thuin voi gia thiét vé tinh toi tiéu cua P.

V, e V. (UUW)
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Hinh anh minh hoa qua trinh thay thé cac duong di P;, P boi cac duong di P/, P'.
Trweong hop 2. P; két thic trong V.
Khi do, f(P{) = f(P,) + 1. Tir gid thiét V, € W, tdn tai mot dudng di link P; khac ciing ¢6 giao véi V;;

ki higu P/ < P; la phan duong di ciia P; tir dinh v; dén tap dinh nhanh V. Nhu vay, £(P/) < f(P;) — 1.
Neu ta thay cac duong di P;, P; boi cac duong di P/, P/ thi ta s€ thu dugc mot h¢ duong di link P moi.

Tur gia thiét veé tinh téi ticu cua P, f(P/) = f(P;) — 1, nén P; phai két thac trong mot tap dinh nhanh W
nao d6 ngay sau khi di qua V. Lap luan twong tu nhu trong truong hop 1), W € W; ki hiéu P’ € P la
phan dudng di cua P tir dinh xuat phat v dén tap dinh nhanh W. Bang thay cac dudng di P, P, P bai cac
duong di P;, P/, P', ta s€ thu dugc mot h¢ duong di link ' = (Py, ..., P,) mai co tong Y5, f(P) <

k. f(P)), diéu nay mau thuan véi gia thiét vé tinh ti tiéu caa P.

Vy e VN (UUW)
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Hinh anh minh hoa qua trinh thay thé cac duong di P;, P;, P boi cac duong di P;, Pj’, P'.

Nhu vay, moi tap dinh nhanh V € W déu co giao véi mot dudng di link P; nao d6 trong P va duong di
link P; nay lai két thac trong mét tap dinh nhanh U € U. O



Tir khang dinh (*), ta c¢6 thé dinh nghia phép tuong tng W € W ~ U € U nhu sau: “V&i moi tap dinh
nhanh W € W, ton tai mot dudng di link P di qua W' ki hiéu U la tap dinh nhanh két thic cia duong di
link P trong U”. Phép tuong ang W € W — U € U nay that su l1a mot don anh (diéu nay suy ra tir viéc
cac duong di link khac nhau s& phai két thuc trong cac tap dinh nhanh khac nhau). Nhu vay, |U] > W],

nén |U| = E]

Thuc hién danh sb lai cac dinh vy, ..., vy, 580 cho u = |U| duong di link dau tién cua hé Py, ..., P, két
thuc trong cac tap dinh nhanh cia U. Do 26(H) = |H| + zk nén, véi hai tap dinh V,, 1, bat ki thuoc U,

ton tai it nhétgk tap dinh nhanh V, sao cho xz, yz € E(H). Do chi cé dtng k tap dinh nhanh V cua H
nam trong ULUW nén c6 tdi thiéu S tap dinh nhanh V, khéng nam trong UUW.

Nhur vay, v6i 2h tap dinh nhanh phan biét bat Ki Us, ..., Uy, nm trong U (A < % < %), tén tai h tap

dinh nhanh phan biét Vi nam trong V \ (WUW)(i = 1, ..., k) sao cho Vi dugc ndi véi ca Uy;_q Va Usy;
trong G. Piéu nay nghia la, véi mdi chi s6 i, moi dinh bat ki cta U,;_, déu c6 thé duoc ndi voi mot dinh
cho trude bat ki cua tap U,; bai mot dudng di nao d6 di qua V', va nhitng duong di nay 1a d6i mot phan
biét nhau véi cac chi sé i khac nhau.Bang cach néi cac cip dudng di twong tng trong P theo phuong
phap néu ¢ trén, ta dé dang chiing minh dugc {v, ..., v, } 1a mot tap linked trong G. m

B dé 8.1.2) dit ra mot van dé quan trong can dugc giai quyét do 1a: “Liéu cé ton tai mot phan bu H du
day dic dé ta c6 thé ap dung duoc Bb dé 8.1.2)?”. Diéu dang ngac nhién la sy ton tai cua mot phan bu H
day dac nhu vay hoan toan co thé duoc suy ra tir gia dinh d(G) = cr? trong Két qua 8.1.1). Phép ching
minh chi tiét cho khang dinh nay s& duoc trinh bay trong B dé 8.1.3) dudi day:

B6 dé 8.1.3.

Moi db thi G v6i e(G) = k (k = 6) déu c6 chira mdt phan bu H véi 26(H) = |H| + %k.

Chitng minh bé dé 8.1.3.
Gia sir G, 1a mot (<) — phan bu tdi tiéu cua G véi £(Gy) = k.

T gia thiét vé tinh tdi tiéu cua Gy, §(G,) > k va £(G,) = k (nguoc lai ta co thé xoa di mot dinh hozc
mot canh nao d6 cua G, dé nhan dugc mot phan bu G mai sao cho £(G4) = k), nén

k+1 < 8(Gy) < d(Gy) = 2k.
Ki hiéu x, 1a mot dinh nao d6 c6 bac nho nhat nam trong G,.
Truong hop 1. k la sé 1é.
Ki higum =2 va G, = Go[Ng, (x0)Ulxo}]. Khi do, |G, | = 6(Go) + 1 < 2k + 1 < 2(k + 1) = 4m.

Tir gia thiét vé tinh tdi tiéu cua G,, néu thuc hién phép co bat ki canh x,y nao cia G thi d6 thi G / x,y
nhan duoc ciing s& mat di it nhat k + 1 canh. Nhu vay, cac dinh x, va y phai c6 chung it nhat k dinh lang
giéng, nén 6(G,) = k +1 = 2m.
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Hinh anh minh hoa.

Trweong hop 2. k la so chan.
Ki hiéum := Své Gy = Go[Ng, (x0)]. Khi dé, |G, | = 8(G,) < 2k = 4mva §(Gy) = k = 2m.

Tom lai, két hop cac két qua phan tich thu duoc trong ca hai trudng hop trén, ton tai mot sé nguyén
dwong m > Svﬁ mot phan bu G, < G sao cho

G| < 4m va §(G,) = 2m, (1)

eG)zm=223. 2)
Nhan thay rang do 26(G,) = 4m > |G,| nén G, la mot ang cir vién tiém ning cho phan bu H can tim.

Dé c6 thé tang gia tri cua 26 (G,) 1én mot luong %k cho phu hop véi yéu cau cua phan bu H can tim,
chiing ta s& &p dung lai qué trinh thu hep néu o trén cho dd thi con G, va ditra thém mot sb diéu kién
khat khe hon so véi trudc: chdng ta sé thu hep dan tirng canh mét cua G, sao cho s6 canh bi mat di khong
vuot qua %m. Noi cach khac, chung ta chap nhan mét di nhiéu canh hon chi dé duy tri ngudng gigi han
nay lai & mic € > m (nhic lai rang, khi thu hep tir G vé G,, ngudng giéi han nay da nim ¢ mac € = k).
Néu ki hiéu H, la d6 thi khéng réng thu dugc sau khi thuc hién qué trinh thu hep cho G, thi e(H,) > Em,
ngudng giGi han nay cao hon dang ké so véi G,. Sau cung, twong ty nhu khi nhan duoc G, tir G, luong
chénh léch %m nay du dé ta nhan dugc mot phan bu H, tir H, trong d6 gia tri 28 tang 1én mot lugng %k
nhu mong mudn.

Van dé dat ra cho y tugng ching minh trén do la: “Liéu dd thi H, nhan duogc sau qué trinh thu hep nay
c6 thuc su la mot do thi khéng rdng hay khéng ?”. Thoat nhin thi c6 vé nhu nhan dinh nay that thiéu tinh
thuyét phuc, Iy do 1a ngay ca khi ching ta chap nhan méat di gm canh va mot dinh sau |G, | lan thu hep ma
lai khong thé lam mat di qua m|G,| canh ctia Gy: cac do thi co it hon m dinh & cudi qua trinh nay don
gian 1a qua nho dé co thé loai bo di %m canh theo (1)!

Vé mit hinh thtic, chiing ta s& han ché cac d6 thi H nhan dugc trong sudt qua trinh nay thu hep nay

khéng phai bang viéc dua ra mot gigi han trén cho sb canh bi mat di & mdi budc nhu trong ¥ twong ban
dau ma thay vao d6 la mot giéi han dudi cho s6 canh ||H|| theo s6 dinh |H|. Gigi han dugi nay ting tuyén



tinh tir mot gia tri I6n hon () cho |[H| = m dén mot gia tri nho hon 4m? cho |H| = 4m. T (1) va (2),
d6 thi H = G, s& thoa man diéu kién han ché nay. Nhung rd rang rang budc nay khdng thé dugc thoa man
bai bat ki dd thi H nao véi |H| = m, nén qua trinh thu hep nay phai dung lai sém hon & mot d6 thi H nao
dé vai |H| > m.

Ki hiéu:
fn) = %m(n —m —5);
H = {H < G |HI = mIH| + FAHD = (3)}
T (), UG < Flm) = 2m? I < (7). T @), 120 2

Nhu vay, |Gl = m|Gy| + £(IG,]) = (7), nén G, € H.

Nhan thay ring, véi moi H € H, bat ky d6 thi nao thu duoc tir H bang mét trong ba thao tac sau ciing
sé thudc H:

(i) Xoamotcanhe € E(H) batkinéu |H|| = m|H| + f(IHD) — () + 1;

(i) Xoa mot dinh v € V(H) bat ki néu bac d(v) cua né khong vuot qua %m;

(iif) Thu hep mot canh xy € H bat Ki néu hai dinh x, y ¢6 chung i da khong vuot qua (<m — 1)
dinh lang giéng trong H.

Nhan thay riang néu 4p dung lién tiép cac thao tac néu trén cho G, (néu cé thé duoc) va ki hiéu Hy € H
la db thi nhan duoc sau cung thi Hy # @. That vay, [ Kll = mIK| —m — (3) v f(m) = =2m > —m,
nén m|Ky| + f(IKmD) — () + 1 > [|Kpl; nghia la K,, & 3. Nhu vay, # khong chira dd thj nao c6 m
dinh, nén |Hy| > m. Hién nhién, H, # @.

Ki hiéu x; 1a mot dinh nao d6 c6 bac nhé nhat nam trong Hy va Hy := Ho[Ny, () U{x,}].

Ta s& chang minh riang db thi H, chinh la phan bu can tim.

Nhan thay rang: 5(Hy) > %m. (3)

That vy, H, la phan ta tdi tiéu ddi vei (ii) va (iii), nén dy, (x;) > %m (nén dy, (x;) > %m); moi dinh
y # x; cua H; déu c6 nhiéu hon (gm - 1) dinh lang giéng chung véi x, trong H,, nén dy, (y) > gm. bé

c6 thé chuyén doi danh gia (3) vé dang 26 (H,) = |H,| + am véi a 1a mot s6 thuc nao do, ta can biéu
dién gioi han trén cua |H, | theo m.

Do H, nam trong £ nhung khong phai | phan tir téi tiéu doi vai (i) nén

W<l + G~ = Em) - 3)

7 4
<(2) ymlHo| —=m?. (4)



Tur cach chon x; va cach dinh nghia H;,
|H|—1= S(Ho)
< 2¢(H,)

Nhu vay,
26(H,) >3y 2m + im

> [Hy| +m

> [Hil + k. 0
Chirng minh két qua 8.1.1.
Ta s& chitng minh tinh dang dan cua Két qua 8.1.1) cho ¢ :== 1116.
Gia sir cho trudc mot dd thi G véi d(G) = 111672,
T Két qua 1.4.2), G c6 chira mot do thi con G, sao cho k(Gy) = 27912 > 27612 + 3r.
Ki hiéu:

X = {xy, ..., x3,} |a mot tap gébm 3r phan tir nao dé trong Gy;

Y; 1a mét tap gom 5r dinh lang giéng cua x; (i = 1, ...,r) trong G, sao cho cac tap ¥; nay doi mot
phan biét nhau (diéu nay hoan toan kha thi do §(G,) = k(G,) = 1572 + |X|);

Gl = GO_X

Do 6(G,) = k(G,) = k(Gy) — |X| = 27672 nén £(G,) = 138r2. T Bb dé 8.1.3), G, s& chira mot
phan bu H véi 26(H) = |H| + 23r2. Tu B6 dé 8.1.2), G, s& la mot do thi (1572, 7r2) — link.

Ki hiéu:
Z € UL, Y; lamot tap 7r2 — link trong Gy;
Zi=ZNY; (i=1,..,1).

Do Z la mot tap 7r2 — link trong G, nén néu ta tim duoc r chi s6 i sao cho |Z;| = r — 1 thi phép chung
minh caa Két qua 8.1.1) s& dugc hoan tat: cac dinh x; dong vai tro nhu cac dinh nhanh cia mot do thi TK,
trong G. Truong hop khdng ton tai 7 chi s6 i nao nhu trén thi danh gia |Z;| < r — 2 chi ¢6 thé dung voi
téidar —1chiséi, nén|Z| = Y37, |Z| < (r — )57+ Qr+ 1)(r —2) < 7r? = |Z|, vd Ii. 0

Mic du Két qua 8.1.1) dwa ra mot udc tinh kha tét vé do 16n caa bac trung binh d(G). Tuy nhién viéc
gia tri chinh xac cia d(G) sao cho d6 thi G ¢6 chira mot do thi con co dang TK, la rat kho ngay ca cho



trong trudng hop r ¢6 gia tri nho. Trong muc 8.3), chung ta s& danh mot phan caa bai viét dé gisi thiéu
mot s6 két qua va gia thuyét toan hoc li thi xoay quanh truong hop r = 5.

Két qua sau day ctia nha toan hoc Mader chi ra rang viéc girth g(G) ciia d6 thi G c6 gia tri 16n s& anh
hudng dén sy ton tai ctia phan bu topo K. Phép chitng minh chi tiét cho két qua nay s& khong duoc trinh
bay trong bai viét ma thay vao dé ta s& trinh bay phép ching minh cho dang twong tu ctiia nd ddi véi cac
phan bu bai vi diéu nay don gian hon nhiéu. Phép ching minh chi tiét c6 thé thu dugc bang mot sé thay
d6i va diéu chinh phu hop.

Két qua 8.1.4. (Mader)

Véi moi dd thi H ¢6 bac I6n nhat A(H) > 3, ton tai mot sb nguyén duong k sao cho néu G 1a mot dd
thi ¢6 bac nho nhat §(G) = A(H) va g(G) = k thi G s& chira H nhu mot phan bu topo.

Nhu di thao luan trong “Muc 5.1. Phép td mau dinh” va “Chu dé 07. CAu tric con cua d6 thi day dac”,
bac trung binh d(G) cua G khdng phai la mot dai lugng khong doi. Tuy nhién, néu bac trung binh d(G)
nhan gia tri da 1on s& budc G phai chira mot do thi H cho truéc nao dé nhu mot dd thi con cia nd — mién
la H c6 chta it nhat mot chu trinh. Mt khac, bat ki @6 thi G nao ciing chira tat ca cac cay T vai sé dinh
khong vuot qua £(G) + 2 (diéu nay suy ra tir Két qua 1.2.1) va Két qua 1.5.4)). Nhu vay, viéc bac trung
binh d(G) nhan gia tri I6n s& dam bao su xuat hién cia bat ki cay T cho trudc nao dé nhu mot do thi con
ctia nd. Tuy nhién, néu ching ta mudn cay T 1a mot do thi con khung cua G thi G phai thoa man thém
nhitng diéu kién nao?.

Nhan thdy ring viéc chung ta gia dinh bac trung binh d(G) nhan gia tri 16n 1a chua da dé dam bao G s&
chtra T nhu mot dd thi con khung. Nhung néu chuang ta gia dinh sic s6 y(G) cua G nhan gia tri du 16n
thay cho gia dinh bac trung binh d(G) nhan gia tri 16n dudng nhu s& tao ra mot sy khac biét dang ké ¢
day: theo mot gia thuyét cua Gyarfas, moi dd thi G c6 sic s6 y(G) nhan gia tri da Ion s& phai chira mot do
thi con khung c6 dang K, hoic mot cdy T cho trude nao d6. (V& mat hinh thic gia thuyét Gyarfas cé thé
dugc phat biéu lai dudi dang: “Véi moi sé nguyén duong r va moi cay T, tdn tai mot sé nguyén duong k
sao cho néu G 1a mot do thi ¢6 x(G) = k va w(G) < r thi G s& chtra T nhu mot d thi con khung™)

Mic du cho dén nay chiing ta van chua thé tim duoc mot phép chirng minh hoan chinh cho gia thuyét
cuia Gyarfas nhung dang topo yéu cua gia thuyét nay thi di dugc chitng minh 1a dang bai nha toan hoc
Scott:

Két qua 8.1.5. (Scott)

Véi moi s tu nhién r € N va moi cay T, ton tai mot sb ty nhién k € N sao cho néu G 1a mot db thi co
x(G) = kvaw(G) <rthiG

8.2. Piéu kién can dé G chira K, nhw mét phan bu

Tur Két qua 8.1.1), néu bac trung binh d(G) cua G ¢6 gia tri vao khoang cr? thi G s& chira K, nhu mot
phan bu topo. Néu chung ta thdy rang gia tri bac trung binh d(G) can thiét dé dam bao G s& chta K, nhu
mét phan bu topo 1a kha nho thi s& that bat ngd néu chiang ta biét rang gia tri bac trung binh d(G) can
thiét dé dam bao G s& chtra K,- nhu mot phan bu tham chi con nho hon nhu vay rat nhiéu: trong mot bai
bao xuat ban vao nam 1968, nha toan hoc Mader di chirng minh dugc rang “Moi do thi G ¢6 bac trung
binh d(G) = crlogr thi G s& chira K, nhu mot phan bu”. Tuong tu nhu Két qua 7.1.1) va Két qua 8.1.1),




két qua dudi day s& giup ta xac dinh duoc gia trji bac trung binh d(G) can thiét ¢& dam bao G sé& chira K,
nhu mét phan bu nhu mot ham cua r:

Két qua 8.2.1. (Kostochka - Thomason)

Véi moi s6 tu nhién r € N, ton tai mot s6 thuc ¢ € R sao cho néu G 1a mot db thi co bac trung binh
d(G) = cry/logr thi G sé& chira K, nhu mot phan bu.

Két qua trén chi ra rang gia tri bac trung binh d(G) can thiét & dam bao G s& chira K, nhu mot phan bu
chi vao khoang cr+/logr — phép chizng minh cho két qua nay co thé nhan dugc bang cach st dung cac dd
thi ngau nhién s& duoc gioi thiéu trong “Chu dé 11. D6 thi ngdu nhién”. Hon nita, gia tri cry/logr nay
ciing chinh la muc gia trj bac trung binh d(G) nho nhat dé dam bao G sé& chira K, nhu mot phan bu - phép
chting minh cho nhan dinh nay cé thé duoc thuc hién bang phuong phap twong tu nhu trong “Muc 8.1.
Piéu kién can dé G chia K, nhu mot phan bu topo”.

Thay vi trinh bay phép chiing minh cua Két qua 8.2.1), chang ta s& danh phan con lai cia bai viét dé
gi6i thiéu mot diéu kién can khac dé dam bao G sé& chira K, nhu mot phan bu:

Két qua 8.2.2. (Thomassen)

Vé6i moi s6 tu nhién k € N, néu G 1a mot dd thi c6 g(G) = 4k — 3 va §(G) = 3 thi G s& chira mot
phan bu H véi §(H) = k.

Chieng minh két qua 8.2.2.

Do () = 3 nén moi thanh phan lién thong cua G déu co chia it nhat mot chu trinh. Do d6, khang
dinh cuia bai toan 1a hién nhién dbi véi k < 2. Khdng giam tinh téng quat caa van dé, gia sir rang k > 3.

Gia st V la tap dinh cua mot thanh phan lién thdng nao d6 cua G, {V;, ..., V,,} 1a mot phan hoach téi dai
cua V thanh cac tap lién thdng V; sao cho mdi tap dinh V; déu chira tdi thiéu 2k — 2 dinh (do |V]| >
g(G) > 2k — 2 va V lién théng trong G nén ludn ton tai it nhat mot phan hoach {V, ..., V,,} nhu vay).

Dau tién, ta s& chi ra rang mdi do thi G[V;] déu la mot cay. Ki hiéu T; 1a mot cay khung nao dé caa
G[V;]. Néu G[V;] c6 chira mot canh e ¢ T; thi T; + e s& phai chira mét chu trinh € nao d6. Theo gia thiét
cua bai toan, chiéu dai téi thiéu cua chu trinh € s& 1a 4k — 3. Do d6, canh ddi dién véi canh e trén chu
trinh C sé& tach duong di C — e thanh hai thanh phan lién théng sao cho mdi thanh phan déu chua tdi thiéu
2k — 2 dinh. Néu ket hop hai thanh phan lién thong nay véi cac tap V; (j # i) thi ta s& thu dugc mot phan
hoach cta V thanh m + 1 tap lién thong, mau thuan vai gia thiét vé tinh t6i dai caa m. Nhu vay, mdi do
thi G[V;] déu 1a mot cay, nghia 1a G[V;] = T..

Do 6(G) = 3 nén ¥yey, dg(v) = 3|V;|. Nhu vay, véi mdi chi so i, G s& phai chua toi thieu [V + 2 >
2k canh ndi V; véi V \ V; (diéu nay suy ra tir viéc cac canh caa cy T; xuat hién dang 2|V;| — 2 lan trong
tong Yyey, dg (v) nay).

Nhan thay rang néu chang ta cé thé chimg minh duoc rang mdi tap V; chi co tdi da hai canh néi véi mot
tap V; khac thi mi tap V; s& duoc ndi voi toi thieu k tap V; khac, nén cac tap V; nay la cac tap nhanh cua
mot MH € G vé6i 6(H) = k.




Khéng giam tinh tong quét cua van dé, gia st G co chaa ba V; — V, canh nao do.

Khi d6, ton tai mét dinh v, € V; va mot dinh v, € V, sao cho dd thi G[V,UV,] c6 chtra ba v; — v,
duong di doc lap Py, P,, Ps.

Hinh anh minh hoa.

Nhan thay ring trong sb ba duong di P;, P,, P; nay chi co thé cé tdi da mot duong di ¢ chiéu dai nho
hon %g(G). Khoéng giam tinh tong quat cia van dé, gia sir Py 1a v; — v, duong di co chiéu dai nho nhat
trong s6 ba duong di Py, Py, Py nay. Khi do, |P,| 2 |5 9(6)| 2 2k — 1 ki hiéu P{ = P, |P{| = 2k — 2.
Do P,UP; la mét chu trinh ¢o chiéu dai > g(G) = 4k — 3 nén chang ta co thé tim duoc cac dudng di
P,, P; € P,UP; sao cho mdi dudng di nay déu chira tdi thiéu 2k — 2 dinh. Hon nita, G[V, UV,] lién thong,
nén ton tai mot phan hoach cua VUV, thanh ba tap lién théng V;, V,, V3 sao cho V(P}) € V/ (i = 1,3).
Bing cach thay thé hai tap V;, V, boi ba tap V;, V,, V4, ta s& thu duoc mot phan hoach caa V thanh m + 1
tap lién thdng, mau thuin vai gia thiét vé tinh téi dai caa m. 0

Bang cach két hop Két qua 8.2.1) va 8.2.2), ta nhan duoc két qua sau:

Két qua 8.2.3.

Véi moi s6 tu nhién r € N, ton tai mot s6 thuc ¢ € R sao cho néu G 1a mot d6 thi ¢6 g(G) = cr+/logr
va 8(G) = 3 thi G sé chira K, nhu mot phan bu.

Chitng minh két qua 8.2.3.

Ta s& chang minh tinh dung dan cia khang dinh trén cho ¢ = 4c’ trong d6 ¢’ 1a hang s néu trong Két
qua 8.2.1). Gia sir G 1a mot d thi c6 g(G) = 4c'r\/logr. Tir Két qua 8.2.2), G s& chira mot phan bu H
v6i §(H) = c¢'ry/logr. Tir Két qua 8.2.1), H s& chira K, nhu mot phan b, nén G ciing sé chira K, nhu
mot phan bu. O

8.3. Gia thuyét Hadwiger

Nhu chung ta da gigi thiéu trong hai muc trudc, gia tri cry/logr caa bac trung binh d(G) sé dam bao G
s& chira K, nhu mot phan bu; gia tri cr? caa bac trung binh d(G) s& dam bao G sé& chira K, nhu mot phan
bu topo. Néu chung ta thay thé bac trung binh d(G) bai sac s6 x(G) thi hai khang dinh néu trén van dung




VGi cac hang s6 ¢ gidng nhu cii: moi dd thi G ¢6 sic s6 y(G) = k déu c6 chira mot dd thi con H ¢6 bac
trung binh d(H) > k — 1 (Két qua 5.1.3).

Mic du ca hai gia tri cry/logr va cr? néu & trén déu la danh gia tét nhat cho bac trung binh d(G)
nhung chang chwa phai la danh gia tot nhat cho sic s6 x(G). Cau hoi dit ra ¢ day do la: “Gia tri nho nhat
cua sac s6 y(G) la bao nhiéu dé dam bao G sé& chira K, nhu mot phan bu (hoac phan bu topo)?”. Hién
nhién, néu chang ta co thé tra 101 dugc cau hoi nay thi né ciing s& giup chung ta kham pha ra ban chat co
ban that an gidu dang sau sic so y.

Mot cau tra 1oi hoan chinh cho cau hoi trén cho dén nay van dang con la mot van dé dé mo. Tuy nhién,
Vi truong hop phan bu, gia thuyét Hadwiger dudi day dua ra cho chung ta mot goi ¥ quan trong cho cau
hoi nay (gia thuyét Hadwiger duoc nhiéu nha toan hoc danh gia la mot trong nhiing van dé dé mo sau sac
nhat trong ly thuyét d thi hién dai):

Gia thuyét Hadwiger.

V6i moi s6 tu nhién r € N, néu G 1a mot do thi c6 x(G) = r thi G > K,.

Nhan thay rang gia thuyét Hadwiger 13 hién nhién vai r < 2; don gian véi r = 3 var = 4; tuong
duong véi dinh li bén mau véi r = 5 var = 6. Vi r > 7, gia thuyét Hadwiger van dang con la mot van
dé mo. Néu chung ta dién dat lai gia thuyét Hadwiger duéi dang G 3> K, thi, bang cach st dung cac do
thi ngau nhién, chang ta cé thé chitng minh duoc rang gia thuyét Hadwiger la dang véi hau hét cac d6 thi.
Hon nira, néu gia thuyét Hadwiger dang véi r + 1 thi né ciing dang véi r.

Néu chung ta cb dinh gia tri r thi gia thuyét Hadwiger twong duong véi khang dinh toan hoc: “Moi do
thi G khéng chira K, nhu mot phan bu déu co it nhat mot phép (r — 1) — td mau”. Trong dang phat biéu
nay, gia thuyét Hadwiger dat ra cho chung ta mot van dé quan trong d6 1a: “Néu mot d6 thi G khong chira
K, nhu mét phan bu s& trong nhu thé nao?”. (do bat ki mot md ta ciu trac da chi tiét nao cua cac d6 thi
dang nay ciing cho phép chiing ta dua ra quyét dinh xem mét d6 thi G c6 thé duogc t6 bai (r — 1) mau hay
khong”)

Nhan thay rang, véi r = 3, cac do thi G khdng chira K, nhu mot phan bu chinh 1a cac rung. Véir = 4,
két qua sau s& chi ra mot mo ta cAu trac du chi tiét cho cac db thi G khong chira K, nhu mot phan bu:

Két qua 8.3.1.

Diéu kién can va da dé mot d6 thi G vai |G| = 3 1a mot d6 thi téi dai canh khéng chtra K, nhu mot phan
bu la G c6 thé duoc xay dung dé quy tir cac do thi triangle bang cach dan doc theo K,.

Chitng minh két qua 8.3.1.

Nhic lai rang do moi MK, déu c6 chita mot TK,, (diéu nay suy ra tir viec A(K,) = 3 va Két qua 1.7.2),
nén 16p cac do thi khéng chira K, nhu mot phan bu trung vai 16p cac d6 thi khong chira K, nhu mot phan
bu topo. Viéc chitng minh moi db thi G dugc xay dung dé quy tir cac d6 thi triangle bang cach dan doc
theo K, déu la do thi toi dai canh khong chira K, nhu mdt phan bu 1a kha don gian; nén dé chang minh
tinh ding dan cua gia thuyét Hadwiger cho r = 4, chang ta chi can ching minh chiéu thuan caa khang
dinh trén. Chaing ta s& chang minh tinh dung dan cia nhan dinh nay bang phuong phap quy nap toan hoc
theo chi sb |G].




Gia sir G 1a mot do thi tbi dai canh khong chira K, nhu mot phan bu. Nhan thay rang néu |G| = 3 thi
hién nhién G s& la mot db thi triangle. Khdng giam tinh tong quat cua van dé, gia s |G| = 4. Hién nhién,
G khong thé la mot d thi day du; ki hieu S € V(G) 1a mot tap tach nao d6 cua G sao cho |S| = k(6),
Cy, C, la hai thanh phan lién théng phan biét nao d6 cua G — S. Do S 1a mot tap tach téi tiéu cua G nén
moi dinh nim trong S déu c6 mot dinh lang giéng trong C; va mot dinh lang giéng trong C,. Néu |S| > 3
thi G s& chira mot hé gdm ba duong di doc 1ap Py, P,, P; cung ndi gitra mot dinh v, € C; va mot dinh

v, € C,. Do k(G) = |S| = 3 nén G — {v,, v,} 1a mot @6 thi lién thong va G c6 chira mot dudng di P nam
gitra hai dudng di phan biét P; nao d6. Nhu vay, PUP,UP,UP, = TK,, mau thuan véi gia thiét G khéng
chtra K, nhu mot phan bu. O

Mt trong nhitng hé qua tha vi nhat cua Két qua 8.3.1) d6 1a “Moi db thi tbi dai canh khéng chira K,
nhu mot phan bu déu cé cung sé canh”:

Két qua 8.3.2.

Moi d6 thi téi dai canh khong chtra K, nhu mot phan bu déu c6 2|G| — 3 canh.

Chirng minh két qua 8.3.2.

Tinh dtng dan cua khiang dinh trén co thé duoc chitng minh bing quy nap toan hoc theo chi sé |G]. o

Két qua 8.3.3.
Gia thuyét Hadwiger dung cho r = 4.

Chieng minh két qua 8.3.3.

Néu d6 thi G duoc tao ra tir hai d6 thi G, va G, bang cach dan doc chiing theo mét db thi day du nao do
thi x(6) = max{x(G,), x(G,))} (xem lai phép ching minh cua Két qua 5.5.2). Nhu vay, moi d6 thi toi
dai canh khong chaa K, nhu mot phan bu déu la 3 — colour (diéu nay suy ra tir viéc chang ta ap dung
phuong phap quy nap toan hoc dua trén Két qua 8.3.1), nén moi d6 thi khong chira K, nhu mot phan bu
ciing déu l1a 3 — colour. 0

Bang cach sir dung dinh i bén mau, tinh dung dén caa gia thuyét Hadwiger cho r = 5 ¢6 thé duoc suy
ra tir mo ta dudi day vé ciu trac cua cac do thi khong chira K5 nhu mot phan bu. Bidu nay twong ty nhu
khi chung ta chitng minh tinh ding dan cia gia thuyét Hadwiger cho r = 4. Phép ching minh cua Két
qua 8.3.4) hau nhu tuong tu nhu phép chitng minh cua Két qua 8.3.1) nhung sé& dai hon dang ké:

Két qua 8.3.4. (Wagner)

Néu G 1a mot @6 thi toi dai canh khéng chtra Ks nhu mot phan bu véi |G| = 4 thi G c6 thé dugc xay
dung dé quy tir cac do thi triangle phang va cac ban sao ciia d6 thi Wagner W bang cach dan doc theo cac
triangle va K.




Hinh anh minh hoa ba ban sao cua d6 thi Wagner W'.

Tur Két qua 4.2.8), chung ta c6 thé d& dang tinh dugc sé canh t6i da c6 thé co cua cac d6 thi dugc xay
dung nhu trong mo ta cua Két qua 8.3.4). Pidu nay suy ra tir viéc cac do thi tdi dai canh khéng chira K
nhu mot phan bu khdng ¢ nhiéu canh hon cac d6 thi tdi dai canh khong chira {MKs, MK 5}:

Két qua 8.3.5.

Moi d6 thi G voi n dinh va khéng chia K5 nhu mot phan bu chi c6 thé o téi da 3n — 6 canh.

Két qua 8.3.4) va dinh li bdn mau s& chi ra tinh dung dén cua gia thuyét Hadwiger cho r = 5:

Két qua 8.3.6.
Gia thuyét Hadwiger dung cho r = 5.

M6t lan nira viéc ching minh tinh dung dén cua gia thuyét Hadwiger cho r = 6 s& kho hon kha nhiéu
S0 VGi r = 5 va né ciing dua trén dinh 1i bdn mau. Mau chét cua phép ching minh ndm & viéc chi ra rang
néu gia thuyét Hadwiger 1 sai thi moi dd thi khdng thoa man gia thuyét Hadwiger cho r = 6 déu c6 thé
dugc xay dung tir mot dd thi phang bang cach bb sung thém mot dinh méi. Nhu vay, ban than d6 thi nay
lai thoa man gia thuyét Hadwiger cho = 6 (diéu nay suy ra tir dinh 1i b6n mau), mau thuan !

Két qua 8.3.7. (Robertson — Seymour — Thomas)
Gia thuyét Hadwiger dung cho r = 6.

Tur Két qua 8.3.5), moi do thi véi n dinh va cé nhiéu hon 3n — 6 canh déu chira mot MK. Trén thuc
té, moi d6 thi véi n dinh va cé nhiéu hon 3n — 6 canh déu chira mot TKs. Két qua nay ting la mot trong
nhitng gia thuyét quan trong nhat caa Iy thuyét d6 thi hién dai trong gan hon 30 nam:

Két qua 8.3.8. (Mader)

Moi d6 thi G voi n dinh va ¢6 nhiéu hon 3n — 6 canh déu chira K5 nhu mot phan bu topo.

That khdng may man la cho dén nay chung ta van chua tim dugc mot mo ta tong quat nao vé cau trac
cua cac d6 thi khong chira TK; twong ty nhu Két qua 8.3.1) va Két qua 8.3.4). Tuy nhién, nha toan hoc
Mader da tim ra duoc md ta tong quat cho cu tric caa cac do thi téi dai canh khdng chira TKs nhu sau:

Két qua 8.3.9. (Mader)

Diéu kién can va du ¢é mot do thi G 1a tdi dai canh khdng chira TK; 1a G ¢6 thé dugc xay dung dé quy
tir cac do thi phang tdi dai bang cach dan doc theo cac triangle.




