Chu d@é 09. Dang @6 thi ciia dinh li Ramsey

Trong chuong nay, chung ta s& danh quy thoi gian dé khao sat mot loai cau trac con co ban thuong
duoc chira trong cac do thi G du 16n: “Loai cau trac con H nao bat budc phai cé trong moi do thi G ¢o
kich thudc da lon 2. V& mit hinh thuc, van dé nay chinh la bai toan nguoc cua bai toan: “Cho trudc mot
dd thi H va sé nguyén duong n > |H|. M6t db thi G véi n dinh s& can c¢6 bao nhiéu canh dé cé thé chira
H nhu mdt d6 thi con bat ké cach phan b cua cac canh nay ?” da duoc khao sat trong hai chuong truéc
do.

B dé Szemerédi trong “Chu dé 07. Cau trac con cua d6 thi day dac” cung cap mot loi giai so bo cho
loat van dé nay: “Moi dd thi G du 16n déu c6 chia nhitng dd thi con H ¢6 cAu trac gan giéng véi cac dd
thi da phan”. Néu chung ta dang tim kiém nhitng d thi con H ¢6 ciu tric xac dinh hon thi mot cau tra loi
nhu trén 1 hoan toan chwa du ddi véi chang ta.

Mic du ¢6 nhiéu nét twong dong véi cac bai toan cuc tri d6 thi nhung van dé trén lai dan ching ta dén
mat loat cac két qua toan hoc mang mau sac hoan toan riéng biét. That vay, cac két qua va phép ching
minh trong “Chu dé 09. Dang d6 thi ciia dinh 1 Ramsey” nay ¢6 nhiéu nét twong dong véi cac két qua
trong dai s6 va hinh hoc hon so véi hau hét cac linh vuc thudc vé Iy thuyét d6 thi. Nhu vay, viéc nghién
clru cac phuong phap co ban dé giai quyét van dé trén c6 thé duoc coi nhu mét linh vuc hoan toan riéng
biét cua toan t6 hop: ly thuyét Ramsey.

Dé phu hop véi chu dé cua bai viét, chung ta s& chi tap trung vao cac két qua duoc biéu thi mot cach tu
nhién dudi dang d6 thi. Ngay ca khi nhin nhan tir quan diém cua ly thuyét Ramsey téng quat, viéc ching
ta chi tap trung vao cac két qua biéu thi dudi dang d6 thi ciing s& khdng lam giam di tinh tong quat caa
van dé: d6 thi la sy lya chon ty nhién dé biéu dién cac két qua cua Iy thuyét Ramsey va “Chu dé 09. Dang
d6 thi cua dinh li Ramsey” dua ra du loai y tuong va phuong phap dé truyén dat nhiing dac diém néi bac
nhat caa ly thuyét Ramsey.

9.1. Dang nguyén mau cia dinh li Ramsey

Dang nguyén mau cua dinh li Ramsey phat biéu rang: “Moi d6 thi G da Ién déu cé chira mot do thi con
khung c6 dang K, hoic K,”. Thoat nhin, khang dinh nay duong nhu 1a mot diéu vo Iy: bai vi moi d6 thi G
véi n dinh s& can chira khoang g (7) canh dé dam bao G s& chira mot do thi con c6 dang K, (Két qua
7.1.3) trong khi ca G va G khdng thé cung chta nhiéu hon % (%) canh. Nhu vay, viéc ép qua nhiéu canh
vao d6 thi G ma khdng tao ra dugc d6 thi K, s& budc G phai chira mot d6 thi con ¢ dang K.

Cau hoi dau tién dat ra ¢ day dé la: “Lam thé nao dé ching ta co thé chang minh dinh 1i Ramsey ?”.

Y tuéng chinh cho phép ching minh caa dinh 1i Ramsey nam & viéc chung ta s& xay dung dé quy mot
d6 thi con K, hoic K, trong G bat dau tir mot dinh v, € V; = V(G) tuy y nhu sau: Néu |G| du 16n thi s&
ton tai mot tap dinh V, € V; \ {v;} du 16n ma tit ca cac dinh déu lién thudc vai v, hoic tat ca cac dinh déu
khong lién thudc véi v, . Khi do, v,¢6 thé duoc xem nhu dinh dau tién caa mot do thi con K, hoic K, voi
tat ca cac dinh déu nam trong V,. Ki hiéu v, € V, la mot dinh khac ciing nam trén d6 thi con K, hoic K,
nay. Néu |V,| da 16n thi s& ton tai mot tap dinh V, € V, \ {v,} da 16n ma tat ca cac dinh déu lién thuoc
VGi v, hoic tat ca cac dinh déu khong lién thuoc véi v,. Khi d6, v, ¢ thé duoc xem nhu dinh dau tién
ciia mot d thi con K, hoac K, véi tat ca cac dinh déu nam trong V. Bang cach lap lai qua trinh xay dung
néu trén, chung ta s€ tim dugc mot day cac dinh vy, v,, v, ...



Cau hai tiép theo duogc dit ra d6 1a: “Can lap lai qua trinh xay dung néu trén trong bao 1au dé cé thé tim
duoc mot do thi con K, hoic K, trong day cac dinh vy, v, vs, ... néu trén 2”.

Cau tra loi cho van dé nay s& phu thudc nhiéu vao kich thudc V(G) caa G. That vay, do mdi tap V; déu
chua it nhét 'V‘Z—‘” dinh tir tap tién nhiém V,_, nén néu d6 thi G chira khoang 2° dinh thi qua trinh xay
dung néu trén s& két thac sau s lan thuc hién. Phép chang minh sau sé& chi ra rang néu chon s = 2r — 3

thi chiing ta hoan toan co thé tim dugc mot d6 thi con K, hoic K, tir trong day cac dinh vy, v,, vs, ... néu
trén.

Két qua 9.1.1. (Dang nguyén miu cia dinh |[i Ramsey)

V&i moi s6 tu nhién r € N, tdn tai mot s6 tu nhién n(r) € N sao cho néu G 1a mét dd thi véi |G| = n
thi G s& chira mot d6 thi con khung c6 dang K, hoic K.

Chitng minh két qua 9.1.1.

Nhan thay rang khang dinh trén hién nhién 1a dung néu < 1, nén khéng giam tinh tong quat caa van
dé ching ta c6 thé gia st rang > 2. Ki hiéu n == 2773, Gia str G 1a mot dd thi véi |G| = n. Ching ta s&
xay dung mét day cac tap dinh V,, V,, ..., V,,._, va mot day cac dinh vy, v,, ..., v5,_, Sa0 cho v; € V; va
thoa mén cac diéu kién sau:

)|V =222t (i=1,..,2r — 2);
i)V, € Viog \{vi.} 0 =2,...2r = 2);

iii) v;_, hogc lién thudc vai tat ca cac dinh trong V; hoac khong lién thudc véi bat ki dinh nao trong V;
(i=2..2r—2).

Gia sa V; € V(G) la mot tap dinh bat ki voi [V, | = 22773 va v, € V; 1a mot dinh bat ki. Khi do, tinh
dung dan cua cac diéu kién (i), (i), (iii) 1 hién nhién. Gia sir da xdy dung duoc mot day céc tap dinh
Vi, Va, -, Viog vamét day cac dinh vy, v,, ..., v, (1 <i < 2r —2)saochov; € V; (j =1, ...,1) vathoa
man céc diéu kién (i), (ii), (iii). Do |V;_; \ {v;_1}] = 227717t — 1 [a mot s6 1& nén V;_, phai chira mot tap
dinh con V; théa man cac diéu kién (i), (ii), (iii). Dé hoan tat qua trinh xay dung néu trén, ching ta chi can
chon v; 1a mot dinh bat ki thudc V.

Nhan thay rang trong s6 2r — 3 dinh vy, v, ..., V5,_3 phai ¢6 r — 1 dinh cing lién thudc nhau d6i mot
hodc cting khéng lién thudc nhau d6i mot. Bang cach két hop r — 1 dinh nay véi dinh v,,_,, chiing ta s&
nhan dugc mot do thi con khung c6 dang K, hoic K, trong G (do v;, ..., v,,_, € V; Vi moi chiséi). o

S6 nguyén duong n(r) nhé nhat thoa man Két qua 9.1.1) dugc goi 1a sé Ramsey R(r). Phép chung
minh néu trong Két qua 9.1.1) chi rarang R(r) < 22773, Trong “Chu d& 11. B4 thi ngiu nhién”, chling ta
s& str dung mot 14p luan xac suat don gian dé chi raring R(r) < 2z (Két qua 11.1.3).




Theo thdng 1& trong ly thuyét Ramsey, mot phép td mau cac phan tir cia mot tap hop X boi ¢ mau phan
biét (hay n6i ngan gon 1a mot phép ¢ — td mau cia X) 6 thé dugc xem nhu mot phép phan hoach cua X
thanh ¢ 16p phan biét. Nhitng phép ¢ —td mau néu trong “Chu dé 09. Dang db thi caa dinh If Ramsey”
nay khdng can dap tng bat ki yéu cau nao vé tinh lién hop nhu trong “Chu dé 05. Phép t6 mau do thi”.

Gia sir cho trugc mot phép ¢ — td mau cua [X]%, tip Y € X duoc goi 1a don sdc néu tat ca cac phan tu
cua [Y]* déu duoc t6 bai cing mot mau, hay ndi cach khéc tat ca cac phan tir caa [Y]* déu nam trong
cling mot 16p twong duwong cua phan hoach ¢ twong wng cua [X]*. Tuong tw, néu G = (V, E) 1a mot do thi
va H C G 1a mot d6 thi con c6 tit ca cac canh duoc td boi ciing mot mau trong mot phép t6 mau nao dé
cua E thi H duoc goi 1a mot dé thi con don sic cua G.

Theo thuat ngit trén, dinh Ii Ramsey c6 thé duoc phat biéu lai dudi dang: véi moi 6 tu nhién r € N,
tén tai mot sé tu nhién n € N sao cho, véi moi n — tap X, moi phép 2 — td mau cua [X]? déu c6 chiara mot
r — tap con don sic Y € X. Tong quat hon, v&i moi s6 tu nhién r, k € N, ton tai mot sb tu nhiénn € N
sao cho, v&i moi n — tap X, moi phép k — t6 mau caa [X]* déu c6 chira mot r — tap con don sic Y € X.

Nham tranh sy tring lap, ching ta s& trinh bay maot ki thuat chitng minh thay thé kha pho bién: dau
tién, chling ta s& chizng minh dang vo han cua dinh Ii Ramsey; sau d6, chung ta suy ra tinh diing dan cua
dang hitu han caa dinh 1 Ramsey (do ching ta khong phai quan tam dén sb phan tir cia tap X khi chiing
minh dang vo han cua dinh Ii Ramsey nén tinh phuc tap cua van dé sé duoc giam di) - Idp lu@n compact.

Két qua 9.1.2. (Dang vd han cia dinh li Ramsey)
Gia str cho trudc cac sé nguyén duong k, ¢ € N va mot tap vo han X.

Khi d6, voi moi phép ¢ — t6 mau cua [X]¥, X c6 chira mot tap con don sic vO han Y.

Chirng minh két qua 9.1.2.

Pé ching minh tinh dung din cua khang dinh trén, chling ta tam c¢é dinh gid tri cua chi s6 ¢ va thuc
hién quy nap toan hoc theo chi s6 k. Vi k = 1, tinh dung din cua khang dinh 1a hién nhién.

Gia sir k > 1 va tinh ding dan cua khang dinh da dwoc chirng minh véi moi gié tri nho hon k.

Xét mot phép ¢ — td mau bt ki cia [X]%. Bé ching minh tinh dung dan cua khang dinh trén, ching ta
s& xay dung mot day vo han cac tap con vo han Xy, X4, ..., X;, ... cua X va mot ddy v han cac diém
X, X1, eue» Xj, .. $30 ChO x; € X; thoa man cac diéu kién sau:

) Xip1 € Xi/{xi}s
ii) tat ca cac k — tap c6 dang {x;}UZ vé6i Z € [X;,1]%"* déu duogc td boi cing mot mau ¢; nao do.
Pau tién, chiing ta s& bat dau véi tap con vo han tam thuong X, = X va mot diém x, € X, bat ki.

Gia sir chiing ta da chon dugc mot tap vo han X; va x; € X; voi mot chi sé i nao do, bang cach td mdi
tap Z € X;/{x;} bai mau cua tap {x;}UZ trong phép c — td mau cua tap [X]*. Theo gia thiét quy nap cua
bai toan, X;/{x;} c6 chita mot tap con don sic vo han X;,,. Hién nhién, tap X;,, nay thoa man ca hai diéu
kién (i) va (ii). Sau d6, ching ta chon ra mot diém x;,, € X;,, bat ki.

Do ¢ hitu han nén phai c6 mét mau c¢; nao dé trong ¢ mau nay lién két véi v han cac diém x;. Tap cac
diém x; sé tao thanh mot tap con don sac cua X. O

Dé nhan duoc dang hitu han cua dinh If Ramsey (Két qua 9.1.2), ching ta s& can dén két qua sau:




Két qua 9.1.3. (Dang vo han cia bé dé Konig)

Gia st Vy, V4, ..., V;, ... la mot ddy vo han cac tap hitu han khdng rdng d6i mot phan biét va G 1a mot dd
thi trén hop cua cac tap nay. Gia st mdi dinh v trong tap V; véi i > 1 déu c6 mot dinh lang giéng £ (v)
trong V;_,.

Hinh anh minh hoa.

Khi do, G ¢6 chira mot duong di v6 han vyv; ... v; ... trong d6 v; € V; v6i moi i.

Chitng minh két qua 9.1.3.

Ki higu P 12 tap tit ca cac duong di c6 dang vf (v)f (f(v)) ... két thic trong V,. Do V, hitu han nhung
P v6 han nén ton tai vo han dudng di trong P két thic tai ciing mot diém v, € V,. Trong sé nhitng duong
di nay, ton tai vO han duong di cung di qua dinh v, € V; (diéu nay suy ra tir viéc V; 1a mot tap hitu han).
Tuong tu, trong s6 nhitng dudng di ndy, ton tai vd han dudng di cung di qua mot diém v, € V,. ... Lap
luan trong tu, ching ta xac dinh dugc cac dinh v; € V; twong tu nhu trén véi moi i € N. T cach dinh
nghia, mdi dinh v; déu lién hop véi dinh v;_,, nén vy, ... v; ... chinh 1a duong di vo han can tim. m

Két qua 9.1.4. (Dang hiru han caa dinh Ii Ramsey)

Véi moi s6 nguyén duong k, ¢, = 1, ton tai mot sb tu nhién n(k, c,7) = k sao cho moi n — tap X déu
c6 chira mot r — tap con don sic Y véi moi phép ¢ — td mau cuaa [X]*.

Chirng minh két qua 9.1.4.

Ki hiéu [n] := {0, ...,n — 1}. Gia sir khang dinh cua bai toan 1 sai vai cac s6 nguyén duong k,c,r > 1
nao d6. Khi do, ton tai mot n tap, khdng giam tinh tong quét cta vin dé ching ta gia st 1a tap [n], va mot
phép ¢ — t6 mau [n]* - ¢ sao cho [n] khong chira bat ki r — tap con don sic ndo. Ching ta s& goi mot
phép ¢ — t6 mau nhu vay 1a mot phép t6 mau xau. Nhu vay, voi moi n = k, ludn ton tai it nhat mot phép
t6 mau xau cua [n]*. Y twong caa phép chirng minh cia ching ta 1a s& to hop cac phép t6 mau nay lai dé
tao ra mot phép t6 mau xau cua [N]¥, mau thuan véi Két qua 9.1.3).

Véi moi n > k, ki hiéu V, # @ la tap cac phép t6 mau xau caa [n].

Nhan thay rang, véi moi n > k, phép thu hep £(g) caa moi phép td mau g € V, ciing 1a mot phép td
mau Xau, nghia 1 f(g) € V,,_,. Tir Két qua 9.1.3), ton tai mot day vo han gy, g1, - » G - CAC phép t0
mau xau g,, € V, sao cho f(g,) = gn_1 Véi moi n > k. Vi moi m > k, tat ca cac phép td mau g,, Voi
n > m déu tring véi nhau trén [m]*, nén véi moi Y € [N]* gia tri cua g, (Y) tring véi nhau véi moi n >
maxY. Ki hiéu g(Y) 1a gia tri chung g, (Y) nay. Khi d6, g 1a mot phép td mau xau cua [N]*: do moi r —
tap S € N déu duoc chtra trong mot tap [n] nao d6 da Ion nén S khong thé 1a mot tap con don sic cua N
(diéu nay suy ra tir viéc phép td mau g triing vai phép td mau xau g, trén [n]%). O




S6 nguyén duong n(k, ¢, ) nho nhat thoa man Két qua 9.1.1) duoc goi la sé Ramsey R(k, c, 1).
9.2. S6 Ramsey

Pinh Ii Ramsey c6 thé dugc dién dat lai dudi dang: “Néu H = K, va G 1a mot d6 thi véi s6 dinh du 16n
thi hozc G hoac phan bi G cua no6 sé chira H nhu mot d6 thi con”. Hién nhién, khang dinh trén ciing dung
véi moi do thi H bat ki (diéu nay suy ra tir viec H € K, V6i h = |H|).

M6t cach ty nhién, ching ta s& can quan tim dén sé nguyén duong n nhé nhit sao cho moi db thi G voi
n dinh déu thoéa man tinh chat néu trén — sé nguyén duong n nhu vay duoc goi 1a s6 Ramsey R(H) caa
H. Hién nhién, néu H 1a mot do thi c6 thé nhung dugc vao do thi G hoic phan bu G véi |G| = n thi sb
Ramsey R(H) cua H s& nho hon s6 Ramsey R(h) = R(K,,) cua K,,.

Tong quét hon, ki hiéu R(H,, H,) 13 s6 nguyén duong n nhé nhat sao cho H; € G hoic H, S G Vvoi
moi d6 thi G ¢6 n dinh. V&i hau hét cac d6 thi Hy, H,, ching ta chi thu duoc nhirng danh gia rat thd cho
R(H,, H,). Mbt diéu rat th( vi d6 1a cac danh gia duoc chi ra boi do thi ngau nhién (Két qua 11.1.3)
thudng s& tt hon ca cac danh gia tot nhat dwoc chi ra bai viéc sir dung cac cau trdc cu thé.

Két qua sau day 1a mot trong s rat it truong hop ma sé6 Ramsey R(H,, H,) dugc xac dinh chinh xac véi
mot so lugng cac do thi twong doi 1on:

Két qua 9.2.1.
Gia sir cho trudc cac sé nguyén dwong s, t > 1 va T 1a mot cay bat ki vai t dinh.

Khi do, R(T,K,) = (s — D(t — 1) + 1.

Chitng minh két qua 9.2.1.

Nhan thay rang hop roi rac cia s — 1 do thi K,_, phan biét s& khéng chira bat ki db thi con nao c6 dang
T va K. Bong thoi, phan bl caa db thi nay 1a d6 thi (s — 1) —phan K=t ciing khong chira bét ki db thi
con nao c6 dang T va K. Biéu nay chi rarang R(T,K,) = (s — 1)(t — 1) + 1.

Nguoc lai, gia st G 1a mot d6 thi bat ki véin = (s — 1)(t — 1) + 1 sao cho phan bu G caa n6 khdng
chtra bat ki do thi con nao c6 dang K. Khi d6, s > 1 va, véi moi phép té mau dinh cta G, chi c6 thé c6
t6i da s — 1 dinh c6 thé duoc t6 bai ciing mot mau (xem lai noi dung cia “Chu dé 05. Phép t6 mau dd
thi”). Nhu vy, 2(G) 2 || = ¢. Tir Két qua 5.1.4), G c6 chira mot d thi con H v6i §(H) 2 t — 1.

Diéu nay chi ra rang G s& chira mot do thi con ¢6 dang T (diéu nay suy ra tir Két qua 1.5.4). 0

Két qua 9.2.2. (Chvatal — Rédl — Szemerédi — Trotter)
Vé&i moi s6 nguyén duong A> 1, ton tai mot hang sb ¢ sao cho

R(H) < c|H| véi moi db thi H véi A(H) < A.

Chitng minh két qua 9.2.2.

Y tudng caa phép ching minh nay nam & viéc chling ta s chi ra rang néu |G| du I6n thi H € G hoic
H < G. Xét mot phan hoach e — regular ciia G nhu trong Két qua 7.2.1). Néu sb cac cap € — regular caa
phan hoach c6 mat d6 duong du 16n thi G s& chira H nhu mot do thi con. Néu phan 16n céc cap c¢6 mat do
nhé hon hoic bang khdng thi G s& chira H nhu mot d6 thi con. Ki hiéu R, R’, R"" lan luot 13 cac do thi
regular cia G véi cac canh cua nd twong ng véi cac mat @6 > 0,> 1/2,< 1/2. Khi @6, R la hop roi rac
canhcua R’ vaR".




Pé ching minh H S G hoic H € G, ching ta chi can chieng minh rang H dugc chira trong mot do thi
regular R’ hoic RY nao d6 (diéu nay suy ra tir Két qua 7.3.2). Do y(H) < A(H) +1 <A+ 1nénnéus >
a(H) va ching ta c6 thé tim duoc mot dd thi K, ,, trong R’ hoic R" thi tinh dung din cua khang dinh
trén 1 hién nhién. Tuy nhién, diéu kién nay duoc thoa man rat dé dang: ching ta chi can dam bao K, € R
trong d6 r 12 s6 Ramsey cua A + 1, phan con lai s& duoc suy ra tir Dinh 1i Turan do R 12 mot do thi day
dac.

Véi y tuong phép can nhu trén, phép chitng minh sé dugc thuc hién nhu sau:
Gia str cho trugc A> 1. Véi d = 1/2 va A, tdn tai mot sb thuc duong &, > 0 sao cho:
“Néu G 1a mot d6 thi bat ki, H 1a mot @6 thi vai A(H) < A, R 1a mot @6 thi regular cua G vai cac tham sé

e<e,l>=,dthiHCS R, = HCG"

€o

Ki hiéum := R(A + 1) las6 Ramsey cia A + 1.
Gia sir cho trudc mot so thuc duong € < g, di nho sao cho 2¢ < — % véi mol k = m. Q)

Ki hiéu M 1a s6 nguyén duong néu trong Két qua 7.2.1) twong &ing voi & va m.

Ta s& chang minh tinh dung dan cua khang dinh trén véi ¢ = s
-

Xét mot do thi H bat Ki véi A(H) < A vaki hiéu s := |H|.
Gia str G 12 mot d6 thi bat ki véi bac n > c¢|H|, ching ta s& chang minh rang H € G hoic H € G.
T Két qua 7.2.1), G ¢6 mot phan hoach e — regular {V,, V4, ..., Vi } Voi V, 1a tap dac biét va

V| == V] = lvéim < k < M.

.4 -V - 1- 1-

Khldo,l=n|0|2ngn=7’l—g e s 2)
k M M

Gia sir R 1a mot do thi regular cua G tuong ang véi cac tham so &, 1, d.

Tu dinh nghia, R chtra k dinh va

IR| = (’;) — ek?
=2k?(1-3-2¢)
>a 3k (11— +3)
= tm-1 (k).

T Két qua 7.1.1), R ¢6 chita mot db thi con K = K,,.

Bay gio, ching ta s& thyuc hién t6 mau cac canh e ctia R boi hai mau xanh va do theo quy tic: canh e
duoc t6 mau dé néu no twong Gng véi mot cap (V;, V;) c6 mat do > 1/2; truong hop nguoc lai, canh e
duoc td mau xanh. Ki hiéu R’ 1a db thi con bao trim caa R duoc tao thanh béi cac canh mau do twong
ting véi cac cap (V;,V;) co mat dd = 1/2, R” 1a d thi con bao tram ciia R dugc tao thanh bai cac canh



mau xanh twong tng véi cac cap (V;,V;) co mat do < 1/2. Khi do, R’ 1a mot d6 thi regular cua G véi cac
tham s6 €,1,1/2 va R" 1a mot do thi regular cua G véi cac tham s €,1,1/2.

T c4ch dinh nghia cua m, d6 thi K ¢ chira mot do thi con K, t6 mau xanh hozc mot d6 thi con K, t6
mau do6 (diéu nay suy ra tir viéc r == y(H) < A+ 1). Nhuvay, H € R, hoic H S R/.Doe < gy val >
s/, (diéu ndy suy ra tir khing dinh (2)) nén R’ va R déu théa man diéu kién néu trong Két qua 7.1.1),
nghiala H € G hoic H C G. O

Tinh dén nay, ching ta van dang c6 giai quyét cau hoi xac dinh bac nho nhat cua mot d6 thi G sao cho
moi phép 2 — t6 mau canh cua G déu tao ra mot do thi con don sic H cho trudce. Thay vi phai tap trung
qué nhiéu vao bac cua dd thi G, ching ta co thé thir xac dinh phan tu téi tiéu cua G theo chinh quan hé db
thi con. Gia st cho trugc mot do thi H, dd thi G duoc goi mot phan tir toi tiéu Ramsey cia H néu G 1a
phan tir tdi thiéu cua tinh chat: moi phép 2 — td mau canh déu tao ra mot d6 thi con don sic H.

Mét s6 cau hoi duge dit ra cho ching ta d6 1a: “Nhitng phan t tdi tiéu Ramsey cua mot db thi H s&
trong nhu thé nao? Phan tir téi ticu co ton tai duy nhat hay khong ?”. Két qua sau day s& phan nao tra 1oi
cho hai van dé néu trén:

Két qua 9.2.3.

Néu T 1a mot cay nhung khong phai 1a mot star thi s& ton tai v han phan tir téi thiéu Ramsey cua T.

Chitng minh két qua 9.2.3.

Ki hiéu r == |T|. Ta s& chitng minh rang v&i moi s6 tu nhién n € N lubn ton tai mot phan tir téi tiéu
Ramsey cua T ¢6 bac > n.

Pau tién, ching ta s& muon mot két qua quan trong trong “Chu dé 11. B4 thi ngau nhién”: “Véi moi sb
tu nhién n, 7 € N, ludn tén tai mot do thi G véi sac s6 y(G) > r? va girth g(G) > n”. Néu ching ta to
mau cac canh cua d6 thi G boi hai mau xanh va do thi dé thi con cam sinh bai cac canh mau xanh va do
thi con cam sinh béi cac canh mau do khong thé dong thoi déu c6 mot phép r — t6 mau dinh theo dinh
nghia d trinh bay trong “Chu dé 05. Phép t6 mau d6 thi”: truong hop nguoc lai, chlng ta c6 thé td mau
cac dinh cua G bai cac cap mau cua phép td mau canh, mau thuin véi gia thiét y(G) > 2. Giasa G' € G
la mot dd thi con don sac vai x(G") > r. Tir Két qua 5.1.4), G’ c6 chira mot do thi con H ¢6 bac nho nhat
S(H) = r. T Két qua 1.5.4), G’ c6 chira mot dd thi con dang cau vai T.

Gia s G* € G 1a mot phan tir toi tiéu Ramsey cua T. Hién nhién, G* khong thé 1a mét ring: do céc
canh ciia mot riing bat ki déu c6 thé 2 — t6 mau sao cho khdng c6 rimng con don sac nao ¢ chira mot
duong di c6 chiéu dai > 3 nén ciing khong thé chira do thi con nao dang cdu véi T (do T 1a mot cay
nhung khong phai 1a mot star nén T ¢6 chira Py). Nhur vay, G* ¢6 chira mét chu trinh véi chiéu dai >
g(G) > n (diéu nay suy ra tir viéc G* € G), nghia la |G*| > n. O

9.3. Dang cam sinh caa dinh li Ramsey

Nhéc lai rang dinh Ii Ramsey c6 thé duoc phat biéu dudi dang: “V&i moi d6 thi H cho trudc, ton tai
mét d6 thi G sao cho véi moi phép 2 — td mau canh cua G déu chira mot do thi con don sic H S G
Chung ta c6 thé thay doi bai toan lai dudi dang cam sinh nhu sau: “V&i moi d6 thi H cho truée, ton tai
mot d6 thi G sao cho voi moi phép 2 — td mau canh cua G déu chira mot do thi con cam sinh don sic H €
G”.

Viéc sira doi nay lam thay do6i dang ké cac tinh chat dic trung ciia bai toan. Phép chitng minh bay gio
khong con 1 viéc chi ra mot d6 thi G du 16n bang mot bang chimg don gian ma thay vao d6 1a mot phép




xay dyng tinh té: xay dung mot d6 thi G, véi moi 2 — phan hoach céc canh, chira H nhu mét do thi con
cam sinh. D6 thi G nhu vay duoc goi 12 mot do thi Ramsey cia H.

Viéc mot do thi Ramsey ludn ton tai voi moi cach chon H khéc nhau 1a mot trong sb cac két qua quan
trong nhét cua ly thuyét Ramsey. Phép chirng minh cho khang dinh nay duoc d& xuit mot cach doc 1ap
bai cac nha toan hoc Deuber, Erdds, Hajnal & Posa, Rodl:

Két qua 9.3.1. (Dang cam sinh cia dinh 1i Ramsey)

Moi do thi H déu c6 mot do thi Ramsey G nao d6, nghia 1a voi moi do thi H, tén tai mot d6 thi G, voi
moi phan hoach {E,, E,} cua E(G), chira H nhu mét d6 thi con cam sinh sao cho E(H) € E; hoic
E(H) C E,.

Trong bai viét nay, chlng ta s& gigi thiéu hai cach ching minh khac nhau cho khang dinh trén. Ca hai
phép chimg minh nay déu mang tinh cht c& nhan rit cao, mdi phép chirng minh déu cung cip mét cach
nhin rit doc dao vé ly thuyét Ramsey: céc loai d6 thi dugc gidi thiéu trong cac phép chitng minh hau nhu
khong duoc sir dung trong thuc té ma chi dong vai trd nhu nhitng vién gach trong phép xay dung nhung
vé mit tong thé cac phép ching minh déu rat an tuong.

Chitng minh thit nhat cho két qua 9.3.1.

Phép xay dung d6 thi Ramsey dugc thuc hién bang cach thay thé nhiéu lan cac dinh caa mot d6 thi G =
(V, E) da duoc xay dung trude d6 bang cac ban sao cua d6 thi H khac.

Véi mdi tap dinh U € V, ki hiéu G[U — H] 1a @6 thi thu dugc tir G bang cach thay cac dinh u € U bai
ban sao H (u) cua H, ndi hoan toan mdi H (u) véi tit ca cac H(u') véiu’ € U vauu’ € E, va nbi mdi
H(w) Véi tat ca cac dinh v € V /U véi uv € E.

Hinh v& minh hoa d6 thi G[U — H] véi H = K.

V& mat hinh thic, G[U — H] 1a mot d6 thi x4c dinh trén (U x V(H)) x ((V/U) x {@}) trong d6 hai
dinh (v, w) va (v, w") lién hop véi nhau néu vv' € E hoic v = v’ € U vaww' € E(H) (viéc thay thé
V/U boi (V/U) x {@} 1a mot cach dé dam bao tat ca cac dinh cua G[U — H] déu c6 cung mot dang
(v, w), cling nhu dam bao G[U — H] sé tach roi khoi G).

Sau ddy, chung ta s& chitng minh mét dang manh hon cua Két qua 9.3.1):

Véi hai do thi Hy, H, bat Ki, ton tai mét do thi G = G (H,, H,) sao cho véi moi phép td mau canh cia G
bdi hai mau 1 va 2 déu c6 mér do thi con cam sinh H; S G véi tat cd cac canh dioc td béi mau 1 hogc
mét do thi con cam sinh H, € G vdi tat cd cac canh dwoc t0 bdi mau 2. (%)

Pé chizng minh tinh dung dan cua khang dinh (*), chiing ta s& thuc hién mot phép quy nap toan hoc
theo chi sé |H, | + |H,| nhu sau:




Néu H, hoic H, khong c6 chira canh (|H,| + |H,| < 1) thi khang dinh (*) théa man véi G = K, Véi n
da 16n. Gia str H,, H, déu c6 chira it nhat mot canh va khang dinh (*) théa man véi tat ca cac cap (Hj, Hj)
v6i |Hy| + |H;| < |Hy| + |H,l.

Vi mdi i = 1,2, chon ra mot dinh x; € H; co lién thuoc véi mot canh nao dé trong H;.
Ki hiéu H! == H; — x; va H}' 1a d thi con ciia H; cam sinh bai cac dinh lang giéng cua x;.
Dau tién, ching ta s& xay dung mot ddy G°, ..., G™ cac d6 thi tach roi nhau; G™ chinh 1a db thi Ramsey
G (H,, H,) can tim. Vi c4c @6 thi G™ nay, ching ta s& xay dung céc tap con Vi € V(GY) va mot anh xa
f:viy..uvr s voy..yynt
sao cho f(VY) = Vi1 véi moi i > 1. (1)

Kihigu fi:== f o ..o f lan — hop cua f bat cir khi nao n6 dugc xac dinh va £° 1a anh xa dong nhat
tren V0 = 1V (GY).

Khi d6, fi(v) € V° véi moi v € Vi, fi(v) s& dugc goi la dinh géc cia v € V' trong V°.
Hon nita, cac dd thi con G{[V] s& phan &nh phan nao d6 cau trdc caa do thi G°:

Cdc dinh trong V' iing véi cdc dinh géc phan biét lién hop véi nhau trong G khi va chi kki cdac dinh
gaoc cua ching lién hep véi nhau trong G°. (2)

Mic du, khang dinh (2) s& khong duoc sir dung chinh thac trong phép chitng minh cuaa ching ta.

Tuy nhién, n6 cd thé giup chung ta c6 dugc mot cai nhin hinh dung vé cac do thi Gi: mdi do thi G!
(chinh xac hon, mdi d6 thi G}[V!] — ciling s& ¢ mot s6 dinh x € G¢ — V¥) vé co ban 1a mot ban sao phéng
to cua G° trong d6 mdi dinh w € G° dugc thay thé bai tap hop tat ca cac dinh nam trong Vi ciing nhan w
lam dinh gdc, va anh xa f s& ndi cac dinh ¢6 cuing géc qua cac db thi G;.

Tt gia thiét quy nap cta bai toan, ton tai cac do thi Ramsey G, = G(H,, H}) va G, = G(H}, H,).

Ki hiéu G° 1a mot ban sao ciia d6 thi G; va VO = V(G°). Ki hiéu Wy, ..., W, _, la cac tap con caa V°
bao trum d6 thi H, trong G°. Nhu vay, n duoc dinh nghia 13 sb ban sao cam sinh caa H, trong G°, va
chuing ta s& xay dung mét do thi G* cho mdi tap W/_,,i = 1, ...,n. Do d6 thi H, c6 chua it nhat mot canh
nén n > 1: trudng hop nguoc lai, G° khéng thé 1a mot do thi Ramsey G (H,, Hy).

Véimdii=0,..,n—1, ki hiégu W/ la anh caa V (H}') qua phép dang cau H, — G°[W/].

Gia sir chiing ta dd xay dung duoc diy cac d6 thi G2, ..., GI~1, ddy cac tap con VO, ..., Vi=1 véii > 1,
va anh xa f da duoc xac dinh trén VO U ... UV~ va théa man diéu kién (1) voi moi j < i.

Chung ta thuc hién phép ma rong G~ 1én thanh G* theo hai budc nhu sau:
Budéc thir nhat.

Pau tién, ching ta can xét tap U=t gdm tat ca cac dinh v € Vi~ ¢6 dinh gbc i~ (v) nam trong W;” ,
(voii=1,U° =Wy"). Tiép theo, chling ta m& rong G~ 1én thanh mot do thi Gi~* bang céach thay mdi
dinh u € U~ béi mot ban sao G, (u) cua G,, nghiala Gt == G U! > G,]. Ki higu f(u'): = u Vi
moi u € U vau' € G,(u), va f(v") = v véi moi v’ = (v, @) véi v € Vi-1 /U™t (nhic lai rang (v, @)
don gian chi la mot ban sao khong duoc mé rong caa mot dinh v € G~ trong G*~1). Ki hiéu V' 1a tap
cac dinh v’ hodc u’ cua G~ sao cho anh xa f duogc xac dinh, nghia 1a cac dinh tuong Gng truc tiép voi
mét dinh v trong Vi~ hoic cac dinh nam trong mét ban sao mé rong G, (u) cia mot dinh u trong Vi~t,



Khi d6, (1) dugc thoa man véi i. Hon nita, néu ching ta gia sir (2) duoc théa man véi i — 1 thi (2) ciing
s& dung véi i (trong GI=1). Po thi G~ dong vai tro nhu “phan ¢t 16i” ctia d6 thi Gi~1: phan nay trong
nhu mot ban sao phong to cua G°.

Budc th hai.

Ta s& m& rong Gi~1 1én thanh d6 thi G bang cach bd sung thém mot sb dinh x ¢ Vi, Ki hiéu F 1a tap
tit ca cac ho F co dang F = (H{(w)|u € U™, trong d6 mdi Hj(w) 1a mot d6 thi con cam sinh cua G, ()
dang cau vai Hy (n6i cach khac: F 1a tap cac cach dé chon tir mdi G, (u) chinh xac mét ban sao cam sinh
cua Hj). Vi mdi F € F, b6 sung thém mot dinh x(F) vao G~ va ndi no vai tat ca cac dinh cua Hy' (u)
véi mdi u € UL, trong d6 HY'(u) 1a anh cua Hj' qua phép dang cau H, — H.(w). Ki hiéu G 1a d6 thi
nhan duoc sau qué trinh xay dung néu trén. Diéu nay két thic qua trinh xay dung day cac do thi
GY, ..., G".

Hinh anh minh hoa phép xay dung G1.

Tiép theo, chiing ta s& chi ra rang d6 thi G := G™ s& thoa man khing dinh (). Dé thuc hién duoc muc
dich nay, chiing ta can chirng minh khang dinh (+#) sau cho cac do thi Gt véii = 0, ..., n:

Vi moi phép td mau canh cia G bsi hai mau 1 va 2, G* ¢6 chira mét do thi con cam sinh H, duroc to
bdi mau 1, hogc mér dé thi con cam sinh H, diroc td béi mau 2, hogc mét do thi con cam sinh H duoc to
bsi mau 2 sao cho V(H) € Vi va phép thu hep cua £ trén V(H) 1a mér phép dang cau giia H va
GO[W;] véi mét chi sé k € {i, ...,n — 1} ndo do. (x%)

Nhan thay rang do trueong hop thir ba cia khang dinh (x*) khdng thé xay ra véi i = n nén khang dinh
(%) cho i = n tuong duong vai khiang dinh (%) voi G = G™.

Véi i = 0, khang dinh (**) duoc suy ra tir cach lwa chon G° 1a mot ban sao cua G, = G(H,, H}) va
cach dinh nghia cua cac tap Wy.

Gia s 1 < i < n vakhang dinh () da duoc kiém chang véi moi gia tri nho hon i.
Xét mot phép t6 mau canh bat ki cua G

Véi mdi dinh u € U1, ton tai mot ban sao G, (u) cua G, trong G¥ sao cho G' 2 G,(w) = G(H;, H,).



Néu G, (u) c6 chira mot dd thi con cam sinh H, dugc td bai mau 2 véi mot dinh u € U1 nao d6 thi
khing dinh () hién nhién dang.

Truong hop nguoc lai, mdi G, (w) déu c6 chira mot d6 thi con cam sinh H} (u) =~ Hj duoc t6 bai mau 1.
Ki hiéu F 1a ho cac d6 thi Hj (w) nay véi mdi u € Ut va x = x(F).

Néu, véi mot dinh u € U~ nao d6, tat ca cac x — H.' (w) canh trong G déu duoc t6 mau 1 thi ching
ta thu dugc mot ban sao cam sinh cua H, trong G, nén khang dinh () duoc thoa man.

Khoéng giam tinh tong quat cua van dé, gia sir rang mdi Hy' (u) déu co chira mot dinh y,, sao cho canh
xy,, duogc td boi mau 2.

Ki higu U1 = {y,|u e U"1} c VL.

Khi d6, f xac dinh mot phép dang cau gitta 61 == GH[T1U{(v, ®)|v € V(1) /U1 va Gt
anh xa nay bién mdi dinh y,, thanh u va méi dinh (v, ®) thanh v.

Phép t6 mau canh cua G* s& cam sinh mot phép t6 mau canh cua G4 1,

Néu phép t6 mau nay mang lai mot d6 thi con cam sinh H; € G~ duoc t6 boi mau 1 hoac mét do thi
con cam sinh H, € G~* duoc t6 bai mau 2 thi chiing ta ciing c6 dugc nhitng khang dinh nay trong
Gi~' € GY, nén khang dinh (*#) duoc thoa man.

T gia thiét quy nap cua khang dinh () véi i — 1, chling ta c6 thé gia sir rang G~ ¢ chira mot dd
thi con cam sinh H' duoc t6 boi mau 2 sao cho V(H') € V=1 va phép thu hep cia £ trén V(H') 1a mot
phép dang cau gitta H' va G°[W,] = H, véimotchiso k € {i — 1,..,n — 1}.

Ki hiéu A’ 1 @6 thi con cam sinh tuong tng cia H' trong Gt < G°.

Khi d6, A" ciing duoc 16 boi mau 2, V(A" ) c viva £ (v(A')) = f1 (V") = Wy,
nén fi: H' — G°[W}] 1a mot phép dang cau.

Néu k > i thi khang dinh () dugc thoa man véi H :== H'.

Khong giam tinh tong quat, ching ta c6 thé gia sirrang k < i, nénk = i — 1.

Tu cach dinh nghia ctia U~ va G'=1, nghich anh ciia W;”, qua phép dang cau f:H' — G°[W;_,] la
mot tap con cua UL,
Do dinh x duoc néi vai tit ca cac dinh cua A’ nam trong U1 va tat ca cac canh xy, nay déu duoc to

boi mau 2 nén @6 thi A’ cing vai dinh x tao thanh mot ban sao don sac cua H, trong G¢, nén phép ching
minh cho khang dinh (**) hoan tat. O
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Hinh anh minh hoa ban sao don sic cua H, trong G

Nhéc lai mot 1an nita dang nguy@n mau cua dinh 1i Ramsey da trinh bay & phan ndo cua bai viét: “Véi
moi dd thi H cho trudc, ton tai mot dd thi G sao cho véi moi phép 2 — t6 mau canh cua G déu chira mot
d6 thi con don sic H € G”. D6 thi G ma theo d6 khang dinh nay xay ra ngay lap tic tir dinh 1i Ramsey la
mot d6 thi day du véi bac da I6n. Tuy nhién, néu ching ta yéu cau G s& khong chira bat ki do thi con day
da ndo 16n hon cac db thi con day du chta trong H, nghia 13 w(G) = w(H), thi van dé s& tro nén khé
phic tap ngay ca khi ching ta khdng yéu cau H phai 1a mot d6 thi con cam sinh trong G.

Phép chiing minh tha hai cho Két qua 9.3.1) giai quyét ca hai van dé trén ciing mot lac: cho truéc mot
d6 thi H bat ki, chling ta s& xay dung mot d6 thi Ramsey cua H ¢6 ciing chi sé clique véi db thi H.

Nhéc lai rang mot d6 thi ludng phan P 1a mot bo ba (V,, V,, E), trong d6 V;, V, 1a hai 16p phan hoach
dinh va E € V; x V, la tap cac dinh. Nguy@n nhan cho cach ki hiéu rd rang nay nam & viéc ching ta can
nhing céc d6 thi ludng phan vao nhau nhung van ton trong cac do thi ludng phan nay: cho trudéc mot do
thi ludng phan P’ = (V{,V;, E"), mot don anh ¢: V,UV, — V{U V, dugc goi la mot phép nhing P vao
P' néu (V) € V/ véii = 1,2 va ¢(v;)e(v,) la mot canh cia P’ khi va chi khi v, v, 1a mét canh cua P.

Hon nira, chung ta ki hiéu ¢: P — P’ thay cho cach ki hiéu ¢: VUV, - VU V.

Pé xay dung dugc do thi Ramsey c6 clng chi sé clique véi d6 thi H, ching ta s& can dén hai két qua
quan trong sau:



Két qua 9.3.2.

Moi d6 thi ludng phan déu co thé nhiing vao mét dd thi ludng phan cé dang (X, [X]%, E) trong d6 E =
{xY|x € Y}.

Chitng minh két qua 9.3.2.
Gia st P 1a mot do thi ludng phan véi cac phan hoach dinh {a,, ..., a,} va {by, ..., b,,,}.

Gia sir X la mot (2n + m) — tdp nao d6, tam gia st la X = {xq, ..., Xp, V1, «o» Yn» Z1, - » Zm }; ChUNQ ta S8
dinh nghia mot phép nhing ¢: P - (X, [X]™*1, E).

Pau tién, ching ta dat ¢(a;) = x; véimoii = 1, ..., n.

Tiép theo, chling ta s& xét xem cac (n + 1) — tap Y € X nao 1a phu hop dé dat 1am ¢ (b;) véi mot dinh
b; bat ki cho trudc. Hién nhién, dinh nay chi cd thé lién hop véi anh cua cac dinh lang giéng cua b;, nghia
la

YN {xy, ., X0} = @(Np (b)) (D
Do d(b;) < n nén diéu kién (1) duoc thoa man véi it nhat mét (n + 1) — tap Y nao do.

Ngoai trir ¢ (Np(b;)), ching ta s& dua vao Y = ¢(b;) dinh z; déng vai trd nhu mot loai chi s6 dé dam
bao rang ¢ (b;) # @(b;) véi i # j néu b; va b; c6 cung dinh lang giéng trong P. D¢ x4c dinh chinh xac
cac tap Y = @ (b;) ndy, chiing ta s& lap day cac ching bang cac phan tir y; chodénkhi [Y| =n+1. o

Két qua sau s& chirng minh tinh diing dan cua Két qua 9.3.1) cho cac do thi ludng phan: moi do thi
ludng phan déu cd it nhat mot d6 thi Ramsey — do thi Ramsey nay con 1a mot do thi ludng phan.

Két qua 9.3.3.

Véi moi @6 thi ludng phan P, ton tai mot d6 thi ludng phan P’ sao cho, véi moi phép 2 — té mau canh
cta P’, ludn ton tai mot phép nhing ¢: P — P’ sao cho tat ca cac canh cua ¢(P) déu duogc td bai cing
mot mau.

Chirng minh két qua 9.3.3.
Khong giam tinh tong quat cua van dé, gia sir d6 thi ludng phan P cé dang (X, [X]%, E) V6i
E={xY|x€eY}.

!

D¢ hoan tat chitng minh, chdng ta s& chi ra rang d6 thi ludng phan P’ c6 dang P’ = (X', [X']*,E")

k’

V6i k' = 2k — 1, X' 1a mot tap bat ki c6 luc luong |X'| = R (k’, 2 (k

néu trong Két qua 9.1.4) VA E' == {x'Y'|x’ € Y'}.

),kIXI +k— 1) (R 1a s6 Ramsey

Xét mot phép 2 — t6 mau cac canh caa P’ voi hai mau a va 8. Do trong sé |Y'| = 2k — 1 canh lién
thuoc véi mot dinh Y’ € [X']¥ ludn cé it nhét k canh duoc to béi cung mot mau nén, véi moi Y, ching ta
lubn c6 thé chon ramot k — tap Z' < Y’ sao cho tat ca cac canh x'Y’ véi x' € Z' déu dugc td boi cling
mot mau; ching ta s& goi mau nay 1 lién két voi Y.

Nhan thay rang c6 (l;{) cach dé mot k — tap Z'cd thé nam trong mot k' — tap Y’ nhu vay.




Gia sir X' 12 mot tap sap thi tu tuyén tinh bat ki. Khi do, véi mai Y’ € [X']%', tdn tai duy nhat mot song
anh bao toan thr ty a: Y’ - {1, ..., k'}.

Bay gio, ching ta td mau [X']'bsi 2 (’l‘() mau cua tap [{1, ..., k'}]* x {a, B}: véi mdi Y’ € [X'],
mau ctia Y’ s& duoc xac dinh bai cap (ay7(Z"),y), trong d6 y 1a mau a hoic S lién két véi Y'. Do |X'| la
k’

A k b
luc luong bang k|X| + k — 1. Nhu vay, v&i moi Y’ € W, ton tai mot tap S € [{1, ..., k'}]* sao cho
oy (Z") = S. Hon nita, tit ca cac tap Y’ € [W]*' déu cling lién két véi mot mau, tam gia si 1a mau a.

s6 Ramsey tuong tng véi cac tham s k', 2 ( ),kIXI + k — 1 nén X' c6 chira mét tap con don sic W ¢6

Ta s€ xay dung phép nhing ¢ cua P vao P’ nhu sau:

Dau tién, ching ta dinh nghia ¢ trén X =:{x,, ..., x,} bang cach dat ¢ (x;) =:w; € W sao cho w; < w;
theo quan hé thir tu cua X’ véi i < j. Hon nita, chling ta c6 thé chon cac w; sao cho c6 chinh xac k — 1
phan tir cia W nho hon w;, chinh xac k — 1 phan tir cia W nam gitta w; Vaw;,; Voii =1, ...,n —1va
chinh xac k — 1 phan tir cia W 16n hon w,, (diéu nay suy ra tir viéc |W| = kn + k — 1).
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Hinh anh minh hoa.



Tiép theo, chling ta s& dinh nghia ¢ trén [X]*.

Vi mdi Y € [X]¥, ching ta can chon ¢(Y) =: Y’ € [X']¥ sao cho cac dinh lang gidng cua Y’ trong sb
cac dinh trong ¢ (X) thuc sy 1a cac anh cua cac dinh lang giéng cta Y trong P, nghia 1a cac dinh ¢ (x) voi
x € Y, va céac canh ndi gitra Y’ va cac dinh 1ang giéng nay déu duoc to bai mau a.

Dé xac dinh tap Y', dau tién ching ta s& chon ra mot tap con Z’ déng vai tro ctua {¢ (x)|x € Y} (diéu
nay suy ra tir viéc ¢6 k dinh thuoc loai w;) va mo rong Z' thanh mottap Y' € 17453 bang cach b sung
thém k' — k dinh u € W /@(X). Theo cach xay dung nay, Z’ s& nam trong Y’, nghia 12 o,/ (Z') = S.

Phép xay dung nay ludn co thé thuc hién dugc do 6 chinh xac k — 1 = k' — k dinh khac caa W nam
gita hai dinh w; lién tiép. Khi d6, Y'Ne(X) = Z' = {p(x)|x € Y}, nén Y’ c6 cac dinh lang giéng nam
trong ¢ (X) va tat ca cac canh ndi gitra Y’ va cac dinh lang giéng nay déu duoc t6 boi mau a.

Sau ciing, ¢ 1a mot don anh trén [X]*: anh Y’ cua cac dinh Y khac nhau ciing s& khac nhau (diéu nay
suy ra tir viéc giao cua cac dinh Y’ khac nhau véi ¢ (X) s€ khac nhau).

Tom lai, ¢ that su 1a mot phép nhdng cua P vao P'. O
Chitng minh thir hai cho két qua 9.3.1.
Gia str cho trugc mot do thi H bat ki va ki hiéu n :== R(r) 1a s6 Ramsey cua r == |H|.

Khi do, v6i moi phép 2 — t6 mau canh, d6 thi K = K,, déu c6 chira mot ban sao don siac H — ban sao
nay khéng nhat thiét cam sinh trong K.

Chung ta xay dung d6 thi G° nhu sau. Pau tién, ching ta sap xép lai cac dinh caa db thi K trén mot cot
va thay thé mdi dinh bai mot hang gom (?) Mbi mot cot trong (Z) cot phat sinh thém nay déu cd thé
duoc lién két voi mot trong (Z) cach nhing V (H) vao V(K). Nhu vdy, chung ta d3 cung cap cho mdi cot
nay cac canh cua mot ban sao cua H. Khi d6, do thi G° phéat sinh thém nay bao gom (:) ban sao phan

bigtcunaHva(n —r) (Z) dinh c0 lap.
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Hinh anh minh hoa d6 thi G°.



V& mit hinh thtre, dd thi G° dugc dinh nghia lai nhu sau:
Giastr V(K) = {1, ...,n} vachon ra cac ban sao Hy, ... H(n) cua H trong K sao cho cac tap dinh d6i mot
T

phan biét nhau (diéu nay suy ra tir viéc mdi r — tap ndm trong V (K) déu xac dinh mot ban sao H; cua H).

Khi do, chiing ta dinh nghia
v ={@ni=1..mj=1..0)}
()
E(G®) = U{(i,j)(i',j)|ii' € E(H))}.
j=1

Y tuwéng chitng minh cua Két qua 9.3.1) 1a giam truong hop tong quét caa bai toan vé truong hop db thi
ludng phan di dugc chang minh trong Két qua 9.3.3). Bang céach ap dung lap lai Két qua 9.3.3) cho tat ca
cac cac cap hang cua G, ching ta s& xay dung mot do thi G dua 16n sao cho véi moi phép td mau canh cua
G déu c6 mot ban sao don sic ciia G, trong G don sic trén tat ca cac do thi con ludng phan cam sinh boi
cac cap hang caa nd, nghia 1a cac canh nam giira hai hang giéng nhau ludn ¢ cing mot mau. Phép chiéu
cia G° € G vao {1, ...,n} (bang cach thu hep cac hang cia no) s& xac dinh mot phép td mau canh cua K.

Tir cach dinh nghia K, mét trong cac H; S K nay phai don sac. Nhung H; nay ciing xuat hién vai cing
cach td mau trong hang thi j cia do thi G°, nén né ciing xuat hién vai cling cach t6 mau trong G. Hon
nira, H; con la mot db thi con cam sinh trong G°, nén nd ciling 1a mot dd thi con cam sinh trong G.

Vé mit hinh thic, chiing ta s& xay dung mot day G°, ..., G™ gém cac n — phan d6 thi G* véi
{VE, ..., VY lan — phan hoach dinh tuong ung.

Do thi G° s& duoc dinh nghia nhu trén; ki hiéu V2, ..., .2 1a cac hang caa no:

Vo = {(i,j) |j =1,.., (Z)}

Ki hiéu ey, ..., e,, 12 ddy cac canh cua d6 thi K. V&i mdi k = 0, ..., m — 1, chling ta s& xay dung d6 thi
G**+1 tir 36 thi G¥ nhu sau:

DAu tién, gid sir e,4q = iyi,. Ki hieu P = (V¥ V¥, E) 1a 46 thi con ludng phan cua G* cam sinh bai
hang thtr i, va hang th i,. Tir Két qua 9.3.3), P ¢ chira mot do thi Ramsey P’ = (W, W, E).

Tiép theo, chling ta xay dung do thi G¥** 2 P’ sao cho moi phép nhing P — P’ déu c6 thé mé rong
thanh mot phép nhing G* — G**1.

Ki hiéu:
{®1, .., o } 12 tap tat ca cac phép nhiing ctia P vao P’,
W1 Ué’l l = il
V(G**Y) = VI U ... UV} trong d6 Vi = W, voii=1i,
UZ=1(Vik x {p}) voii & {iy, i}

(Nhu vay, véi i ¢ {i;,i,}, ching ta c6 thé xem V¥*1 nhu g ban sao roi rac cia V)



Bay gio, chling ta s& xay dung tap cac canh cua G*** sao cho moi phép mé rong tim thuong cua ®p
trén V(G*) déu 1a mot phép nhiing cua G* vao G**1: véi mdi p = 1, ..., q, ki higu ,: V(G*) - V(G**1)
la &nh xa xac dinh baoi cong thirc
p,(V)véivEP
(w,p) voiv ¢ P

Kihieu E(G***) = UT_ {1, W)y, w)|vv’ € E(GH)}.

Y, (v) = {

Khi d6, voi moi phép 2 — t6 mau canh, G*** c6 chira mét ban sao cam sinh 1, (G*) cua G* véi cac
canh ndm trong P (nhiing canh nam giira hang tha i, va hang thi i,) déu duoc td boi cing mot mau:
chuing ta chi can chon chi sé p sao cho ¢, (P) 1a mét ban sao don sac ctia P trong P’ (diéu nay suy ra tir
Két qua 9.3.3).

Sau cuing, chdng ta s& chitng minh rang d6 thi G == G™ théa mén yéu cau cua Két qua 9.3.1).

Xét mot phép 2 — t6 mau canh bat ki cia G. Tir cach xay dung do thi G™ tir G™1, ching ta c6 thé tim
duoc trong G™ mot ban sao cam sinh cia 6™ sao cho néu e,,, = ii’ thi tit ca c4c canh nam giira hang
thir i va hang tha i’ déu duoc td béi cing mot mau. Tuong tu, chling ta ciing ¢6 thé tim dugc trong ban
sao nay cua G™~! mot ban sao cam sinh cua G™ 2 sao cho néu e,,_, = ii’ thi tat ca cac canh nam giira
hang thtr i va hang thir i’ ciing duoc té bai cung mot mau. Lap lai qué trinh suy luan nhu trén, ching ta sé
tim dwoc mot ban sao cia G° trong G sao cho, véi moi cap (i, i'), tat ca cac canh nam giira V° va V) déu
duoc td boi cing mot mau. Nhac lai rang, ching ta da ching minh dugc G° ¢ chira mot ban sao cam
sinh don sic H; cua H. |

9.4. Tinh chat Ramsey va tinh lién théng.

Theo dinh Ii Ramsey, moi do thi G du 16n déu c6 chira mot dd thi con cam sinh rat day dac hoac rat
thwa th6t ¢ bac cho truéc (chang han: moi db thi G da Ién déu cé chira mot dd thi con cam sinh ¢6 dang
K, hoic K,.). Néu ching ta gia thiét thém G 1a mot do thi lién thong thi ching ta thu dugc két qua sau:

Két qua 9.4.1.

Véi moi s6 ty nhién r € N, ton tai mot sé tu nhién n € N sao cho moi db thi lién théng G c6 bac > n
déu cd chtra mot do thi con cam sinh ¢6 dang K, hoic K, , hoac P,.

Chirng minh két qua 9.4.1.

Ki hiéu d + 1 12 s6 Ramsey cta r va n 1a mot s6 tu nhién nao d6 > 1 + rd”. Gia st G 1a mot do thi
lién thong c6 bac > n. Néu d6 thi G c6 chira mot dinh v ¢6 bac > d + 1 thi N(v) cam sinh mot d thi con
K, hoic {v}UN (v) cam sinh mgt d6 thi con K, - (diéu nay suy ra tir K&t qua 9.1.1va cach dinh nghia chi
s6 d). Néu A(G) < d thi G c6 ban kinh > r (diéu nay suy ra tir K&t qua 1.3.3), nghia 13 ton tai hai dinh
nam trong G ¢6 khoang cach > r. Biéu nay chi ra rang G c6 chira mot d6 thi con cam sinh c6 dang P.. o

Nhan thay rang tap cac d6 thi con cam sinh néu trong Két qua 9.4.1) 12 nhé nhat c6 thé.

That vay, gia sir G 1a mot tap cac d6 thi con lién thdng nao d6 c6 cing tinh chat, nghia 1a voi moi b tu
nhién r € N, moi d thi lién théng G du Ion déu c6 chira mot ban sao cam sinh caa mot do thi ¢ bac > r
trong G. Khi d6, G phai chira mot dd thi day du da 16n hoac mot dudng di du 16n hoic mot @6 thi star du
I6n (diéu nay suy ra tir viéc néu ching ta chon G 1a mot d6 thi day di hoac mot duong di hodc mot do thi
star thi cac do thi con ciia n6 ciing thudc cac loai nay). Két qua 9.4.1) chi ra rang tap cac do thi con cam
sinh nay tap cac do thi con cam sinh téi tiéu thoa méan tinh chat néu trén.




V& mit nguyén tic, ching ta ciing 6 thé xac dinh mot tap hop G nhu trén cho 16p cac do thi k — lién
thong nghia 1a chung ta ¢ thé xac dinh mot tap hop téi tiéu G sao cho moi d6 thi k — lién thong da I6n
déu co chira mot d6 thi con nao d6 nam trong tap hop G. That khdng may, G duong nhu phat trién rat
nhanh theo chi s6 k.

Két qua 9.4.2.

Véi moi s6 tu nhién r € N, ton tai mot s6 tu nhién n € N sao cho moi do thi 2 — lién théng G c6 bac >
n déu c6 chtra mot phan bu topo ¢6 dang €, hoic K ..

Chitng minh két qua 9.4.2.

Ki hiéu d + 1 1a s6 Ramsey cua r va n 1a mot s6 tu nhién nao d6 > 1 + rd”. Gia s G 1a mot do thi
2 — lién thdng co bac > n.

Tur Két qua 1.3.3), chiing ta suy ra rang G c6 chita mot dinh ¢6 bac > d hoic diam(G) = rad(G) > r.
Gia st diam(G) > r, nghia 12 ton tai hai dinh a, b € G sao cho khoang cach giira ching > .

Tu Binh Ii Menger (Két qua 3.3.5), G ¢6 chua hai a — b dudng di doc 1ap, nén G c6 chira mot chu trinh
c6 chiéu dai > .

Gia str G ¢6 chira mot dinh v ¢6 bac > d. Do G 1a mot db thi 2 — lién théng nén G — v 1a mot do thi
lién théng. Nhu vay, G — v ¢ chtira mot cay khung; ki hiéu T 12 mot cay khung ti tiéu trong G — v chua
tat ca cac dinh lang giéng caa v. Khi 6, moi 4 cua cay T déu 1a mot dinh lang giéng cua v. Tir cach dinh
nghia d, chling ta suy ra rang T ¢6 chira mdt dinh ¢6 bac > r hoac T ¢6 chira mot duong di ¢6 chiéu dai >
r. Khdng giam tinh tong quat cta van d¢, ching ta cd thé gia st rang duong di ndy ndi gitta hai dinh 14
cua cay T. Néu T c6 chira mot duong di c6 chiéu dai > r thi, bang cach ndi ca hai dinh 14 nay voi dinh v,
mot dudng di nhu vay sé tao thanh mot chu trinh ¢6 chiéu dai > r trong G. Néu T ¢6 chira mét dinh u ¢6
bac > r thi, bang cach néi dinh u nay véi dinh v boi r dudng di doc 1ap nam trong T, chiing tao thanh
mot do thi TK, ...

Tuy nhién, bang cach nai long yéu cau bai toan tir “dd thi con cam sinh” vé thanh “phan bu topo” hoic
“phan bu”, ching ta s& thu dugc mot sé két qua tha vi cho truong hop k = 3 va k = 4.

Két qua 9.4.3. (Oporowski — Oxley — Thomas)
Véi moi s6 ty nhién r € N, ton tai mot s6 tu nhién n € N sao cho moi do thi 3 — lién théng G ¢6 bac

> n déu c6 chira mot phan bl c6 dang mot d6 thi wheel ¢ bac > r hoic Ks ..

Db thi ¢6 dang C,, * K, (n = 4) duoc goi 1a mot dd thi double wheel, d thi 1 — skeleton tam gi4c cua
hinh tru dugc goi 1a mot do thi crown, do thi 1 — skeleton tam giac cua dai Mébius duoc goi 12 mét

dé thi Mobius crown.
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Hinh anh minh hoa d6 thi crown va d6 thi Mébius crown.




Két qua 9.4.4. (Oporowski — Oxley — Thomas)

Vé6i moi sb tu nhién r € N, ton tai mot sé tu nhién n € N sao cho moi db thi 4 — lién théng G c6 bac >
n déu cd chira mot phan bu cd dang mot do thi double wheel ¢6 bac > r hoac mot do thi crown cé bac >
r hoac mét do thi Mobius crown c6 bac > r hoac K,, ;..




