Chu d@é 10. Po thi Hamiltonian

Nhéc lai rang trong muc “1.8. Day truyén Euler”, chiing ta di c6 mot s6 khao sat don gian xem khi nao thi
mot d6 thi G ¢ chira mot day chuyén Euler — mot day chuyén dong kin di qua moi canh chinh xac mot lan.
Két qua 1.8.1) ciing da dua ra mot loi giai twong ddi thoa dang cho van dé nay. Bay gio, ching ta s& xem xét
bai toan twong ty dbi voi cac “dinh”: “Khao sat xem khi nao thi mot db thi G c6 chira mot day chuyén dong
kin di qua moi dinh cua G chinh xac mot lan 7. Nhan thay rang néu |G| = 3 thi moi day chuyén nhu vay déu
la mot chu trinh trong G va chiing ta s& goi n6 1a mot chu trinh Hamilton cia 6. Néu G ¢6 chira mot chu
trinh Hamilton thi ching ta s€ goi G la mot Hamiltonian. Twong tu, chdng ta ciing s& goi mot duong di di qua
moi dinh ciia G chinh x4c mét 1an 1a mot dudng di Hamilton cta G.

Viéc xac dinh xem mét d6 thi G cho trudc c6 phai 1a mot Hamiltonian hay khong kho khin hon rat nhiéu so
VGi Viée xac dinh xem n6 c6 phai la mot Eulerian hay khong. Tinh cho dén nay thi chiing ta chua tim ra duoc
mot tiéu chuan nao “du tét” dé gitip xac dinh xem mot do thi G cho trudc ¢ phai 1a mot Hamiltonian hay
khong. Ching ta s& bat dau viéc khao sat bang cach trinh bay mot sb diéu kién don gian dé dam bao su ton tai
cta mot chu trinh Hamilton (muc “10.1. M6t s6 diéu kién don gian” va “10.2. Chu trinh Hamilton va diy
bac”). Phan con lai cua bai viét s& duoc danh dé trinh bay mot két qua rat dep cua nha toan hoc Fleischner:
“Pd thi binh phwong cuia moi do thi 2 — 1ién théng déu c6 chira moét chu trinh Hamilton”. Bay 1a mot trong
nhitng két qua quan trong cua Ii thuyét do thi Hamiltonian. Phép chirng minh ma chiing ta trinh bay cho Két
qua 10.3.1) trong bai viét nay dugc dé xuat boi nha toan hoc Riha tuy dai hon so véi da sé cac phép chirng
minh khac nhung khong qua kho dé hiéu.

10.1. Mot s6 diéu kién don gian.

Mot van dé duoc dit ra & day do 1a: “Loai diéu kién nhu thé nao du dé dam bao mot do thi G c6 chira mot
chu trinh Hamiltonian?”. Nhan thay rang cac loai diéu kién mang tinh toan cuc (chang han nhu mat d6 canh
cao) 1 hoan toan khong du: ching ta khdng thé 1am dugc gi néu khong cé diéu kién cuc bd moi dinh c6 it
nhat hai dinh 1ang giéng. Tuy nhién, nhitng diéu kién cuc b c6 dang §(G) = a vai a 1a mot sé thuc nao do
cling khong du: ching ta d& dang tim duoc cac db thi khdng cé chira chu trinh Hamilton nhung c¢6 bac nho
nhat 6 (G) vuot qua bat ki gi¢i han hang sé nao cho trudc.

Két qua kinh dién sau day duoc rdt ra tir phan tich nén tang ma ching ta vira trinh bay & trén:

Két qua 10.1.1. (Dirac)

Moi db thi v&i n = 3 dinh va bac nho nhat > gdéu c6 chira mot chu trinh Hamilton.

Chieng minh két qua 10.1.1.
Gia sir cho truéc mot dd thi G = (V,E) V6i |G| =n = 3 va 6(G) = g

Khi @6, G 1a mot do thi lién thong: trudng hop nguoc lai, bac cua mot dinh bat ki nam trong thanh phan nhé
nhat C cua G phai nho hon |C| < %




Gia st P = x,, ... x;, 1a duong di c6 chiéu dai Ién nhat trong G. Tir tinh t6i dai cua P, tat ca cac dinh lang
giéng cua x, Va tat ca cac dinh lang giéng cua x,, déu nam trong P. Nhu vay, c0 it nhat g dinh trong sé céc
dinh x,, ..., x;,_ lién hop Véi x, va cé it nhat gdinh trong sb k dinh x; ndy sao cho x,x;,, € E.

Theo nguyén Ii chudng bd cau, ton tai mot chi s6 i thoa man déng thoi ca hai diéu kién néu trén, nghia 1a
XoXiy1 € EVax;x, € EV6ii=0,..k—1.

Hinh anh minh hoa cach xay dung chu trinh Hamilton néu trong chirng minh cua Két qua 10.1.1.
Ta s& chirng minh rang chu trinh € := x,x;,,Px; x;Px, 1a mot chu trinh Hamilton cua G.

That vay, do G 1a mot d6 thi lién thdng nén, néu C khong phai 1a mot chu trinh Hamilton cua G thi € s& co
mét dinh lang giéng nam trong G — C. Bing cach t6 hop dinh nay voi mot duong di khung cua C, ching ta s&
thu duoc mot dudng di co chiéu dai 16n hon P, mau thuan véi tinh ti dai cua P. 0

Nhan thay rang ching ta khong thé thay thé chan dudi g boi E J: néu n 1a mot s6 1é va G 1a hop cia hai ban
sao cua K[ﬂ] giao nhau tai mét dinh thi 6(G) = EJ nhung k(G) = 1, nén G s€ khdng cé chtra chu trinh
2

Hamilton nao. N6i cach khac, diéu kién §(G) > g la du dé dam bao G s& 1a mot d6 thi 2 — lién thong: diéu
kien 6(G) = 2 du dé dam bao cho tinh Hamiltonian cua G. Nhu vy, ¢6 vé nhu viéc khao sat mot diéu kién co
dang x(G) = a Véi a 13 mot sb thue nao d6 cho k(G) thay vi cho 6(G) s& dé dang dam bao G c6 chira mot
chu trinh Hamilton hon. Tuy nhién, moi viéc xay ra khdng nhu chiing ta nhan dinh: mac di moi d6 thi k —
lién théng du 16n déu co chira mot chu trinh véi chiéu dai khé 16n (moi d6 thi k — lién thong véi bac > 2k
déu c6 chira mot chu trinh ¢6 chiéu dai > 2k), nhung céc d6 thi K,  lai chi ra rang chiéu dai cua cac chu trinh
nay khong nhat thiét phai tang theo k.

Mot diéu rat Ii tha ¢ day 1 bat bién a(G) ciing c6 tinh chit twong ty: mot didu kién c6 dang a(G) < a Véi
a 12 mot b thuc nao do s& dam bao G ¢é chira mot chu trinh vai chiéu dai kha 16n, mac du chu trinh nay
khong nhét thiét 1a chu trinh Hamilton. Tuy nhién, bang cach két hop lai, hai dang diéu kién vé chi s lién
thong x(G) va chi s6 doc 1ap a(G) bd sung cho nhau mot cach dang ngac nhién dé tao ra mot dang diéu kién
du cho Hamiltonian:

Két qua 10.1.2.

Moi d6 thi G v&i |G| = 3 va k(G) = a(G) déu cd chira mot chu trinh Hamilton.

Chirng minh két qua 10.1.2.

Ki hiéu k == k(G) va C 1a mot chu trinh c6 chiéu dai lon nht chira trong G.




Bing cach déanh sd lai cac dinh cua C theo nhom cyclic Z,, véin = |C|, nghia 1a V(C) = {v,|i € Z,} Vi
v,v; € E(C) v&i moi i € Z,. Néu € khdng phai 1a mét chu trinh Hamilton thi ton tai mét dinh v € G — C va
mot v — € fan F = {P;|i € I} chaa trong G, trong 6 I € Z,, va mdi dudng di P; déu két thic tai dinh v,. Ki
hiéu F 1a mot v — € fan véi luc lwong téi dai.

Khi d6, vv; € E(G) véimoi j & I, va |F| = min{k, |C|} (diéu nay suy ra tir dinh Ii Menger) €))

Nhan thay rang, véi moi i € I, chungtacé i + 1 & I: trudng hop nguoc lai, (CUP;,UP,,,) — v;v;,, SE la
mat chu trinh c6 chiéu dai 16n hon chu trinh C.

Hinh anh minh hoa chu trinh (CUP,UP;, ;) — v;v;4.
Nhu vay, |F| < |C|, nén |I| = |F| = k (diéu nay suy ra tir khang dinh (1)).

Nhén thay thém rang, véi moii,j € I, v;,,vj,, € E(G): trudng hop nguoc lai, (CUP,UP;) + vy 1041 —
ViViyq — VjVjy SE 12 Mot chu trinh c6 chiéu dai lén hon chu trinh C.

Hinh anh minh hoa chu trinh (C UPLUP]) + vi+1vj+1 —ViViy1 — vjvj+1.

Nhu vay, {v;,,]i € IJU{v} la mot tap géom k + 1 hoidc nhiéu hon cac dinh doc 1ap trong G, diéu nay mau
thuan vai nhan dinh a(G) < k. O

Mot diéu dang ngac nhién d6 1a tinh Hamiltonian d6i vi cac d6 thi kha phang c6 lién quan truc tiép dén
bai toan bén mau. Nhu di khao sét trong muc “6.5. Cau trdc cua cac do thi G ¢ mot k — ludng voi k €
{1,2,3,4,5,6}”, dinh li bén mau twong duong véi viéc khéng ton tai cac do thi snark kha phang, nghia 13 moi



khdi 1ap phuong khong c6 chira canh cau kha phing déu c6 mot 4 — ludng. Dé lam giam tinh phirc tap cua
dinh 1i bén mau, ching ta sé thay gia thiét “khong co chira canh cau” bang gia thiét <3 — lién thong” va nhan
Xét rang moi do thi Hamilton déu c6 mot 4 — ludng. Nhu vy, dé chirng minh tinh ding dén cua dinh Ii bn
mau, chiing ta phong doan rang: “Moi khoi lap phuong 3 — lién thdng kha phang déu ¢ chira mot chu trinh
Hamilton!”. That khdng may man, phong doan nay 1 sai: vi du phan chirng dau tién duoc chi ra bai nha toan
hoc Tutte vao nim 1946. Mudi nam sau, nha toan hoc Tutte da chirng minh két qua siu sic sau day nhu mot
dang suy yéu tot nhat cd thé cua dinh 1i bén mau:

Két qua 10.1.3. (Tutte)

Moi do thi kha phang 4 — 1ién thong déu c6 chira mot chu trinh Hamilton.

10.2. Chu trinh Hamilton va day bac.

V& mit lich str, dinh 1i Dirac dong vai trd nhu diém khai dau cho su phat trién cua mot loat cac dién kién
can vé tinh Hamiltonian. Su phét trién 1én dén dinh diém trong mot diéu kién can duy nhat bao gdm tat ca cac
diéu kién can da khao sat trude do: dinh Ii Chvétal ma chiing ta s& chang minh trong bai viét nay.

Gia str G la mot do thi voi n dinh va day d, ..., d,, cac bac cua G sao cho d; < - < d,,.
Khi do, n — bo (d4, ..., d,,) s€ dugc goi la day bdc cua G.

Nhan thiy rang mac di G c6 thé c6 nhiéu cach danh s khac nhau cho cac dinh nhung diy bac cia né thi s&
ton tai duy nhat.

DAy cac s6 nguyén (ay, ..., a,) duoc goi l1a Hamiltonian néu moi do thi vai n dinh c6 day bac I6n diém
hon (ay, ..., a,) déu 1a mot do thi Hamiltonian. (D&y (dy, ..., d,,) duoc goi la l6n diém hon (a,, ...,a,) néu
d; > a; v6imoii =1,..,n)

Két qua sau day sé& chi ra mot ddc trung quan trong cho tat ca cac day Hamiltonian:

Két qua 10.2.1. (Chvatal)

D3y cac s6 nguyén (ay, ..., a,) sao cho 0 < a; < -+ < a, < nvan = 3 la mot diy Hamiltonian néu va chi
néu diéu kién sau duoc thoa man véi moi i < g ;
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Chirng minh két qua 10.2.1.

Gia str cho trudc mot ddy cac so nguyén (ay, ...,a,) sa0cho 0 < a, < -+ < a, <nvan = 3. Pautién,
gia str day cac sb nguyén nay thoa méan diéu kién ban dau cua bai toan va chiing ta s& chirng minh n6 1a mot
day Hamiltonian.

Gia str ton tai mot 4o thi 6 = (V, E) voi day bac (dy, ..., d,,) sao cho d; > a;, véi moi i nhung G khdng c6
chta bat ki chu trinh Hamilton nao. (1)

Ki hiéu G 12 mot do thi thoa man khang dinh (1) va c6 s6 canh 16n nhét c6 thé dugc; ki higu (v4, ..., v,) 1a
mot cach danh sé tap dinh V sao cho d(v;) = d; véi moi i.




Tur khang dinh (1), chiing ta c6 thé biéu dién lai diéu kién rang budc trén day (ay, ..., a,,) cho day
(d4, ..., d,) nhu sau:

di<i=dy;2n—ivéimoii <. )

Ki hiéu x, y 13 hai dinh phan biét va khéng lién hop véi nhau trong G sao cho d(x) < d(y) vaténg d(x) +
d(y) dat gia tri 16n nhat c6 thé duoc.

Nhan thay rang day bac cia G + xy lon diém hon (d, ..., d,,), nén n6 ciing s& 16n diém hon (ay, ..., a,).
T tinh tdi dai ctia G, canh xy phai nam trén mot chu trinh Hamilton H nao d6 cua G + xy.
Khi do, H — xy s€ la mot duwong di Hamilton ¢6 dang x; ... x,, trong G voi x; = x va x, = y.
Twong ty nhu trong phép chirng minh cua dinh Ii Dirac, chiing ta s& xét hai tap chi s6 sau
I :={i|xx;, € E}va] = {j|x;y € E}.

Khi do, IUJ € {1,...,n— 1} va IN] = @ (diéu ndy suy ra tir viéc G khdng c6 chaa bat ki chu trinh
Hamilton nao).

Nhu vay, d(x) +d(y) =|I| + |/l < n,nén h:=d(x) < g (diéu nay suy ra tir cach chon dinh x). (3)

Nhan thay rang do x;y & E voi moi i € I nén tat ca cac dinh x; déu I céc ung cir vién dé lam dinh x cling
voi dinh y nhu trén.

Tur cach chon {x, y} sao cho tong d(x) + d(y) dat gia tri I6n nhat, d(x;) < d(x) véimoii € I.

Nhu vay, G 6 chira it nhat |I] = h dinh c¢6 bac khong vuot qué h, nén d,, < h.

Tur khang dinh (2), d,,_,, = n — h, nén h + 1 dinh v,,_,, ..., v, déu c6 bac 16n hon hoic bang n — h.

Do d(x) = h nén cé it nhat mot dinh z nao d6 trong cac dinh nay khong lién hop véi x nén
dx)+d(y)=h+(n—h) =n.

Diéu ndy mau thuin vai khang dinh (3).

Nguoc lai, chling ta s& chirng minh rang, véi moi day céc s6 nguyén (ay, ...,a,) saochoa, < hva a,_, <
n — h véi mot chisd h < g, ton tai mot do thi G c6 day bac 16n diém hon (ay, ..., a,,) nhung khong chtra bat

ki chu trinh Hamilton nao.

Nhan thay rang, véi moi h cho trudc, day <h, wohon—h—-1,..,.n—h—-1,n—-1,..,n— 1) la day cac
h lan n-2h lan h lan
s0 nguyén “1én nhat” trong cac day cac s6 nguyén (a,, ..., a,) sao cho a, < hva a,_, < n — h véi mot chi
s6 h < 2 nén chling ta chi can chi ra mot db thi G khdng chaa chu trinh Hamilton nao cho dy cac sé nguyén

nay la du. (4)



Xét do thi G véi tap dinh {v,, ..., v,} va tap canh {v;v;|i,j > h}U{v;v;|i < h;j > n — h}, nghia 1a G 1a hop
cua do thi K,,_, voi tap dinh {vy,, 4, ..., v,} v6i d thi K, , véi cac tap phan hoach dinh {v,, ..., v,} va
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Hinh v& minh hoa.

Nhan thay ring G nhan <h, wohhbn—h—-1,..,.n—h—-1,n-1,..,n— 1) lam day bac va G ciing khong
. hlan n—2h lan hlan
c6 chtra bat ki chu trinh Hamilton nao. O

Bang céach &p dung Két qua 10.2.1) cho d6 thi G * K;, chiing ta ciing tim dwoc mot diéu Kién twong tu cho
su ton tai cua cac dudng di Hamilton. Pong thoi, chung ta cling ¢6 dinh nghia trong tu sau cho cac dudng di
Hamilton:

Day céc s6 nguyén (ay, ..., a,,) duoc goi la path — Hamiltonian néu moi db thi véi n dinh cé day bac 16n
diém hon (ay, ..., a,)) déu c6 chira mot duong di Hamilton.

Két qua 10.2.2.

Day cac s6 nguyén (ay, ...,a,) sao cho 0 < a, < -+ < a,, < nvan = 2 la mot diy path — Hamiltonian
A A 2 A [N A 5 ~ ;= - . n
neu va chi néu diéu Kién sau dugc thoa man véi moi i < .

ai<i$an+1_i2n—i.




10.3. Chu trinh Hamilton trong mét dé thi binh phwong.

Gia sir cho trudc mot dd thi G va mot sé nguyén duong d, ki hiéu G¢ 1a @6 thi xac dinh trén tap dinh V(G)
va hai dinh s& lién hop véi nhau trong G ¢ néu va chi néu khoang céch trong G giita chiing khong vuot qué d.
Hién nhién, 6 = G € G% < ---.

Muc dich chinh trong muc ndy cua chdng ta 1a chirng minh két qua co ban sau:

Két qua 10.3.1. (Fleischner)

Néu G 1a mot d6 thi 2 — lién thdng thi G2 s& c6 chira mot chu trinh Hamilton nao d6.

Pau tién, ching ta chizng minh ba két qua phu quan trong sau dé lam nén tang cho phép chirng minh cua
két qua 10.3.1).

Canh e € G2 dugc goi 1a bdc cdu dinh v € G néu cac dau mit cua nd déu 1a cac dinh lang giéng cua v
trong G.

Két qua 10.3.2.

Gia str cho trudc mot duong di P = v, ... v, (k = 1) va ki hiéu G 1a d6 thi thu duoc tir P bang céch bd
sung thém hai dinh u, w va hai canh uv; va wv,.
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Hinh vé minh hoa.
Khi d6:

i) P2 c6 chira mot duong di Q tir v, dén v, v6i V(Q) = V(P) va v,_, v, € E(Q) sao cho mdi dinh
Vy, o, Vg, deU duoc bic cau boi mot canh nao do trong Q.

i) G2 co chira hai dudng di phan biét Q, Q', dudng di Q tir v, dén v, va dudng di Q' tir u &én w, sao cho
mdi dinh vy, ..., v, déu duoc bac cau boi mot canh nao d6 trong Q hoic Q'.

Chieng minh két qua 10.3.2.

i) Néu k 12 mot s6 chan thi chiing ta dat Q = vV, ... Vg_yVj Vk_1Vj_3 -.. V3V4; NEU k 1a Mot s6 1é thi ching
tadat Q = vV, ... Vy_1 Vg Vg2 - V3.

i) Néu k 1a mot s6 chan thi chiing ta dat Q = vyv, ... v_,v; NéU k 1a mot s 1é thi chung ta dat

Q = VoV V3 ... Uy_, V. Trong ca hai truong hop trén, chung ta luon dat Q' 1a u — w duong di trén tap cac
dinh con lai cua G2. O




Két qua 10.3.3.
Giasit G = (V,E) la mot da dd thi khdi lap phuong cé chira mot chu trinh Hamilton C.

Kihiéue € E(C) va f € E/E(C) la cac canh nao d6 c6 chung mot dau mat v.

Hinh v& minh hoa da dd thi G.

Khi d6, ton tai mot day chuyén dong kin trong G di qua canh e dung mot lan, di qua cac canh khac cua chu
trinh ¢ mot hozc hai lan, di qua cac canh nam trong E/E (C) dang mot lan. Hon nira, chding ta cé thé chon
day chuyén nay sao cho day chuyén nay cé chira bo ba (e, v, ), nghia 1a n6 di qua canh e theo huéng cua v
va roi khoi v theo canh f.

Chieng minh két qua 10.3.3.

Tir muyc “1.2. Bac caa mot dinh”, chu trinh € c6 chiéu dai 1a mot sé chan. Bang cach thay céc canh cua chu
trinh € khac véi canh e bang mot canh kép nao d6 va tach dinh v thanh hai dinh v’, v’ véi dinh v’ lién hop
VGi e va f con v” lién hop vai hai canh khac ciing c6 mot dau mat 1a dinh v, chling ta nhan dugc mot da do
thi 4 — regular G'.

Hinh v& minh hoa da d6 thi G.

T Két qua 1.8.1), da dd thi G’ ndy c6 chara mot day chuyén Euler nao d6. Day chuyén Euler ndy s& cam
sinh ra day chuyén can tim trong G. O

Két qua 10.3.4.

Véi moi dd thi 2 — lién thdng G va x € V(G), ton tai mot chu trinh € € G di qua dinh x va di qua tat ca
cac dinh lang giéng cua mot dinh y # x nao dé, nghia 1a N, (y) € V(C).




Chieng minh két qua 10.3.4.

Néu G c6 chira mot chu trinh Hamilton thi tinh dang dén cua khang dinh trén Ia hién nhién. Treong hop
nguoc lai, do G 1a mot do thi 2 — lién théng nén tdn tai it nhat mot chu trinh €’ € G di qua dinh x. Ki hiéu D
la mot thanh phén lién thong nao d6 cua G — C’. Gia sir €’ va D dugc chon sao cho |D| dat gié tri nho nhat co
thé duoc. Do G 1a mot dd thi 2 — lién théng nén D phai c6 it nhat hai dinh lang giéng nam trén C’.

Khi d6, €' ¢6 chira mot duong di P ndi giita hai dinh lang giéng u, v cua D sao cho phan trong P° khdng c6
chaa dinh x va khdng chtra bat ki dinh lang giéng nao cia D.
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Hinh vé minh hoa.

Bing cach thay dudng di P trong C’ bang mot u — v duong di di qua D, ching ta s& thu duoc mét chu trinh
C di qua dinh x va mot dinh lang giéng y cua v trong D. Néu y c6 mét dinh lang giéng z trong G — C thi z
phai nam trong mot thanh phan lién théng D’ € D nao d6 ciia G — C, diéu ndy mau thuan véi cach chon €’ va
D. Nhu vay, tat ca cac dinh lang giéng cua y déu nam trong C. 0

Chirng minh két qua 10.3.1.

Ta s& chirng minh bang quy nap toan hoc theo chi sé |G |: v&i moi dinh x* € G, ton tai mot chu trinh
Hamilton H trong G? théa man yéu cau sau:

Tat ca cac canh cua H nhdn x* lam dau mit déu nam trong G. (%)

V6i |G| = 3, chling ta cd G = K, va tinh dung din cua khang dinh (*) Ia hién nhién. Gia sir |G| > 4 va
khang dinh (*) da duoc chirng minh cho moi db thi ¢ bac nho hon |G|.

Gia sir cho trudc mot dinh x* € V(G). Tir Két qua 10.3.4), ton tai mot chu trinh € € G di qua dinh x* va di
qua tat ca cac dinh lang giéng cua mot dinh y* # x*.

Néu € 1a mot chu trinh Hamilton trong G thi tinh dung dan cua () 1a hién nhién. Khong giam tinh tong
quét cua van dé, gia st G — C # @. Xét mot thanh phan lién thong D cua G — C. Ki hiéu D 1a do thi
G /(G — D) thu duoc tir G bang cach thu hep G — D vé thanh mot dinh # mai. Néu |D| = 1 thi ki hiéu
P(D) = {D}. Néu |D| > 1 thi D ciing 1a mot do thi 2 — lién théng. Tir gia thiét quy nap cua bai toan, D? c6
chira mot chu trinh Hamilton € sao cho tat ca cac canh cua € nhan % 1am dau mat déu nam trong D.



Nhan thiy rang duong di € — % c6 thé chira mot sé canh khéng nam trong G 2: cac canh ndi gitta hai dinh
lang giéng cua & khong co dinh lang giéng chung trong G. Ki hiéu £ 1a tap cac canh nhu vay va P (D) la tap
cc thanh phan lién thong cua (€ — %) — E - tap céc dudng di chira trong G2 sao cho céc dau mat cua n6 lién
hop véi & trong D.
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Hinh v& minh hoa P (D).

Ki hiéu P 1a hop cua tat ca cac tap P (D) lay trén tat ca cac thanh phan lién théng D cua G — C.
Hién nhién, P thoa man tinh chat sau:

Cac phan ti cua P la cdc dwong di déi mét phan biét tranh chu trinh € trong G2,V(G) = V(C)U Upep V(P).
Moi dau mit y ciia mét duwong di P € P déu c6 mét dinh 1ang giéeng trong G nam trén chu trinh C; ching ta
chon ra mér dinh 1ang giéng nhuw vy va goi né 1a chan cia dwong di P tai y. (@9)

Néu P € P 1a mot duong di tdm thudng thi P c6 dung mot chan. Néu P khéng phai 1a mot duong di tam
thuong thi P ¢ mat chan vai mdi dau mat. Nhan thay rang do hai chan nay khéng can phai phan biét véi
nhau nén moi duong di khong tim thuong P déu c6 mot hodc hai chan.

Bay gid chlng ta sé& stra d6i P mot chit sao cho céc tinh chat néu trong khang dinh (1) van dugc bao toan:

Néu mét dinh cua € 1a chan cua hai dudong di phan biét P, P’ € P lan lugt taiy € Pvay’ € P’ thi yy' 1a
mot canh ciia G2 va Pyy’P’ 1a mot duong di chtra trong G 2; chling ta s& thay thé P va P’ trong P bai duong
di Pyy'P’".

Chuing ta s& 1ap lai phép stra d6i néu trén cho P dén khi diéu kién sau duoc thoa man:
Khoéng c6 bdt ki dinh ndo cuia chu trinh € 1a chan cia hai dwong di phdn biét chira trong P. (2)

Vé&i mdi i = 1,2, ki hiéu P; € P la tap tat ca cac duong di nam trong P véi chinh xé&c i chanva X; € V(C)
|a tap tat ca cac chan cua cac dudng di nam trong ;. Khi do, X;NX, = @ (diéu nay suy ra tir diéu kién (2)),
vay* & X, UX,.

Pdng thoi ching ta ciing sé& stra d6i G mot chit sao cho nhitng thay d6i nay khong 1am anh hudng dén céc
duong di chira trong P ciing nhu tinh dung din cua cac khang dinh (1) va (2). Pau tién, chdng ta sé gia dinh
rang tat ca cac phan tir cua P déu la cac dudng di trong chinh G cht khéng chi 1a cac dudng di trong G 2. Viéc
gia dinh thém nhu vay c6 thé 1am xuat hién thém mét s6 canh bd sung cho G2 nhung chiing ta s& khong st
dung dén chiing khi xay dung chu trinh Hamilton H nhu mong mudn. (That vay, H s& chta tat ca cac duong
di tir tap P nay dudi dang cac duong di con.) Nhu vay, néu H nam trong G2 va thoa man khang dinh () ddi



véGi phién ban sira doi cia G thi no ciing s& thoa man khang dinh (*) dbi vai phién ban gbc cua G. Tiép theo,
véi mi P € P, ching ta xda tat ca cac P — C canh trong G ngoai trir c&c canh nam giira cac dau mat cua P va
cac chan trong trng cua né. Sau cuing, ching ta x6a tat ca cac day cung cua chu trinh € trong G. Nhu vay,
khdng 1am giam tinh tong quét cua van dé, ching ta gia dinh rang:

Céac canh cua G nam giia C va mét duwong di P € P chinh |a hai canh nam giita cdc dau mit cia dwong di
P va cdc chan twong g cua nd. (Néu |P| = 1 thi hai cgnh nay triing nhau.) Cac canh cia G ¢6 cd hai dau
mut nam trén C chinh l& cac canh cuia chu trinh C. (3)

Y tudng chirng minh cua ching ta la xay dung mot chu trinh Hamilton H cho G2 tir cac dudng di chta
trong P va cac duong di thich hop chira trong €2 nhu sau.

Dau tién, ching ta s& xay dung mot day chuyén khép kin W trong do thi G == G — U P, thoa man diéu kién
(%) va di qua moi duong di chira trong P, dang mot lan. Tiép theo, ching ta s& sira doi W lai dé no di qua
moi dinh ciia € diing mot lan. Sau cing, ching ta s& sira doi W lai dé né bao gom ca cac duong di chua trong
P, . Bé xay dung day chuyén W, chling ta gia sir rang P, # @; truong hop P, = @ don gian hon rat nhiéu va
sé duogc xu ly sau.

Dé bét dau, chiing ta s& chon ra mot dinh huéng cyclic ca chu trinh €, mot song anh i +— v; tir Z;¢ vao
V(C) sao cho v;v;,, € E(C) v6i moi i € Z . Bang cach xem xét dinh huéng cyclic nay theo chiéu kim dong
hd. Khi 6, mdi dinh v; € C déu c6 mot dinh lang giéng phdi v} == v;,, va mot dinh lang giéng trai vy :=
v;_4. Theo d6, canh vv* s& nam bén phdi ciia dinh v, va canh v~v s& nam bén trai cua dinh v.

Mot duong di khong tim thudng P = v,v;, 4 ... v;_1v; trong € sao cho V(P)NX, = {vi,vj} sé dugc goi la
mot khodng trong € véi dau mt tréi v; va dau mat phdi v;. Nhu vay, € 1a hop cua |X,| = 2|P,| khoang.
Nhu thuong 1€, ching ta ki hiéu [v;,v;] = P va (v;,v;) == P° cling nhu [v;,v;) = Pv} va (v;,v;] = v{P.
Véi cac khoang [u, v] va [v, w] c6 ciing dau mat v, ching ta s& goi [u, v] 1a nam bén trai cua [v, w], va
[v, w] 1a nam bén phai cta [u, v].

Ki hiéu I* 12 khoang [v,w] duy nhat sao cho x* € (v, w], P* 1a dudng di chira trong P, nhan w lam chan,
Q" 1a duong di I"'wP™.

Dé xay dung day chuyén W, ching ta cd thé xem G nhu mot da do thi M xéac dinh trén X, vgi cac canh 1a
cac khoang trong C va cac duong di chira trong P, (vVGi cac chan cua chiing dong vai trd nhu cac dau mat). Tir
khang dinh (2), M 1a mot khdi lap phuong, nén ching ta c¢6 thé ap dung Két qua 10.3.3) cho da do thi M véi
e =1"Vva f == P*. Ké qua 10.3.3) cung cap cho ching ta mot day chuyén khép kin W trong G di qua I* dung
mét lan, di qua moi khoang khac trong € mét hoac hai lan, di qua moi dudng di trong P, diing mot lan. Hon
nita, W chira Q* nhu mot duong di con. Hai canh trén W nhan x* lam diu mat ciing ndm trong G.

Bay gid chlng ta sira ¢6i W sao cho W di qua moi dinh cua € ding mot lan. Pong thoi, chung ta cling
chuan bi cho viéc bd sung thém cac duong di chta trong P, bang cach dinh nghia mot don anh v — e(v) trén
X, bang cach gan cho moi dinh v € X; mot canh e(v) cua day chuyén W da sira d6i sao cho diéu kién sau
duoc thoa man:

Canh e(v) hodgc bac cdu dinh v hodc lién thugc véi dinh v. Trieong hop e(v) lién thuge véi v, e(v) € C va
e(v) # vx". (%%)



Dé don gian hda vain d&, chling ta s& dinh nghia anh xa v = e(v) trén V(C)/X, — mot tap bao ham cua X,
(diéu nay suy ra tir diéu kién (2)). Bé dam bao tinh don 4nh trén X,, ching ta chi can dam bao rang khéng c6
canh vw € € nao duoc chon triing vai e(v) hoic e(w). That vay, do |X;| = 2 va P, # @ (diéu nay suy ra tir
gia thiét ciia bai toan) nén ching ta cé |C — y*| = |X;| + 2|P,| = 4, nghia 1a |C| = 5. Nhu vay, khdng c6
canh ndo cua G2 co thé bac cau nhiéu hon mot dinh cua €, hoic bac cau mot dinh cua € va dong thdi nam
trén C.

Déi voi cac diéu chinh cho day chuyén W tai cac dinh cuia C, ching ta can xem xét cac khoang cua C tai
ciing mot thoi diém. Theo dinh nghia cua day chuyén W, moi khoang I déu thusc mot trong ba loai sau:

Logi 1: W @i qua I dung mét lan;

Logi 2: W di qua I ding hai 1an theo cac huéng dbi nghich (nghia 1a W ¢6 chita mot bo ba (e, x, e) voi x €
X, vae € E(]);

Logi 3: W di qua I dng hai 1an theo cac huéng riéng biét (nghia 1a W khdng c6 bd ba (e, x, e) nio nhu
trén).

Theo dinh nghia ctia day chuyén W, khoang I* thudc loai 1. Binh x néu trong dinh nghia cua cac khoang
loai 2 dugc goi la dinh cut ctia khoang do. Sau cung, do Q* la mét duong di concua W va W diquaca I* va
P* dung mot lan, ching ta co:

Khodng nam bén phdi cua I* 12 mét khodng thugc logi 2 va dinh cut ciia nd nam ¢ bén trai. (4)

Xét mot khoang ¢b dinh I = [x4, x,]. Ki hiéu y, 1a dinh lang giéng cua x, trén mot dudng di nao d6 nam
trong P, va v, 1a dinh lang giéng cua x, trén mot dudng di nao d6 nam trong P,. Ki hiéu I~ 1a mot khoang
nao d6 nam bén tréi cua I.

Dau tién, gia sir I 1a mot khoang thuoc loai 1.

Chung ta giit nguyén W khong doi trén 1. Néu I # I* thi, véi moi v € I°, chiing ta dinh nghia e(v) la canh
nam bén trai ctia v. Tur khang dinh (4), I~ # I*, nén x;, # x*, nghia la cach Iya chon canh e(v) ndy thoa man
(*+). Néu I = I* thi chung ta dinh nghia e(v) la canh nam bén trai ciia v néu v € (x;,x*] € I°, va canh nam
bén phai cua v néu v € (x*, x,). Cach dinh nghia e(v) nhu trén ciing thoéa man (*x).

Tiép theo, gia sur I 1a mot khoang thudc loai 2.

Ki hiéu x, 12 mot dinh cut cua 1. Khi d6, W s& chira mot day chuyén con c6 dang y, x, Ix,Ix,1~ (hoic c6
thé theo thir tu nguoc lai). Bang céch ap dung Két qua 10.3.2 (i) cho duong di P := y,x,Ix9, va thay thé
duong di con y,x,1x,1x; boi y, — x; dudng di Q S G? néu trong Két qua 10.3.2 (i).

I— o I T2 e(ry ) T2

Hinh vé minh hoa.



Khi do, V(Q°) = V(P)/{yy,x,} = V(I°). Mdi dinh v € (x;,x;) déu duoc bac cau boi mot canh nio dé
nam trén dudng di Q va ching ta chon canh nay Iam e(v). Bé dinh nghia e(x;), ching ta chon e(x;) 1a canh
nam bén trai ctia dinh x5 (ngoai trir truong hop x; = x;). Canh nay ciing nam trén Q (diéu nay suy ra tir Két
qua 10.3.2 (i)). Hon nira, khang dinh (4) chi ra rang canh nay khong lién thuoc véi x* (diéu nay suy ra tir viéc
x, 1a dinh cut cua khoang I), nén nd ciing s& thoa man (+). Truong hop x; 1a dinh cut cua khoang I ¢6 thé
duoc xir Iy theo cach twong ty nhu sau: 4p dung Két qua 10.3.2 (i), ching ta cd thé thay thé dudng di con
y,x,1x,1x, trong W béi mot y, — x, duong di Q € G2 véi V(Q°) = V(I°), véi moi v € (xf,x,) chon e(v)
la mot canh nao d6 cua Q bac cau v, va dinh nghia e(x;") 1a canh bén phai cua dinh x5 (ngoai trir truong hop
x{ = x,).

Sau cung, gia su I la mot khoang thuoc loai 3.

Do W di qua canh y, x, dang mdt lan va di qua khoang I~ khéng qua hai lan nén W chaa y,x,1 va I~ Ul
nhu cac duong di con. Hon nita, khoang I~ thudc loai 1. Tir khang dinh (4), I- # I*. Nhu vay, e(v) da duoc
xac dinh v&i moi v € 1% (xem lai truong hop I 1a mot khoang thudc loai 1). Hon nira, canh ngoai cling bén
phai x7 x, ctiia khoang I~ chua dugc chon dé dat 1am e(v) véi moi v nén ching ta cé thé tién hanh thay thé
canh nay. Do W di qua I khdng qué hai lan nén nd phai di qua canh x,y, ngay sau mot trong hai duong di
con vy, x,1 Va xJ x,I cua n6. Bang cach chon dinh bat dau ciia duong di con nay (v, hoic x7) lam dinh u trong
Két qua 10.3.2 (ii) va dinh con lai trong {y,, x; } 1am dinh v,; hon nita, dit v, == x, va w == y,. Tir Két qua
10.3.2 (i), chaing ta c6 thé thay thé hai dudng di con ctia W nam giira {y,, x } va {x,, ¥, } boi hai duong di
con phan biét trong G, va gan cho moi dinh v € I1° mét canh e(v) bac cau dinh v nam trén mot trong hai
duong di con nay.

Hinh vé minh hoa.

Sau cAc stra d6i trinh bay ¢ trén, W gio 1a mot day chuyén khép kin trong G2. Ngoai ra, ching ta s& ching
minh rang W di qua mdi dinh cua G dung mot 1an. i vai cac dinh ndm trén cac dudng di chira trong P, ,
khang dinh nay 1a hién nhién, bai vi W ciing di qua moi dudng di nhu vay dung mét 1an va tranh nd bang
cach khac. B4i véi cac dinh nam trong € — X,, khang dinh ny duogc suy ra tir cac stra doi trinh bay & trén.
Nhu vay, chling ta chi can kiém tra thém khang dinh trén cho cac dinh nam trong X, 1a du.

Gia sir cho trudc mot dinh x € X, va ki hiéu y 1a mot dinh lang giéng cua x nam trén mot dudng di nao d6
nam trong P,. Ki hiéu I, 1a khoang I thoa man diéu kién yxI € W trudc khi thuc hién sira doi W va I, 1a mot
khoang khac nhan x lam mot dau mat. Néu I, 13 mot khoang thudc loai 1 thi I, s& 1a mot khoang thuoc loai 2
VGi x 1a mot dinh cuyt. Trong trudng hop ndy, x duoc giir lai trong W khi W dugc sira di trén I, nhung bi bo
qua khi W duoc stra d6i trén I,. Nhu vay, x duoc chira chinh x4c mot 1an trong W sau khi stra d6i. Néu I 1a
mot khoang thudc loai 2 thi x khong thé 1a mot dinh cut cua I; va I, 1a mot khoang thudc loai 1. Pudng di con
cua W bat dau voi yx va sau d6 di doc theo khoang I, va quay nguoc lai s& duoc thay thé bang mot y — x
duong di. Pudng di nay bay gio duoc theo sau trén W bai khoang khong thay doi I,. Nhu vay, x ciing duoc
chira trong W dung mét lan. Sau cung, néu I, 1a mot khoang thudc loai 3 thi x dwgc chta trong mot dudng di



nao do6 trong hai dudng di thay thé Q, Q' néu trong Két qua 10.3.2 (ii). Do cac duong di ndy roi nhau (diéu
nay duoc néu trong Két qua 10.3.2 (ii)) nén lai mot lan nira x duoc chira trong W ding mot lan.

Nhu vy, chung ta da chi ra rang W sau khi stra d6i 1a mot day chuyén khép kin trong G2 di qua moi dinh
ciia G ding mot lan, nghia 1a W xac dinh mot chu trinh Hamilton A trong G2. Do W ¢6 chira duong di Q* nén
H ciing thoa man ().

Cho dén nay, ching ta vin dang gia dinh rang P, 1a mot tap khac rdng. Néu P, = @ thi, bing cach dit H =
G = C, H ciing s& thoa man (). Phan viéc con lai cua ching ta la bién chu trinh Hamilton A thanh mot chu
trinh Hamilton H cua G2 bing cach bd sung thém cac duong di ndm trong P, . Bé c6 thé xtr Iy trudong hop
P, = @ ddng thai véi truong hop P, # @, ching ta ciing s& xay dung mot anh xa v — e(v) cho truong hop
v néuv € [XY") e nhien
v néuv € (y*,x")
v — e(v) ciing 14 mot don anh thoa man (x+) va xac dinh trén mot tap bao ham cua X, (diéu nay suy ra tir
viéc dinh y* khéng nam trong tap X;).

P, = @ tuong ty nhu khi P, # @ nhu sau: véi moi v € C —y~, e(v) == {

Gia sit P € P, la mot dudng di véi chan v € X, va cac dau mat y,, y, can duoc két hop vao H. (Néu |P| =
1 thi y, = y,) Muc tiéu cua ching ta 1a s& thay thé canh e := e(v) trong H bang duong di P bang cach chi ra
ring cac dau mut cua P c6 thé duoc ndi véi e bai cac canh phi hop nam trong G 2.

Tir khang dinh (2) va (3), v chi c6 duy nhat hai dinh lang giéng trong G, cac dinh lang giéng cuia né la
x4, %, nam trén C. Néu v lién thudc voi e, nghia la e = vx; v6i i € {1,2}, thi chling ta c6 thé thay thé e bang
duong di vy, Py,x; € G2

Hinh vé minh hoa.

Néu v khong lién thuoc vai e thi e bic cau v (diéu ndy suy ra tir khang dinh (*#)). Khi d6, e = x,x,, nén
ching ta c6 thé thay thé e bang duong di x,y,Py,x, S G2.

Hinh vé minh hoa.



Do v +— e(v) la mot don anh trén X; nén khang dinh (2) chi ra rang tat ca cac sta doi trinh bay ¢ trén cho
H c6 thé dugce thuc hién doc 1ap vai nhau va tao ra mot chu trinh Hamilton H cua G2.

Sau cung, chung ta s& chitng minh rang H thoa man khang dinh (), nghia 13 tat ca cac canh cia H nhan x*
lam ddu mut déu nam trong G. Do H thoa mén khang dinh (*) nén ching ta chi can chi ra rang cac canh c6
dang e = x*z cua H khdng nim trong H (nghia 1a cac canh e c6 dang e = e(v) véi v 1a mot dinh nao d6 nam
trong X,) duoc thay thé bing mét x* — z duong di ndo d6 voi canh dau tién nam trong G.

Nhan thay rang v 1a mot dinh lién thudc véi e. Truong hop nguoc lai, P, # @ va e bic cau v. Do P, # @
vav € X, nén |C —y*| = |X,| + 2|P,| = 3, nghia 1a |C| = 4. Do e € G (diéu ndy suy ra tir viéc H thoa man
khang dinh (%) ) va e bac cau v nén diéu ndy mau thuan vai khang dinh (3).

Nhu vay, v 1a mot dinh lién thudc véi e. Tir cach dinh nghia cua canh e, v € {x*, z}. Do e # vx* (diéu nay
suy ra tir khing dinh (**)) nén v = x*. Nhu vay, canh e c6 thé duogc thay thé bing mot duong di c6 dang
x*y,Py,z. Do x*y, 1a mot canh ciia G nén cach thay thé nay mot lan nira thoa man (). Nhu vay, H s& thoa
man khang dinh (%), nén phép quy nap cua chung ta dwgc hoan tat. 0

Chlng ta s& tam khép lai “Chai dé 10. D6 thi Hamiltonian” nay bang céch gigi thiéu mot phong doan tong
quat hon ctia dinh i Dirac nhu sau:

Gia thuyét Seymour.

Moi db thi G véi bac n > 3 va bac nho nhat §(G) > in déu cé chira mot chu trinh Hamilton H sao cho

H* < G véi k 1a mot sb nguyén duong cho trude.

Truong hop k = 1, phong doan nay chinh 14 dinh 1i Dirac. Trudng hop k = 2 duoc dé Xuat vao nim 1963
bai nha toan hoc Posa. Nam 1996, ba nha toan hoc Komlés, Sarkézy va Szemerédi da chirng minh dugc tinh
dung din cua phong doan trén cho n du 16n.




