Chi d@é 11. Po thij ngau nhién

Nhan thay rang trong cac muc trudc cua bai viét ching ta da c6 gidi thiéu qua dinh 1i co ban sau cua nha
toan hoc Erdds: “Va&i moi s6 nguyén duong k > 0, ludn ton tai mot do thi G voi g(G) > k va x(G) > k”.

Mot cau hoi dugc dat ra & day do 1a: “Lam thé nao dé ching ta cd thé chimg minh dinh Ii trén 27,

Céch tiép can tiéu chuan ¢ day s& 1a xay dung mot do thi véi ca hai thudc tinh néu trén timg budc mot
bang quy nap toan hoc theo chi sé k. Mac du cach tiép can néu trén kha don gian nhung viéc trinh bay
chtng minh trén thuc té kha 1a dai.

Trong mét bai luan tong hop cua minh vao nam 1959, nha toan hoc Erdos da gigi thiéu mot cach tiép can
hoan toan khéc cho van dé trén nhu sau: “V&i mdi sb tu nhién n, ching ta xay dung mot khdng gian xac suat
trén tap cac do thi vai n dinh va ching minh rang, véi mot sé phép do xac suat duoc lwa chon can than, xéac
suat dé mot do thi n — dinh c6 ca hai tinh chat néu trén 1 dwong véi n du 16n”.

Ngay nay, cach tiép can nay, phwong phdp xdc sudt, 33 duoc phat trién thanh mot ki thuat chizng minh
tinh té va linh hoat khdng chi trong ly thuyét d6 thi ma con cho ca cac mang khéc caa toan roi rac. Ly thuyét
vé cac d6 thi ngau nhién hién nay dang 1a mot chii d&& dugc quan tdm nghién ctu phat trién manh mé. Muc
dich cua bai viét ndy nham cung cip mot bai giGi thiéu so cap nhung chit ch& vé cac dd thi ngau nhién:
khéng can thiét phai hiéu rd cac khai niém, y teang va ki thuat chimg minh co ban nhung du hiéu sic manh
va sy tinh té an sau cac phép tinh duoc trinh bay.

11.1. Khé&i niém vé do thi ngau nhién.
Gia str cho trudc mot tap V véi n phan ta, tam gia st V = {0, ...,n — 1}.

Muc dich ctia chiing ta & bién tap G gém tat ca cac do thi trén VV thanh mot khdng gian XAac suét va sau do
xem xét cac loai cau hoi thudng gap vé cac doi tugng ngau nhién nhu: “Xac suat dé mot d6 thi G € G ¢6 tinh
chat nay hay tinh chét kia 1a bao nhiéu ? Ki vong cua mét dic trung bat bién cho truéc cia G 1a bao nhiéu ?
(chang han nhu girth g(G) hoic sic sb x(G))”.

M6t céch truc quan, ching ta c6 thé tao ra G mét cach ngiu nhién nhu sau: “Véi mdi e € [V]?, ching ta
quyét dinh xem e c6 phai la mot canh cua G hay khong bang mot phép thir ngau nhién; cac phép thir nay
dugc thyc hién doc 1ap va xac suat thanh céng caa mdi phép thir nay (n6i cach khéc, xac suat dé e la mot
canh cua d6 thi G) ludn 1a mot hang sé p € [0,1] ¢6 dinh”.

Khi d6, néu G, 1a mot do thi cé dinh nao d6 trén V véi m canh thi bién c6 so cap {G,} s& c6 xac suit la
p™q(Z)=m v6i g == 1 — p. N6i cach khac, xac suit dé dd thi duoc tao ngiu nhién G ciia chiing ta 1a d thi G,
cho truéc 12 p™q(z)~™. Nhung néu x4c suét cia tit ca cac bién cb so cip déu duoc xac dinh nhu trén thi s6
do xac suat caa toan bo khdng gian G ciing s& dugc xac dinh. Nhu vay, phan viéc con lai ciia ching ta la
chting minh rang thuc sy ton tai mot phép do xac sudt nhu vay trén G — mot phép do ma tat ca cac canh riéng
1é xay ra doc 1ap véi xé&c suat p € [0,1].

Pé xay dung mot phép do Xac suat nhu vay trén G mot cach hinh thic, chiing ta s& xac dinh cho mdi canh
tiém ning e € [V]? mot khong gian xac suat nho hon cua riéng né nhu sau: Q, = {0,,1,} véi ,({1,}) =p
va P,({0,}) == g la cac xéc suat cua cac bién cd so cap khéac nhau caa no.



Khi d6, khong gian xéc suat G = G(n,p) can tim chinh 1a khong gian tich Q = [Teepyjz Qe

Nhu vay, v& mat hinh thiic, mot phan tir ciia Q 12 mot &nh xa w gan cho mdi canh e € [V]? mot ki hiéu 0,
hoac mot ki hiéu 1, con do do xac suat P trén Q 1a d6 do tich cua tat ca cac do do P,.

Trén thyc té, chiing ta thudng dong nhat anh xa w véi mot dd thi G xac dinh trén V veéi tap canh 1
E(G) = {e|lw(e) = 1,} va G duoc goi 1a mot do thi ngdu nhién véi xac sudt canh p (hoic don gian chi la
d6 thi ngdu nhién).

Theo thuat ngir xac suat tiéu chuan, ching ta c6 thé xem bat ki mot tap hop d6 thi ndo trén V ciing 1a mot
bién cé trong G (n, p). Pac biét, véi mdi e € [V]?, tap 4, = {w|w(e) = 1,} gom tat ca cac do thi G xac
dinh trén V voi e € E(G) 1a bién cd: “e 1a mot canh cua G”.

Vi cach dinh nghia hinh thiic néu trén, chling ta c6 thé dwa ra mot ching minh hinh thic cho nhiing cam
nhan truc quan din dudng tir dau bai viét dén gio:

Két qua 11.1.1.

Céc bién cb A, 1a d6i mot doc 1ap va xac suat dé xay ra mdi bién cb A, déu bang p.

Chirng minh két qua 11.1.1.

Tir dinh nghia khong gian xéac suat G(n, p), Ae = {1} X [Terse Qo'
Do P 1a o do tich ctia cac do do P, nén P(A,) = p.[le'2e1 = p.
Tuong tw, véi moi tap con {ey, ..., e, } bat ki cua [V]?,

P(A,, N..N4,,) =P({1.} % .. X {1e,} X TNegtey,..e0) Re) = P* = P(A4,,) .. P(Ae,). O

Nhu d trinh bay & trén, d6 do x4c suat P dugc xac dinh duy nhat bai p va gia dinh rang céc bién c6 A, 1a
d6i mot doc 1ap. Nhu vay, khi tinh toan xé&c suat trong G(n, p), chiing ta thuong chi 1am viéc véi hai gia dinh
néu trén 1 du: viéc trinh bay mé hinh xac suit trén G (n, p) nham ching minh chit ché tinh dung dén cua hai
gia dinh trén nén viéc trinh bay thém vé no ciing khong con can thiét nia.

Chang han, chiing ta hdy xem xét bién c6: “G c6 chira mot do thi cé dinh H xac dinh trén mot tap con cua
V nhu mot do thi con”. Ki hiéu k == |H| va I == ||H||. Khi d6, xac suat caa bién ¢ H S G bang tich cua tat
Ca CAC XAc suat P, lay trén tat ca cac canh e € H, nén P[H S G] = p'. Nguoc lai, Xac suat dé H 1a mot d6 thi
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con cam sinh cua G sé bang p’q(z) L didu nay suy ra tir cac canh bi thiéu trong H ciing duoc yéu cau bi
thiéu trong G va chling xay ra doc 1ap véi xac suit q.

Mic di, X&c suat P, dé “G c6 chira mot d6 thi con cam sinh dang cau véi H” thuong sé rat kho dé tinh
dugc chinh xé4c: do cac truong hop c6 thé c6 cua H trén cac tap con cua V chong Ién nhau va cac bién cé nay
xay ra trong G khong doc 1ap vai nhau. Tuy nhién, chling ta c6 thé chimg minh dugc rang tong cia cac xac
suat P[H = G[U]] lay trén tap tat ca cac k — tap U S V déng vai trdo nhu mot chan trén cua Py (dicu nay suy
ra tir viéc Py 1a X&c suat caa hop ciia cac bién cb nay).




Két qua sau day sé& cung cap cho ching ta mot chan trén cho bién ¢b “G ¢d chira mot db thi con cam sinh
dang cau voi H” trong truong hop dic biét H = K

Két qua 11.1.2.
Véi moi s6 nguyén duong n, k véi n > k > 2, x4c suat dé mot d6 thi G € G(n, p) c6 chira mot tap doc 1ap

V6i k dinh tdi da khong vuot qua (Z)q(lzc), nghia la P[a(G) = k] < (Z)q(lzc)

Chitng minh két qua 11.1.2.

P . P 5 P k P
Nhan thay rang do xac suat d¢ mot k — tap ¢o dinh U < V la mét tap doc lap trong G la q(z) nén xac suat
9 \ . L. 7 k - A Y
dé mot do thi G € G(n, p) cb chira mot tap doc lap véi k dinh téi da khong vuot qua (Z)q(z) (diéu nay suy ra
tir viée c6 dang (7)) k —tap U S V. 0

C . . k
Lap luan tuong tu, Xac suat d€ mot do thi G € G(n, p) c6 chira K, toi da khong vuot qué (Z)p(Z), nghia la

Plw(G) = k] < (")p(@),

Nhan thay riang néu ching ta cé dinh s6 nguyén duong k va chon n di nhé sao cho tong cac chian trén cua
cac xac suat P[a(G) = k] va P[w(G) = k] nho hon 1 thi G sé& chira cac dd thi G khéng théa man tinh chit
Ramsey: nghia 14 G ¢6 chira cac do thi G khdng c6 chira K, va K. Tuy nhién, néu ching ta chon n nho hon
hoic bang sé Ramsey cua k thi khang dinh trén 1 hién nhién!. (xem lai Két qua 9.1.1)

Nhan dinh trén gitp ching ta dua ra mot chin dudi tét cho s6 Ramsey R (k) gigi thiéu trong “Chu dé 09.
Dang d6 thi cua dinh 1i Ramsey”. Chin duéi ndy khé gan vai chin trén 22573 néu Két qua 9.1.1):

Két qua 11.1.3. (Erdos)

I , k
Vi moi s6 nguyén duong k = 3, s6 Ramsey cua k thoa man danh gia R(k) > 2z.

Chieng minh két qua 11.1.3.

’ D 5 3
Véi k = 3, tinh dang dan cta khang dinh trén la hién nhién, do R(3) = 3 > 2z.
Khong giam tinh tong quat cua van dé, gia sir k > 4.

. Kk . .
Ta s& chieng minh rang, véi moi n < 2z, v6i moi do thi G € G(n, p), cac xac suat Pa(G) = k] va
Plw(G) = k] déu nho hon ~.

Bang cach chonp = q = % , Két qua 11.1.2) va thuc hién mot lap luan twong ty Két qua 11.1.2) cho

PN ) ] k
w (@), ching ta nhan thay rang, véi moi n < 2z,

Pla(6) = k], Plw(6) = k] < (7) (%)@
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<2 (diéu nay suy ra tir viéc k! > 2% véi moi n > 4)

k
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Theo ngdn ngit cua ly thuyét do thi ngiu nhién, cac dic trung bat bién quen thudc cua db thi (chang han
nhu bac trung binh d(G), chi s6 lién théng x(G), chi s6 girth g(G), sic sé x(G),...) ¢6 thé dugc xem nhu
mét dai lwong ngdu nhién khong am xac dinh trén G(n, p), nghia 1a mot ham X: G(n, p) — [0, ).

Ki vong E(X) ciia dai lwpng X dugc xac dinh bsi cong thuc E(X) = Yceomp) PAGH. X (G).

Nhan thay rang ki vong E(X) 1a mot dai Iweong tuyén tinh: nghia 13, véi moi dai luong ngiu nhién X, Y
xac dinh trén G(n, p), voi moisdthuc A € R, E(X +Y) = E(X) + E(Y) va E(AX) = AE(X).

Nhu vay, viéc tinh todn ki vong ctia mot dai lwong ngau nhién X s& 1a mot phuong phap don gian va hiéu
qua dé ching minh sy ton tai caa mot do thi G sao cho X(G) < a véi a > 0 1a mot sb cho trudce nao do.

That vay, néu chdng ta chimg minh dugc ki vong E(X) cua dai lugng X nho hon a thi X(G) khdng thé
l6n hon a véi moi do thi G € G(n, p), nén X phai nho hon a véi mot sé do thi G € G(n, p).

Y tuong don gian nay dong mot vai trd cdt 16i trong hau hét cac phép chitng minh tn tai khong can xay
dung cau hinh cu thé ma st dung |i thuyét dd thi ngau nhién. V& mat hinh thirc, n6 c6 thé duoc phat biéu lai
dudi dang don gian sau:

Két qua 11.1.4. (Markov)
Gia sir X 12 mot dai lwong ngau nhién khong am xac dinh trén G(n, p) va mot sé thuc duong a > 0.

Khi d6, P[X = a] < Z&.

a

Chirng minh két qua 11.1.4.
E(X) = Xeegmp PUAG)). X(6)

> Yeegnp), PAGH. X(G)
X(G)za

= ZGeg(n,p),P({G})- a
X(G)=za

= P[X = a].a. O




Do G(n,p) 1a mot khdng gian xac suat hitu han va ki vong E[X] 1a mot dai luong tuyén tinh nén ching ta
c6 thé tinh E[X] bang phuong phap dém bang hai cach — mot phuong phap tiép can tiéu chuan trong cac bai
ton roi rac. Chang han, néu X 1a mot dai lwong ngau nhién xac dinh trén G(n, p) d&ém sé cac d thi con H
cia G nam trong mot tap cac dd thi H ¢b dinh cho trudc. Khi d6, ching ta tinh E(X) trén cac do thi G €
G (n,p) bang mot “vong 1ap ngoai” va, vai mdi G € G(n, p), thuc hién mot “vong lap trong” trén cac db thi
HeH.

Dé minh hoa phan tich néu trén mot cach chi tiét hon, ching ta s& thuc hién tinh todn mau gia tri ki vong
cta s6 cac chu trinh ¢6 d6 dai k > 3 cho trudc trong mot d6 thi ngau nhién G € G(n, p).

Ki hiéu X: G(n, p) — N 1a dai lugng ngiu nhién gan mdi do thi ngau nhién G € G(n, p) Véi sb cac k —
chu trinh — s cac d6 thi con dang cau véi Cy,. Ki hiéu (n),, == n(n — 1)(n — 2) ... (n — k + 1) 1a sb cac day
gom k phan tir phan biét caa mot n — tap cho trudc.

Két qua 11.1.5.

m)
Wk ke

Ki vong cua sb cac k — chu trinh chira trong G € G(n, p) 1A E(X) = e

Chirng minh két qua 11.1.5.

Véi mbi k — chu trinh € véi cac dinh nam trong tap V = {0, ...,n — 1} — tap dinh cua ho cac d6 thi ngau
nhién G(n, p), ki hiéu X-: G(n,p) — {0,1} 1a chi sé dic trung cua chu trinh C xac dinh boi cong thic:

1,néuC C G,

Xe:G— {O, nguoc lai.

Do X, chi c6 gia tri duong duy nhat 12 1 nén ki vong E[X,] chinh 1a xac suit P[X. = 1] cua tap tat ca cac
dd thi G trong G(n,p) c6 chira C.

Tuy nhién, xac suat P[X, = 1] nay chinh la x4c suat dé C < G, nghia 13 E(X.) = P[C S G] = p*.

M6t vaAn dé dit ra cho chiing ta d6 1a: “C6 bao nhiéu chu trinh € = v, ... v_; ?”. Nhan thiy ring do c6
(n),, day vy ... v,_; cac dinh phan biét nam trong V va mdi chu trinh € = v, ... vj,_; S& trong tng vai 2k

()k

day cac dinh phan biét nhu trén nén c6 chinh xac —= chu trinh C = v, ... v, _;.

Nhéc lai rang dai lwong ngau nhién X (G) dém sé cac k — chu trinh nam trong G nén hién nhién no sé

A()k

bang tong cua céc dai lugng dic trung X (G) trong d6 C 1a mot chu trinh nao dé trong s6 chu trinh co

chiéu dai k véi cac dinh nam trong V:
X == ZC Xc.

Do E(X) la mdt dai lugng tuyén tinh nén

E(X) = E(ScXe) = S EX) = Dkpk, 0




11.2. Phwong phap xac sut.

Mot cach khéi quét, phuong phap xac suat trong toan hoc roi rac dugc phét trién 18n tir y tuong don gian
sau day. Pé chirng minh su ton tai cia mot cau hinh té hop véi mot sé tinh chat mong muén, ching ta xay
dung mot khdng gian xac suat trén mot 16p cac dbi tuong di I6n va chac chan khong rong, va sau d6 chi ra
mét phan tir ctia khdng gian nay c6 tinh chat mong mudn véi xac suat duong. Cac ddi tugng “sinh sdng”
trong cac khdng gian xac suat nay c6 thé thudc bat ki loai cau hinh té hop nao: phan hoach nguyén, db thi,
anh xa, ... Trong muc nay cua bai viét, chliing ta s& minh hoa phuong phéap xac suat bang cach dua ra mot
phép chitng minh chi tiét cho mét trong nhitng két qua sém nhét caa no: dinh 1i Erdés.

Dinh Ii Erdés phat biéu rang: “V&i moi s6 nguyén duong k > 0, ludn tén tai mot d6 thi G vai girth
g(G) > k vasic s6 y(G) > k”. Chlng ta s& goi cac chu trinh c6 chiéu dai < k 1a chu trinh ngdn va cac tap
dinh doc lap voi > % dinh 1a tdp dinh d@éc \@p lén. Bé chimg minh dinh i Erdés, chling ta chi can chi ra
mét d6 thi G khdng c6 chaa chu trinh ngan va ciing khdng cd chira tap dinh doc 1ap 16n. Khi do, cac 16p mau
trong cac phép t6 mau dinh bat ki cua G déu < k, nghia 13 chiing ta s& can nhiéu hon k dé t6 mau cac dinh
cuaG.

Mot van dé dit ra ¢ day do6 1a: “Lam thé nao dé ching ta cé thé tim duoc mot d thi G nhu vay 2. Néu
chidng ta chon p du nho thi cac dd thi ngau nhién trong G(n, p) s& kho c6 thé chtra bat ki chu trinh ngan nao.
Néu chiing ta chon p du 16n thi cac dd thi ngau nhién trong G(n, p) s& kho c6 thé chira bat ki tap dinh doc
1ap 16n ndo. Nhu vay, cau hoi dit ra 1a: “Liéu c6 tdn tai cach chon p sao cho, véi moi n cho trude, da nho dé
Plg <k] < %nhu:ng cling du 16n dé Pla > n/k] < % hay khéng ?”. Néu cd tén tai mot cach chon p nhu
trén thi G(n, p) s& chta it nhat mot d6 thi G khdng c6 chira chu trinh ngin va ciing khong c6 tap dinh doc 1ap
lon.

That khdng may man, mét su lya chon p nhu vay 1a khdng thé xay ra: hai ddy p nay khéng trung nhaul.
Nhu chung ta s& thdy trong muc “11.4. Him ngudng”, chiing ta budc phai gitr p ¢ dudi n~* dé dam bao G
khéng c6 chtra chu trinh ngén ndao nhung, VGi Cac gid tri p nhu vay, rat c6 thé G s& khong chira bat ki chu
trinh ndo. Diéu ndy chi ra G rat c6 thé 1a mot do thi ludng phan nén G c6 thé c6 it nhat g dinh doc lap.

Tuy nhién, moi thir chua han d3 két thuc. Bé dam bao G khong c6 chira tap dinh doc 1ap 16n nao, ching ta
c6 thé ¢b dinh p ¢ trén n=* va vao khoang n~1 véi mot sé thyc duong € > 0 nao d6. May man thay, néu &
du nho thi viéc gia sir nhu vay chi tao ra mét vai chu trinh ngan trong G tham chi ¢ thé so sanh dugc vai n.
Néu ching ta x6a di mot dinh trong mdi chu trinh nay thi d6 thi H thu duoc s& khéng c6 chtra chu trinh ngan
nao va chi sé doc lap a(H) cia no téi da khong thé vuot qua a(G). Do H khdng nho hon qua nhiéu so véi G
nén sac so y(H) cua H van sé& kha I6n nén ching ta c6 thé tim thay mot do thi H ¢6 ca chi sb girth g(H) va
sac sb y(H) du lon.

Pé chuan bi cho viéc trinh bay phép chang minh chinh thic caa dinh Ii Erdés, chiing ta chi can chi ra rang
X&c suat canh p = n®~1 du lén dé dam bao rang cac do thi ngdu nhién G € G(n, p) “gan nhu chic chin” 1a
khéng c6 chira tap dinh doc 1ap 16n ndo. Chinh xac hon, chling ta s& ching minh mot khang dinh manh hon
cua no6 nhu sau:



Két qua 11.2.1.

Gia sir cho trudc mot s6 nguyén duong k > 0 va p = p(n) 1a mot ham cua n sao cho p > (6kinn)n~?!
voi n du lon. Khi do, lim P |a = 3n/k| = 0.

n—-oo

Chitng minh két qua 11.2.1.

Véi moi s6 nguyén duong n,r véi n = r > 2, véi moi dd thi ngiu nhién G € G(n,p), Két qua 11.1.2) chi
ra rang

Pla>r] < (f)q(g)
<n7q®)
= (ng-v/2)
< (ne P(r=1/2)" (didu nay suy ratr 1 — p < e véi moi p)
Nhan thay rang néu p > (6kinn)n™* var > %n/k thi
nePr-1/2 — pno=pr/2+p/2
< ne—(3/2)lnn+p/2

< nn~3/2¢1/2

= \/E/\/ﬁ —n-ow 0.

Nhu vay, néup > (6kinn)n~! véin da lénvar == En/kl,
lim P [a > ln/k] = lim Pla = r] = 0. -
n—oo 2 n—-oo

Két qua 11.2.2. (Erdos)

Véi moi s6 nguyén duong k > 0, ludn ton tai mot d6 thi H voi g(H) > k va y(H) > k.

Chirng minh két qua 11.2.2.

Gia str k > 3, chon ra mot s6 thuc duong & ¢ dinh sao cho 0 < & < 1/k va ki hiéu p == n®~1. Ki hiéu
X(G) 14 dai lugng ngau nhién dém sé cac chu trinh ngan nam trong mot do thi ngau nhién G € G(n, p), néi
cach khac, X (G) dém sb cac chu trinh 6 chiéu dai < k.

Tur Két qua 11.1.5),

E(X) = Bl Dipt < I3 niph < 2 (k — 2)nkp,

(diéu nay suy ra tir viéc np = n® > 1 va (np)’ < (np)¥).




Tur Két qua 11.1.4),
P[X 2n/2] < EX)/(n/2)
< (k — 2)nk1pk
= (k — 2)nk-1p(e-Dk
= (k — 2)nke 1,
Tur cach chon sé thuc dwong € > 0, ke — 1 < 0, nén

lim P[X > n/2] = 0.

n—oo

Ki hiéu n 1a s6 nguyén duong du 16n sao cho P[X > n/2] < %vé P [a > %n/k] < % (diéu nay suy ra tir
cach chon xac suét canh p :== n®~1 va Két qua 11.2.1).

Khi d6, t6n tai mot d6 thi ngau nhién G € G(n, p) Véi it hon n/2 chu trinh ngan va a(G) < in/k.

Bang cach x6a di mot dinh trong mdi chu trinh ngan nay, va ki hiéu H 1a d6 thi thu duoc.
Nhu vy, |H| = n/2 va H khong c6 chia bat ki chu trinh ngan nao, nén g(H) > k.
Tur cach dinh nghia G,

|H| n/2
> >
X(H) ~ al6) T alG) — k. H

Két qua 11.2.3.

Ludn ton tai cac do thi vai chi sé girth co gid tri 1on tly ¥ va gié tri 1on tly ¥ caa cac dic trung bat bién
K,eVadl.

Chieng minh két qua 11.2.3.
Tinh dtng din cua khing dinh nay suy ra tir Két qua 1.4.2) va Két qua 5.1.3). 0
11.3. Tinh chat hau hét cha cac d6 thi ngau nhién.

Gia sir cho trudc mot ham co dinh p = p(n) (c6 thé 1a mot hang s6) va mot ho cac do thi P dong kin qua
phép dang cau.

M6t van dé duoc dit ra ¢ day do la:
“Xac dinh xé4c suat P[G € P] véi G € G(n, p) khin — 0?”.

Néu xac suat nay tién dén 1 khi n — oo thi chling ta néi rang hau hét cac dé thi G € G(n, p) déu cé thuge
tinh P; néu xac suat nay tién dén 0 khi n — oo thi ching ta n6i rang hau hét cdc do thi G € G(n, p) déu
khong c6 thugc tinh 2.




Dé minh hoa khai niém méi nay, ching ta s& chirng minh ring, véi moi hang sé thuc p € (0,1), moi d6
thi H déu 1a mot dd thi con cam sinh caa hau hét cac db thi:

Két qua 11.3.1.

Véi moi hang sé thuc p € (0,1), véi moi @6 thi H, hau hét cac dd thi G € G(n, p) déu c6 chira mot ban
sao cam sinh cua H.

Chitng minh két qua 11.3.1.

Gia str cho trudc mot dd thi H bat ki va ki hiéu k == |H|. Nhan thdy ringnéun > kva U < {0, ...,n — 1}
la mot k — tap nao d6 cua G thi bién cd G[U] dang cau H s& xay ra véi mot xac suat r > 0 nao d6. Xac suat
r nay chi phu thudc vao p chir khdng phu thugc vao n.

Nhan thay ring do G chita mot ho gdm |n/k| k — tap U nhu trén nén xac suat dé khong c6 bat ki d6 thi
G[U] nao trong sé chung dang cu vai H s& bang (1 — r) /%! (tinh doc 1ap cua cac bién cb nay duoc suy ra
tr tinh phan biét cua tap cac canh [U]?).

Nhu vay, P[H Leimsinn G1< =)/ -, 0. O

Gia sir cho trudc cac sb tu nhién i, j € N, ki hiéu P, j laho cac db thi nao d6 sao cho, véi hai tap dinh
phan biét U, W bat ki véi |U| < iva |W| < j, lubn ton tai mot dinh v € UUW lién hop véi tat ca cac dinh
nam trong U nhung khong lién hop vai bat ki dinh ndo nam trong W.

Két qua sau day s& dong vai trd nhu mot cdng cu don gian cho phép ching ta chimg minh dugc kha nhiéu
tinh chét tha vi xoay quanh khai niém “hau hét cac do thi”:

Két qua 11.3.2.

Véi moi hang sb thuc p € (0,1), véi moi s6 tu nhién i,j € N, hau hét cac dd thi G € G(n, p) déu co thudc
tinh 2; ;.

Chieng minh két qua 11.3.2.

Nhan thay rang, véi hai tap phan biét U, W ¢ dinh véi |U| < iva |[W| <jvav € G — (UUW), xac suat
dé c6 mot dinh v lién hop véi tat ca cac dinh nam trong U nhung khong lién hop vai bat ki dinh nao nam
trong W lap!Vlg"!l > pig/.

Nhu vay, X4c suat dé khong ton tai dinh v nao thoa man tinh chat nhu trén cho hai tap dinh phan biét
U,W cb dinh 1a (1 - p|U|q|W|)n_IU|_IW| < (1 —pig/)™ I (voin = i + j) (diéu nay suy ra viéc cac bién cb
tuong tng Véi cac dinh v phan biét 1a d6i mot doc 1ap).

Nhan thay rang c6 t6i da khong qua ni*/ cap (U, W) nhu trén nam trong V(G) nén xac suat dé khéng ton
tai dinh v nao thoa man tinh chat nhu trén t6i da khong vuot qua ni*/(1 — piq/)™ .

Nhu vay, X4c suat ndy sé tién dén 0 khi n — oo (diéu nay suy ra tir viec 0 < 1 — piq’/ < 1). O




Két qua 11.3.3.
Véi moi hang sé thuc p € (0,1), véi moi s6 tu nhién k € N, hau hét cac do thi G € G(n, p) déu I

k — lién théng.

Chitng minh két qua 11.3.3.

Tur Két qua 11.3.2), dé chirng minh hau nhu tat ca cac d6 thi G € G(n, p) déu l1a k — lién thdng, ching ta
chi can ching minh rang moi d6 thi nam trong P, ,_, déu 1a k — lién thong. Tuy nhién, khang dinh trén la
hién nhién: moi dd thi nam trong P, ,_; déu c6 bac > k + 2 va néu W 1a mét tap véi it hon k dinh thi hai
dinh x,y bat ki déu c6 mot dinh lang giéng chung v ¢ W (diéu nay suy ra tir dinh nghia ciia P, ,_,), nghia la
tap W khong tach x ra khoi y. O

Két qua 11.3.4.

Véi moi hang sb thuc p € (0,1), véi moi s6 thuc duong € > 0, hau hét cac do thi G € G(n, p) déu co sic
log(1/q) n

SO X(G) > 2—-!-5@

Chirng minh két qua 11.3.4.

Vé6i moi s6 nguyén duong n, k ¢6 dinh voin > k > 2, Két qua 11.1.2) chi ra rang

plaz 1= (*)q)

k
< nkq(z)
_ qkiggg+%k(k—1)
k 2logn
= qE("log(l/q)+k"1),
M ; l A o~ » . 2 , A ~ ik £ . ~ - 2 ,
Bang cach chon k := (2 + ¢) logo(gqu)’ do sb mii ctia biéu thirc trén s& tién dén oo khi n — oo nén biéu thirc

chinh caa nd sé tién dén 0 khi n — oo. Nhu vay, hau nhu tat ca cac do thi G € G(n, p), voi moi phép td mau
dinh cua G, déu khéng cé k dinh nao dugc t6 bai cing mot mau, nghia 13 moi phép t6 mau dinh cua G déu

) IS log(1 A
st dung téi thidu 2 = 24D 1y, O
k 2+¢ logn

Nam 1988, nha toan hoc Bollobas da chi ra rang déanh gia thu duoc & trén 1a chin theo nghia néu ching ta
thay & bai - ¢ thi chin dudi néu trong danh gia trén s& quay dau thanh mot chan trén cho sic sb y.

Mot diéu kha dac biét 1a hau hét tt cac két qua duoc trinh bay ¢ day déu cé mot diém chung d6 1a cac gia
tri ciia p khong dong mét vai trd quan trong nao ca: néu hau hét cac do thi trong G (n %) c6 tinh chat P thi
hau hét cac do thi G (n, ﬁ) cling s& ¢ tinh chat P. Mot cau hoi dugc dat ra & day do 1a: “Nguyén nhan

nao khién cho mé hinh d6 thi ngau nhién cua ching ta vé cam véi nhiing thay doi ciia Xac suat canh p?”.




Sy v6 cam nhu vay cia mo hinh d6 thi ngiu nhién ma chung ta da xay dung dbi véi nhimng thay ddi cua p
chéc chan 1a khéng dugc tri tinh tir truée. Vi hau hét cac thudce tinh, bac toi han cua p dé xung quanh do
thugc tinh sé& chi xay ra hodc khdng xay ra nam thap hon nhiéu so véi bat ki gia tri khong ddi nao caa p: nd
thuong 1a mot ham cua n tién dén 0 khi n — co. Piéu nay giai thich cho hién tugng néu trén.

Tiép theo, chling ta s& xem xét xem diéu gi s& xay ra néu p co thé thay doi duoc theo n. Ngay lap tac, mot
birc tranh hap dan mé ra cho ching ta. B6i véi xac sut canh p ¢6 bac 16n nam dudi n=2, hau hét cac do thi
G € G(n,p) khdng co chira canh nao ca. Khi xac suat canh p phat trién, G s& ngay cang c6 nhiéu cau trdc
hon: tir khoang p = Vnn~2 tré di, né gan nhu chic chin c6 chira mot thanh phan lién théng véi nhiéu hon
hai dinh, cac thanh phan lién théng nay phat trién thanh cac cau trdc cay; xung quanh p = n~*, cac chu trinh
dau tién dugc sinh ra, ngay sau d6, mot trong sé cac chu trinh ndy c6 sé& cac day cung bit chéo nhau khién
cho @6 thi khdng con kha phang, dong thai, mot thanh phan lién théng Ién hon nhitng thanh phan lién théng
khéc s& nuét chimg chung, cho dén khi p nim xung quanh p = (logn)n~?, dé tao ra mot do thi lién thong;
hau nhu sau nay, v6i p = (1 + €)(logn)n~?, hau hét cac do thi déu cé chira mot chu trinh Hamilton!.

11.4. Ham ngudng va phuwong sai.

Ttr birc tranh ma chdng ta phac thao & trén, ching ta s& so sanh su phat trién cua cac do thi ngau nhién khi
ham p(n) thay dbi voi sy tién cua cac loai sinh vat: véi mdi ham p = p(n), ching ta c6 thé xem xét sy phat
trién cua céc d6 thi G € G(n, p) bang cach nghién ctru cach mdi do thi G thay dbi cac dic diém caa nd véi
ham p(n) déng vai tro nhu toc d6 ting trudng caa mot loai sinh vat. Tuong tu nhu sy tién hoa cua céc loai
sinh vat, su phat trién cua d6 thi ngau nhién xay ra voi nhitng buéc nhay twong di dot ngot: cac xac suat
canh téi han duoc gidi thiéu ¢ trén dong vai tro nhu cac ngudng ma bén dudi ngudng ndy hau nhu khong cd
db thi ndo thoa mén tinh chat mong mudn nhung trén ngudng nay thi hau nhu moi dd thi déu c6 tinh chat
dang xem xét. Chinh xac hon, chiing ta s& goi mot ham sé thuc t = t(n) (voi t(n) # 0 véi moi n) duoc goi
la mot ham ngwong cia thugc tinh P néu véi moi ham p = p(n), véi moi G € G(n, p):

0,néu B—> 0 khin — oo,
lim,,_.,P[G € P] = pt
1, néu ?—> o khin — oo.

Nhan thay rang néu P ¢6 mot ham ngudng ¢ thi moi ham ct (c > 0 1a mét hang s6 thuc duong nao dé)
cling 1a mot ham ngudng cua P, nghia 1a ham ngudng t ton tai sai khac nhau dén mot hang sé nhan.
Mét cau hoi duge dit ra cho chiing ta d6 1a: “Mot thudc tinh P nhu thé nao thi s& c6 ham ngudng?”.

Nam 1987, nha toan hoc Bollobas va Thomason chirmg minh dwgc rang moi thudc tinh don diéu P (ngoai
trir mot s6 trudng hop dic biét) déu ¢ mot ham ngudng.

Trong muc tiép theo cua bai viét, chiing ta s& khao sat mot phuong phap tong quat thuong dung dé xac
dinh cac ham ngudng cua mot thugc tinh P:

Nhan thay rang c6 vo s cac thudc tinh P c6 thé biéu dién lai dudi dang P = {G|X(G) > 0} voi X = 0 |4
mét dai lwong ngau nhién xac dinh trén khong gian xac suat G(n, p). Chang han, néu ki hiéu X 1a dai luong
ngau nhién dém sé cac cay khung thi P chinh Ia thugc tinh lién théng cua cac d6 thi.



Mot Van dé ty nhién duoc dit ra cho chung ta d6 1a: “Lam thé nao dé ching ta c6 thé chirg minh thuoc
tinh P c6 mot ham ngudng t?”. Khi d6, phép ching minh cua ching ta s& bao gém hai phan: phan dau
chding ta s& chitng minh rang hau hét cac d6 thi G € G(n, p) déu khéng cd tinh chat P khi p nhé hon nhiéu
so véi t; phan thir hai chling ta s& chizng minh hau hét cac d6 thi G € G(n, p) déu cé tinh chat P khi p 16n
hon nhiéu so vai t.

Néu X nhan gi4 tri nguyén thi ching ta cé thé sir dung bat diang thic Markov dé ching minh phan dau va
xac dinh mot chan trén cho E(X). Bén canh do, ki vong dé& tinh hon nhiéu so vai xac suat: chang han nhu
ching ta khdng can phai lo lang vé tinh doc lap va tinh khong tuong thich cta dai lwong ngau nhién nay ma
ching ta chi can tinh tong cua cac gia tri ki vong riéng 1é - chang han nhu tong ca cac chi sb dic trung.

Péi véi phan thir hai caa phép chitng minh, moi thi tra nén phic tap hon rat nhiéu so véi nhitng gi chiing
ta van nghi. Dé chung minh P[X > 0] c6 gia tri du 16n, ching ta khong chi can dam bao E(X) c6 gié tri da
I6n ma con phai dam bao X khéng bi léch qué nhiéu so véi gia tri ki vong E (X) ciia nd quéa thuong xuyén.
That vay, ki vong E (X) c6 thé nhan gia tri rat 16n trong khi X chi nhan gié tri du 16n trén mot vai do thi G €
G(n,p) va triét tiéu véi hau hét cac do thi G € G(n, p)) (chang han, véi p nam gitta n™* va (logn)n~1, hau
hét cac do thi G € G(n, p) déu c6 chira mot dinh ¢d lap (nén X = 0) trong khi ki vong E(X) cta nod tién dén
oo khin — o0).

Cong cu so cap sau day trong Iy thuyét xac suét s& gilp ching ta dat duoc muc dich néu trén.
Theo thong 1é, ching ta ki hiéu u :== E(X) va xac dinh o > 0 béi cong thuc o2 == E((X — n)?).

Dai luong o2 duoc goi 12 phwong sai ciia X. Tur cach dinh nghia, phuong sai ¢ dong vai tro nhu sb do
d6 léch cua X so voi ki vong u := E(X). Do E 1a mot dai lwong tuyén tinh nén ching ta c6 thé biéu dién lai
phuong sai a2 dudi dang

0% =E(X? —2uX + u?) = E(X?) — 2.

Két qua sau day chinh xac 1 nhitng gi chidng ta can: X khdng léch quéa nhiéu so véi ki vong u = E(X)
qua thuong xuyén.

Két qua 11.4.1. (Chebyshev)

Véi moi s6 thuc duong A > 0, P[|X — u| = A] < 62/22.

Chirng minh két qua 11.4.1.
Tur Két qua 11.1.4) va dinh nghia cta phuong sai 62,
P[I X —u|l =2l =P[(X —w)? = 2?] < c?/22%. O

Pé ching minh X(G) > 0 véi hau hét cac d6 thi G € G(n,p), chling ta co thé sir dung bat dang thic
Chebyshev theo cach nhu sau:

Két qua 11.4.2.

Néu u > 0 v6i moi n du 16n va % /u? — 0 khi n = oo thi X(G) > 0 voi hau hét cac db thi G € G(n, p).




Chirng minh két qua 11.4.2.
Nhan thay rang néu G 1a mot d6 thi nao d6 théa man X(G) = 0 thi |X(G) — u| = u.
Tu Két qua 11.4.1),
PIX=0]<P[|X—pu|l=>ul <o?/2? >, 0.
Do X > 0 nén diéu nay chi ra rang X(G) > 0 véi hau hét cac d6 thi G € G(n, p). O

Két qua sau day 13 noi dung chinh cua bai viét. N6 dong vai tro nhu céng cu chinh yéu gilp ching ta xéac
dinh ham ngudng cia mét 16p kha rong cac thudc tinh db thi khac nhau:

Gia st cho trudc mot do thi H, ki hiéu Py 1a ho cac d6 thi ¢ chira mot ban sao cua H nhu mét dd thi con.

Db thi H duoc goi la can bang néu e(H') < e(H) véi moi d6 thi con H' cua H.

Két qua 11.4.3. (Erdés — Rényi)

Néu H 1a mot @6 thi can bang vai k dinh va I > 1 canh thi t(n) := n~*/! chinh 13 ham ngudng cua thudc
tinh Py.

Chirng minh két qua 11.4.3.
Ki hiéu X(G) 1a dai lugng ngau nhién dém sé cac d6 thi con cua G dang cau véi H.

Gia sir cho trudc mot sb tu nhién n € N, ki hiéu 7 14 tap tat ca cac do thi dang cau véi H vai cac dinh déu
nam trong {0, ...,n — 1} — tap dinh cua cac d6 thi G € G(n, p):

H={H'|H =HVH)<{0,..,n—1}}

Gia sir cho trudc H' € H va G € G(n,p), ching ta s& ki hiéu H' € G dé chi ban than H' — cht khéng
phai 1a mot ban sao diang cdu cia H' — 1a mot d6 thi con cua G.

Ki higu h 12 56 céc ban sao dang cau cua H trén mot k —tap cb dinh. Hién nhién, h < k!. Do ¢6 (};) cach
dé chon céc tap dinh cho cac do thi nam trong # nén ching ta s& c6

17| = (7)h < (7)k! < nk. 1)
Gia sir cho trugc mot ham ¢ dinh p = p(n). Ki hiéuy == p/t. Khi d6, p = yn= %/, (2)

Ta s& chang minh rang néu y — 0 khi n — oo thi hau hét cac d6 thi G € G(n, p) déu khdng cé thudc tinh
Py; vanéuy — oo khi n — oo thi hau hét cac d6 thi G € G(n, p) déu c6 thudc tinh Py.

Dé chiing minh phan dau cua khang dinh trén, chling ta can xac dinh mot chin trén du tt cho ki vong
E(X) — gia tri ki vong cta s6 cac db thi con cua G ding cau véi H. Lap luan tuong ty nhu khi chirg minh
Két qua 11.1.5), phuwong phap dém bang hai cach chi ra rang

E(X) = Xnex PIH' € G]. @)




Nhan thay rang, véi mdi H' € H cb dinh, P[H' € G] = p' (diéu nay suy ra tir viéc ||H|| = 1). (4)
. N
Khi dO, E(X) =3),4) |7—[|pl 3(1),(2) nk(yn k/l) = )/l. (5)

Nhu vy, néuy — 0 khin — oo thi P[G € Py] = P[X = 1] < E(X) < ¥' =, 0 (diéu nay suy ra tir bat
dang thac Markov), nén hau hét cac do thi G € G(n, p) déu khdng c6 thudc tinh Py.

Tiép theo, chling ta s& chizng minh phan thtr hai cua khang dinh trén: néu y — oo khi n — oo thi hau hét
cac dd thi G € G(n, p) déu co thudc tinh P,. Y tudng cho phép minh nay nam ¢ Két qua 11.4.2), ching ta
can chiraring a2/u? = (E(X2) — u2)/u? =, 0.

Lap luan twong tu nhu khi chitng minh Két qua 11.1.5), phuong phap dém bang hai cach chi ra rang
E(X?) = Yw' ez PIH'UH" € G]. (6)
Pau tién, ching ta s& thuc hién mot sb tinh toan don gian dé danh gié gia tri caa P[H'UH"" € G].
Nhan thay ring, véi moi tap H', H'' € H ¢b dinh, P[H'UH" < G] = p2-la'na"|,
Do H 1a mot d6 thi can bang nén e(H'NH") < e(H) = 1 /k.
Bang cach ki hiéu i == |H'NH"|, chung ta suy ra rang ||[H'NH"|| < il/k, nén
P[H'UH" € G] < p?\-i/k, (7)
(diéu nay suy ra tir viéc 0< p < 1)

Tiép theo, chling ta s& ugc tinh gid tri cua tong hitu han néu trong khing dinh (6). Do khang dinh (7) chi
ra rang cac s6 hang chi phu thudc vao i = |H'NH"'| nén ching ta s& phan hoach tap #£2 thanh cach tap con
H? xac dinh boi cong thie K7 = {(H',H'") € H?||H'NH"| =i},i =01, ..., k.

Nhu vay, chiing ta can dénh gid cac 4; = Xy ymesz PIH'UH" € G] 12 du.
Dau tién, néu i = 0 thi H' va H'' 1a c4c tap phan biét, nén H' € G va H"' € G la céc bién cb doc lap.
Nhu vay,
Ao = X ymyexz PIH'UH" € G]
< X' Hmen? P[H' € G].P[H" < G]
= Qurex PIH' S G]). Qprexe PIH" S G])
=3 T (8)

Tiep theo, v6i i > 1, chling ta & tien hanh danh gia cac A; = Xy yinesz PIH'UH" € G,
Ki higu lai ' thay cho X/, va £"' thay cho X g,

Khi d6, tng 2y yrr)ese2 €6 the duoc bicu dién lai dudi dang Z'E" |yrn ;-



Nhan thay rang, vai mdi tap H' ¢6 dinh (twong ng voi tong 2’ thir nhat), tong X" thi hai s& chay trén
(’f)(?{:’:)h s6 hang twong ng: s6 cac do thi H" € H véi [H'NH'| = i.

Nhu vay, voimoi i = 1, voi moiy = 1,

A; = 31 myesz PIH'UH" € G]
<t 2'(D G Dhpp~
= 171(}) D (yn*/H= 1/
= |7¢1p! () Ce-Dhp'y~/knt.

14 A . k - \ J 4 =A = A
Nhan thdy rang, véin =k, (") < (£2) , véi e 12 hang sb siéu viét.
k k

Nhu vay, vaimoi i = 1, voi moi y > 1,
A; < |H|pteyn® thply ~W/knt (¢, 1a mot hing sb nao d6 khong phu thudc n)
~il/k.

=5y ucin*hply

Nhan thay rang, véin > k,

_ _ k Nk
(n)n_k _ l(ﬁ...n k+1) > i(n k+1) > l(l _ k 1) '
k k' \n n k! n k! k

Nhu vay, vaimoi i = 1, vaimoiy > 1,

A; < pc,(7)hp'y 1% (¢, 1a mot hang s6 khong phy thugc n)

=(1),(5) plcyy ik

< uPcpy Yk, ©
Tur dinh nghia cua cac 4;,
E(X?®)/u* =) (Ao/1* + Zie1 Ai/1*) S0y 1+ ey Y (c5 = kcy).
Nhu vay,
o?/u* = (E(X?) — p®)/u? = czy™/% 5,6 0.
(diéu nay suy ra tir viéc y — oo khi n — o)

Tur Két qua 11.4.2), X > 0 v6i hau hét cac d6 thi G € G(n, p), nghia 1a hau hét cac do thi G € G(n, p) déu
cé thudc tinh Py,. O



Nhu da dé cap, Két qua 11.4.3) dong vai tro nhu cong cu chinh yéu gitip ching ta xac dinh ham ngudng
ciia mot 16p khé rong cac thudc tinh dd thi khac nhau:

Két qua 11.4.4.
Néu k > 3 thi t(n) = n~! 12 ham ngudng dam bao hau hét cac dd thi G € G(n, p) déu c6 chira mot

k — chu trinh.

Két qua 11.4.5.
Néu T 1a mot cay véi bac k > 2 thi t(n) = n=%/*=D 13 ham ngudng dam bao hau hét cac d6 thi

G € G(n,p) déu c6 chira mot bao sao cua T.

Két qua 11.4.6.

Néu k > 2 thi t(n) = n=?/®=D 13 ham ngudng dam bao hau hét cac do thi G € G(n, p) déu c6 chira mot
bao sao cua K.




