
Dãy truy hồi tuyến tính cấp ba với hệ số hằng 

Trương Phước Nhân, 16/09/2021 

    Nội dung của bài viết này là phần nối dài của bài viết “Dãy truy hồi tuyến tính cấp hai với hệ số không 

đổi” nên về mặt nguyên tắc chúng ta giữ nguyên cách trình bày và tiếp cận vấn đề nhưng vẫn có một số sửa 

đổi nhất định về mặt kĩ thuật như sau: 

    Cho 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ, kí hiệu 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 là tập tất cả các dãy (𝑢𝑛) trong ℂ sao cho  

                                                               𝑢𝑛+3 = 𝑎𝑢𝑛+2 + 𝑏𝑢𝑛+1 + 𝑐𝑢𝑛 với mọi 𝑛 ≥ 0. 

    Dãy (𝑢𝑛) thỏa mãn điều kiện nêu trên được gọi là một dãy truy hồi tuyến tính cấp ba với hệ số hằng. 

    1. Cấu trúc và số chiều của 𝑬𝒂,𝒃,𝒄. 

    a) 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 là một không gian vector trên ℂ: 

 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 ≠ ∅ (dãy số không thuộc 𝐸𝑎,𝑏,𝑐) 

 Nếu 𝜆 ∈ ℂ, (𝑢𝑛)  và (𝑣𝑛) là hai dãy bất kì thuộc 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 thì chúng ta có 

𝜆𝑢𝑛+3 + 𝑣𝑛+3 = 𝜆(𝑎𝑢𝑛+2 + 𝑏𝑢𝑛+1 + 𝑐𝑢𝑛 ) + (𝑎𝑣𝑛+2 + 𝑏𝑣𝑛+1 + 𝑐𝑣𝑛 ) 

                                             = 𝑎(𝜆𝑢𝑛+2 + 𝑣𝑛+2) + 𝑏(𝜆𝑢𝑛+1 + 𝑣𝑛+1) + 𝑐(𝜆𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) với mọi 𝑛 ≥ 0. 

    Vậy 𝜆𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 ∈ 𝐸𝑎,𝑏,𝑐. 

    b) Kí hiệu (𝑈𝑛), (𝑉𝑛), (𝑊𝑛) là ba phần tử của 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 xác định bởi {

𝑈0 = 1, 𝑈1 = 0, 𝑈2 = 0
𝑉0 = 0, 𝑉1 = 1, 𝑉2 = 0

𝑊0 = 0, 𝑊1 = 0, 𝑊2 = 1
. 

 Giả sử 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ ℝ sao cho 𝛼𝑈𝑛 + 𝛽𝑉𝑛 + 𝛾𝑊𝑛 = 0 với mọi 𝑛. 

    Đặc biệt, ta có: {

𝛼𝑈0 + 𝛽𝑉0 + 𝛾𝑊0 = 0
𝛼𝑈1 + 𝛽𝑉1 + 𝛾𝑊1 = 0
𝛼𝑈2 + 𝛽𝑉2 + 𝛾𝑊2 = 0

⇒ 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 0. 

    Điều này chỉ ra rằng (𝑈𝑛), (𝑉𝑛), (𝑊𝑛) độc lập tuyến tính trong 𝐸𝑎,𝑏,𝑐.    

 Giả sử (𝑢𝑛) ∈ 𝐸𝑎,𝑏,𝑐. 

    Ta sẽ chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học: 𝑢𝑛 = 𝑢0𝑈𝑛 + 𝑢1𝑉𝑛 + 𝑢2𝑊𝑛, với mọi 𝑛. 

    Hệ thức trên là hiển nhiên với 𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 𝑛 = 2. 

    Giả sử với một số 𝑛 nào đó ta có: {

𝑢𝑛 = 𝑢0𝑈𝑛 + 𝑢1𝑉𝑛 + 𝑢2𝑊𝑛

𝑢𝑛+1 = 𝑢0𝑈𝑛+1 + 𝑢1𝑉𝑛+1 + 𝑢2𝑊𝑛+1

𝑢𝑛+2 = 𝑢0𝑈𝑛+2 + 𝑢1𝑉𝑛+2 + 𝑢2𝑊𝑛+2

.  

     Do đó, 

     𝑢𝑛+3 = 𝑎𝑢𝑛+2 + 𝑏𝑢𝑛+1 + 𝑐𝑢𝑛 



= 𝑎(𝑢0𝑈𝑛+2 + 𝑢1𝑉𝑛+2 + 𝑢2𝑊𝑛+2) + 𝑏(𝑢0𝑈𝑛+1 + 𝑢1𝑉𝑛+1 + 𝑢2𝑊𝑛+1) + 𝑐(𝑢0𝑈𝑛 + 𝑢1𝑉𝑛 + 𝑢2𝑊𝑛) 

   = 𝑢0(𝑎𝑈𝑛+2 + 𝑏𝑈𝑛+1 + 𝑐𝑈𝑛) + 𝑢1(𝑎𝑉𝑛+2 + 𝑏𝑉𝑛+1 + 𝑐𝑉𝑛) + 𝑢2(𝑎𝑊𝑛+2 + 𝑏𝑊𝑛+1 + 𝑐𝑊𝑛) 

   = 𝑢0𝑈𝑛+3 + 𝑢1𝑉𝑛+3 + 𝑢2𝑊𝑛+3. 

    Điều này chỉ ra rằng (𝑈𝑛), (𝑉𝑛), (𝑊𝑛) sinh ra 𝐸𝑎,𝑏,𝑐.  

    Từ hai phân tích trên, chúng ta nhận thấy rằng (𝑈𝑛), (𝑉𝑛), (𝑊𝑛)là một cơ sở của 𝐸𝑎,𝑏,𝑐. 

    Như vậy, 𝑑𝑖𝑚ℂ(𝐸𝑎,𝑏,𝑐) = 3. 

    2. Các phần tử đặc biệt của 𝑬𝒂,𝒃,𝒄. 

    Chúng ta sẽ xem xét vấn đề: “Liệu không gian vector 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 có chứa các cấp số nhân hay không ?” 

    Nhận thấy rằng, với mọi 𝑧 ∈ ℂ, dãy (𝑧𝑛) thuộc 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 khi và chỉ khi 𝑧𝑛+3 = 𝑎𝑧𝑛+2 + 𝑏𝑧𝑛+1 + 𝑐𝑧𝑛 với 

mọi chỉ số 𝑛, nghĩa là 𝑧3 − 𝑎𝑧2 − 𝑏𝑧 − 𝑐 = 0. 

    Phương trình 𝑧3 − 𝑎𝑧2 − 𝑏𝑧 − 𝑐 = 0 được gọi là phương trình đặc trưng của các dãy truy hồi tuyến tính 

cấp ba thỏa mãn 𝑢𝑛+3 = 𝑎𝑢𝑛+2 + 𝑏𝑢𝑛+1 + 𝑐𝑢𝑛 với mọi 𝑛 ≥ 0. 

   Trường hợp 1. Phương trình đặc trưng có ba nghiệm phân biệt trong , kí hiệu là 𝐳𝟏, 𝐳𝟐, 𝐳𝟑. 

    Khi đó, (𝑧1
𝑛), (𝑧2

𝑛), (𝑧3
𝑛) độc lập tuyến tính trong 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 mà 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 có số chiều bằng 3, nên (𝑧1

𝑛), (𝑧2
𝑛), (𝑧3

𝑛) 

là một cơ sở của 𝐸𝑎,𝑏,𝑐.              

    Như vậy, với mọi dãy (𝑢𝑛) nằm trong 𝐸𝑎,𝑏,𝑐, tồn tại các số phức 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ ℂ, 

𝑢𝑛 = 𝜆1𝑧1
𝑛 + 𝜆2𝑧2

𝑛 + 𝜆3𝑧3
𝑛. 

  Trường hợp 2. Phương trình đặc trưng có một nghiệm kép và một nghiệm đơn, kí hiệu là 𝐳𝟏, 𝐳𝟐 = 𝐳𝟑. 

    Khi đó, (𝑧1
𝑛), (𝑧2

𝑛), (𝑛𝑧2
𝑛−1) độc lập tuyến tính trong 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 mà 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 có số chiều bằng 3, nên (𝑧1

𝑛), (𝑧2
𝑛), 

 (𝑛𝑧2
𝑛−1) là một cơ sở của 𝐸𝑎,𝑏,𝑐.   

    Như vậy, với mọi dãy (𝑢𝑛) nằm trong 𝐸𝑎,𝑏,𝑐, tồn tại các số phức 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ ℂ, 

                                                               𝑢𝑛 = 𝜆1𝑧1
𝑛 + 𝜆2𝑧2

𝑛 + 𝜆3𝑛𝑧2
𝑛−1 

                                                          ⇔ 𝑢𝑛 = 𝜆1𝑧1
𝑛 + (𝜆2𝑧2 + 𝜆3𝑛)𝑧2

𝑛−1. 

   Trường hợp 3. Phương trình đặc trưng chỉ có một nghiệm duy nhất, 𝐳𝟏 = 𝐳𝟐 = 𝐳𝟑  

    Khi đó, (𝑧1
𝑛), (𝑛𝑧1

𝑛−1), (𝑛(𝑛 − 1)𝑧1
𝑛−2) độc lập tuyến tính trong 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 mà 𝐸𝑎,𝑏,𝑐 có số chiều bằng 3, nên 

(𝑧1
𝑛), (𝑛𝑧1

𝑛−1), (𝑛(𝑛 − 1)𝑧1
𝑛−2) là một cơ sở của 𝐸𝑎,𝑏,𝑐. 

    Như vậy, với mọi dãy (𝑢𝑛) nằm trong 𝐸𝑎,𝑏,𝑐, tồn tại các số phức 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ ℂ,  

         𝑢𝑛 = 𝜆1𝑧1
𝑛 + 𝜆2𝑛𝑧1

𝑛−1 + 𝜆3𝑛(𝑛 − 1)𝑧1
𝑛−2 

                                                    ⇔ 𝑢𝑛 = (𝜆1𝑧1
2 + 𝜆2𝑛𝑧1 + 𝜆3𝑛(𝑛 − 1))𝑧1

𝑛−2.                  
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