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    Nội dung của bài viết nhằm mục đích giới thiệu một số kết quả lý thuyết thông dụng nhất trong ứng dụng của 

lý thuyết siêu đồ thị hiện đại. Phần 1) của bài viết sẽ được dùng để trình bày lại một số khái niệm và kết quả thông 

dụng nhất trong lý thuyết đồ thị hiện đại. Phần 2) của bài viết sẽ được dùng để trình bày các khái niệm và kết quả 

tương ứng trong lý thuyết siêu đồ thị - một dạng mở rộng của lý thuyết đồ thị. 

Chủ đề 01. Các khái niệm cơ bản về đồ thị 

   1.1. Khái niệm đồ thị 

    Đồ thị 𝑮 là một cặp (𝑋, 𝐸) gồm một tập 𝑋 và một tập 𝐸 sao cho 𝐸 ⊆ [𝑉]2, tức là các phần tử của 𝐸 là các 2 − 

tập con của tập 𝑉. Tập 𝑋 được gọi là tập đỉnh của đồ thị 𝑮, kí hiệu bởi 𝑉(𝐺). Tập 𝐸 được gọi là tập cạnh của đồ 

thị 𝑮, kí hiệu bởi 𝐸(𝐺).   

 



Đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) trên tập đỉnh 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5} với tập cạnh 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7} với 

𝑒1 = {𝑥1, 𝑥2}, 𝑒2 = {𝑥2, 𝑥3}, 𝑒3 = {𝑥3, 𝑥4}, 𝑒3 = {𝑥3, 𝑥4}, 𝑒4 = {𝑥4, 𝑥5}, 𝑒5 = {𝑥1, 𝑥5}, 𝑒6 = {𝑥2, 𝑥5}, 𝑒7 = {𝑥2, 𝑥4}. 

    Nếu hai đỉnh được nối với nhau bởi một cạnh nào đó thì chúng được gọi là liên hợp với nhau, trường hợp 

ngược lại chúng được gọi là rời nhau. Với mỗi đỉnh 𝑥 cho trước, số tất cả các đỉnh liên hợp với nó được gọi là 

bậc của đỉnh 𝑥, kí hiệu bởi 𝑑(𝑥). Giá trị lớn nhất trong số tất cả các bậc đỉnh sẽ được gọi là bậc lớn nhất của 𝑮, 

kí hiệu bởi ∆(𝐺).  

   Một đồ thị trong đó mọi đỉnh đều có bậc đỉnh bằng 𝑘 được gọi là một đồ thị 𝒌 − đều.  

    Các đỉnh liên hợp với nhau đôi khi được gọi là láng giềng của nhau và tập tất cả các đỉnh láng giềng của một 

đỉnh 𝑥 cho trước sẽ được gọi là tập các láng giềng của 𝒙, kí hiệu bởi 𝑁(𝑥). 

    Với mỗi đồ thị 𝐺 cho trước, nếu chúng ta tính bậc đỉnh của mỗi đỉnh và sắp thứ tự các giá trị này thành một dãy 

một dãy không giảm thì chúng ta sẽ thu được dãy bậc của 𝐺. 

    Hai cạnh được gọi là liên hợp với nhau nếu chúng có chung một đầu mút với nhau, trường hợp ngược lại chúng 

được gọi là rời nhau. Nếu một đỉnh 𝑥 nằm trong một cạnh 𝑒 thì chúng ta nói rằng chúng liên thuộc với nhau.  

    Thông thường, tập các đỉnh của đồ thị 𝐺 sẽ được kí hiệu bởi 𝑉(𝐺) và tập các cạnh sẽ được kí hiệu bởi 𝐸(𝐺).  

    Số các đỉnh thường được kí hiệu bởi 𝑛 = 𝑛(𝐺) và số các cạnh được kí hiệu bởi 𝑚 = 𝑚(𝐺). Tập các cạnh có 

chứa một đỉnh 𝒙 sẽ được thường kí hiệu bởi 𝐸(𝑥). 

    Kết quả 1.1.1 

    Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸). Khi đó, ∑ 𝑑(𝑥𝑖) = 2𝑚𝑛
𝑖=1 . 

    Chứng minh kết quả 1.1.1. 

    Nếu chúng ta tính tổng bậc của tất cả các đỉnh thì mỗi cạnh sẽ được tính hai lần bởi vì nó có hai đầu mút.        □                                                                                                                                                       

    1.2. Biểu diễn đồ thị 

 



Đồ thị 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 

    Trong gần 50 năm qua, Khoa học máy tính đã trở thành nhà cung cấp các vấn đề chính cho lý thuyết đồ thị. 

Đồng thời, nó cũng là nhà tiêu dùng chính cho các giải pháp của những vấn đề như vậy. Trong các ứng dụng thực 

tế, các đồ thị liên quan không phải chỉ có năm và thậm chí cũng không phải mười hoặc hai mươi mà có đến hàng 

trăm và hàng ngàn đỉnh và cạnh. Con người không thể giải quyết được bất kì vấn đề nào với số lượng phần tử 

không lồ như vậy chỉ bằng cách sử dụng các mô tả của một đồ thị. Máy tính sẽ được sử dụng cho những công việc 

như vậy và có một số cách đặc biệt để lưu trữ một đồ thị trong bộ nhớ máy tính. 

    Ma trận liên thuộc. Nó là một ma trận trong đó các hàng được đánh số bởi các đỉnh và các cột được đánh số 

bởi các cạnh của đồ thị. Nếu đỉnh 𝑥𝑖 liên thuộc với cạnh 𝑒𝑗  thì phần tử thứ (𝑖, 𝑗) của ma trận bằng 1, trường hợp 

ngược lại nó sẽ bằng 0. 

 

    Ma trận liên hợp. Nó là một ma trận vuông trong đó các hàng và các cột được đánh số bởi các đỉnh của đồ thị. 

Nếu đỉnh 𝑥𝑖 liên hợp với đỉnh 𝑥𝑗  thì phần tử thứ (𝑖, 𝑗) của ma trận bằng 1, trường hợp ngược lại nó sẽ bằng 0. 

 

    1.3. Một số lớp đồ thị đơn giản. 

    Đồ thị rỗng. Từ cách định nghĩa của một đồ thị, bất kì đồ thị nào cũng phải có ít nhất một đỉnh. Nói cách khác, 

chúng ta không chấp nhận việc một đồ thị không có đỉnh. Như vậy, một đồ thị có thể không có cạnh nào cả; các 

đồ thị như vậy được gọi là đồ thị rỗng, kí hiệu bởi 𝐸𝑛 trong đó 𝑛 là số đỉnh của đồ thị. Lưu ý rằng một đồ thị rỗng 

không giống với một tập rỗng luôn được kí hiệu bởi ∅. 

    Đồ thị đầy đủ. Một đồ thị trong đó mọi cặp đỉnh đều là một cạnh được gọi là đồ thị đầy đủ, kí hiệu bởi 𝐾𝑛 

trong đó 𝑛 là số đỉnh của đồ thị. Nó được gọi là một đầy đủ bởi vì chúng ta không thể bổ sung thêm bất kì cạnh 

mới nào vào nó mà vẫn thu được một đồ thị đơn. 



 

Hình ảnh minh họa 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, 𝐾4, 𝐾5, 𝐾6.  

    Với mỗi 𝑛 ≥ 1, bậc của mỗi đỉnh trong 𝐾𝑛 đều bằng 𝑛 − 1 và số cạnh của nó được xác định bởi công thức: 

|𝑉(𝐾𝑛)| = (𝑛
2

) =
𝑛(𝑛−1)

2
. 

     Đường đi. Một đồ thị trong đó tất cả các đỉnh có thể được đánh số thứ tự lại dưới dạng 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 sao cho có 

đúng một cạnh nối hai đỉnh liên tiếp và không có cạnh nào khác được gọi là một đường đi. 

     Số các cạnh chứa trong một đường đi được gọi là chiều dài của đường đi. Một đường đi trên 𝑛 đỉnh thường 

được kí hiệu là 𝑃𝑛. Hiển nhiên, số cạnh của một đường đi 𝑃𝑛 luôn bằng 𝑛 − 1. Bất kỳ cạnh nào cũng là một đường 

đi 𝑃2. Các đỉnh 𝑥1 và 𝑥𝑛 đều có bậc 1 trong đường đi 𝑃𝑛; chúng ta sẽ nói rằng đường đi này nối các đỉnh 𝑥1 và 𝑥𝑛.  

     Nói chúng, bất kỳ đường đi nào nối các đỉnh 𝑥 và 𝑦 đều được gọi là (𝐱, 𝐲) − đường đi.     

     Đồ thị liên thông. Một đồ thị được gọi là liên thông nếu hai đỉnh bất kì đều được nối với nhau bởi một đường 

đi nào đó; trường hợp ngược lại, nó được gọi là không liên thông. Điều này chỉ ra rằng trong một đồ thị không 

liên thông luôn tồn tại một cặp đỉnh không có đường đi nối giữa chúng. Bất kỳ đồ thị không liên thông nào cũng 

là hợp của hai hoặc nhiều hơn các đồ thị liên thông; mỗi đồ thị liên thông này đồ thị liên thông này được gọi là 

một thành phần liên thông của đồ thị ban đầu. 

 

Hình ảnh minh họa đồ thị liên thông 𝐺1 và đồ thị không liên thông 𝐺2.  

     Chu trình. Một đồ thị liên thông trong đó mọi đỉnh đều có bậc 2 được gọi là một chu trình, kí hiệu bởi 𝐶𝑛 

trong đó 𝑛 là số đỉnh của đồ thị.   



 

Hình ảnh minh họa 𝐶1, 𝐶2, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4, 𝐶5, 𝐶6. 

    Nếu 𝑛 là một số chẵn thì 𝐶𝑛 được gọi là một chu trình chẵn. Nếu 𝑛 là một số lẻ thì 𝐶𝑛 được gọi là một chu 

trình lẻ. Trong một chu trình 𝐶𝑛, số cạnh trùng với số đỉnh và được gọi là chiều dài của chu trình. 𝐶1 biểu diễn 

một cạnh nối một đỉnh với chính nó – chúng ta gọi nó là một cạnh khuyên. 𝐶2 biểu diễn hai cạnh song song cùng 

nối một cặp đỉnh – chúng ta gọi các cạnh này là các cạnh kép. Chu trình 𝐶3 thường được gọi là một tam giác. 

Trong một đồ thị đơn, nếu có một chu trình thì nó phải có chiều dài ≥ 3. Nếu một đồ thị không có chứa chu trình 

thì nó phải có một đỉnh có bậc ≥ 3 hoặc nó là một đồ thị không liên thông. 

    Đồ thị lưỡng phân. Một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) được gọi là một lưỡng phân nếu tập đỉnh 𝑋 của nó có thể được 

phân hoạch thành hai tập rời nhau 𝑋1, 𝑋2 (𝑋1, 𝑋2 được gọi là các phần của đồ thị lưỡng phân 𝐺) sao cho mọi cạnh 

của nó đều nối các đỉnh thuộc các phần khác nhau.  

 

Hình ảnh minh họa một số đồ thị lưỡng phân 𝐺 = (𝑋, 𝐸). 

    Điều này có nghĩa là không có cạnh nào nằm bên trong 𝑋1 và cũng không có cạnh nào nằm bên trong 𝑋2. Nói 

cách khác, với một đồ thị lưỡng phân bất kì, chúng ta có thể tô màu các đỉnh của nó bởi hai màu xanh và đỏ sao 

cho hai đỉnh bất kì liên hợp nhau đều được tô bởi các màu khác nhau.Nếu một đồ thị không phải là lưỡng phân 

thì, với mọi cách phân hoạch 𝑋 thành hai phần rời nhau 𝑋1, 𝑋2, có ít nhất một trong hai phần này có chứa ít nhất 

một cạnh nào đó. Nếu 𝐺 = (𝑋, 𝐸) là một đồ thị lưỡng phân thì để thuận tiện cho việc khảo sát chúng ta thường kí 

hiệu nó lại dưới dạng 𝐺 = (𝑋1, 𝑋2; 𝐸) trong đó 𝑋1 là phần bên trái và 𝑋2 là phần bên phải. 



    Phép đẳng cấu đồ thị. Một câu hỏi thường được đặt ra đó là: “Làm thế nào để chúng ta có thể so sánh các đồ 

thị khác nhau ?”. Xem xét đồ thị 𝐺1 nêu trong hình vẽ bên dưới. Chúng ta hãy vẽ lại nó sang một bên một bên 

bằng cách đặt đỉnh 4 nằm bên trong tam giác tạo bởi các đỉnh 1, 2, 3 và bảo toàn các cạnh còn lại. Chúng ta thu 

được đồ thị 𝐺2. Đồ thị 𝐺2 này có khác với đồ thị 𝐺1 không hay chúng là cùng một đồ thị ? Chúng ta hãy vẽ lại đồ 

thị 𝐺1 một lần nữa bằng cách đặt các đỉnh trên một hình vuông như trong đồ thị 𝐺1 nhưng bây giờ chúng ta sẽ 

thay thế đoạn thẳng bằng các đường cong tùy ý. Chúng ta thu được đồ thị 𝐺3. Đồ thị 𝐺3 này có khác với đồ thị 𝐺1 

không hay chúng là cùng một đồ thị ? Một mặt, ba đồ thị trên là khác nhau từng cặp một vì các đỉnh các điểm 

khác nhau trên mặt phẳng. Mặt khác, tất cả chúng đều có cùng một ma trận liên hợp, nghĩa là chúng có cùng mô 

hình toán học. Chúng ta có thể nói rằng các đồ thị 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3 “về cơ bản là giống nhau”. Đây là một điểm quan 

trọng: các đồ thị 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3 có cùng ma trận kề vì các đỉnh của chúng có cùng tên. Trong các ứng dụng thực tế, tên 

của các không được đưa ra tất cả như ở trên. Như vậy, làm thế nào để chúng ta có thể nhận biết khi nào thì hai đồ 

thị “về cơ bản là giống nhau” ? 

 

    Định nghĩa toán học cho hai đồ thị “về cơ bản là giống nhau” được biểu thị thông qua khái niệm “đẳng cấu” 

như sau: 

    Hai đồ thị đơn 𝐺1 = (𝑋1, 𝐸1) và 𝐺2 = (𝑋2, 𝐸2) được gọi là đẳng cấu nếu có một phép tương ứng một – một 

giữa các tập đỉnh 𝑋1 và 𝑋2 sao cho hai đỉnh bất kì là liên hợp nhau trong 𝐺1 khi và chỉ khi ảnh của chúng trong 𝐺2 

liên hợp với nhau. Bất kì một tương ứng một – một nào như vậy cũng được gọi là một phép đẳng cấu. Nếu 𝐺1 và 

𝐺2 đẳng cấu thì chúng ta thường kí hiệu chúng lại dưới dạng 𝐺1 ≅ 𝐺2. 

    1.4. Các phép toán cơ bản trên đồ thị.   

    Trong một số phép chứng minh và thuật toán, chúng ta thường áp dụng các phép toán trên đồ thị để thu được 

một đồ thị từ một đồ thị khác. Bây giờ, chúng ta sẽ xem xét một số phép toán cơ bản trong số đó. 

    Phép xóa một đỉnh. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) và một đỉnh 𝑥 ∈ 𝑋.  

    Phép xóa một đỉnh mạnh. Phép xóa đỉnh 𝒙 mạnh khỏi 𝑮 được định nghĩa là việc chúng ta xóa 𝑥 khỏi tập 𝑋 

và xóa khỏi tập 𝐸 tất cả các cạnh của 𝐺 có chứa 𝑥. Kí hiệu 𝐸(𝑥) là tập các cạnh có chứa đỉnh 𝑥 trong đồ thị 𝐺. 

Nếu chúng ta kí hiệu 𝑋1 ≔ 𝑋 − {𝑥} và 𝐸1 ≔ 𝐸 − 𝐸(𝑥) thì phép xóa đỉnh 𝑥 mạnh khỏi 𝐺 sẽ thu được đồ thị 𝐺1 =

(𝑋1, 𝐸1).  



 

Phép xóa đỉnh 𝑥 mạnh. 

    Chúng ta kí hiệu phép toán này lại dưới dạng 𝐺1 =: 𝐺 − 𝑥. Trong đồ thị 𝐺1, chúng ta có thể chọn và xóa một 

đỉnh khác để có được một đồ thị 𝐺2, v.v... Việc xóa liên tiếp các đỉnh như vậy sẽ dẫn chúng ta đến một dãy các đồ 

thị 𝐺1, 𝐺2, …  

    Thông thường, chúng ta muốn xóa bỏ một tập đỉnh con nào đó của 𝑋; nó tương đương với việc chúng ta thực 

hiện liên tiếp một dãy các phép xóa một đỉnh mạnh theo bất kỳ thứ tự nào. Do các đỉnh bị xóa khỏi đồ thị cùng 

với tất cả các cạnh liên thuộc với nó nên phép xóa này thường được gọi là phép xóa mạnh.     

    Phép xóa một đỉnh yếu. Phép xóa đỉnh 𝒙 yếu khỏi 𝑮 được định nghĩa là việc xóa 𝑥 khỏi tập 𝑋. Nhận thấy 

rằng, sau khi chúng ta thực hiện phép xóa đỉnh 𝑥 yếu khỏi 𝐺, tập 𝐸(𝑥) vẫn còn trong đồ thị 𝐺 nhưng nó mất đi 

đỉnh 𝑥. Một ngoại lệ duy nhất là nếu 𝐸(𝑥) có chứa các cạnh khuyên: các cạnh khuyên này sẽ biến mất khi chúng 

ta xóa đỉnh 𝑥 khỏi tập 𝑋. Tất cả các cạnh khác trong 𝐸(𝑥) sẽ trở thành các cạnh khuyên và vẫn nằm trong đồ thị 

𝐺1 thu được.  

                                 

Phép xóa đỉnh 𝑥 yếu. 

    Chúng ta cũng kí hiệu phép toán này lại dưới dạng 𝐺1 =: 𝐺 − 𝑥.  

    Phép xóa một cạnh. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) và một đỉnh 𝑥 ∈ 𝑋. 

    Phép xóa một cạnh mạnh. Phép xóa cạnh 𝒆 mạnh khỏi 𝑮 được định nghĩa là việc xóa bỏ cạnh 𝑒 khỏi tập 𝐸 

và xóa yếu tất cả các đầu mút của nó khỏi tập 𝑋. Chúng ta sẽ kí hiệu phép toán này lại dưới dạng 𝐺1 = 𝐺 − 𝑒.  



                                 

Phép xóa cạnh 𝑒3 mạnh. 

    Phép xóa một cạnh yếu. Phép xóa cạnh 𝒆 yếu khỏi 𝑮 được định nghĩa là việc xóa bỏ cạnh 𝑒 khỏi tập 𝐸. 

Trong trường hợp này, chúng ta cũng sẽ kí hiệu phép toán này lại dưới dạng 𝐺1 =: 𝐺 − 𝑥.   

                                  

Phép xóa cạnh 𝑒3 yếu. 

    Phép co một cạnh. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) và một cạnh 𝑒 = {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸.  

    Phép co cạnh 𝒆 được định nghĩa bao gồm hai bước sau đây: 

    1. Xóa yếu cạnh 𝑒 khỏi 𝐺. 

    2. Thay thế hai đỉnh 𝑥 và 𝑦 bởi một đỉnh 𝑥𝑦 duy nhất nằm trong mỗi cạnh 𝑒′ ∈ 𝐷 liên hợp với cạnh 𝑒 = {𝑥, 𝑦}. 

 

Phép co cạnh 𝑒. 

    Nếu 𝐺 là một đồ thị đơn và 𝑁(𝑥)⋂𝑁(𝑦) ≠ ∅ thì mỗi đỉnh nằm trong 𝑁(𝑥)⋂𝑁(𝑦) sẽ được nối với đỉnh 𝑥𝑦 bởi 

hai cạnh, nghĩa là đồ thị 𝐺1 có chứa các cạnh kép. Nếu 𝐺 không phải là một đồ thị đơn và có cạnh khuyên tại 𝑥 

hoặc 𝑦 thì các cạnh khuyên này vẫn nằm trong 𝐺1 tại đỉnh 𝑥𝑦. Sau cùng, nếu 𝐺 không phải là một đồ thị đơn và 

có một cạnh 𝑒′ khác nối 𝑥 và 𝑦 thì 𝑒′ trở thành một cạnh khuyên tại đỉnh 𝑥𝑦.  



    Một đồ thị 𝐺1 được gọi là co lại thành đồ thị 𝐺2 nếu 𝐺2 có thể thu được từ 𝐺1 bằng cách thực hiện một dãy các 

phép co theo các cạnh nào đó. Chẳng hạn, mọi chu trình 𝐶𝑘  (𝑘 ≥ 4) đều có thể co lại thành 𝐶3 = 𝐾3, mọi cây với 

tối thiểu hai đỉnh đều có thể co lại thành 𝐾2, mọi đồ thị 𝐾𝑛 đều có thể co lại thành đồ thị 𝐾𝑚 với 𝑛 ≥ 𝑚, .v.v... 

Mặt khác, không có chu trình 𝐶𝑘  nào có thể co lại thành 𝐾4, không có cây nào có thể co lại thành 𝐾3. Giá trị 𝑛 lớn 

nhất sao cho đồ thị 𝐺 có thể co lại thành đồ thị 𝐾𝑛 được gọi là chỉ số Hadwiger của đồ thị 𝐺, kí hiệu bởi 𝜂(𝐺). 

    Phép lấy phần bù. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸). Phần bù của đồ thị 𝑮 được kí hiệu bởi �̅� là một 

đồ thị xác định trên tập đỉnh 𝑋 trong đó hai đỉnh liên hợp với nhau trong �̅� khi và chỉ khi chúng rời nhau trong 𝐺.   

    1.5. Một số loại đồ thị con cơ bản. 

    Đồ thị là một cấu trúc tổ hợp có thể có nhiều tính chất khác nhau. Các thuộc tính này thường được xác định bởi 

sự hiện diện hoặc vắng mặt của một số cấu trúc con cụ thể được gọi là đồ thị con. 

    Đồ thị con. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸). Một đồ thị 𝐺′ = (𝑋′, 𝐸′) được gọi là một đồ thị con của 

đồ thị 𝑮 = (𝑿, 𝑬) nếu 𝑋′ ⊆ 𝑋 và 𝐸′ ⊆ 𝐸. Trong trường hợp này, chúng ta kí hiệu 𝐺′ ⊆ 𝐺. Do 𝐸′ chỉ chứa các 

phần tử của 𝐸 nên tất cả các đầu mút của bất kỳ cạnh nào nằm trong 𝐸′ cũng phải nằm trong 𝑋′. Hiển nhiên, 𝐺′ có 

thể nhận được từ 𝐺 bằng cách xóa mạnh các đỉnh nằm trong tập 𝑋 − 𝑋′ (tuần tự theo bất kỳ thứ tự nào hoặc cùng 

một lúc) và xóa yếu tất cả các cạnh còn lại nằm trong 𝐸 − 𝐸′ (tuần tự theo bất kỳ thứ tự nào hoặc cùng một lúc) 

 

Đồ thị 𝐺 và đồ thị con 𝐺1. 

    Đồ thị con cảm sinh. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸). Một đồ thị 𝐺′ = (𝑋′, 𝐸′) được gọi là một đồ thị 

con cảm sinh của đồ thị 𝑮 = (𝑿, 𝑬) nếu 𝑋′ ⊆ 𝑋 và tất cả các cạnh của 𝐺 có cả hai đầu mút nằm trong 𝑋′ đều là 

một cạnh nằm trong 𝐸′. Thông thường, chúng ta nói rằng 𝐺′ là một đồ thị con cảm sinh bởi 𝑿′. Đồ thị con cảm 

sinh 𝐺′ có thể nhận được từ 𝐺 bằng cách xóa mạnh các đỉnh nằm trong tập 𝑋 − 𝑋′ (tuần tự theo bất kỳ thứ tự nào 

hoặc cùng một lúc). Đồ thị con cảm sinh là một trường hợp đặc biệt của đồ thị con. Một đồ thị con không thể là 

cảm sinh nếu có ít nhất một cạnh của 𝐺 với cả hai đầu mút đều nằm trong 𝑋′, bị thiếu. Trong một đồ thị 𝐺, chúng 

ta thường kí hiệu một đồ thị con cảm sinh bởi một tập 𝑌 ⊆ 𝑋 bởi 𝐺𝑌. 

 



Đồ thị 𝐺 và đồ thị con cảm sinh 𝐺2. 

    Đồ thị con khung. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) với |𝑋| = 𝑛. Một đồ thị con 𝐺′ ⊆ 𝐺 sao cho 𝐺′ =

(𝑋, 𝐸′) được gọi là một đồ thị con khung. Như vậy, các đồ thị con khung có cùng tập đỉnh với đồ thị ban đầu và 

có thể thu được từ đồ thị ban đầu bằng cách chỉ xóa yếu các cạnh của nó. Nếu đồ thị con khung là một cây thì nó 

được gọi là một cây khung. Nếu một đồ thị có một cây khung thì nó phải là một đồ thị liên thông bởi vì mọi cây 

đều là một đồ thị liên thông.  

    Clique. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) với |𝑋| = 𝑛. Một đồ thị con của 𝐺 đẳng cấu với một trong số 

các đồ thị đầy đủ 𝐾1, 𝐾2, … , 𝐾𝑛 sẽ được gọi là một clique của 𝑮. Kích thước lớn nhất có thể có của một clique 

chứa trong một đồ thị 𝐺 được gọi là chỉ số clique của 𝑮, kí hiệu bởi 𝜔(𝐺). Cụ thể, 𝜔(𝐺) là số tối đại các đỉnh đôi 

một liên hợp nhau của 𝐺. Hiển nhiên, 1 ≤ 𝜔(𝐺) ≤ 𝑛.    

    Tập độc lập/tập ổn định. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) với |𝑋| = 𝑛. Một đồ thị con của 𝐺 đẳng cấu 

với một trong số các đồ thị rỗng 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛 sẽ được gọi là một tập độc lập/tập ổn đỉnh của 𝑮. Kích thước lớn 

nhất có thể có của một tập độc lập/tập ổn định chứa trong một đồ thị 𝐺 được gọi là chỉ số độc lập/chỉ số ổn định 

của 𝑮, kí hiệu bởi 𝛼(𝐺). Cụ thể, 𝛼(𝐺) là số tối đại các đỉnh đôi một rời nhau của 𝐺. Hiển nhiên, 1 ≤ 𝛼(𝐺) ≤ 𝑛.  

    Transversal / Tập phủ đỉnh. Giả sử cho trước một đồ thị 𝐺 = (𝑋, 𝐸) với |𝑋| = 𝑛. Một tập đỉnh con 𝑇 ⊆ 𝑋 

được gọi là một transversal / tập phủ đỉnh của 𝑮 nếu phần bù 𝑋 ∖ 𝑇 là một tập ổn định, nghĩa là mọi cạnh của đồ 

thị 𝐺 đều có ít nhất một đầu mút nằm trong 𝑇. Kích thước nhỏ nhất có thể có của một tập transversal/tập phủ đỉnh 

chứa trong đồ thị 𝐺 được gọi là chỉ số transversal /chỉ số phủ đỉnh của 𝑮, kí hiệu bởi 𝜏(𝐺). Từ định nghĩa của 

chỉ số transversal của 𝐺, 𝛼(𝐺) + 𝜏(𝐺) = 𝑛.        

    Cặp ghép. Giả sử cho trước một đồ thị đơn 𝐺 = (𝑋, 𝐸) với |𝑋| = 𝑛. Một tập cạnh con 𝑀 ⊆ 𝐸 được gọi là một 

cặp ghép của 𝑮 nếu mọi đỉnh của nó đều có bậc bằng 1, nghĩa là nó là một tập các cạnh không có đỉnh chung nào 

với nhau. Một cặp ghép hoàn hảo là một cặp ghép có chứa mọi đỉnh của đồ thị. Kích thước lớn nhất có thể có 

của một cặp ghép chứa trong đồ thị 𝐺 được gọi là kích thước tối đại của cặp ghép, kí hiệu bởi 𝜐(𝐺). Nếu một đồ 

thị 𝐺 có một cặp ghép hoàn hảo thì 𝑛 là một số chẵn và 𝜐(𝐺) =
𝑛

2
.  

    Nhận thấy rằng do mọi tập transversal đều có chứa ít nhất một đỉnh nằm trong mỗi cạnh của một cặp ghép bất 

kì nên 𝜏(𝐺) ≥ 𝜐(𝐺).   

    Đồ thị phụ. Một đồ thị 𝐺′ được gọi là một đồ thị phụ của đồ thị 𝐺 nếu 𝐺′ có thể nhận được từ 𝐺 bằng cách 

thực hiện một dãy các phép xóa đỉnh, phép xóa đỉnh và phép co cạnh. 

    1.6. Tính tách được và tính liên thông. 

    Giả sử cho trước một đồ thị đơn liên thông 𝐺 = (𝑋, 𝐸) với |𝑋| = 𝑛. Nếu hai đỉnh 𝑥 và 𝑦 không liên hợp với 

nhau thì, bằng cách xóa mạnh tập 𝑋 − {𝑥, 𝑦} khỏi 𝐺, chúng ta sẽ chỉ còn lại duy nhất hai đỉnh 𝑥 và 𝑦 − một đồ thị 

không liên thông. Mọi tập đỉnh con 𝑆 ⊆ 𝑋 được gọi là một tập tách đỉnh/lát cắt đỉnh của 𝐺 nếu sau khi xóa mạnh 

𝑆 khỏi 𝐺 thì chúng ta sẽ nhận được một đồ thị không liên thông. Nếu bản thân một đỉnh là một tập tách đỉnh thì 

đỉnh này được gọi là một đỉnh khớp. Trong số tất cả các đồ thị liên thông chỉ có duy nhất đồ thị đầy đủ là không 

có chứa tập tách đỉnh nào. Với các đồ thị không liên thông, một tập tách đỉnh là bất kỳ tập đỉnh nào mà sau khi 

xóa chúng đi sẽ làm tăng số các thành phần liên thông của đồ thị lên. Như vậy, nếu 𝑆 là một tập tách đỉnh trong 𝐺 

thì sẽ có ít nhất hai đỉnh 𝑥 và 𝑦 được tách bởi tập 𝑆; trong trường hợp này 𝑆 được gọi là một (𝒙, 𝒚) −tách đỉnh. Ý 

nghĩa của từ “tách đỉnh” là tất cả các (𝑥, 𝑦) − đường đi đều tránh qua tập 𝑆. 



    Một tập tách đỉnh có thể chứa một tập tách đỉnh khác như một tập con. Một tập tách đỉnh không có chứa bất kỳ 

một tập tách đỉnh nào khác như một tập con thực sự được gọi là một tập tách đỉnh tối tiểu. Kích thước nhỏ nhất 

có thể có của một tập tách đỉnh tối tiểu chứa trong đồ thị 𝐺 được gọi là chỉ số liên thông đỉnh của 𝑮, kí hiệu bởi 

𝜅(𝐺). Lưu ý rằng chỉ có một ngoại lệ duy nhất đó là đồ thị 𝐾𝑛. Do 𝐾𝑛 không có chứa tập tách đỉnh nào nên, để 

phù hợp với định nghĩa trên, chúng ta quy ước rằng 𝜅(𝐾𝑛) = 𝑛 − 1. Như vậy, với mọi đồ thị không đầy đủ không 

liên thông, 𝜅(𝐺) chính là kích thước nhỏ nhất có thể có của một tập tách đỉnh. 

    Thật ra, chúng ta có một khái niệm còn quan trọng hơn liên quan đến khái niệm về tập tách đỉnh này. Một đồ 

thị 𝐺 được gọi là 𝒌 − liên thông đỉnh nếu chỉ số liên thông đỉnh 𝜅(𝐺) ≥ 𝑘. Như vậy, mọi đồ thị đều là 0 −liên 

thông đỉnh, mọi đồ thị liên thông đỉnh đều là 1 − liên thông đỉnh, mọi đồ thị liên thông đỉnh với 𝜅(𝐺) ≥ 2 đều là 

2 − liên thông đỉnh, v.v... Tổng quát hơn, nếu một đồ thị 𝐺 là 𝑘 − liên thông đỉnh thì nó cũng là một đồ thị 

(𝑘 − 1) −liên thông đỉnh, (𝑘 − 2) −liên thông đỉnh, v.v... Tuy nhiên, chiều ngược lại của khẳng định trên không 

được thỏa mãn: nếu một đồ thị là 𝑘 − liên thông đỉnh thì nó không nhất thiết phải là một đồ thị (𝑘 + 1) − liên 

thông đỉnh.  

    Giả sử chúng ta xóa tập tách 𝑆 khỏi đồ thị liên thông 𝐺 và thu được hai thành phần liên thông cảm sinh bởi hai 

tập đỉnh 𝑋1 và 𝑋2. Các đồ thị con cảm sinh bởi 𝑋1⋃𝑆 và 𝑋2⋃𝑆 được gọi là các đồ thị con dẫn xuất của đồ thị 𝑮 

tương ứng với tập tách đỉnh 𝑺. Chúng ta cũng sẽ kí hiệu các đồ thị con dẫn xuất này lần lượt bởi 𝐺𝑋1⋃𝑆 và 𝐺𝑋2⋃𝑆 . 

Lưu ý rằng cả 𝑋1 và 𝑋2 đều không phải là các tập rỗng và không có đỉnh nào nằm trong 𝑋1 liên hợp với các đỉnh 

nằm trong 𝑋2. 

    Lưu ý rằng cả 𝑋1 và 𝑋2 đều không phải là các tập rỗng và không có đỉnh nào nằm trong 𝑋1 liên hợp với các 

đỉnh nằm trong 𝑋2. 

 

Hình vẽ minh họa. 

    Kết quả 1.6.1. 

    Trong một đồ thị liên thông 𝐺, nếu 𝑆 là một tập tách đỉnh tối tiểu của 𝐺 thì mỗi đỉnh nằm trong 𝑆 đều có một 

đỉnh láng giềng nằm trong 𝑋1 và 𝑋2. 

    Chứng minh kết quả 1.6.1. 

    Nếu tồn tại một đỉnh 𝑥 ∈ 𝑆 không có đỉnh láng giềng nào nằm trong 𝑋1 thì 𝑆 − {𝑥} cũng là một tập tách đỉnh 

của 𝐺, điều này mâu thuẫn với tính tối tiểu của 𝑆.                                                                                                     □ 

    Lập luận mà chúng ta trình bày ở trên hoàn toàn có thể được tổng quát lên cho trường hợp tổng quát khi chúng 

ta xóa tập 𝑆 khỏi đồ thị liên thông 𝐺 và thu được 𝑘 ≥ 2 thành phần liên thông cảm sinh bởi các tập đỉnh 𝑋1, 𝑋2, …, 



𝑋𝑘. Khi đó, các đồ thị con cảm sinh 𝐺𝑋1⋃𝑆, 𝐺𝑋2⋃𝑆, … , 𝐺𝑋𝑘⋃𝑆 được gọi là các đồ thị con dẫn xuất của đồ thị 𝑮 

tương ứng với tập tách đỉnh 𝑺. 

    Một ý tưởng khác để chúng ta có thể thu được một đồ thị không liên thông như trên đó là xóa các cạnh khỏi 

một đồ thị không liên thông cho trước. Một tập cạnh con như vậy được gọi là một tập tách cạnh/lát cắt cạnh. 

Nếu bản thân một cạnh là một tập tách cạnh thì cạnh này được gọi là một cạnh cầu.  

    Chúng ta cần những khái niệm này để làm cái gì? Câu trả lời cho vấn đề này nằm ở việc có rất nhiều thuộc tính 

quan trọng trong lý thuyết đồ thị có thể được khảo sát thành công bằng cách sử dụng đồ thị con dẫn xuất. Các đồ 

thị con dẫn xuất có số đỉnh ít hơn so với đồ thị ban đầu gợi cho chúng ta sử dụng phương pháp quy nạp toán học 

khi khảo sát các tính chất của các đồ thị con dẫn xuất. 

    Chúng ta sẽ kết thúc mục này của bài viết với một kết quả nổi tiếng của nhà toán học Menger: 

    Kết quả 1.6.2. (Menger) 

    Trong một đồ thị liên thông 𝐺, với hai đỉnh không liên hợp 𝑥 và 𝑦, số tối tiểu các đỉnh chứa trong một tập 

(𝑥, 𝑦) −tách đỉnh bằng với số tối đại các (𝑥, 𝑦) − đường đi phân biệt đỉnh.  

      


